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Approxnmatlon durch Losungen elliptischer Randwertprobleme
auf mchtglatten Gebietsrandern

"U. Hayasy - . ) T,

Es sei 2 C R" éin beschriinktes, glattes Gebiet und I' der (nicht notwendig,glatte) Rand einer
offenen Menge £; C 2. Es wird untersucht, unter welchen Bedingungen auf I" vorgegebene
Tupel stetiger Funktlonen {Whitney-Taylor-Felder) durch Losungen e]llptlscher Randwert-
.. probleme beziglich 2 glelchmaBlg approxnmxcrt werden- konnen )

fycrs 2 — R" orpaHn-lemlaﬂ r.na,maﬂ obnactb. u I' (ne 0BA3aTeNbHO ula}maﬂ).rpaunua
OTKPHITOTO MHOMeCTBA £; « < . lccnenyercs, B KaKMX yciaoBHAX AaHHbe na I’ naﬁopu .
HenpepuBREX GyHKUNH (no.rm Butuesa— Teitnopa) moryT GsITh ammpoOKCUMHPOBAHBI PABHO-
MEPHO OTHOCHMTEIBHO 2 PELICHUAMI DITMATHYECKUX KPFeBHX 3ana-i
ZN

‘Let 2  R*® be a bounded, smooth domain and I" the (not necessary smooth) boundary of an

" open set £; CC Q. It is investigated, under which conditions given tuples of continuous func-
tions (Whltney Taylorflelds) on I' can be uniformly npproxnmuted by solutlom of elllptlc

boundary value problems w1th respect to Q. . )
! I - N

G'egeben sei:eiln elliptisches Randwertproblem in einem Gebiet 2 — R” mit einem
glatten Rand 092, wobei der Differentialoperator die Ordnung 2m haben-soll. Weiter -

sei V — 922 einé beljebige, dann aber fest gewahlte offene Teilmenge des Randes. Wir -

lassen die Randvorgaben lediglich auf V variieren — auf 8Q\V sollen gie Null sein;

ebenso soll die rechte Seite der Differentialgleichung LTl)l" sein. Ny (R2) sei die Menge
der Losungen der so entstehenden Randwertprobleme. Innerhalb von £ liege eine
offene Menge 2;, deren Rand I' = 992, nicht glatt zu sein braucht. Es wird untersucht,
unter welchen moghchst schwachen Bedmgungen an I" zu jeder Funktxon f € C’(IR")
(0 = s =m £ 1) eine Folge (), = Ny(L2) mit . .

lim 3 ”D"/lr— Dauglplleiry =0 ' ’ L C

l—>o0 |a|S58

'

e\lstlert Damit werden die von G. WrLDENHAm in [16 17] erzielten Ergebmsse auf
mchtgla,tte Réinder I' vera]]gememert . , , N

- -

1. Voraussetzungén, Definitionen - _
1.1. Es sei 2 — R* ein l]eschranktes Gebiet mlt emem C°°-gla.tten Rand 6.Q Vom
leferentlaloperator

L= % a@D (a.e C=(2)) - ,
|a| =2m ) . _
und vom System . . o oo Lo
B = (B)™ B, =z Bjo(@).D%, - Bjs € C=(09)
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>/ur Abkuryung setmn wnr ‘Bu = {B wlanl,™

'1.'3. Es sei

.

von Randoperatoren auf 80 foidern wir:. :
1. L lst auf .Q eigentlich, elliptisch (s. z. B. [19: S 146]). ..
" 2. Bist normal (s. z. B. [19: S. 214]). - ) . A 1,
3. otd B; =:m; < 2m — 1firj =1,. ' ' )
4.:B iiberdeckt L auf 02 (s. z. B. [14: S 162]

. 1.2. Es seien U= 2 und VC o002 belxeblge, dann aber fest gewa.hlte offene Teil- -
".mengen von £ bzw. 0Q. Wir definieren ’

My(R2) = {ue€ ‘C*(£): supp [/u_c U, Bu = 0} _
und . " S o ' )
‘JEV(Q) {u € C*(D): Lu =0 in 9B u|mw =0 V;}

Bexsplelswelse besteht My(L2) gerade aus Losungen von Randwertproblemen der

A Gestalt I/u = f in'Q, Bu =0, wobel fin C'o°°(U) variiert.

.

[a] <2m . _'

. 'L’\‘é _ Z (_l)lal D“(a (x) ) R ’ o . . | . \

der im Smne der sttrlbutlonentheorle formal duale Operator zu L: Wir sagen, L*

- besntzt in einem Gebiet 2, & Q die Eigenschaft (U), (dlc ,,Eindeutigkeitseigenschaft, ‘

des Cauchy-Problems im Kleinen*), wenn aus L*u = 0 in 2, und u = 0 auf irgend-
einer nichtleeren offenen Teilmenge w — 2 u = 0 auf ganz @, folgt. Diese Eigenschaft
lst z.B. erfullt wenn die Koeffu.lenten von L* auf Q, reell analytlsch sind.

1 4. Fiir ganze//ahlen §=20 und kompakte Mengen KC R"” sei L

f \ .
W’(K) {/ = {fahaiss. € HC(’K) 3/6 C’(IR") mit D‘/lx —[} L
S - lalSs . . .
‘ dle Menge der. Whitney- Ta'z/lor Felder der Ordnung s auf K mit der I\orm W llweeky
= lZ Ifallecx)- ' .

2. Sitze, Litcraturiiberblick

])ef folgende Satz stellt das Hauptergebnis der vorliegenden Arbeit dar.

Satz 1: Es sei Q== Q2 eine beliebige offene’ Menge mit dem Rand I' = 00; und s
eine ganze Zahl mit 0 < s <m — 1. In jeder Zusammenhangskomponente von £,
= 0O\ 0, liege eine nichtleere offene Teilmenge von U — 2,, und L* besilze in jeder
Ausammenhangskmnp(mente von Q die Eigenschaft (U)s. Weiterhin gebe es eine reelle

- _‘Zahl p > n,-s0 daf gilt: . .

(a) Fiir: allc @ € Co™(821) exzstzert eine Ifunktzon . aus dem Sobolev-Raum W T2

“mit Lu = @ in .

(b) Es ist {g € WZ'"_’_‘(IR") supp g S Q1) = Co®(2)) mit p = p/(p — 1) wobei

. die Abschliefung in der Norm des Sobolév-Raumes W3P—*—1(R").erfolgt..

Dann existiert . zu jedem /——-/}[a]s, € W‘(F) eine, Folge (), = My(R) mit
lim 3 |D*wlr — falewry =0

ool la| S8 . : .. -
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Es ist zu bemerken, da8 fiir s = m eine derartige Apprommatlon mcht moghch
ist (s.'[9: Satz 2)). .

"In den Voraussetzungen (a) und (b) sind implizit Bedmgungen an I’ent,halten Fs folgen
einige Bemerkungen dazu.: :
Zu. (a): Wegen p > n ist W ”‘(.Q) < C%2;) und damit Dou|p = 0 fur u 6 W 2+1(0;) und
ol = s Die Vora,ussetzung besagt, also, daB das Randwertproblem :

Lu=9 in & D°u|r=0~ fiir NETI IR (1)

eine Losung aus W “’(Q) besitzen soll. Fir s'=m — 1 hande]t, es sich dabei gerade um 1 das
Dirichlet:Problem, fur s < m — 1ist dieses Randwertproblem unterbestimmt. Ist-der Rand I’
C™-glatt, so besitzt das Dirichlet-Problem (s = m — 1) stets eine Lésung, sofern das homo-
gene Randwertproblem L*w = 0 in 2, Daw| =0 fiir lo] = m— 1 nur trivial lésbar’ist, und
diese Losung ist dann sogar aus C°°(Q ). Je ,,weniger glatt‘‘ der Rand I ist, desto ,,schlechter
werden dann auch die Elgenschaften der Losung. Die Voraussetzung (a) beinhaltet demnach,

. daB der Rand I' noch so ,,glatt** sein soll, daB die Losbarkeit-des Randwertproblems (1) im

Sobolev-Raum W S+1(£2;) garantiert ist. In [13] findet man dazu cinige Ergebnisse fiir Gebiete
mit Kanten und Ecken Je kleiner s ist, desto schwicher werden na.t,urllch die Forderungen
an I. .

~Zu (b): Die —Voraussetzung (b) stellt eine sehr schwache Forderung an I' dar. lst 082, = 69
so erd ©Q; in der, Literatur als (7, p)-stabil (r = 1 ‘ganz) bezexchnet wenn

-

lge W '(IR") supp g & Oi} —Co°°(9) ©

S

gilt (vgl. [1, 11, 12]) Mit Hilfe von Begnffen ausder L, Kap'tznmtst,heonc kann man zahlrelche V
Kriterien fiir die (r, p)-Stabilitit angeben (s. z. B. [2 12]) Analoge hntencn glbt es auch fiir
den Fall 82; + 82; (s. [8)). g .

Wollen wir eine dem Satz 1 entsprechende Aussage fiir ‘)?V(Q) statt EiJ?U(Q) h\a-ben,' "

.so miissen die Voraussetzungen etwas modifiziert-werden. ' .

Satz 2: .Der Differentialoperator L sei fiir alle Punkte eiries Gebietes @ > O defim'eﬂ .
und dort eigentlich elliptisch. L* besitze in 2\, die Eigenschaft (U),. Ferner soll Q \ o
zusammenhiingend sein. Schlieflich sei. s wieder eine ganzé 'Zahl mit 0 < s < m — 1.

Dann gilt unter den Voraussetzungen (a) und (b) aus Sutz 1 die gleiche Aussage wie im
Satz 1 mit Ny (£2) stalt 9J2U(Q) . . L .

.

Den Satz 2 erhilt'man als Folgerung aus Satz 1, mdem\man die glelchen Uber-
legungen wie-in [10 Abschnitt 4.2.] anstellt. :

Zur Prob]ematxk der Approximation durch Losun'ge'n elliptischer Randwertprobleme muf

_‘zunichst die Arbeit [3] von H. BECKERT aus dem Jahre 1960 erwihnt werden. Sie.war Aus-

gangspunkt fiir zahlreiche weitere Untersuchungen. In dieser Arbeit war I’ allerdmgs eine
solche Fldache, durch die das Gebiet nicht zer]egt wird. Von A. G6PFERT [6] wurde dann 1966
erstmals der Fall untersucht, daB I" der Rand eines Innengebiectes 2; CC @ ist. Diese Ergeb. -
nisse wurden in den achtziger Jahren von G. Wanka [15). A. GOPFERT G. und J. Wanka [71.
K. BEYER [4], G. WILDENHAIN [16, 17] und U. Hamaxy [10] weiterentwickelt. Wesentlich in
diesen Arbeiten Wwar aber, daB fir I' stets einc gewisse CF-Glattheit mit einem geniigend groBen
k vomusgesctzt werden muBte. Ein Ergebnis fiir sehr allgemeine nichtglatte Flichen konnte
G. WILDENHAIN [18] mittels potentialtheoretischer Hilfsmittel erzielen, allerdings nur fir die
Laplace-Gleichung. Dio dabei verwendete Bewdistechnik IuBt smh lediglich auf elliptische
Differentialgleichungen 2. Ordnung iibertragen. :
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3. Vorbereitung fiir den Beweis von Satz 1 v T

3.1. Es sei"B* = {B *h™ ein entsprechend der Greenschen Formel zu B = { He

. adjunglertes System von Randoperatoren, d. h., es gilt

f(Luv—uL*v dx—)__,' fCuB *» — Bu C*v)do

. j=1:080 . ]
fiir alle u, v E 02”'(.(2) wobei {C;},™ und {C *m gewxsse Systeme von Randoperatoren
-auf 2Q'sind (vgl. [19: S. 218)). Wir defmleren '

/

N = Ker ({L, B}) = {u € C°°(.Q) Lu =0inQ, Bu = 0} ,.

und o
: N* = Ker ({L B*}) {w e'C°°( 0): L*w = 0 in Q B*w = 0)

{

f_l_ N und / 1 N* so]l f it dz = O fiir alle & 6 N bzw. h € N* bedeuten Das

/ Randwertprob]em N -, .
Lu_/m Q, Bu=0 ' ' V . _(2)

, N :
mit f€ Ly(2) und 1 < p <'o0 besitzt bekanntlich genau dann eine Lésung, wenn

© f XL N* gilt. Geniigt f dieser Bedingung und ist 4 eine Losung von (2), so erhdlt man

durch u = i + u, mit einem beliebigen u, € N die (Jesamt,helt al]er Losungen von (2)
Samtliche Lésungen sind aus W,2"(2). .

Den .Operator G, welcher Jedem f€L,(2) mit f | N* dleJemge Losung u, des
Problems (2) zuordnet, fiir die w | N (% ist.die konjugiert komplexe Fuhktion zu u)
gilt, nennen wir Greenschen Operator. Wir setzen G auf ganz L,(2) fort, indem wir
Gw = 0 fiir alle w € N* deflmeren Es gilt dann (s. [10: Lemma 2]) das .

Lemma 1 Fur alle reellen. Zahlen pmit 1 < p < oo gilt:

(i) G ¢ L(L (@), W 2’"(.Q)) . k., G ist ein steliger und lznearer Opemlor von L,,(.Q)
in W,rm(82)). ;

(ii)'LGf = f fiir alle f € L,(2) mzt/ 1 N*
(ill) GLu = u + u, /m alle u € W p2(82) mit Bu =0, wobez Uo ¢ aus N-ist.

4

~

3.2, Ist X ein normlerter Raum, so wird mit X’ sein Dualraum und mit (F, /'} dle An-

wendung eines Funktionals #' € X’ auf f€ X ‘bezeichnet. Sind X und Y normierte

Riaume, so sei L(X, Y) die Menge aller stetigen und linearen Operatoren von X in Y.

Fiir 4 € L(X,Y)sei A € L(Y' X') der'duale Operator. '
Wir definieren é’(Q = Cy>(Q), wobel die AbschlieBung in der C"(Q) -Norm- erfolgt

Die Elemente von ( ) konnen als Distributionen der Ordnung s aufgefaBt wer-
den. Fiir kompakte Mengen K= 8 sei

(Co@) ={T ¢ 4(08(94)) ;suppT S K} .
und ' , S ' )
(G ) = {F € (CxQ) ) supp F S K}.

]

Jedes Element aus (C"(.Q ),( kann emdeutlg zu einem Element aus (C’(.Q))K fortge-
setzt werden. In diesem Sinne soll (C“’(Q)) (C’(.O)),\' verstanden werden. W »°(9)

(5= 0,1<p < o0) sei die AbschlieBung von Co°°(Q) in der W,*(2)-Norm und

’

(W @) = (W' @) = {f € W, (@):supp /S K} o



W2(82) = (W "(Q))’ (=0, 1/p 4 l/p' =1) ist der Dualraum von ‘W-,,’(Q) und
N \
(Wﬂm» ={Fe Wy m)mmpFCK} ' .

-

Da Cy=(2) in W75(Q) dicht liegt, kénnen wir a.uch W"(Q) statt W_‘(.Q) schrelben

. Fiir den BeWexs von Satz 1 benétigen wir folgende Lemmata,
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‘Lemma 2 (s [5: S.211)): Es sei s eine beliebige ganze Zahl, 1 < p < oo sowie h

K < Q2 eine kompakte Menge. P sei ein auf 0 eigentlich elliptischer Dz//erentzalopemtor

der Ordnung:2m mit.Koeffizienten aus C’°°(Q) Aus u € (W !2)),\ und Pu € ( ‘(Q))K
folgt dann w € (W ‘+2’"(.Q))

Lemma 3: Es.seir =0 eine ganze Zahl und 1 <p < . Wezterkm soll ;< R"
eine belicbige offene, beschrinkte Menge it dem Rand I' = 89, sein. Aus ( ’(IR )) a

= C,®(2)) (Abschlzeﬂung in der W '(IR") Norm) /olgt dann (W T(IR") )[‘ =
Beweis: Es sei g € (W ’(IR"))r eine beliebige Funktion."Dann ist natiirlich ‘auch

/_j

gE( '(IR")),Q‘ Somit existiert laut Voraussetzung eine Folge ((p,) = Cy®(£2y)

mit - L K ) .o
' lim ”9’1 - g”w,,'(m") ='0. : : T (3)

_Wegen supp g < cr und supp ¢, = Ql, also supp gn supp o1 = 9, ist

, Ilwx = gl imm = z le‘%(I) D“g(x)l”dx

) ) lalsr R" -
o , = (f |D°«p,(z>|vdx+ f |Deg x)l”dx)
o ! lsigr \2, o
=X f |D°g(x>|"dx = ”gllw,,'(R")
_ . lalgr 4 )
- Mittels"(3) folgt daraus {igllw,-me» = O,'a.lso g = O [ | '

. ‘ o : /
[ - - . -

4. Beweis von Satz 1 .,

Der Beweis erfolgt_in zehn Schritten

1 .Der Operator R, sei fiir in einer Umgebung von I s-mal.stetig differenzierbare
.Punktlonen w durch ‘Ryu = {D* uIr}mg; definiert. Es sei T € (W‘(P)) ein stetiges
und lineares Funktional mit s \ ) .

A) 4‘

(T, Ry =0 ) o L @

c

fiir alle € My(R). Wir werden T = O"zeigen. Daraus folgt dann die behaupi’feté,
chhthmt von R,(My(2))-in W) . . Lo

2 Wegen der stetlgen Einbettungen (0 = s = m — 1‘)
mecWMQcmmfmp>n‘

kénnen wir nach Lemma 1 /(i) den Greenschen Operator @ als stetigen Operator von
L,() in C%(2) auffassen. Es ist also G € L{L,(Q), C*(2)). Fiir den dualen Operator ¢

‘gilt dann G’ € L((C’(.Q)) Ly (.Q)) mit p’ < nf(n — 1). Weiter ist R, € L(C‘(Q W’(I’))‘ '

\
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und R,’ € L((W‘(ﬁ ) (C"(!_’?~ )’) "Man erhilt also R,'T € '(C’(ﬁ)) und G'R;/'T € L, (Y
mit p < nf(n — 1). Wegen (R/T, y) =(T,.R,p) = 0 fiir alle p € C"’(.Q) mit y = 0
in einer Umgebung von I'ist supp (R, ’T) € I und damit ~

BT € (0 Q))r = (éa(.o))r . : - - o B

3. Fir beheblge Funktionen ¢ € Cy>(2) gilt nach Lemma 1/(111) GL(p =@ -+ <p0
-mit einer Funktion ¢y € N = Ker ({L B}). Aus N < My(L2) und (4) folgt (R T, q)o) ’
= (T R,q;.,) = O Damlt erhalten wir fiir alle 4 € Cy>(R2) . )

(C'R,T, Ly) =<B,'T GL<P> = (BT, ¢ + 90y = (R,'T, <P>, . (6)

also L¥*(G'R,'T). = R,'T suf .Q im distributionentheoretischen Sinne. Da RS/T auf r.
konzentnert ist, gllt L*(G R/T) =0 auf Q; uQ,. -
=~ S

4. Es séi jetzt @ € Co (U ) eine hehebngc Funktion mit ¢ | N* = Ker ({L*, B*}).
Nach Lemma 1/(ii) ist dann LGy = ¢, also Gq:.E My (). Aus (4) ergibt sich (G'R,' T, (p) _
= (T, R,(Gp)y = 0 fiir alle diese p. Wie im 5. Schritt des Beweises’ von Satz 1in =
[10 Abschnitt 4.1] kann daraus 'R,/'T = w, auf U mit einer bunktlon we € N* ge-_
fo]gert werden:

\

© 5, Damit gilt L¥G'R,/T — wy) = 0 auf Q) und (G'R,'T — w,) =0auf U Q,.
In jeder Zusammenhangskomponente von £, liegt eine nichtleere offene Teilmenge -
von U. Aus der vorausgesetzten Eigenschaft (U), von L* folgt (’R,'T — wy) =0
auf jeder Zusammenhangskomponente und damit ('R,'T — w,) = 0 auf ganz Q,,

“also (G RST — w) € (L (2) )p‘ Insbesondere ist o

(G'R /- we, @) =0 furalle (pEC'o (Q) SR ' (7

6. Aus der stetigen Embettung W"“.Q)Cé’(!)) fir p > n folgt (C”(Q)) i
= (W ”“(.Q)) W‘“‘ (£2). ‘Damit erhalten wir aus (5) und I'c @2, die'Inklusion
RST € (W_"’_‘ ) . Es gilt also /
o L*G' R T — wy) = RyT € (W""‘(Q)) ‘
und - E -

© (G'R/T — wy) € (Ly(@)z,= (W—H(.o))a,-
Aus Temma 2 folgt (G'R,/T — wy) € (W2r—*-1(0))z,

N [
[

7. Zu jédcr Funktion »¢€ W"“(Q) existiert eine Folge (@), <:00°°(!2) ‘mit
llm llp: — vllw,s+1 @) = 0. Daraus folgt llm ]]Ltp, — Lol en- -tm(g) = 0. Aus (G'R,/T

uo, Loy = (R,'T, @) fiir alle I (vgl. (6) L*wo = 0!) (G'R,/T — wy) € W= l(p)
und R,/’T € W3 "“(Q) ergibt sich dann

{G'R/T — wy, L) = (R,/T, v) fiir alle v e W,+1(Q). ()
8. Es sei jetzt ; € Co°°(Q ) eine beliebige auf Qi definierte Funktion. Laut Voraus-

: setaung (a) existiert dazu eine Funktion u € W S+1(£;) mit Lu = ¢; in 2,.-Die Funk-
tion u setzen wir durch Null auf ganz Q fort Dlese fortgeset/te Funktion w1rd mit @

~ bezeichnet. Es ist dann : R

,u€W’+‘(.Q)CC’(.Q) und Ry =0.

1
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Ferner gilt .
. N

, - Pi auf 'Ql : = ¥ s+1—2m
..L‘u {0 a,uf Q 'und L‘U/E Wl’ (Q) Vo

\

, Bezelchnen wir mit. §, die durch Null auf ganz Q fortgesetne Funktion @i, so unter-
scheiden sich L4 und @; héchstens auf I". Es ist also g: = ¢, — Li € (W a1~ 2'"(!2))p
Wir erhalten ; 5 o

(G'By'T — wo, §1) =(G' ST — wo,Lu) + (GR T — wo,g)
Unter Beriicksichtigung von (8) gilt wegen R % =0:
; . (GR’T—wo,I/u,)—(R’I’u)z(Q Ry =0. ;o
Damlt erhilt man (G'R,'T — w,, §) = (G'R/T — w,, g). Aus o
‘ (G'RyT — wy) € (W%?—"‘(Q))g‘ = Cy™(Q)) (Voraussetzung (b)')
fo]gf, dig Exisﬁenz«%iner Folge (y1),® <= Cy™(£2;) mit -
lim ||(G R, ‘T — ‘“'o) - Wt”Wzm—s— 19 = 0:

{—o00 . ,
Aus supp y; nsupp g = @ ergibt sich (y;, g) = 0 fiir alle [. Da. g aus W ‘”“2"'(!2)
_,(W"’"'_"“(Q)) stammt, - -gilt (G'R/'T — w,, g) = lim (y,;, g) = 0. Samit haben wir
- - l—>o00 ‘ -

(GR/T —woyg) =0 L | ) -

3

N

- fir alle.auf Q, definierten Funktionen <pfé Cy>(£2;) gezeigt, wobei @, die je'w'eil'ige
Fortsetzung durch Null von ¢, auf ganz £ ist. ,
9. Jetzt se’i @ € Cy>®(£) eine beliebige Funktion mit @ = 0 in einer Urhgebung' von I".
Wir setzen ¢, := @lg, € Cy®(2,) und @, : = @|a, € Cu™(£,), & und @, seien die _|ewells
durch Null auf ganz 2 fortgesetzten Funktionen. Dann ist also

\ (G'RS/T — wo, (p) ('R, T — w,, ?’1) + <GR T — wo, @ay-

Belde Summanden smd Null, dér erste wegen (9) und der zweite wegen (7). Es gilt
also supp (G'R,/’T — wy) S I und damit (G'R,T — wy)-€ (WI—7H(Q))r. .
10. Aus der Voraussetzung (b) von Satz 1 148t sich mittels Lemma 3 (mit 7 = 2m’
—s—1) (W2"'—"_ )[‘ = {0} folgern: Es ist also (G'R,'T — wy) =0 auf ganz Q, ~
- woraus L*G'R,’T — w,) = R,/’T =0 folgt. Ist f € W’(F) ein beheblges Whltney-
Taylor-Feld, so e‘nstlert eine Funktion f € C%(2) mit R,f = f. Aus (T = (’1‘
. =(R/T, 5 = 0folgt T =0 und damit die Bchauptung von Satz.1 @
\ : L

~ . . . !

./I
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