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Approximation durch Lösungen elliptiseher Randwertprobleme 
au! nichtglatten Gebietsrãndern 

U. HAMANN  

Es sei £7 c IR" 6n beschr.nktes, glattes Gebiet und 1' der (nicht notwendigglatte) Rand einer 
offenen Menge £7 . cc £7. Es wird untersucht, unter weichen Bedingungen auf r vorgegebene 
Tupcl stetiger Funktionen (Whitney-Taylor-Felder) durch Losungen elliptischer Randwert-
probleme bezuglich £7 gleichmäBig approximiert werden-konnen. 
flycm £7	R n orpaHll'Ie}IHasl, rjiajxaa oöjiacm. ii I' (ne o6s3aTebHo I-JIa1lHaRrpaHi1ua	-	S 

oTicpblToro MHoHecTBa £7 £7. l4ccJ1eye1cs, n aux ycioBHx aHHb&e Ha P na6opbl 
enpepiniix yHx[Hl (no.iin BMTuea — Te1inopa) MoryT 6im HHP0HCM11OBHM pauHo-

MepilO OTHOCHTCJ!bHO £7 peweHHnMliDJulnnTM qecxux penx aaa'i. 
Let £7 c IR' be a bounded, smootI domain and P the (not necessary smooth) boundary of an 
open set £7 . c:c: £7. it is investigated, under which conditions given tuples of continuous func-
tions (Whitney-Taylorfields) on I'can be uniformly approximatedby solutions of elliptic 
boundary value problems with respect to Q.  

Gegeben sei 
'
ein elliptisches Randwertproblem in einem Gebiet £7 1R 5 mit einem 

• glatten Rand aS2, wobei der Differentialoperatoi die Ordnung 2m haben-soll. Weiter 
sei V Q eine beiebige, dann aber fest gewahlte offete Teilmenge des Rãndes. Wir 
lassen die Randvorgaben lediglich auf V variieren — auf Q\ V soilen sie Null sein; 
ebenso soil die 5rechtè Seite. der Differentialgieichung Null scm. l(Q) sei die Menge 
der Losungen der so entstehenden' Randwertprobleme. Innerhaib von P. liege eine 
offene Menge 92 1 , deren Rand F = aS2i nicht glatt zu sein b'raücht. Es wird untersucht, 
unter weichen moglichst sChwachen Bedingungen an F zu jeder Funktion / E C(lR') 

• (0	s	m- 1) eine Folge (u,) 1 	9(Q) mit	. 

urn E lD/jr - DujIrI j c(r) = 0  

existiert. Damit werden die von G. WrLDENHA in [16, 171 erLielten Ergebnisse auf 
S	 nichtglatte.Rander F veraligememnert.	 /	 S 

1. Voraussetzungen, Definitionen  

I.I. Es sei £7 1R' em eschrnktesGebie miteinem C°°-glatten Rand W. Vom 
Differentialoperator	 S	 - 

L =	.(x)D (aG E C-(D)) -	 :	• 
11 2 m	 -	-	 - 

• und vom System  
= {B1} 1 m, B1 =	B(x)D, - B1 € Cm (bQ)	-	S
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von Randopeiatoren auf . Q foidern wir:	 . . 
1. L it auf Q eigentlieh elliptisch (s. z. B. [19: S. 1461).	.	 .\ 
2. B isit normal (s. z. B. [19: S. 2141).	.	 . .	. 

.3.ordB1=:m12m-1fiIrj=1,...,m. 
4. B iiberdeekt L auf 3Q (s. z. B. [ .14: S. 162]).  

Zur Abkiirzung setzen wir'Bu = (Bçulo)jm. 

1.2. Es seien U	Q und V aQ beliebige, dann aber fest gewahlte offene Teil-



mengen von Qbw. Q. Wirdefinieren  

y(Q) = {u E Cco (Q): supp L'uc U, Bu = 0} 
und .	 .	.	 .	. 

= {u E C(i): Lu = 0 in Q,	= 0 V1}. 
Beispielsweise besteht 9Jt(Q) gerade aus Losungen von Randwertproblemen der 
Gestalt .iü.= / in Q, Bu = 0, wobei / in C0 (U) variiert. 

1.3. Es sei	 .	.	. 

: L* = E (— 1)1 8 1 D(a(z) 

	

II2m	. 

der im Sinne der Distributionentheorie formal duale Operatorzu L: Wir sagen, L'K 
besitzt in einem GebietQ 1 Q die Eigenschaft (U)8 (die ,,F]indeutigkeitseigenscha/t, 
des Canchy-Problems im Kleinen"), wenn aus L*u 0 in 0 1 und u -_ 0 auf irgend-
einer niehtleeren offenen Teilmenge co	u =— .O auf ganz Q 1 folgt. Diese Eigenschaft
ist z.B erfullt, wenn die Koeffizieiiten von L* auf Q 1 reell analytisch sind. 

1.4. Fur ganze"Zahlen s 0 und kompakte Mengen K lR sei 

W8(K) 
= {i. = {/}j^3 . E flC('K): f E C8(R) mit D fJK = t4 

die -Menge der.. Whitney-Taylor-Felder der Ordnung 5 auf K mit der Norm Il/IIw.K 
= E MtIIC(K)-  

2. Sãtze, Litcratu.rüberblick  

Der folgende Satz stelit das Hauptergebnis der vorliegenden Arbeit dar.	. 

Satz 1: Es sei Q j cc Q eine beliebige o//eneMenge mit dem Rand F a.Q i und s 
eine ganze Zahi. mit 0 s m — 1. .&n jeder Zusammenhangskoniponente von Qa 
= Q \ Q j liege eine nichtleere of/ens Teilmenge von U cc.Qa, und L* besitze in jeder 
Zsammenhangskonponente von Qa die Eigenscha/t (U) 5 . Weiterhin gebe es eine reelle -. 
Zahi p> ii, so dafJ gilt: 

(a) Für alle T E C0°9 (Q 1 ) existiert eine Funktion u am dem Sobolev-Raum *±'(Q1) 
•	mitL-u=inQj.  

(b) Es ist {g E W''(lR'): supp g	Q 1 } = C0 (Q 1 ) ;nit p' = p/(p —. 1), wobei 
die Abschlie,6ung in der Norm des Sobolev-Raumes W_s_l(&vl) erfolgt..  
Dann existiert. zu jédem / = {/}	E W8([') eine, Folge (u 1 ) 1 c)lu(Q) mit
urn E I!Duilr - 1.11c (r ) = 0.  

C	-
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Es 1st zu bemerken, daB fur s m eine . derartige Approximation nichtmogiich 
ist (q. ' [9: Satz 2]).

	

C	 - 

In den Voraussetzungen (a) und (b) sind implizit Bedingungen ap r enthajten. Es folen 
cinige Bemerkungen dazu.-
Zu (a): Wegen p > n ist iP 8+1 (Q1)	C(D) und damit Daujr = 0 für u € I8+1(Q1) und 
loci	s. Die Voraussetzung besagt also, daB das Randwertproblem 

Lu=q in Q, D"u I = 0' far	s	 (1) 

eine Losung aus lP98f1 (Q) besitzen soil. Für s=-m-- 1 handelt es sich dabei gerade um das 
•	Di rich let : Problem, far .s < m - list dieses Rndvertproblem unterbestimmt. Ist-der Rand I' 

C-glatt, so besitzt das Dirichiet-Problem (s = m - 1) stets eine Losung, sofern aas homo- 
gene Randwertproblem L*w = 0 in Q, Dw Ij-'=' O für J	rn— 1 nur trivial Iösbarist, und
these Losung ist dann sogar aus C(Q 1 ). Je ,,weniger &att" der Rand P 1st, desto ,,schlechtcr" 

• werden dann auch die Eienschaften der Losung. Die Voraussetzung (a) beinhaltet demnch, 
dall der Rand P noch so ,,glatt" sein soil, dalI die josbarkeit des Randwertproblems (1) un 
Sobolev-Raum 117 84 '(Q) garantiert ist. In [13] findèt man dazu cinige Ergebnisse für Gebiete 

- mit Kanten und Ecken. Je kleiner s ist, desto sëhwächer werden natürlich die Forderungen 
an 1•'.	-.	 . 
• A (b): Die -Voraussetzung (b) stout eine sehr schwaehe Forderung an P dar. 1st aQi = 
so wird Q 1 in der, Literatur als (, p)-stabil (r	1, ganz) bezeichnet, wenn 

lg € Wp (lRu): supp g 9 D il= U073 Q j )	 . 

gilt (vgl. [1, 11, 12]). Mit Hilfe von Begriffen aus der L .Kapazitätstheorie kanri man zahlreiche 
Kriterien far die (r, p) .Stabilitii.t angeben (s. z. B. [2, 12]). Analoge Kriterien gibt es auch far 
den Fall Q1	(s. [8]). 

•

	

	Wo1en wir eine dem Satz 1 entsp?echende Aussage fur l(Q) statt W(Q) hahen,
so müssen die Voraussetungeui etwas modifiziert-werden. 

Satz 2: Der Differenliaio'peralor L sei für die Punkle eines Gebietes Q b def inter! 
und dort eigenllich elliplisch. L" besilze in , Q\Q 1 die Eigenschaft (U) 3 . Ferner soil Q \ 
zusammenhangend sein. Sc/ulief3lich sei s wieder eine ganzé Zahi mit 0	s	in --- 1. 

•	Dunn gill unler. den Vorausseizun gem (a) und (b) uu,s Satz 1 die gleiche Aussage wie un 
Satz I mit 'J,(Q) stat! J(92). 

Den Satz 2 erhält'man als Folgerung aus Satz 1, indem'man die gleichen Olet-
legungen wie-in [10: Abschnitt 4.2.] anstelit. 

Zur Problematik der Approximation durch Losungen elliptiseher Randwertprobleme mull 
zunächst die Arbeit [3] von H. BECKERT atis dem Jahre 1960 erwhnt werden. Sic. war Aus-
gangspunkt für zahlreiche weitere Untersuchungen. In dieser Arbeit war P allerdings eine 
solehe Fläehe, durch die das Gebiet nicht zerlegt wird. Von A. GöPFERT [6] wurde dann 1966 
erstmals der Fall untersueht, daB P der Rand eines Innengebietes Q Q ist. Diese Ergeb-
nisse wurden in den achtziger Jahren von G. WANKA [15]. A.- GöPFERT, G. und J. WANKA [7]. 
K. BEYER [4], G. WILDENIIAIN [16, 17] und U. HAMANN [10] wciterentwickelt. Wesentlich in 
diesen Arbeiten war aber, daB für P stets cine gewisse C k •Glattheit mit einem genügend grollen 
k vorausgesetzt werden mullte. Ein Ergebnis für sehr ailgemeine nichtglatte Fliichen konnte	• 
G. WrLDENHAIN [18] mittels potentialtheoretischer Hilfsmittel erzielen, allerdings nur für die 
Laplace-Gleichung. Die dabei verwendetc Bew6iscè1inik liillt sich lediglich auf elliptische	- 
Differentialgleichungen 2. Ordnung ubertragen.  

S •	•

•	 -	 F 
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3. Vorbereitung ffir den Beweis von Satz 1	 - 

3.1. Es sei .B* = {B/} 1 m ein entsprechend der Greensehen Formel zu B = {B,}1m 
- adjungiertes System von Randoperatoren, d. h., es gilt 

f (Lu v - u L*v) dx =	j (C1u B*v - B1u C,*v) di 
j=l'aQ 

für alien, v € 02m (Q), wobei (C j) 1 14 und {C)*}1rn gewisse Systeme von Randoperatorn 
auf Qsind(vgl. [19: S. 218]). Wir definieren 

N = Ker ((L, B)) = u € C(Q): Lu = 0 in Q, Bu = 0} 
und	 ,	.. -	- 

N = Ker (L* , B*)) = {w E z C(Q'L*w = 0 in Q, B*w , = 0). 

/ N I1nd / I N' soil f m dx = 0 Mr alle h E N hzw. h € N* b'deuten. Das 
"Randwertprobiern	Q 

Lu=/in Q, Bu =O '	 (2) 

mit / € L(Q) und 1 <p <'oo besitzt bkanntlich genau danri eine Losung, weim 
I 1 N' gilt. Genugt / dieser Bedingung und ist it eine Losung von (2), so erhäit man 
durch u = ü .4- n mit einem beliebigen u0 E N die Gesamtheit alier Losungen von (2). 
Sätntliche Losungen sind aus W 2m (Q) .	 - 

Den Operator G, welcher jedem / E L,(Q) mit / _L 'N* diejenige Losung u des 
Problems (2) zuordnet, für die Il J_ N (ii istdie korujugiert komplexe Funktion Zn u) 
gilt, nennen wir Greenschen Operator. Wir setzen G auf ganz L(Q) fort, indem wir 
GW = 0 für alie w E N* definieren. Es gilt dann (s. [10: Lemma 2]) das 

- Lemma '1 :Für alle reellen Zahien p.mit 1 <p < oo gilt: 
(i) 0 E L(L(Q), W2m(Q)) (d. h., 0 ist ein stetiger und linearer Operator von L(Q) 

in W2m(Q)). 
(ii)LG/ = / fur alle / € L(Q) mit / I N. 
(iii) GLu = u + u0 für alle u E W 2"(Q) mit Bu .= 0, wobei u0 aus N ist. 

3.2. 1st X ein normierterRaum, so wrd mit X sein Dualraum ünd mit KF, die An-
)vendung eines Funktionals F E X' auf 1€ X bezeichnet. Sind X und Y normierte 
Räume, so sei L(X, Y) die Menge aller stetigen und linearen Operatoren von X in Y. 
Für A € L(X, Y) sei A' € L(Y-', X') derduaie Operator. 

Wir definieren 68(Q) = Co-(D), wobei die AbschiieBung in der C8(Q)-Normerfolgt. 
Die Elemente von (O8(Q))' können als Distributionen der Ordnung s aufgefaBt wer-
den. Für kompakte Mengen K Q sei 

(C8(S' ))K / = {T E (C8())': supp T	x}	 - 
und

	

	 S

(O(Q ' = {F,E (68(Q))': suppF 9 K}. 

kani'i eindeutjg zu einern Element aus (C(Th)K ' fortge. Jedes Element aus (O(Q))K'  
setzt werden. In diesem Sinne soil (O(Q))K ' = (C8 Q)K ' verstanden werden. *8(Q) 

(s 0 *  .< p < o) sei die Abschlie8ung von C0 (Q) in der W 8(Q)-Norm und 

(wp8(Q))K	(*8(Q)) := {/€ W 8 (92): supp/	K). 

J
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W 8 (Q)	(**(Q))' (s ^t 0, i/p ± l/p'= 1) ist der Dualraum von P8( Q) und 

( WPI(Q))K := {F e W,3(Q): supp F .K}.	- 

Pa C0 (Q) in W 8(Q) dicht liegt, können wit auch W(Q) statt W(Q) schreibeh. PP 
Für den Beweis von Satz 1 benotigen wir folgende Lemmata. 

Lemma 2 (s. [5: S. 211]):' Es' sei s einebeliebige ganze Zahi, 1 <p < 00 Sowie 
K CZ Q eine kompakie Menge. P .sei em auf Q eien1lich eiliplischer Di//erenhialoperalor 
der Ordnung2m mit-Koe//izienlem aus C — (-Q). Aus u E (*P (Q))K uid Pu E (Wp(Q))jc 
/olgt damn u E (WP8.m(Q))K. S	 S	

0	 -	 - 

Lemma 3: Essei r 0 ene ganze Zahiund 1 <. p < oo. WeUrhin soil Q 1 c IR"
eine beliebige o//enë, beschrankle Menge fiji dem Rand F = Wi sein. Au8 (WT(lR")), S 

= C0 (Q1 ) (Absehime/Jung in der W(1R")-Norm) /oigi damn (Wp (lR")) 5r = {0}.	'. 
Beweis: Es s'ei g E (W r(1R)) r eine beliebige Funktion.'Dann ist naturlich auch 

g E (W'(IR")),. Somit existiert laut Voraussetzung eine Folge (,)oo CO20(QL) 
mit-  

lim I!,	glIw9 (1u) ='O.	 (3) 

Wegen supp g F und supp T, Q1 , also supp g fl supp	0, 1st 

iii.— gII1(R'	,	
f Dp(x) _.Dg(x)Pdx 

IIr R' 
=	(1 lDz(x)Idx ±f I Dg(x)dx 

S	
Ir	Q, 

f I D*g(x)I P dx = jJgIv9(R). 

Mittels(3) folgt daraus 1 g11w9'(R") = 0, also g = 0 I	 - 

4. Beweis von Satz 1 

Per Beweis erfolgt .in zehn Schritten.	 '-	S 

• 1.. Per Operator R3 sei für in einer Umgebuiik von F s-malstetig differenzierbare 
.F ünktionen u dutch R8u = {Dur} 1j8 definiert. Es sei T E (W'(F))' ciii stetiges 
und lineares Funktibnal mit 

(T, -R3u) = 0	 (4) 

für alle u E 9J(Q). Wit werdensT = 0 'zeigen. Daraus folgt dann die behaupeete. 
Dichtheitvon Rs(Ju(Q))in.W8(F)  

2. Wegen der stetigen Einbettungen (0 s m . 1!) 
•	

0

 

WP
 2M (S?)	W98+l(.Q)c C8(Q) • für p > n -	

S 

kännen wit nach Lemma 1/(i) den Greenschen Operator 0 als stetigen Operator von 
L(Q) in C(Q) auffassen. Es ist also 0 E L(L(Q), C(Q)). Für den dualen Operator 0' 
'gilt dann 0' E L((C(Q))', L9.(Q)) mit p' < n/(n — 1). Weiter ist R3 E L(C(Q),W(fl) 0
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und R3 ' E L((W8(P)y , (C8())' ) . Man erhält also R8'T E (C'(!))' und G'R8 'T E L . (Q)5 
mit p''< n/(n - 1). Wegen (RS'T, ) = (T,.R3ip) = 0 für alle ip E C8(Q) mit ip = 0 
in einer Umgebung von P ist supp (R8'T) r und damit - 

R3 'T E (C3(?)) 1' = (O(Q)) r' .	 (5) 

•	3. Für beliebige Funktionen 99 E C0 (Q) gilt nach Lemma l/(iii) GL = q' ± 
mit eine'r Funktion To E N = Ker ((L, B)). Aus N	J(Q) und (4) folgt (R3 'T, TO) 
= (T, B,90)=0.'Damit erhalten wir für alle T E C0 (Q)	 - 

- -	 (G'R8'T, L) = (R87, GL) = (RS 'T, 99 + ) = (RS'T, ),	 (6). 

also L*(G'R3'T). = R37 auf Q im distrib'utionentheoretischen Sinne. Da R,'T auf P 
konzentriert ist, gilt L*(G'1?3'T) = 0 auf Q 1 u a .	 - 

-	 S.. 
4. Es sèi jetzt T E C0°°(U) eine heliebige Funktion mit 99 j N = Ker ({L* , B*}). 

Nach Lemma 11(u) ist dann LGçi = ,' also GE 9Yt(Q). Aus (4) eribt sich (G'RS 'T, q) 
= (T, R3 (G9 )) = 0 für alle these q. Wie im 5. Schritt des Beweises von Satz 1 in 
[10: Abschnitt 4.1] karjri daraus G'R3 'T = w0 auf U mit eine,r Funktion w' , E N* ge-
foigertwerden	 ' 

5. J)amit gilt L*(G'RS 'T w0) = 0 auf Q und (G'R3'7' - w0 ) ' d auf U a• 
In jeder Züsammenhangskomponente vonS2,, liegt eine nichtleere offene Teilmenge 
von U. Aus der vorausgesetzten Eigenschaft (U) 3 'von L* folgt (G'R3 'T - w0)	0 

- auf jeder Zusammenhangskornponente und damit (G'R3 'T - w0) = 0 auf gariz Q3, 
also (G'R3 'T - w0) E (L . (Q)). Insbesondere ist 

(G'R3 'T - w0, )'= 0 für alle- EC0 (Q	,'	''	 (7) 

6 Aus der stetigen Einbettung *8+I(Q) cO(Q) für p >, n' folgt (O8(Q))' 
(jT8+1(Q))' = W 3— '(Q). Damit erhalten wir aus (5) und Pc Q 1 die Inklusion 

.R3 'T E (*(Q))ã 1 . Es gilt also  
-	L*(GR37l - w0 = R8'T E'(W—'(Q))1 

und
(G'.R3'T —We) E (Lp.(Q))51c: (W'(Q)).	 '	S 

AusLemma2 folgt (G'R3 'T - w0) E (Wiiz_8_1(Q))1. 

7. Zu jeder Funktion v E l4' 8 + 1 (Q) existiert eine Folge ()°° c: C0 00 (Q) 'mit 
lim I, -	= 0. Daraus folgt limlIL j -	 0. Atis (G'R3'T 

—wo, LT,)	(R3'T, ) für alle I (vgl. (6),L*w0 = 0!), (G'R3 'T - w0) 411_8_1(Q) 
urid R3 'T E J43_I(0) crgibt sich dann	 S 

G 'R3'T - w0 , Lv) = ( RS 'T, v) für alle v E W + ' (Q).	 (8) 

8. Es sei jetzt 99 i EC0 (Q1 ) eine beliebige auf Q defiñierte Funktion. Laut Voraus- 
setzung (a) existiert dazu eine Funktion u E j4793+1(Q1) mit Lu = in Q 1 .-Die Funk-' 

•	tion u etzenwir durch Null auf ganz Q fort. Diese fortgesetzte Funktion wird mit'ü 
bezeichnet. Es ist dann	 •	'	I	•	 - 

iiE*p8+I (Q)c: C8(Q) und R8=0.
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Ferner gilt  

auf Q1 ünd 
LIE E 

l8+1-2m(Q) 
O auf Qa 

ezeichnen wir mit. 1 die durch Null auf ganz Q fortgesetzte Funktion 99 j , so unter- 
scheidensch L-ü und hächstensauf P. Es ist also g: = — Lü E (i4T8+1_2m(Q))F. 
Wir erhalten  

-	(0'R3 'T —	= (G'R'T — w0 , L1 +(G'R3'T — w0, g). 
Unter Brucksichtigung von (8) gilt wegen .R3ü = 0.	 -

G'R3 'T — w0 , LI2) = (R3'T, u) = KT, R8Ü) = 0. 

Damit erhält man (G'R3'T w0, ,) = KG'RS 'T — w0, g). Aus 

(G'R3 'T — w0) E (W')'—'—'(Q))i = C0 '(Q 1 ) (Voraussetzung (b)!) 

folgt die Existenz-einer Folge () 1 c C000 (Q 1 ) mit 

urn II( G 'R3' T — w0) - I'iIIy27381 (Q) - 0. 
P	 . 

Aus supp ip, n supp g = 0 ergibt sich (, g) = 0 für alle 1. Pa g aus W3'2m(Q) 
=,(W'__'(Q))' stammt, gilt (G'R3 'T — w0 , g) = lim , g) = 0. SQrnit hahen wir 

l—*oo 
•	 (G'R3'T — w0 ,-1) = 0	 (9) 
• -	fiir alIe.auf Qj definierten Funktionen I E C0 (92) gezeigt, wobei q5 I die jeweilige 

Fortsetzung durch Null von T j auf ganz Q ist. 

9. Jetzt si q E C0 (92) eine beliebige Funktin mit q = 0 in einer brngebund von P. 
Wir setzen	:=	E C0 00 (Q 1 ) und 99,, := TIQ. E Co-(S2,,),	und q5., seien die jeweils 

:	durch' Null au,f ganz Q fortgesetzten Funktionen. Dann ist also 
•	"- (G'R3'T	w0, ) = (G'R3'T — w0, )+ (G'R3 'T — w0, a). 

Beide Summnden sind Null, dr erste \egèn (9) und der zweite wegen (7). Es gilt 
•	alsp sup (G'R8'Il — w0) 9 P und damit (G'R3 'T — w0) E (W:'(Q))r. 

10. Aus der Voraussetzung (U) von Satz 1 läBt sich mittelsLemma 3 (mit r = 2m' 
( W 81 (Q)) .. = {0} folgern: Es ist also (G'R'T — w0) — 0 auf ganz Q, 

woraus L*(G'R3 'T - w0) = R3 'T = 0 folgt. 1st / E W8(P) e.in beliebiges Whitney-

	

- Taylor-Feld, so existiert cine Funktion / E C'(Q) mit R3/	/. Aus (T, /) = ('I', R3f)
= (R,'T, /) = 0 folgt T = 0 und damit die Behauptung von Satz. 1 I 
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