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Die Struktur der Extremallosungen von linearen leferentla]glenchungen
' n- -ter Ordnung
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Es w1rd die. Struktur der Extremallosungen von linearen - leferentlalglewhungen n-ter Ord-
nung auf einem Int,erfall (to» 1(ty)] ermittelt; wobei 7(t,) der erste zu ¢, konjugierte Punkt ist.
Damit wird atich gezeigt, wie diese Struktur von. der Anzahl linear unabhingiger Extremal- '
Iosungen ‘abhingt. .
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PaccmanunaeTcﬂ CTPYKTYPa 3IKCTPEMANLHBIX peuleHuft’ JuHellHuX o6LIcHOBeHHBX Andde-
PEHUHMAJIBHHIX ypaBHeHHIl n-r0o MopsAxKa' HA HHTEpBaJe [to, 7(¢)], rae 1;(!0) nepBas conps-
#EHHaA K f, Touxa. Tem e mokasaHo, Kak 9Ta CprKTypa aaBncwr OF uucia .mmemlo
HC3ABHCHMLIX 9KCTPEMAabHbX peluemm

r' - oo .
The structure -of extremal solutions of linear ordinary differential equations of order » on an:
interval (¢, 7(t,)] is shown, where 7(t,) is the first-conjugate point’ of #,. It is also shown by it,
how this structure depends on the number of linearly iridependent extremal solutions.

\Vlr gehen’in der Arbeit 'auf die Differ,entialg]_eichuhg " N ; o

Y+ 3 agnh =0 @sneNsaecd) - - 1
. i=1 N ’ S .
ein, wobei I ein (beschrénktes od'er unbéschrénktés) offenes Intervall ist. Diese wird
(auf dem Intervall I) konjugiert genannt, wenn sie eine nichttriviale' Lésung mit »
Nullstellen hat, wobei m-fache Nullstellen, m < n, als m Nullstellen gezihlt werden.
Dann existiert ein erster zu to € I konjugierter Punkt n(t,) € 1, n(ty) > to [3: Theorem 5],
d. h. eine kleinste %(t,) unter allen Zahlen ¢ > to (¢ € I), fur die eine nichttriviale
" Lésung von (1) mit Nullstellen in ¢, ¢ und insgesamt.n Nullstellen im Segment [ty; ¢]
existieren. Solch eine\x(t,) entsprechende Lésung nennen wir Ezxtremallésung auf
dem Segment [ty, 71(t,)]). Wir kénnen 7(t,) mit t, vertauschen. Dann ist n(to) der
rerste linke zu ¢, konjugierte Punkt und 5(t,) < ;. ! ‘ . :

Satz 1: Dze /olgenden Behauptungen smd fiir die sz/erenlzalgiewkung (1) aquiva-
lent:

8) Der Rang der Matriz'

/

?/1,(‘0) - Yalto) et Yalto) . ‘
?/x'(to) Y2 (to) o Ya'(bo) . N

Ai( Y) = . ’ - o .
S e e s g |
?/1(’7 ‘o)) yz(’}(to)) e ( (toj) R T ! . A
%l‘)o.bei (Y1, Yoo - » Yn) €30 Fundamentalsystem von Losungen von (1) darstellt zst glewh ‘
1,1 E<n —.1. . . .
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b) Es gibt n — ¢ linear unabhangzge Lésungen von (1) mit je einer i- /achen Null-

. stelle in ty und einer Nullstelle in 1)(!0)

¢) Jede Losung von (1) mit einer i-fachen Nullstelle in t, hat auch eine Nullstelle in
7(to)- ~ o
d) Es gibt n — i linear unabha'ngzge Extremallosungen Y;§=¢i+1,..,n —1)
von (1) auf dem Segment [ty, n(to)], deren jede eine genau j /ache Nullstelle in to, genau
n —§ — 1 beliebig gelegene Nullstellen in (to, n(t 0)) und eine Nullstelle in n(t,) hat.
Also existieren vor allem E’xtrenulllosungen Y, mit genau n —j — 1 em/achen belie-
big gelegenen Nullstellen in (to, 7to))-

e) Es gibt Extremallosungen von (1), die genau n-— j — 1 (¢ = j < n — 1) beliebig
gelegene Nullstellen in [ty, n{t,)] haben (die genau j- fache Nullstelle in t, und die ein-
fache Nullstelle in n(ty) sind. gegeben)

Dieser Satz gilt-auch, wenn wir n(ty) mit t, vertauschen.

Beweis: a) => b) Wir konstruneren das normlerbe Fundamcnta]sysbem von Lé-

‘sungen zz 1=90,1,...,n — 1) von (1), welche die Anfa,ngsbedmgungen EALH (%Y

= (k=0,1,....;)n — 1) erfiillen. Jede von ihnen ist eine Liriearkombination von
Yis Yor - s Yn- Also lst Rang ‘A;(Y) = 7 auch fiir dieses System. Das bedeutet, dall
z,( (to)) = 2s+1( (to)) - =z, 1( (to)) = Oist.

b) = c¢): Jede Losung von (1) mit ¢-facher Nullstelle in tont eine Linearkombination
VON Z;, Zisgs - - -5 2n—y Und besitzt also auch eine D \Tullste]le in 7(t). .

c) > d) er konstruieren n — i Losungen Y, =cz; + Ci+1%i1 + Y €iZar
(r=1,¢ +1,...,n - 1). Da jede Losung z;, 2,1, -- -, 2,-; €ine j-fache Nullstelle int, -
und eine Nullstelle in #(t,) hat, gilt gleiches fiir Y Bei Konstruktion cher Losung
Y; mit n — j — 1 beliebig gelegenen Nullstellen m (to, (to)) lésen wir ein System
von n — § — 1 homogenen linearen Gleichungen fiir n — j Unbekannte ¢;, ¢4, ...
cq=1,—Welches-eine-nichttriviale- Losung: besmvt—Dle-Losung Y, hat-nicht -mehr -als—
n — j — 1. Nullstellen in (to, n(ty)), weil sie in ¢, eine j-fache Nullstelle hat und #(t,)
der erste zu t, konjugierte Punkt ist. Somit hat jede Losung Y; in {, eine genau
j-fache'Nullstelle und genau » — j — 1 Nullstellen in (to, to)) Da% bedeutet, daB ¥;

. Extremallésungen von (1) sind. Fir. di¢’ Wronski-Detérminante gilt W(z,, 2y, - ..,
zi-v Yio Yis, .oty Yua)tte, & 0, und somit sind di¢ ¥; auch linear unabhingig.

~d) = e): Wir konstruieren éine Iosung ¥ von (1), dien —j —1 (1 = j<n— 1)
beliebig gelegene D Nullstelen in [£o, n(ty)] hat. Da ¥ = k Y+ ki Yo + oo + kpsy
X ¥, ist, 16st man folglich ein System von n —j — 1 homogenen lmearen Glei-
chungen fiir = — § Unbekannte k;, k,H, N das eine nichttriviale Losung be-

_ sitzt. Somit.ist ¥ eine nichttriviale Losung von (1) mitn — j — 1 behebxg gelegenen

Nullstellen in [t,, 5(t)]. Dicse Losung hat auch eine j- -fache Nullstelle in ¢, und eine
Nullstelle in #(t), weil ¥, Y,,,, ..., ¥, diese Nullstellen haben. Also Jst Y eine
Extremallosung auf dem Segmcnt [to, n(ts)]-

e) = a): Sei Y eine Extremallésung von (1), die eine -fache Nullstelle inty,n — i'

'~ 1 einfache Nullstellen in (¢, 7(t,)) und eine Nullstelle in %(t,) hat. Wir kénnen vor-

aussetzen, daf 'Y in dem Intervall (¢ ( n-1> N(to)) pos,1t1v ist. ¢,_; ist die erste Nullstelle
von Y links von %(t3). Wir setzen Rang 4,(Y) = ¢ 4+ 1 voraus. Dann sind die ¢ + 1
Zeilen in A,(Y) linear unabhingig. Existicrt also eine Lésung y von (1) mit einer
i-fachen Nullstelle in ¢, und y( (t,)) > 0, so ist v = Y — ey, £ € R, Lésung von (1)
mit einer i-fachen Nullstelle in ¢, und fiir geniigend kleines ¢ > 0 besitzt diese Lé-
sung n — ¢ Nullstellen in (to, (t)). Die Losung v hat-somit n Nullstellen in (tos 7(to))s
und das ist ein deerspl uch, da Jedc Losung von (1) hochstens n — 1 Nullstellen
darin hat. ~

. _~Wenn wir im Satz 1 n(t,) mit ¢, vertauschen ist der Bewels ganz analog 1
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Der Rang der Matrlx A, ,(Y)im Satz 1 kann nur gleich n — 1 oder n sein, weil die
Losungen ¥y, ¥s, ..., ¥, von (1) linear unabhingig sind und somit in jedem Fall die
erstéenn — 1 Aellen linear unabhanglgsmd (siehe'den Beweis der Implikation a) = b)).
Nach'Satz 1 existieren fiir 4 = » — 1 Extremallésungen von (1) mit beliebiger Ver-
tellung “der \Tullst,ellcn im Intervall [¢, #(t)]. Dies ist der Fall, wenn Rang 4,_,(Y)
=n—1ist. Im folgenden Satz ist der Fall fiir die Glelchung (1) der Ordnung
< = 3 gelost, wenn Rang 4, ,(Y) = nist.’

Satz 2: Sei n = 3. Es ist Rang A,,_,(Y) = n dann und nur dann, wenn genau eine

Extremallésung Y. von (1) mit einer (n — k)-fachen Nullstelle (2 < k < n-— 2) n to, ]

einer k-fachen Nullstelle in n(t,) und Y(t) & O fir t E (to mto)) existiert. ,

Beweis: Wir setzen voraus, daB Rang A4, ,(¥) = n ist und daB noch eine. Ext,re-

) mallésung von (1) existiert, die kein konstantes Vielfaches von ¥ ist. Solche Extremal- -
16sungen sind im Satz ‘1 eingefiihrt-und- Rang -4, ,(¥Y) = n — 1. Dies widerspricht;-

aber der Voraussetzung Rang 4,.,(Y) = n. Wir setzen nun voraus, daB.genau eine
Extremallosung ¥ mit der vorausgesetzten Verteilung von Nullstellen existiert, und
es sei Rang 4, ,(Y) = n — 1. Dann existiert nach Satz 1 eine thremallmung Y.
mit einer genau (n'— 1)-fachen’ Nullstelle in to und einer Nullstelle in n(to), was aber
mit der Voraussetzung in V\’lderspruch stecht 8 =~

Satz 1 ist eine Verallgemeinerung des Satzes in der Arbeit [2], in dcr das. Prob]em
der Existenz von Extremallésungen linearer Differentialgleichungen n-ter Ordnung

~ mit genau 7 einfachen Nullstellen im Intervall {f,, 7(¢,)] gelost wurde.

Bevlsplél Es sei {yo, #1 Ya» Yo} ein Fun'dnmentalsystcm' von -Lésungen der Dxfferentm]-.

", gleichung ¥y + py’* + gy = 0 mit p, g € C(a, c0) und p{t) < 0; g(t) <O fur alle .t >'a.

. (—o0 £ a), welche die Anfangsbedingungen.y;(¥)(t)) = 6, (1, f = 0, 1, 2, 3) erfilllen. Dann i
gelte® nach [1: Lemma 1] fir ¢ > ¢, die Ungleichungen y;(t) > 0, t=0,1,2,3. Nach-[1:~

Satz 17] existiert eine Extremallésung Y auf dem Segment [tg, 7(t,)], wo 5(t,) der erste zu ¢,
Konjugierte Punkt und Y(to) = Y'(t) = )’(n(to)) = Y'(n(ty))-="0, Y(t). % 0 fiir ¢ € (to, 1(ty))
\ist. Der R'\mg der Matrix im Satz 1 fir obiges'System, - . - - : .

1

10 o of
. 0 1 0.0 .. ‘ '
. Ay =] - . D mit yi(n(t) = a; >0, -

070 1o : - Lo
- a, @ a; @ '
: Lo / . . N R . .
ist gleich 4. Nach'Satz 2 ist diec Extremallosung. Y die einzige. . ‘ -
- B N . . A
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