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-, Die Struktur der Extremallosungen von linearen Differentialgleichungen 
n- ter Ordnung 

V. PUDEI	 . 

Es wird idie. Struktur der Extremallosungen yon linearen Differentialgleichungen n.ter Ord-
•	nung auf einem Intcrfall [t0 , i(t0 )] ermittelt wobei (t0) der erste zu t0 konjugierte.Punkt ist. 

Damit wird auch gzeigt, wie these 'Struktur von .der Anzahliinear unabhängiger Extremal. 
losungen abhangt.	 .• 

PacclaTpuBaeTdH CTPYKTypa 3HCTpeNiajibiiEjx peweHwt' J111He1Hblx o6LlIcIIoBeHHaIx 91144e-
peH[Ha.i1bnbIX ypaBHeHIltt n-ro nopHKa Ha I1HTepnae [t0 , ?)(t0 )], re (t0 ) nepeaa conpn-

cCHHaH K to To'lKa. 'I'eM )+e noxaaaHo, xaFc aTa cTpyHTypa 3aBHCHT OP qHCJ!aJlLlHeflUO 
He3aBllcHMLIx 31-ccTpeMa4ibuux peweHI1t. 

• - The structure of extremal solutions of linear ordinary differential equations of order n on an- 
interval [t0, (t0 )] is shown,where j(t0) is the first conjugate point' of t0 . It is also shown by it, 
how this structure depends on the number of linearly independent extremal solution. 

• .Wir gehen in der Arbeit auf die Differentialgleichung-  

y + jy(	0 (2	n E N; a 1 E C(I))	 (1) 

.ein, wobei I elm (beschrãnktes oder unbeschränktes) offenes Intervali ist. Diese wird 
,(auf dem Intervali I) konj'ugiert genannt, wenn -vie eine nichttriviaieLosung mit n - 
Nulistellen hat, wobei m-fache Nulistellen, m <n, als m Nulistellen geza	sv hlt erdcn. 
Dann existiert em erster zut0 € I konjugierter Punkt ( t0 ) E I, (t) > to [3: Theorem 5], 
d. h. eine kieinste ( t0 ) unter alien Zahlen t> t0 (t € I), für die eine nichttriviale 
Losung von (1) mit Nulisteilen in to, .t und insgesamt.nNullstelien imSegrnent [to; t], 

existieren. Soich eine(t0 ) entsprechende Läsung nenneñ wir Extrenzallo.suñg auf 
dem Segment [t0 , ( t0 )]. Wir können (t 0 ) mit to vertausehen. Dann ist (t0) der 
erste linke zu £0 konjugierte Punkt und 1(t0) < t.	 • 

Satz 1: Die jolgenden Behauptungen sind für die Dif/ereitialgleichung (1) ãquiva-
•	lent:	 •	 - 

- a) Der Rang der Matrix	 .	 •	 . 

• •	 y1(t0)	y200)	...- y(t)	 I	/	•	• 

y 1 5 (t0 )	y2'00)	•..	 y,,'(t0)  

A•(Y)  
y1 '11 (t0 ) • y2 1 '(t0 )	. .,.	y,	')(t)	•	 • •.	 - 

-•	

-	 Yi ( 77 ( to))	92 (1(4))	.	y,(l(t0))	•	 • 

• :	 '	 •	 S 

wobei {Yl, Y2 ' ..., y,j ein Fundamentals ystem von Lösuñ yen von (1) darstelit, ist gleich 
i S	^ •fl	• 1.	 .	 •	 . 
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b) Es gibt n - i linear unabhangige Lösungen von (1) mit je einer i-/achen Null-
stelle in t0 und einer NulIstelle in (t0). 

c) Jede Losung von (1) mit einer i-/achen Nullstelle in t 0 "hai auch eine Nullstelle in 

d) Es gibt n - i linear unabhdngige. Extremallosungen Y, (j =i, i + 1, ..., ii - 1) 
von (1) auf dem Segment [t, ,(t 0)], deren jede eine genau j-/ache Nullstelle into, genau 

- j - 1 beliebig gelegene Nulistellen in (t 0, (t)) und eine Nulistelle in 2(t 0 ) hat.
Also existieren' vor allem ExtremaWisungen Y, mit genau n - j - 1 ein/achen belie- - 
big gelegenen Nullstellen in (t0) 2(t0)). 

e) 'Es gibt Extremallösungen von (1), die genau n - j - 1 (i j n - 1) beliebig 
gele gene Nulistellen in [t0 , ,7(t0 )] habem (die genau j-/ache NulLtelle in t 0 und die em-
jache Null8telle in i(t0 ) sind gegeben). 

Dieser Satz, gilt auch, wenn wir 77(t 0) mit t0 vertauschen.	 - 

Beweis: a) b): Wir konstruieren das normierte Fundamentalsystem von La-
sungen z1 (1 =0, 1, ..., n - 1) von' (1), welehe die Anfangsbedix'gungen z1("(t0) 

k1 (k = 0, 1, .,n - 1) erfüllen. Jede vçn ihnen ist eine Linearkombination von 
Yi ' I2, ..., y,. Also ist Rang A 1 (Y) = i auch für dieses System. Das bèdeutet, daB 
z . (j(to)) = z1, i ( j(to)) =	. = 'z_((to)) = 0 jet. 

h) = c): Jede Losung von (1) mit i-facher Nulistelle in j0 ist eine Linearkombination 
von ;, z1 + 1 , ..., z,,_ 1 und besitzt also auch eine NulIstelle in (t0). 

c) = d): Wir : konstr,iieren n - i Lösungen Y, = c-z + c1+1 z 1 +,. + 6,_1z,_1 

(j'= j + 1, ..., n - 1). Pa jedeLosung ;, ;+, ..., ;1 eine j-fache Nulistelle in to 
und eine Nulistelle in 1(t0) hat, gilt gleiches für Y,. Bei Konstruktion jeder Losung - 
Y, mit n - j - 1 beliebig gelegenen Nulistellen in (t0 , (t)) lösen wir ein System 
von n - j - 1 homogenen Iinearen'Gleichungeii für n - j Unbekannte c, c,+1, 
c =1 ,_welches-eine-nichttriviale- Losung- besitzt-Die-Losung-Y-,-hat-nieht -mehr -als-- 
n - j - 1 .Nullstellen in (t0 , 7(t0)), weil sie in t0 eine j-fache Nulistelle hat und (t0) 
der erste zu t0 konjugierte Punkt ist. Somit hat jede Losung Y, in t0 eine genau 
j-facheNullstelle und genau n - j - 1 Nullstellen in (t0 , (t0 )). Das bedeutet, dal3 Y 
Extremallosungen von (1) sind. Für, die' Wronski-Detèrminante gilt W(z0, z1, 

Zj-I, Y, Y 1 , . . ., Y_1), + O,und somit sind die Y auch linear unabhangig. 
d) =' e): Wir konstruieren éirie Losung Y von (1), die .n - j - I (i	j	n - 1) 

beliebig gelegene Nullstellen in [t0, ( t0 )] hat. Da Y = k,Y + k11 Y,+1 +	+ k_
X Y,,_1 ist,, lost man foiglich ein System von n - j - 1 homogenen linearen Glei-
chungen für n - j Unbekannte k, ..., k_1 , das eine niehttriviale LOsung be-
sitzt. Somitist Y eine nichttriviale Losung von (1) mtn - j - 1 beliebig gelegenen 
Nulistellen in [t0 , 2(t0)]. Diese LOsung Hat auch eine j-faehe Nulistelle in t0 und eine 
NulIstelle in (t0 ), .veil Y,, Y,+1 , ..., Yn-I these Nulistellen haben. Also ist Y eirie 
Extremallosung auf dem Segment [t0 , (t)]. 

e) =' a): Sei Y eine ExtremallOsung von (1), die eine i-fache Nulistelle in t0 , n -- i 
1 einfache Nullstellen in (t0 , (e)) und eine Nullstelle in (') hat. Wir konnen vor-

aussetzen, daB' 'Y in dern Intervall (t_ 1 , 700)) positiv ist. tn-I ist die erste Nulistelle 
von V links von (t)• Wir setzen Rang A 1 (Y) = i + 1 voraus. Dann sind die i + 1 
Zeilen in A 1(Y) Iinear unabhangig. Existiert also eine Losung y voii (1) mit einer 
i-fachen NulIstelle in t0 und y((t0 )) > 0, so ist v = V cy, ,e E IR, Losung von (1) 
mit einer i-fachen NulIstelle fn t0 , und für genligend kleines e> 0 besitzt these LO-
sung n - zNul1stellen in (t0 , 7(t0)). Die Losung v hatsomitnNiillstellen in [t0 , 00)), 
und das ist ein Widersprueh, dajede Lasiing von (1) hOchstens n - 1 Nullstellen 
darin hat.  
-'Wenn wir im Satz 1	mit t0 vertauschen, ist der Beweis ganz analog U
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Der Rang der Matrix A_ 1 (Y) im Satz 1 kann nur gleich n —.1 oderm sein,weil die 
Loungen Yi ' y2, ..., y von (1) linear unabhangig sind undsomit in jedem Fall die 
ersténn - 1 Zeilen linear unabhängigsind(siehedenBeweisderIhiplikationa) = b)). 

Nach'Satz 1 existieren für i = n - 1 Extremallosungen von (1) mit beliebiger Ver-
teilung dei Nulistellen im Interval! [t0, 'i()]• Dies ist der Fall, wenn Rang A,_1(Y) 
= n - 1 ist. Im folgenden Satz ist der Fall' für die Gleichung (1) der Ordnung 

3 gelost, wenn Rang A_ 1 (Y) = n ist. 
Satz 2: Sei n. ^! 3. Es ist Rang A.- , (Y) = n dann und nur dann, wenn genau eine 

ExtrernaWisung Y von (1) mit einer (n - k)-/achen Nullstelle (2 ^ k ^ n----- 2) in t, 
einerk-fachenNull$telle in (t) und Y(t) + 0 für t E (t0 , (t0 )) existiert. , 

Beweis: Wii- setzen voraus, daB Rang A_ 1 (Y) = n ist und daB noch eine.Extre-
mallosung von (1) existiert, die kein konstantes Vielfaches von Fist. Solehe Extremal-
lasungen sind im Satz 1 eingefuhrt-und- Rang -A 0_ 1 (Y) = n - 1. Dies viderspricht. 
aber der Voraüssetzung Rang A_ 1 (Y) = n. W7ir setzen nun voraus, dafl.genau eine 
Extremallosung Y mit der vorausgeset.ztenVerteilung von Nulistellen existiert, und 
es sei Rang A_1 (}) = n - 1. Dann existiert- nach Satz I eine Ext-remallosung Y:1 
miteiner genau (n— 1)-fachen Nulistelle in to und einer Nulistelle in 7(t0 ), was aber 
mit der Voraussetzung in Widerspruch steht I 

•	Satz 1 ist eine Verallgemeinrung des Satzes in der Arbeit [2], in dei das -Problem 

	

• der Existenz von Extremallosungen linearer Differentialgleichungen n-ter Ordnung	2'

mit genau n einfachen Nulistellen im Interval] •[t, (t0 )] gelost wiirde. 
Beispiel: Es sei {yo, ii 1 , 

Y 
y3['ein Furidamentalsystem von Losungen der Differential- 

gleichung y + py' + qy = 0 mit p, q e C(a, 00) und p(t) 0, q(t) < 0 für alle t>a. 
(—oo :^-, a), weldhe die Anfangsbcdingungen-y)(t 0 ) = ,k (i, = 0, 1,2,3) ethillen. Dann 
• gelteii nach [1: Lemma 1] für t > to die Unleichungen y(t) > 0, i = 0, 1, 2, 3. Nach [1: 

Satz 17] existiert eine Extremallosung 1' auf dem Segment [to, ,( t0 )], wo 77(t0 ) der erste zu 
konjugierte Punkt und Y(t0) = )-(to) = }'((td)) = Y'(7(t0))-= '0, Y(t). + 0 für £ E (t0 , 7(t0)) 
ist. Der Rng der Matrix im Satz 1 für obiges System, 

A30') =	-	mit y,((t0)) = a, > 0 

S 

ao a, a2 a3	 S 

ist gleich 4. Nach' Satz 2 ist die Extremallosung Y die einzige	 -	S	 - 

S	 -	
S 
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