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Approxlmatlon durch Losungen "lllptl‘(l r P“rd\xel(prcl leme auf N

. .offenen \lenven ") L , B
. AR . . -

-~ Herrn Prof. Dr. L. Berg zum 60. Geburtstag gewidmet ’ R -
U.'HAniAf\;;\f_ e B L ¢

Essei 2 «— R" ein beschrinktes, glattes Gebiet, 2, mit 2, = Q eine beliebige offenc Mengc
und L ein elllptlscher Differentialoperator der Ordnung 2m auf Q. Es wird gezeigt; daB jede
. hmktlon v aus dem Sobolev-Raum W ¥(Q,) (—co <k £0,1'< p < c0).mit v = 0.in £,
durch. Losungen elliptischer Rdnd“ertproblemc beziiglich 2 in der W ¥(Q,)-Norm approxi-
mierbar ist, Wenn'Cy®(£2,) dicht in {f € WQ"'_I‘(R" ):isupp /S @)} (' =p/(p = 1) )hcgb Fiir
k =1 gilt diese Aussnvc fiir alle jene v € W "(Q ), die zu Funktionen aus W, ¥(R") fortsetzbar
sind. . ’

.
o’

. . , .

Iycrb 2 — R® orpaunuuennasn, riagkan oﬁnaCTb, 2,¢0 inoﬁoe OTKPLITOE MHOMECTBO

n L samuntuaecknit auddeperiypannrsiii oneparop nopagka 2m Ha Q. Jlokaseisaerca 4to

- Kajoe peutenne ypasuenita Ly = 0 B 2, u3 npocrpaucrsa CoGonesa W ¥(2,) (—oco <k <0,
1 < p < o0) MOKHO annporxcmmpona'rb B Wk (2,)-1opme pewcHuAMI a ATHITHYECKIX Kpa-

eBBIX 3aia¥ OTHOCHTEJILNO 'R, écan Cp®(£2, )n TOTHO BJIOYKCHO B {f € H’z"'“‘(R" supp fS 2}

(p = plip—1)). B cayuae k=1 oro )Tuepmnemxe HEPHO LA BCOX; v € 14 ‘(Ql) 1<o1~opme .

UMeIoT npoxoaHenin B I “(R")

Let 2 — R" be a bounded, smooth domain, £2,,:0, — !? an arbltmry open set and L an t,lhp-,
tnc differential operator of order.2m on . 1t is proved that every function ¢ from the Sobolev
space’ W Q) (—co <k < 0,1 <p < 00) with Lv =0 in £, can be dpproximated in the
W kQ,)- norm by solutions of elliptic boundary value problems with respect to £, if C,(£2,)
is dense in {f € lV°’" K(R™): supp f S B} (p° = plip — 1)). Fork = t this assertnon is trut, for
those v € W ‘(Q ), which have an’ extension to a function from W HF(R™).

N

Wn wollen /unachst die Problematik fiir den Spenalfal] des Laplace- Opemtors er-
\ liutern und dabei gleichzeitig einige historische Bemerkungen einfiigen. Ausgangs-
punkt ist das veral]gemcmelte Dirichlet-Problem. . .

Es sei w < R" eine beschrinkte, offene Menge und f eine vongegebene Funktion
aus dem Sobolev-Raum W,'(R"). Bekanntlich existiert dann genau eine Funktion
fo € W{(R®) mit Af, =0 in @ und (f —f,) € W, (w) (W2‘(w AbschlieBung von
 Coy®(w) in Wzl(]{,")), d. h,, {, ist die verallgemeinerte Lésung des Dirichlet-Problems
mit den Randwerten f in dem Sinne; daB (f — f.,) € Wzl(w) gelten soll. Weiterhin ist -

- 1Vful2de = inf {[ |Vg2 dx: (f — g) € W;Y (o)}

Jetzt seien f € W,I(R") und eine kompakte \Iengc K< Re gegeben. Mit KO bezeich-
hen wir das Innere von K. Fi iir alle beschriinkten, offenen Mengen w = R" mitw D K
L gilt wegen (fxe — fu) € W21(w) die:Ungleichung

[ Vil dz gftvmdx.

I
.

') Der abschlieBende Teil II dlcses Beitrages mrd in Kiirze ebenfalls in dlcser Aentschnft
erschemen -

19 Analysis Bd. 9, Heft 4 (1900)
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Wir setzen ) .
M = sup{f |\7/,,,|2 dr:w DK, w offen}

Es e\lst.]elt dann eine Folge (w;);® offener Mengen mlt K< W) & Oy = Wy und
f|?/w|2 dx — M- fiir [ -> co. Man kann zeigen, daB (f.,,),® eine Cauchy-Folge in
W, (R") ist. Es existiert also ein fx € W(R") mit f., — f,\ in W, (R"), und fx ist-

" unabhingig von der Wahl derFolge (w;),*. Weiterhin ist Afx = 0in K°.Man nennt

fx die dufere und fxo dle tnnere Losung des Dirichlet- Problems fir K mzt ‘den Rmul-
werten / '

Dcflnltlon 1 Dle kompakte \Iengc K hech (1, 2)- stabzl wenn fx = 4/,;» fiir alle

/6 W, R")gllt . o .

Ist also K (1, 2)-stabil, so. l\ann jede'in K° hal monische Funl\tlon v, dle Zu emel
Funktion aus W, (R") fortsetzbar ist, in W,!(R") approximiert werden durch in Um-
gebungen von K harmonische Funktionen, die zudem noch Losungen von verallge-
.meinerten Dirichlet-Problemen mit den Randwerten v sind. Ob einc. Menge K (1, 2)-
stabil ist, hangt von der Struktur des Randes von K ab. In [11: Example 1.17] fin-
det man ein Beispiel fiir eine kompakte Menge K, die nicht (1, 2)-stabil ist.

Wir wollen einige zur (1, 2) btabllltat aquwalente Aussagen angeben. Dazu setzen
wir S : ‘

@(K) = {h € W21(R") dh = 0 in ciner von h abhanglgen Umgebuug von K}
Theorem 1: Aur (1,-2)-Stabilitdt von K sind /olgende Aussagen aqmwlent

~

(A) (K lzegt bezuglwh der W '(R™)-Norm dicht in {v € W, (R?): dv-= 0 in K9%.

(B) Co ,(K") liegt beziiglich der WX (R*)-Norm dwht m (Wzl(R")),\ = {g € W}(R"):

suppy S K}

(C) Die Menqe aller. Potentmle f |z — 1/]“" 2) d,u(z/) aus Wg‘(R") (¢m Fall n 2 3)
mat supp 4 < R"\K lwgt bezuglzch der W,! (R") Norm dicht in {v € WQI(R") Av =0

i K"} N

Uns interessicrt in der vorliegenden Arbelt ob die Aqmvalenz (A) & (B) auch fur

’ allgemeinere e]llptlschc Differentidloperatoren und allgemeinere Sobolev-Riaume gilt.

[
Es folgcn elmge Bemcrkungen zu (A).
Zu dieser Problematik der Approximation durch Losungen von anferentmlglelchungen 1st,
zuniichst die Arbeit [16] von C. RUNGE aus dem Jahre ‘1885 zu erwihnen. Sie war Ausgangs-
punkt fiir zahireiche weitere Untersuchungen. Insbesondere wurde die Dichtheit von

N(K) = {u: Pu=0in ei_ner von u abhingigen Umgebung von K} = /-
in . . S . b -
- S(K) {vECK) v—OmKO}
und : v '
! A NK) = {vEL(K) Pv—OmK"} (1<p<oo)

fir P = &/ox, .+ 8/612 (Cauchy -Riemann-Operator) und P = A untersucht, Zur chhthut von
M(K) in A,,O(K) fiir den Cauchy-Riemann-Operator erzielten V.P. Havix (8], L. L. HEDBPRG '

[9,10), T. Bacey [1,-2] und P. LixDBERG [14] zahlreiche Ergebnisse. Beispielsweise zeigte
V. P. Havix [8], daB ALK © N(K) (AbschlieBung- in Ly(K)) genau dann gilt,, wenn K
angegcbon Das folgende wnchmge ReSuItut stammt von J.,C. Pot,mv, [l')]

'l‘heorem 2 Besitzt der ellzptzscize Dl//erentwloperalor P = 2_ b (:v) D> (ba € C°°(R”)) eine

lal

(1,,2)- smbll ist. ‘Haufig wurden die Bedingungen an K auch mit Hilfe spcncller deazntaten

\

sr
bireguldre Fundumentallos_ung, s0 “liegt MK )mA LK) 1l <p< o) beziglich der L,(K)-Norm -

)
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genau dann dicht, wenni C °°(K°) in (W' (R")) = ly € Wy (R%):suppg S K} (p = pl(p — 1)
—~ dicht liegt. , . o : .
Dies ist also hereits eine Ausdehnung der Aquivalenz (A) & (B) auf aligemeinere Differential-
operatoren Weiterhin sind fiir recht allgemeine elliptische lefercntmlopemtoren die Frgeb-
-nisse von- 1< E. BROWDER [4] zuerwihnen. ) . s . :

7

i

_Jetzt emlge Bemerkungen zu (B). . T
Es hat sich in der Literatur durchgesetzt, die Vdrmntc (B) der'Defmnhon der. Stablhta,t, als
Ausgangspunkt fiir €ine Verallgemeinérung zu nt,hmen (s. [11, 12], [18 S 313])

Definition 2 Die kompakte \Icngc K c R henBc (s p)-stabil (s > 0 ganz, 1\§<'p'<~.w),
wenn Co®(K®) in (W, (R™)), dicht liegt. .

T Bagsy-[3] fand 1984 eine notwendige und hmrmchendc Bcdmgung fir dle (s, p) Stabi- ..
litat. - « -

In einem engen Zusammenhang zu diesem Stablhtatsbegnff steht der Begrlff der (s, p)
Spektralsynthese. Urspriinglich wurde gesagt, daB eine abgeschlossene Menge E < R® die -
2)-Spektralsynthese erfiillt, wenn dic Menge aller Potentiale f]x. [~ =2 du(y) aus
© MR (n = 3) mitsupp 4 © E dicht in {v € W/(R"): Av = 0 in R*\ £} liegt, (vgl. mit (C)).
Es zeigt sich, daf3 dies genau dann der Fall ist, wenn Cy®(R*\ ¥) dichtin{f ¢ W l(R") /[E = 0}
liegt. Um einen Vergleich zur (1, 2)-Stabilitit (Variante (B)) von K zu haben, muf’ man K
= R"\ K setzen. Wie der Begriff derbpektralsynthese verallgemeinert wurde, findet man in
Lemma 8 und in der dort nachfolgenden 'Bemcrkung Erst vor wenigen Jahren gelang es’

e

L. I. HEDBERG und TH. H. WoLFF [13] zu Lelgen daf} jcdc abgeschlossene \Icngc diese vem]l-' '

- gemeinerte Spektralsynthese erfillt.

Nun zu den Unb(,rsuchungcn in der vorhegcnden Arbelt Dle zu appxommleren(len
Funktionen sind hier auf einér offenen Menge .Ql (statb aufK) vorgegeberr, und appro-
.ximiert werden sollen sie durch Lésungen.von Randwertproblemen beziiglich eines
Q, umfassenden Gebiets 2 — R* (statt durch Losungen der homogencn Differential-
glelchung in 1rgcndwelchen Umgebungen von 2,). Gegeben sei also ein elliptisches’
and\\ertpxoblem in einem_ beschrinkten Cebict.Q2 < R* mit dem Differentialope-
"‘rator L sowie eine offene Menge QccQdh Q). Wir lassen die rechte
Seite der- leferentla]glelchung ledlghch auf einer \orgegebcncn offcnen Menge U —
— O\0, variieren — auf 2\U soll sie stets Null sein; ebenso sollen die Randvorgaben
auf 20 Null sein. ‘“2,](9) sei die Menge der Losungen der so entstchenden Randwert-
probleme. Insbesondere geniigen dann alle u € My(2) der homogenen leferentlal- :
gleichung Lu = 0 in der (festen) Umgebung O\T von 2,. Mittels dieser Funktionen
aus My(2) sollen nun Funktionen » aus dem Sobolev- Raum W52, (1 < p < o0,
—co < k <L 00), die in £, Losung der homogenen lefelcntlalglelchung Lv = 0sind, -
“in der W “( 1)-Norm approximiert werden.. Ob simtliche solche Funktionen v in
dieser Welse apploumlclbar 'sind, hdngt von der Struktur des Randes von 2, ab.
Es zeigt sich, dal sich die Bedingungen an Q, wieder mittels des Stabilitéttsbcgriffs
angeben lasseri (Satz 1)."Weiterhin sind (llese Bedingungen an Q, unter gewlssen
zusitzlichen Voxaussebzungen auch notwendig (Satz 2).
 Wihrend es also in diesem vorliegenden Teil I um die Approximation von Losungcn
aus den Sobolev-Riumen W "(.Q) geht, soll im nachfolgenden Teil IT die glelche N
Plob]emat,lk flll Losungen aus Cx(2,) behande]t \s(,r(len

1. Voraussetzungen, l)cfinitionen - o ;
1.1. Es sei 2 <= R" ein beschrinktes (iebiet mit cinem Cw-glqttcn Rand 2. Vom
: Dxffeu,ntlalopelat,or . :
L= 3 a* (e, €C>2)) A ’
’ lalSem . , .

19*

B
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e A\ X
- und vom System -

. N / .
B={B}™ mitB, =Y Bj.l® Bj.c¢ Cfé(a.o)

|al S my

. von Randoperatmen auf 992 fordern \\n folgendes
1. L ist auf @ eigentlich elllptlsch s z.B. [20: S. 146]) ,
2. Bist normal (s. z. B. [20: S. 214]).
3. m,§2m—1fur7=1,...,m. :
- -1 4.-Biiberdeckt L-auf 2Q7(s. z. B. [18:'S. 162]).
V'Zur Abkiirzung set7en wir Bu = {Bu|z0},™. . ; .

Y -~

1.2, Es sei U = 2 eine belleblgc danmn aber fest ge“ dhlte offene Tellmenge von,
Q. \!Vl[‘ definieren . -

T M(Q) = {u € C°°( Q):supp Lu = U Bu = 0}.

: qRU(Q) besteht - gerade aus den, Losungen von Randwertproblemen der Gestalb_
Lu =fin Q, Bu = 0, wobei f in Cy*(U ) variiert.

1.3, Es sei .
~ L*u 1= )] (—1)"l D*(a,w)

fa[<2m /-\

der im Sinne der Dlstrlbut,lone,nthe()rle formal duale Operator zu L. Fiir (llesen
_defmlexen wir, dle folgende E lgensehaft _ . >

{(U)s L* besm/t in einem Gebiet £ S 2 die E‘mdeuttglcez!.smgenochajt des Oauc}zy~. :
Problems im Kleinen, wenn aus L*u — 0 in Q und © = 0 auf ngendemel nicht-
- leeren offenen Teilmenge o & 2 folgt, daB u = 0 auf ganz Q ist.

Diese Eigenschaft ist z. B. erfiillt, wenn (lle Koeffizienten von L* auf @ reell ana]\-
* tisch @md

1.4. In (ler\gesamten Arbeit’ ist P stets eine reclle Zahl mit 1 < p < co undp’
= p/(p — 1). Mit W,3(2) (s = 0, ganz) bezeichnen wir dic klassischen Sobolev-Rau-
. me und mit W ’(Q) die AbschlleBung von C’o°°( ) in der W 2(2)-Norm. W3%(Q)
(s'= 0) sei der Dualraum von 14 »°(2). Die Norm in W Q) (—oo < s < co) bezeich-
. nen wir mit |||l p.o.- Fiir kompakte Mengen K — 2 und —oco & s < oo setzen wir

(W2(@))k = {f € W, (2):supp | S K).

Weiterhin definieren wir fiir kompakte M.engen KcRrunds =0 -

W2 (K) = {l’ {fo}iaizs e [[ L (K) 3f € WAR™) mit D*fx = fa, o] = s}.

In W, (K) fiihren wir die Norm
”/”s p.K = Z ”/a”L,,(K) - ! ‘ ' .

. ein. Hat der Ra,nd einer offenen Menge 2, das n- -dimensionale Lebesgue MaB Null -

und besitzt W,%(f2,) einen stetigen Fortsetzungsoperator, so ist W,*(£2;) ein Banach-
Raum. Dariibet hinaus sind dem Veifasser zur Zeit keine Bedmgungen bel\annt die
die Vollstandlgkelt von W.,(@,) garantieren. o

L
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1.5. In Anlehnung an dcn Stabllltatsbegl iff fir Lompakte \Iengen (Dcfmltlon 2)
‘wollen wir jetzt fiir offene Mengen und bzlicbige Dn’fexentnatnonsm(h?es einen Sta-
bl]ltatsbegrlff definieren.

Deflmt,lon 3: Eine beschriinkte, offene Menge 2, — R® hane( P)-stabil (—oo
< s < oo, I < p & oo), falls Cp®(2,) beziiglich der W s(R7)-) Vorm in (W s )9,
dicht llegh .

Falls 2, keine inneren Randpunl\te besitzt, also -2, (!),)0 gilt, . ist, Q, fiir
s > 0 beziiglich der Definition 3 genau (s p)-stabil, wenn dies fiir Q,-beziiglich der
Definition 2 gilt. Im Fall 2, =§: (!)) ~dagegen fallen beide Stabllltatsdef]mtlonen .
mcht, zusammen. - .

\Ilt Hilfe von Begriffen aus der L,-Kapazititstheorie kann man l\ntencn far die (s p)
-Stabilitiit offener Mengen finden, die nur recht schwache Bedingungen enthalten. Diese Kri-
terien werden in [7] angegeben (vgl. uuch [5]). Wir.wollen uns hier nur auf einige Spenalfa,lle'
beschriinken : . _ . . :
1. Fiirs > 0 und sp > n ist cine offene Menge 2, genau dann (s, Stilbl",‘ wenn 2; = (2,)°
gilt. T

2. Fiir s < 0 und (—s) p/(p —"1) > = sind simtliche offenen Mengen (s, p)-stabil,

t

3. Jede offene Menge, deren Rand das n-dimensionale Lebesgue- MaB Null hat. ist (0, p)- e

stabil fir alle pmit 1 < p < o0, . —

Weiterhin ist jede, offene Menge, die d|<, Segmentexgcnschaft (vgl. ["0 S. 44] bc_sitzt,
{8, p)-stabil fir alle.ganzen Zahlen s und alle P : -

'
-2, Sitze

EsseiQcc Q(d. h.2, < !2 C.Q) eine bellcbxgc offene ] \leng(, luu —o <k < o
defnneren wir

AR2)) = {v e W EQ)): L'o._Om.Q}
un(l fir0 £k < oo

1

- —. f . -
e F(2)) = o = v aJeisk € Wpk(€2)): Lug = 0 in Q,}
(g ist v, n’n‘t, x.= (0, ..., 0)). Weiterhin sei R; definiert durch
. " Ry = {D*ulg baise (K =0). - '

Alle Losungen v der homogenen Differentialgleichung Lv = 0 in 2, gehéren natiirlich

zu C*°(2)). Die Be(leut,ung der Forderung v € W, ¥(2,) in der Defmltlon von 4,4(2,)
liegt gerade darin, daB sie eine Einschrinkung an das Verhalten von'v in der \ahe

von 08, bemhaltet Bei der Definition von 4, k(Q,) wird zudem noch die Fortsetz-

barkeit in R gefordert. Es ist noch zu beac‘ht,cn, daB das n-dimensionale Lebesgue-

MaBl von 992, auch positiv sein kann. In solch einem Fall ist béispielsweise fiir

w'e W E(R®) die Ungleichung |jug,llk.p.0, < IIR,,uH,,,,gl mogll(,h

- Nun Zu den beiden Sitzen. SRR

Satz 1 L* besitze in jeder Z usammenhungskomponente von .Q\Q die Ezgenschaﬂv

(U)s. W eiterhin. liege in jeder Zusammenhangskomponente von Q\Q, eine nichileere -
offene Tetlmenge von U == Q\.Q Aus der (2m — k, p')-Stabilitit vor Ql folgt dann

(1) firk <0 i ) - e "
Y 4k0) STL@, e ,
(‘.flb.sckl;léﬂung in der W,%(2,)-Norm), * R ' C R

,

(
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(i) fiir k=0
L AMG)SRIG® - | -
(Abschlzeﬂung in der W "( )-Norm), - . ' . T

(m firk =0 ' SR
e ) e w *(9) 35 € WH@) mit la, = v S Mo(@la,
.(Abschlzeﬁung in der W £(2))- Norm)

D1e (2m — k, p')-Stabilitit von _Ql ist im \sesentllchen auch not\\en(llg fir (he .
Appm\xmatlon Dies zeigt der ' '

Satz 2: L* besitze in einer of/enen Umgebung 2c .O von @, die Eigenschaft (U
~ (1) Firk <O /olgt aus

| ~Ak<9>cW , SR Y
Abschlzeﬂung inder W RI(oN ) ‘Norm) und der( k, p')-Stdbilitdt von 2, die (2m — k, p’)-
Stabzlztat von Q,. P : IR

: . ~.
(1) Fir k = 0 wenn W "(!) ).etn Banach Raum ist, [olgt aus -~

[ ~
’

o ANB) SRMD A @)
(Abséhlteﬂung, in der W,,"(.Q,)-Norm) die (2m — k, p’)-Stabilitdt von Q,."

i

Satz 2/(']) 1Bt sich vermutlich durch’ Verzicht auf die Voraussct/ung der (—Ic p’)-

* Stabilitdt verbessern Bei der hier verwendeten Bewe]smethode wird diese Voraus-

%ebzung jedoch benétigt. Beide Sitze. gelten auch dann, wenn man My (2) durch eine
andere Klasse von Losungen und zwar duxch .

\

CRe(Q) : = {u € C®(Q): Lu =0 in O B’u'ag\y =0 fury = 1 m} - {

, (V offene Tellmenge dcs Randes 0Q2) ersetzt. Die Vorausset/ungen brauchen dabel

nur, ebwa,S\mOdlfI/lCI‘t zu werden. Wesentlich ist nur, daB im Satz 1 Q\Q dann zu-

: sammenhangend sein muB (vgl. (6]).

Es sollen jetzt die beiden Sitze anhand eines Beispiels illustriert werden. Als Randwert

* problem’ bezughch Q/nehmen wir dazu das Dirichlet-Problem fiir den Laplace- Opomtor Es

ist'also 2m = 2. Weiterhin sei n = 3, p = p’ =.2 und & = —1. Als Voraussetzung im Satz 1/
(i) benstigt man die (3, 2)-Stabilitit von 2,. Diese ist “egen ‘3 2=%p>n=3 glelchbedeu
tend mit Q, = (2,)°. Sa.t.z 1/(i) besagt dunn

Ist 2, = (2,)°, so existiert zu jeder Funktion » € W,~}(Q, ) mit 4v = 0 in £, und zu che
¢ > 0 einc Funktion ¢ € Cy®(U), so daB fir die Losung u des” Rand“ertproblems Au = qz in

Q ulgo = 0 die- ‘Ungleichung llul_ol — vll-12.0, < € gilt. -~

Die Funktion u ist dabei aus My(2), und es gilt Aw = 0 in_der Umgebung 2\U von 0,.
Weiterhin ist zu beachten, daB die Funktlon @ auf einer \Ienge konzentriert ist, dle ,»beliebig
klein* sein kann.

Will man dlcse Approximation praktisch durchfithren, so liegt dic Schwierigkeit natiirlich
darin, die geeignete rechte Seite @ zu finden. Unter anderem bendtigt man dazu die explizite .
Gestalt der Greenschen Funktion. Es sei erwihnt, daB man als approximierende Funktionen

rauch Linearkombinationen von Fundamentallssungen mit auBerhalb von 9, liegenden Auf-
punkten nehmen kann. (Diese Funktionen sind dann allerdings keine Losungen von Rand-
wertproblemen !) Hierbei bxeten’snch praktikable Méglichkeiten, die entsprechenden l\oeffn-
zienten zu bestlmm°n\ ) \

7/ \ '

B N
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~

Nun zu Satz 2/(1) Er beinhaltet fir den betrachteten Spezna.lfall folgendes :
Ist jede Funktion v € W,~}(2,) mit 4v = 0 in £, in der obigen Weise, approxnmlerbar und
" ist zudem 2, noch (1 2)- stabil, so muB notwendig .Q = (0,)° gelten. s

’ s ¢

-

3. Vorbereltungen tiir die Be“else p ""‘

3.1. Ist X ein normierter Raum ‘80 wird mit ‘X' sein Dualraum und mit (F, /) die
Anwendung eines Funktionals F € X! auf f € X bezeichnet. Die Beweise der Sitze 1
.und 2 beruhen auf einer Folgerung aus dem Satz von Hahn-Banach.

Lemma 1: Es sei X.ein normierter Raum, und X o, X1 seien lineare Teilmeng}en von
X mit Xo <= X,. Ist fiir jedes F € X" mzt (F /0) = O fur alle f, € X, auch (F,fy=0.
fiir alle/le X,,s0qilt Xy 2 X,. c ~

Sind X und ¥ normierte Riume, so'sei L(X Y) diel \Ienge a]ler stetlgen und line-
aren Opelatoren von X in Y. Fir4 ¢ L(X Y)seid' € L(Y', X )der duale Operator.

3 ~Es sei B* = {B;*},™ ein. encsprechcnd der Greenschen l‘ormel zZu B= {B;h™
adJunglertes Svstem von Randoperatoren, d. b, es gllt

f(Luv —uL*v)dx—f'( f (CuB*?)— ,uC *v)d ‘ R | . (3)

-2 . j=1 292 .
7

firallew, v € C*”’(Q) wobei {C;},™ und {C; "‘} ' gewisse S\ steme von Randopcratoren ’
auf 09 smd (Vgl [20: S. 218] Wir definicren

N her LB}") {uEO°°(!)) u—omp Bu_O}
- und T - . : . :

N* = Ker ({L*, “B*}) = {w € C;°°(.(_))' L*w = 0 i‘n Q, B*w = 0}.
'/ 1 N und/ _L 'N* soll f fh dx = 0 fiir alle h e N bzw. fur alle h'e N* bedeuten.

A
Das Randwertpl oblem ~

Lu = fin Q, Buw‘O . . o @)

mit /E /4 ’(D) (s = O 1< P < 00) besitzt bekannthch genau ‘dann eine Losung,
wenn f | N"‘ gilt. Gcnugt, f dieser Bedingung und ist u eine Losung von (4), so erhélt
man durch.y = % 4 %, mit einem beliebigen us € N die Gesamtheit’ allcr~Losungen
von (4). Samtliche Losungen sind aus W P HE(Q). re

‘Den Operator G, welchér jedem f € W,(Q) mit f | -N* diejenige Lisung u des
Problems (4) zuordnet, fiir diew |. N (u: l\Ol]Jllgler komple\(, Funktion zu u) gilt,
bezeichnen w1r .als Greenschen Operator. Wir setzen G.auf ganz W »(£2) fort, indem
wir Gw = 0 fiir alle w € N* definieren. Es gilt dann (s. [6: Lemma 21) das ,

.. Lemma 2: Fir alle ganzen Zahlen s 2 0 und alle reellen Zahlen p mlt 1 < p < 00 .
gilt /olgendes . .
m G € LW, (2), W. 8“"*(9)) i A

(ily LGf = f fiiralle f € W,* .Q)mztf_LN* ’ -
(m) GLu = u + u, fiir alle w € W,2+¥(Q) mit B = 0 wobez uo € N zs!

Durch analoge Ubellegungcn kann der Greensche Operator G* fiir (las Randwert- . _

: prob]em\ L*y = g in 2, B*» = 0 definiert werden. Das Lemma 2 gilt dann natiirlich
’ . \ A -
A ! b
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2

simigemz’iB'auc'h. fiir G*. Aus der Greenschen Formel (3) folgt

fLuvdx:fuL*vdx_

fiir alle », v € C?™(2) mit Bu = 0 und B*p = 0. Daraus 148t smh
[ .
ffG*gd.c—fG/gdx - . ' (5).

- fiir allcf gE W,,(Q) (s 20) folgem L - . - S

3.3. Wir werdcn nun einige Folgerungen aus der Schauderschen Unglelchung for-
mulieren.

. Lemma 3 (\gl [18 S. 166, 17]): Es Sei s eine beliebige ganze . 7akl 1< p<oo
und K = Q eine kompalcte 4/ enge. Dann gilt die Schaudersche -U nglezchung

”7’”377!) S C(”L*U“s “om.p.Q2 + ”U”s "m p.Q)
/ur alle v € (W (.Q))K mit einer Konstanten C = C(s, p) < oo.

Lemma 4 (s. [20: Satz 12. 12]) Der Banach-Raum X set kompakt tn den Banach-
Raum Y eingebettet. Weiterhin sei A € L(X, Y). Gibt es dann eine Konstante C < oo
mit Jully < C(Auﬂy + ”u”y) fur alle w € X, 50 ist der Bildraum von A in Y abge-

schlossen. . . ! - L

Aus diesen beiden Lemmata folgt, lmmittclbax das

|

Menge. Dann ist L*(( 2(Q)xk) in W= 2"‘(.Q) abgeschlossen!
‘Damit kénnen wir das folgende Lemma bewexsen

Lemma6: Es sei s eine beliebige ganze Zahl 1< p < oound 2, c= .Q eine o/fene .
Menge. L*, besitze in jeder Z usammenhangskomponente einer Umyg Jebung B < Q von.

Q, die Eigenschaft (U)s. Dann folgt aus L*((Wp’. )D.) c L* 0°°(.Q,))" ls—2m.p.2
dze (9 p)-Stabilitit von Q : ' )

Beweis: 1. Esseiu¢€ (W 5(2))3, ein beheblges Element mit L*u = 0 in £. Dann
ist u € C®(Q) und u = 0auf 2\0Q,, also insbesondere auch auf ON\Q,. In jeder Zusam- .
menhangskomponente von @ ist offenbar eine nichtleere offene Teilmenge-von -
@\ 9, enthalten. Aus der Eigenschaft (U)s folgt » = 0 auf £ und damit auch auf
_ ganz Q L* ist also cin Operator, der (W ,%(£2) )Q eineindeutig und stetig auf den nach
Lemma 3 abgeschlossenen Teilraum L*(( W,2(2))z,) = W, °~2m(Q) abbildet. Aus dem
Homomorphlesat/ (s.z. B. [19: S. 139)) folgt dle Sbetlgkelt des inversen Operators,
. und damit die Existenz emer Konstanten € < oo mit )

Hollape < CIL¥la-onpn firallew € (WHD)z. ., . (6

2; Zu jedem Element v € (W 3(.(2)),, existiert nach Vonaﬁsse@ung eine Folge (¢),*®
= Co®(2,) mit ||L*v — L*g)|ls—om.p.0 = 0. Mittels (6) folgt daraus |lv — @ills.p.0 — 0.
Damit ist ( (Q));;, S Cy™(2, )” ls.p.2 Dag dle»umgekehlte Relation stets glﬂblg lst
ergibt sich claraus die (s, p)~Stab111tat von Q, |

L 3.4, Wir benomgen noch zwei weitere Lemmata. l)m folgende chu]a1 1tatsaussageb
. findet man z. B. in [4 S. 211] L N

N~

Lemmagd: Es sei seine belzebzge ganze Zahl 1< p<ocound K < Qetne Icompakte' )
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Lemma 7: Es sei s eine beliebige ganze 7ahl < p < oo sowte K < Q eine kom--

pakté Menge. Aus u € (W (--))h und L*u € (W ‘(Q)) folgt dann u € (W ”""‘(Q))

Lemma 8: Fiir jede abgeschlossene Menge E — R*, jede ganze Zahl 5. > 0 und jede

reelle Zahl p mit 1 < p < oo existiert zu jeder Funktion f € W H(R") mit D*flg =0

fir o) < s — 1 eine Folge (ph® <= COW(R"\F) mit lipr — flls.p.Rm — O

In der Litératur wird diese Aussage auch so formuliert, daB jede abgeschlossene
' Menge fiir alle ganzen Zahlen s > 0 und alle reellen Zahlen » mit 1 < p < co die

sogenannte (s, p)-Spektralsynthese erfiillt. Dieses wichtige Lemma wurde 1983 von .

L. 1. HepBERG und TH.-H. WoLFF [13] bewiesen.
AN o,

. 4. Beweis von Sat-lz 1 .
i

4.1. Beweis von Satz 1/(i). 1. Es ist k < 0. ’1’ : (W 0 x)) W k(©,)sci ein stetiges,
lineares Funktlonal mit . .

@ula) =0, T O

* fiir alle u € My (Q). Fiir i’Y) Kann auch
‘f T(x)ulg, ()dr =0 .

. .
Q. ] /

. geschrieben werden, Wir werden (T',v) = 0 fiir alle v € A,%() zeigen. Mibﬁgls ’

Lemma 1 folgt daraus dann die Behauptung.

2. Wir setzen T E W,,, (2,) durch Null fort T € (W,,, (.Q))g Wegen T\ o\, = O

gilt dann
(T u) = fT(x) u(z) dz = j T(x) ula, (x) de =0

fir a]le u E qRU(.O) Wegen N — “)ZU(Q) gilt also T | N. Wendet man Lemma 2/(ii)

auf das durch L* und -B* definierte Randwelbproblcm an, so ergibt-sich daraus

L*G*T = T. Dabei ist G* € L(W;XQ), Wir—HQ)) der /ugchonge Greensche Ope-

xator

3. Ist p € C'o°°(U) eine beliebige Funktion mit ¢ = N*; so gilt nach Lemma 2/(ii)
LGy = ¢, also Gp € My(R). Aus (5) und (7) folgt (G”"T @) = (T, Gy = 0 fir alle
diese @. Daraus kann G*T = w0 auf U mit einer Funktion w, € N*'gefolgert w cxdcn
(v gl [6: S. 295]). ~

. Damit gilt L*(G*T — u,o) — 0 auf ON\D, und (G*T — W) = 0 auf U= O\Q2,.

—\us der vorausgesetzten hlgenschﬂft, (U)s von L* folgt. (G’*T — w,).= 0 auf ganz
ON\G,. Es gilt also (G*T —w,) € (W2r—¥(Q))g, und L¥(G*T — wy) = T.

5. Aufgl und der (2m — k, p’)-Stabilitit von 2, gibt es eine Folge (¢;),* < C,=(£,)
mit [[(G*T — wy) — @illam— 5.0 — 0. Daraus erhalten. wir ' .

lim JLAET — wy) — L*ill ko = lim T — L*qill g0 = 0
=00 l—>00

_Aus Tlo, = T und ||T'— L*o||l—p.pr0, = V4 - L*@(f|— .0 folgt dann = Y
¢ T = Ll oiy0,—> 0. _ o

"Fiir jedes. ve AR, (d. h. ve WA82), Lv = 0-in Q) erhalten wir (T, v) = lim
(L*y,v) = lim (g;, Lv) = 0, woraus sich die Behauptung ergibt 1

/
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- fiir alle u € sJ)?U(Q) Daraus werden wir <T o)y =0 fm alle ?

" ma 2/(i) erhalten wir
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4 2, Bewezs von Satz 1/(11 1. Esist k __>_ 0.T¢e (W,:’QQ,))’ sel einsbeﬁiges, lineares
Funktional mlb ’ S

-

\ I

(TyRw) =0 . - \ i s L ‘ .(,8)'

AKR)) schlieBen.
(

€ o
2. s ist Ry € L(W,4(2), W k(g )) und Rk 3 L((W ¥2,)Y, (W,XL)Y). Aus Lem-

T ae L(W,maxio— znu(o pk(g)) ;md G e~L((W,,“(!2))’,—'Wg‘.“"‘o-”"”"f’(!))). '
Es gilt also . . ' ' ‘
G'R; T e W"""‘“'" Q) und R'T € (W, k(.O))

Wegen (Rk’T fy =(T, Rif) = : O\fiic-alle f € W S4(£2) mit f= 0 in einer Umgcbung
von @, ist supp R,/T S Q,, woraus R,/'T € (W "(.Q))g gefolgert werden kann.

3. Fur belichige Funktionen @ € Cy™(L2) gilt nach Lemma 2/(iii) GLp = ¢ + ¢,
mit einer Funktion Po. € N.Aus N = My(2) und (8) folgt(Ry' T, @) = (T, Ry = 0.
Damit erhalten” wir (G'R,'T, L(p) = (R,/'T, GLy) = (Ry'T, ¢ + o)y =(R/T, ¢) fiir
alle ¢ € Cy>(Q), also L¥G'R,’'T) = R,'T auf £2im d1str1but10nenthe0retlschen Smne
Da R,'T auf Q, konzentriert ist, gilt insbesondere L*(G' R,'T) = 0.auf Q\Q,.

‘4, Es sei jétat g.€ C;>(U) eine beliebige Funktion mit ¢ | N*. Nach Lemma 2/
“(ii),ist dann. LGy = g, also Gp € My(2) - Aus (8) ergibt sich (G R./T, ¢) = (T, R(Go))

. = 0 fiir alle diese ¢. Daraus kann G'R ’T = w, auf U mit einer Funktion w, € N* ge-

folgcrt werden (vgl. [6: S.-295]).
5. Damit’ gilt L*(G'R, T — w,) = 0 auf .Q\!), und (G'R,/T —~w0) =0 auf U .
Q\Q1 Aus der vorausgesetzten Eigenschaft (U) von L* folgt (G'R,.T )= 0

auf ganz Q\Q, Es ist-also ' R n

(G RyT — 1) € (W,',‘l"""ﬁ”"““’(-('-’))al < (W5Q)s,
und - o o . ot

LXG'RT. — wy) = R/'T ¢ (W'

)Q,' '

Aqé L’cgrrimia '7'folgt (G’Rk'T wo) € (W"’”’_"(.Q)) o ‘ 0 : .
6. Aus der vorausgesetzten (2m — k, p’)- Stablllt,at von 0, ergibt sich die Existenz .

- einer Folge (phR = C’o°°(.Q ) mit H(G’Rk'T — W) — @dlem—x.po = 0. Daraus erhalten

wir

{—o0

. lim IL¥ Rk'T—ua—L*«pln . g_hm IRT — L*wlu v =0, ).

Es sei nun ¥ € 4, K2,) ein belleblges Llement und v E W, "( 2) eine Funktlon mit.
? = Rpw. Es gilt a]so Ly =0in Q,. \\'1r erhalten wenn wir (9), supp ¢, = Ql und

. v]g, € C°(£,) beriicksichtigen,

(T, 3) = (T, Rty = (Ry'T' o) = lim (Lpy 0) -
- ‘ . l—o00
= lim f L*¢, vdz = lim f(p, Lvdx = 0,

/ . l—o0 2, {—o0 2, .

d.h. {T ) =0 fur alle ¥ € 4,%(0,). Mittels Lemma 1 ergibt sich daraus di¢ Behaup- v
tung l ; ' ‘ T ' :
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4.3. Beweis von Satz ul/(iii) Wir erhalteh die Aussage als Folgerung aus Satz l/(ii)"' : ;

. Es sei v € 4,5(9)) eine beliebige Funktion, die sich zu 7 £ W () fortsetzen 14Bt.
Dann 1st Rie W, K(D,) und, wegen .Lv = 0 auf .Ol,Rkb €4, K0, ) Zu R,,v = {D* o3, },,.,,S‘

e\lstlerb nach Satz 1/(ii) eine Folge (u;),® CQJIU(O) mit ||R,,u, R,,z,||kp5 — 0.
Aus

lwde, = vllp.a, = lulo, = Flollere, < ”Rkul Rkvll,,,, 3,

folgt dann die Beha’up_tung 1

5. Beweis von-Satz 2
5.1. Beweisvon Satz 2/(i). 1. /unachst miissen einige Vorbeleltungen getroffen werden.
Fiir g E W (£2,). (s = O) deflmeren wir den Fortsetwngsopexator F, durch

[ Fig = g auf !)l, F,g = .0:auf .0\!2
\ -

Es gilt offenbar F, € L(W5.(Q,), W3.(Q)), D*(Fg) = F\,_ (D) fiir || <s tund
L*(F,g) ,_q,,,(L* ) fir s = 2m. Weiterhin'ist ST

. . /0

Fohia) = b o S

und ~

\

L hla, e Wn(@) - R ey

’flll a]]e hecC °°(Q ” lsp.2  Wenden wir den dualcn Opexator F € L(W 8Q),
“3(9,)) auf u€ C(Q) = W ‘3(9) an, so gllt -
F T——-ulg‘ L _ E ' - o (12)

Dies fo]gt daraus, daf3 . '
'(F,'u, ‘p} = (u, Fyp) = f u(x) splx)de o .
2 o oo

= f ulo,(%) () &z = (ula, ,p>, .
fm alle p € C,,°°(Q lsb L , LT
Esistk<0.7T¢€ (W"‘(O)) = W S4(©2) sei ein stetiges, lineares Funktional mit
'(T L‘(p} = 0 fiir alle @ € C,=(2)), \\obel wir hier (wie blsher stets) @ als in ganz ©Q
definiert ansehen. Daraus werden wir zunichst (T, L*f) = Ofiiralle f € (W"”’”"(.Q))bl

schlieBen, woraus mittels Lemma 1 das /\vxschenmgebms L*((WQ"‘ "([)))5l
c L"( (02, ))II Il kp!) folgt. N :

3. Fiir alle jetzt nur auf @, definierten Funktlonen y € Co™(82)) gilt, also 0 =
(T, L*Fom i) = (T, F_ L*y) = (F_,T, L*y), d.h. LIF_,T)=0 in £, im distri-
‘butionentheoretischen Sinne. Wegen F. T € W K(Q,) ist damit FL,T e A2,
Aus der Voraussctzung (1) ergibt sich die Existenz einer Folge (u;),* < My(L2) mit- -

LT = wlollepa, —0. S, (13)

4. Esséi f€ (WQ"'_"(Q)),—2 eine. belleblgcl‘unktmn Dannist L*f € (W"‘(Q)) Aus
der vorausgesetzten (—Fk, p’)-Stabilitit von Ql folgt die Approumlelbarkelt von
L*f durch in ganz Q definierte Co°°(.Q )-Funktionen, -also L*f € Co®(@,)M-k.r.0..
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- und aus Lemma 6 die (2m — k, p’)-Stabilitit von @,
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: T : N
Daxaus erhalten wir gemilB (11) (L*f) |q € ﬁ\’;"'(!),). Aus der Beziehung (10) ergibt
sich F_ ((L*/)lg) L*f un(l aus (12) F_ u; = uy)g,. Damit erhdlt man unter Beriick-
. / .

' slchtlgung von (13) U . \

v

@, L4) = (T, FLi{(L*)la)) = <F_AT (L*)la)
- = lim (F_,,u,, L*/)|O> = lim: <u,, & L*f |2, )> -
= lim (u,, L*f) = - lim (Lu,, H=0,

da supp Lu,n supp[ = @ ist, Aus Lemma 1 folgt

L*((Wem—.A(Q))‘-),) c. L*(C—(O)) M- k0 ,
Mittels Lemma 6 folgt aus dlescr B021ehung die behauptete (Qm —k, p)- Stabllndt, -
von Q,' B e

5.2. Bewezs von Satz 2/(“) 1. TS ISt k= 0 Te (WHD) = Wl,"(Q) sei .ein stetiges,
lmeales Funktional mit . o » . g
=0 e Coay

fiir alle(p € Cy®(2,). Wir /°1gcn/und(,hst, w ieder (T, L*f) = 0 fiir allcf € (W"" "(.O))
. Die Benehung (14) bedeutet LT = 0 auf Q,. Es ist also R.T € A%(0Q)). Aus du*

) Voraussewung (Z folgt die Existenz cmer Polgc (ug);® ‘“EU(Q) mlt,

||I?kT Rkufnm —>0flnl—>oo y : B ¢ 1)

3. Es sei nun j € (wam- "(Q))?) eine, beheblgebunktlon Dannist L*f € (W' (D)5,
Weiterhin sei v € W, "(Q) eine belleblge Funktion mit Djg, =0 fiir [of £k, d. h.

v € Ker (Rk), und. 7y € C,®(R) eine Fiinktion mit.n, = 1 in ciner Umge.bung von Q,.
Aus Lemma 8 folgt die Existenz ciner Folge (y,),* < C,® (2N2)) mit ||( o) — Yillk.p.2
— 0. Fiir L*f ¢ (W"‘(Q))g gilt dann (v, L¥*f) = (vn,, L*f) == lim (y,, L*f) = 0 wegen
SUpp.y; 0 supp L*f = O fur allcl Damit ist.
L"fE(l\er(Rk)_l = (W‘--) (v, F) OVvE W, (Q) mit
L R = 0. ' ‘

1. Es ist Rp€ L(W:KQ), W "(Q )) und Im (Ry) = W k(:,)'(lm (Re): Bildbereich

© von.Ry). Laut Voraussetzung soll W, k(£2,) ein Banach- Raum sein. Aus dem Closed

Range Theorem (s. z. B. [19: S. 144] folgt dann Im (R,") (l\u (R))t, und aus-
einer Folgerung aus dem Homomoxphlcsaw und dem Closed Range Theorem (s.

[19: S.147)) folgt (R,')~* € L((Ker (Ry))*; (W ))'). L*f gehort also zum Defini-
tlonsbelelch von (R’)~L Damit gilt fiir alle w 6 W,,"(.Q) .

(o, L] = Kw, R (R L*f)] = K Rew, (Ry')7} L*f)) = CllReell, 5,

i

5. Aus dieser Ungle!chung und aus (10) folgt

I(T — L*y < C (|RT — I?Lulllkp :7 - O fiir I — oo.

Wir erhalten somit (T'; L*f) = lim (u;, L*f) = lim (Luy, fy = 0, da Lu, = 0in einer
Umgebung von Q) und supp f S ¢ Q, ist. Aus’ Lemma 1 folgt

LH(WEHQ)5) S LA (G @) 1|_,,_,,‘ 2

. .
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