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Es sei Q c: ' Jt ein bcschränktes, glates Gebiet, Q 1 mit ' Q eine bellebige offene Menge 
und L cin elliptischer 1)ifferentialoperator der Ordnung 2m zuf Q. Es wird gezeigt;' daB jede 
Funktionv aus dem Sobolcv-Raum Wk(Q1 ) ( — co< k 0,1< p < co).mit Lv = 0 i Q1 
durch Losungen elliptiseher Randwertprobleme bezuglich Q in der JVpk(fl i )Norm approxi- 
mierhar ist, % ennC000(Q 1 ) dicht in (/ € JV(R"): supp/	Q} (p' = p/(p - 1)) liegt. Für 
k	1 gilt these Aussage für alle jene v € W(Q1 ), die zu Funktionen aus lV k (Jt?2 ) fortsetzbar
sind. 

flyc-rb Q	W' Orpallu4ellllafl, I Ia(laa oOjiaCTb, Q 1 cQ1	QJlIOoe oTxpbIToe Mll0HeCTu0 
if L aJ1J1uflTn4ecKuf uulalepeliunaJlbuIIfl orieparop nopua 2m na Q. Jolca3bleaercll 9TO 
l{a>I<J(oe pdule}Ine.ypanlIeIllIH Lv = 0 B Q1 na IIpocTpancTBa Co6o.neBa Wk(Q 1 ) (—co < k	0,
1 < p < oo) M0?wlO annpoiciitiipona n W k (Q 1 )lIopMe peLuennaMli oJl2lnnTu qecKIIx ipa- 
enbix 3aLa'l OTIIOCIlTeJll,uO Q, 6CJ!1I C0 00(Q 1 ) IIJIOTIIO BJ101celf0 B (/ E lV'I"(R'): SLIP / 
(p' = pf(p_-1)). B cay'iae k	JTO yneiaiaene nepo I(J1H BCeX .,v E lV'(I2 1 ) ioTopi,le
IINICIOT flpoO31?Belll1a n lVk(Rn).  

Let Q c Rl be a bounded, smooth doiain, Q, an arbitrary open set and tan ellip.. 
tic differential operator of order. 2m on Q. it is proved that every function v from the Sobolev 
space Wk(Q 1 ) (—co < k 0 9 1 <p < co) with Lv =0, in 91 can, be approximated in the 
Wpk(Q i )norm by solutions of elliptic boundary calue problems with respect to Q, if C0(921) 
is dense in {/ E JV_k(R5): supp/ c il (p' = p/(p - 1)). For ^ 1 this assertion is true for 

o	those v € ,Wk(Q 1 ), which have an extension to a function from Wk(R) .	- 

• Wir wollen zunäehst die Probiematik für den Spezilfali des Laplace-Operators er-
lantern urid dabei gleichzeitig einigc historische BenIerkuiigen einfiigeli. Ausgangs-
pllnkt ist clas veraligemeinerte i)i rich let-Problem.. 

Es sei co c IV eine heschrälikte, offene Menge und / eine vorgegehene }unktion 
aus dam Sobolev-Raum W21(1t). Bakanntlich existiert danrL genau elne Funktion 

€ W2 1 (R) mit A/.,= 0 in co unci (f - /0,) € W2'(w)(W2'(w): AbschlieBung von 
C0 (a) in W21(JVI)), cl. IL, /, ist die verailgemeinerte Losung des 1)irichlet-Probleins 
mit den Ranclwerten / in dern Sinné; daB (I - /0,) € 1V2 1 ((0) gelten soil. Weiterhin ist - 

	

. . f V/0, 2 dx = itif if 1Vg1 2 dx: (I - g) E I4''(w)	- 

Jetzt seien / € W2 1 (R'3 ) und eine kompakte Menge k	It' ggehen. Mit K° bezeich-
nell wir (As Jnnere von K. Für alle beschränkten, offenen Mengen CO c R" illicto	K

, gilt wcgen'(/ - /0,) € W2 1 (w) die.TJngleiehung 

I 2 dxfI/0,l 2 dx. flWK  

') Der abschlicBende Teil H dieses Beitrages wird in Kürze ebenfalls in clieser Zeitschrift 
erseheinen.  
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\\Tirsetzen	 . 

M = .sup{.f I V1I2dx:.w	K, co offen}. 

Es existjeit clann eine Folge (w j ) j OO offenerMengen mit K	 __ co, mid
fIVt,I 2 dx - M für 1 - oo. Man kann zeigen, daB (/,)°° eine Cauchy-Folge in 

•

	

	W21(R') ist.. Es existiert also ein f, E W2 '(R) mit /, —* IK in W2 1 (11'2 ), und IK ist. 
unabhangig von der Wahl cler'Folge (&,). Weiterhin ist A/K = 0 in K°.fan nennt 

•	IK (lie auf3ere und / o die innere Losung deà Dirichlet-Problem.s für K mit den Rand-, 
weTten f .	 -	

0 

Definition 1:' Die komakte Menge K heiBe (1, 2)-stabil,- wenn fK = / K 0 für alle 
•	'I EW2 1 (11) gilt.	

0 

1st also K (1, 2-stabil, so kann jecle-in K° harmonische Funktion v, die zu eint 
•	Funktion aus W2 1 (R') fortsetzbar ist, in W2 I	 w 

ii
(Ri) approximiert erden durch in Urn- 

gebunge von K hàrmonis1che Eunktionen, die zuclem noch Lösungn von veallge- 
•meinerten Diriehiet-Problemen wit den Randwerten v sind. Ob eineMenge K (1, 2)-
stabil ist, hangt von der Struktur des Randes von K ab. In [11: Example 1.171 fin-
(let man ein Beispiel für eine kompakte Menge K, die nicht (1, 2)-stabilist.. 

Wir wollen einige zur (1, 2)-Stabilität aqivalente Auagen angeben. l)azu setzen 
wir	 . 

•	 (K) = (h € W2 i(Ri): zlh = 0 in einer VOfl h abhangigen Umgebung von K}.

/ Theorem 1 :Zur (1, 2)-Stabilitãt von K sind /olgende Awssagen aquivalent: 
(A) £,(K) liegt bezuglich der W 2 (R'1 )-Norm die/it in (V € W2 1 (R): Av= 0 in K°). 

-	 (B) C, 00 (KO ) liegt bezüglich der W2)(Ri) 1Vorm die/it in (W2 1 (R?)) K = (g € W2'(IV): 
.suppK}. • .	(C) Die Menge aller. POtentiale f x - yl (n — 2) d(y) ails 'W 2 1 (W) (im Fall n 
mit supp u	R'\K liegt bezuglich der W2 1 (R')Norm die/it in (v € W2 1 40): Av = 0 

-	in.K°}	.	 • 

•	 Uns interes'siert in der vorliegenclen Arbeit, ob die Aquivalenz (A)	(B)uch für	a 
• .	al]gemeinere1liptische Differentiáloperatoren und allgemeinere Sobolev-R .aume gilt.. 

Es f9lgen einie Bemerkungen zu (A).	 . 
• Zu dieser Problehiatik der Approximation durch Losungen von Differentialgleichiingen ist' 

zunächst die Arbeit [16] von C. RUNGEaUS dem Jahre1885 zu erw.hnen. Sie war Ausgangs-
P iinkt fill' zahireidhe weitere Unersuchungen. lnsbesod'dere wurde die Dichtheit von 

•	 •	9(K) = (U: Pu = 0 in einer von u abhangigen Umgebung von K} 

	

• • S(K) = {v E C(K): .Fv = 0 inK0}	•	 -	 - 

und	
0	

0 

= (; € L(K): Pv= 0 in K°} (1 <p < °' 

für P = b/ax1 ± ib/a 2 (Cauchy.Riemann . 0peratoi)Ufld P = Auntersucht. ZurDichthcit'von 
91(K) in A°(K) für den Câuchy.Riemann-Opera't9r erzielten V. P. HAVIN [8], L. I. HEDBERG 
[9, 101; T. BAGBY [1,2] und P. LINDBERG [14] zahlreiche Ergebnisse. Beispielsweise zeigte 

- •	V. P. .HAvIN [8], daB A 20 (K O ) c i) (AbschlieBung- in L(K)) genau dann gilt,.wenn K 
;, 2)-stabil ist. 'Haufig wurden die Bedingungen an K auch mit Hilfe spezieller Kapazitdten 

angegeben. Bas folgendc' wiclitige Resultat stammt von .J,C. P0LKING [15]. 

Theorem 2: Besitzt der elliptisch
•
e Df/erentia1opera1or P = ' ba(x) D (b E C — (11")) eine 

•	
0 	 •	 IIr 

-	bireguidre Fi.indumentallosung, so' liegt '11(K) in A°( K) (1 < p < c) bezüglich der L(K)-Norm
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genau dana dieht, wennC000(Ko) in(3V.(R'))K = (g E JV .,.(R"): suppg	K) (p' = p/(p - 
dicht liegt. 

Dies ist also l?ereits eine Ausdehnung der Aquivaleñz (A)	(B) auf aligemeinere Differential-



- operatoren. \Veiterhin sind für recht aligemeine elliptische Differentia loperatoren die Ergeb-
-nisse von F. E.' BROWDF.R [4] zuerwähnen. 

•	- Jet.zt einige Bemerkungen zu (B). 
•

	

	Es hat sich in der Literatur durchgesetzt, die Variante (B) derDeiinition dcrStabilität als 
Ausgangspunkt für éine Verailgemeinerung zu nehmen (s. [11, 12], [18: S. 313]). 

Definition 2: Die kornpakte Menge K	R" heil3e (s, p)-stabil (s > 0 ganz, 1 <p <.c), 
wenn C.00 (KO ) in (Wp(R') )K dicht liegt. 

T. BcGBY [3] fand 1984 eine notwendige und hinreiclende Bedingung für die (s, p)-Stabi. 
litat. 

In einem engen Zusammenhang zu diesem Stabilitatsbegriff steht der Begriff der (s, p)-
Spektralsynthe8e. Ursprünglich wurde gesagt, daB eine abgeschlossene Menge E B' die 
(1, 2)-Spcktralsynthese erfilllt, wenn die Menge aller Potentiale fix.—  yj_(fl_2) dp(y) aus 
117 2 1 (11') (n 3) mit supp u B dicht in {v E iV(It"): ZIv = 0 in R'\E} liegt (vgl. mit (C)). - 
Es zeigt sich, daB dies genau dann der Fall ist, wenn GQ ( R5 \PJ) dicht in j E W2'(R'): /IE = 0) 
liegt. Um einen Vergleich zur (1, 2) .Stabilität (Variante (B)) von -K zu haben,muBman F 
= R\K° setzen. \Vie der Begriff der.Spektralsynthese verallgemeinert wurde, findet man in 
Lemma 8 und in der dbrt nachfolgenden Bemerkung. Erst vor wenigen Jahren gelang es 
L. I. HEDBERG und TH. H. WOLFF [13] zu zeigen, daB jede . abgeschlossene Menge these verali-' 
gemeinerte Spektra Isynthese erfh lit.  

Nun zu dcii Untecsuchungen in der vorliegender! Arbeit. Die xii approximiereriden 
Funktionen sind hier auf einr offenen Menge Q1 (statt aufK) vorgegebeir, und appro-
ximiert wercien soilen sic (lurch Losungen. vn Rardwertprob1emen beziiglich eines 

- Q1 umfassenden Gebiets Q	B? (statt durch Lösungeii der homogeiidn Differential- - • - 
gleichung in irgcndwelchen Urngebungen vonQ 1 ). Gegeben sei also eill ellipVisches' 

• Randwertproblern in cinem beschränkten Gebiet Q cR' mit (1cm 'Differentialope- 
rator L sowie eine offene.Menge Q 1 .	Q (d. -h. Q 1	Q). Wir lassen die rechte 
Seite der J)ifferentiaigleichung lediglich auf einer vorgegebenen offenen Menge U	- 

Q'\Q variieren -- auf Q\U soil sic stcs Null sein ; ebenso sollen die R.andvorgaben 
auf aQ Null sein. 9J(Q), sei die Menge der Läsungen dero entstehenden Randwert- 
probleme. Insbesonclere gcniigen dann alle u E 9J(Q) der homogerien ifferentiaI- • 
gleichiing Lu = 0 in der (festen) Umgebung Q\U von Q 1 . Mittels dieserFunktonen 
aus Jt(Q) sollen nun ,Funktioncn v atis clem Sobolev-Rauni W"(Q1 ) (1 < p < 
- oo < k < oo), die in Q1 LOsuiig der honiogenen DiffereritiIgleichung Lv = -o sind, -. 
in der Wk(Q1')_Norm approximiei-t'-werderi.. Ob sämtliche solche }Tinktionen v in, - 
clieser Weise approximierbar sind, harigt von der Striiktur des Randes von Q 1 ab. 
Es zegt sich, daB sich die •Bedingungen an Q 1 wiecler mittels des,St-abilitatsbegriffs 
angebeti lessen (Satz I). Weiterhin sind cliese Bedingungen an Q 1 tinter gewisseri 
ziisätzlichen Voraussetzungeri auch notwendig (Satv. 2).	 - 
- \-Vihi-ehcl es also in cliesem vorliegenden-Teil I urn die Approximation von .Losurigen - 
aus den Sohole\'-Räumen W"(Q1 )_gcht, soil irn nachfolgënclen Teil TI die gleich 

•	Pioblematik für Lösungen atis CAc(Q 1 ) behandelt werden.	 -•	- 

Deuinitiorien  

I.I. Es sei Q = fln efn beschi-äiiktes Cebiet mit einen C-glatten Rand Q. Vm 
I)ifferentialoperator	-	-	 -	•	- 

L	f a/) (a € C(D))	- 
-	 •	 -	-	•.	-	- 

J9*
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uid vom System -

B = {B,} 1 m mit B, =	B,8D8, B1,8 E C(eQ)	- 
kIrnj 

Von Rancloperatoren auf Q fordern wir foigendes:	 - 
1. L ist aiif Q eigentlich elliptisch (s. z. B. [20: S. 146]). 
2. B ist normal (s. z. B. [20: S. 214]). 

• .	
S	 • m:!E^2m'-1fiirj=1,...,m.	- 

	

-	- -	4. -BuberdecktLauf aQ(s. z. B. [18:S. 162]).  
'Zur Abkiirzurig setzen wir Bu	{B,ulo}1''. 

	

• .	 1.2. Es sei U	Q eine heliehige, danri aber fest gewählte offene Teilmenge von, 
Q. Wir definieren	 - 

- J(Q) = (u € C°°(Q): supp Lu c U, Bu = 0). 
•	 1J(Q) hesteht gerade atis den. Lo.sungen von Rand wertproblemen tier Gestalt 

Lu = ./ inQ, Bu = 0, wobei / iii C0 (U) variiert. 

1 1.3. Essei

(—i)I D8 (a8u)	 -  

[a 527n	 S.-

 der iri Sinñe der Distrihutionentheorie formal duale' Operator xii L. Für (ibsen 
definieren wir die folgende Eigeiischaft.  

(U)8 L* hesitzt in einem Gebiet .	Q die Eindeutigkeitseigen8cha/t des Cauchy-. 
Problems im Kleinen, wenn aus L*u = 0 in Q und u = 0 auf irgendeiner nicht- 
leeren offenen Teilmenge a'	Q folgt, daB u = 0 auf ganz Q ist. 

1)iese Eigenschaft 1st z. B. erfüllt, wenn die Koeffizienten von L* auf .ã reell analy-
• • tisch sind. 

• 1.4. In der'gesamten Arbeit ist p stets eine reelle Zahi mit 1 < p < 00 t ifid p' 
-= p/(p — 0. Mit W'(Q)(s ^ 0, ganz) bezeichnen wir die klàssischeu Sobolev-Räu-
me und mit W(Q) die AbschlieBung von C0 (Q) in der W,(Q)-Norm. j3iS(Q) 

(s' 0) sei der I)ualraum von V(Q). Die Norm in W 8(Q) (-00 < s < co) bezeich-
nen wir mit III3,p.t1. Für kompakte Mengen K	Q und —co s < 00 setzen wir 

(Wp8 (Q)) K = {/ € W,,(Q): supp / K). 

Weiterhin definieren wir fur kompakte Mengeti K'= R'3 und s	0 

-	W8(K) = {i = {/8}I8a E f[ L(K): ] / E IV 8(R.) mitD8/I K = /8, lI	S .

In LV;8(K) führen wir die Norm 

- II/II.p.K = E 11/811 L(K) - 

	

•	
88	.. 

em. Hat der' Rand einer offenen Menge Q 1 das n-dimeiisionaleLebesgue-MaB Null 
•	und besitzt W 8(Q 1 ) einen stetigen Fortsetzungsoperator, so ist W 8(Q,) Ciii Banach-

Raum. I)ariiber hinaus' sind dem Veifasser zur Zeit keirie Bedingungen hekaiiiit, die 
die Vollstandigkeit'von W 8 (Q 1 ) gárantieren.	-

1
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1.5. in Anlehnung ' an den Stab ilitatsbegi'iff für kompakte Mengen (Definition 2) 
wllen wir jetzt fur offene Mengen und b1iebige Differentiationsindizes einen Sta-

•	 . bilitatsbegriffdetinieren.	 . 

Definition 3: Eine beschrãnkte, offeneMeiige 0 1 c R' heiBe (s,'p)-slabil ( — oo 
< s < 00, 1 < p . 00), falls C0 (Q 1 ) hezuigtieh der IVp8(JV)Norrii in (JV8(R")) 
dicht liegt.	 . 

Falls i2 .keine inneren Randpunkte besitzt, also Q 1 = (i)° gilt,. ist, 17 1 für 
•s > 0 hezuiglich der Definition 3 genau (s, p)-stabil, wenn dies fur Qbezüglichder 
• Definition 2 gilt. im Fall Q 4 (Q)° dagegen fallen beicie Stabilitãtsdefinitionen 

nicht zusammen.  
Mit Hilfe von Begriffen aiis der L-Kapazitatstheorie kann man Kriterien für die (s, p)-

Stabilitiit offener Mengen finden, die nur recht schwache Bedingingen enthalten. Dies  Kri. 
terien werden in [7] angegeben (vgl. auch [5]). \Vir wollen uns hier nur auf cinige Spezialfälie 

•	beschränken:	S	 - •	 -	 .	 / 

1. Für s > 0 und sp.,> n ist cine offene Menge S2, genau dann (s, p)-stabil wcnn	= 
gilt.	

(.
	 I	 ,	.. • 

2. Für s < 0 und —s) p/(p —1) > is sind sämtliche offenen Menen (s, p)-stabil. 
3. Jede offene Menge, deren Rand das n-dimcnsionale Lebesgue-MaB Null hat, ist (0, p)-• 

stabil für alle pmit I <p.< 00.  

%Veiterhin 1st jede. offcne Menge, die die Segmenteigenschaft (vgl. [20: S. 44]) bcsitzt, 
•(s, p)-stabil für alle.ganzen Zahien s und aIls'. p.	 •	 • 

2. Suitze	 ••	 . 

'Es sei Q1	17 (d. h. Q1	17) eine heliebige offene Menge. Für — 00 < k < 
definieren wir	 • 

= {v E Wpk ( Q i ): Lv = 0 in Q} 
1111(1 fiit 0 :E^ k < co	 . 

A k(Q;) =	= {v)^ E Wpk ( i ): Lv = 0 in 1} 

/ (v0 ist v mit a = (0, ..., 0)) Weiterhin sei Rk definiertdut'ch 
=	(Ic	0). • 

.Alle Losungen v cier homogetien i)ifferent.iaigleichung Lv = 0 in Q gehoi'en natlirlich 
zu C(Q1 ). Die Bedeutung der Forderting v E W5k ( Q 1 ) in der Definition von Ak(Q1) 
iiegt geracie darin, daB sie eine Einsehränkung an das Verhalten vonv in clet' Nähe 
von aQ, beinhaltet,Bei der Definition von A k (Q 1 ) wird zucleni tioch die Frtsetz-
harkeit in B? gefordert. Es 1st tioch zu heachten, daB clas m-clirnensiotiale Lebesgue-
Maf3 von 'Q auch positiv sein kaun. ' In solch einem Fall ist bispielsweise für 
U E W k(Iv2 ) die Utigleichung IkIQ,Ik.p.si, < II Rku I.p., rnoglich. - 
'Nun zu den beiclen Sätzen.  

Sat z 1: L* besitze in jeder Zusrnmenhangskornponente von	lie Eigenscha/ 
(U), lVeiterhin liege in jeder Zu.sarnrnenhangskomponenfe von Q"Q 1 eine nichileere 
of/ene Teilmenge von U	Q\Q. Aus der (2ns - k, p')-Slabilitat voi Q1 /olgt dann 

Ai) /ürk<0  
Ap(Q)	

9)lu(Q )ln,	.	 -,.	.	.• 

(Ab.schl'ifJung in der W(Q1)-Norm),  
.5	 rI'	•	 .	 -



•	294	U. HAMANN 

•	 (ii) /iirk>O 

-,	Ak(01.)	Rk Jl(Q)	 -. 
(Abschlief3ung in der. 

(iii) für k	o  

" A(Q 1 ) o {v € W " 

	

p ([2 1 ):	€ l31,k(Q) mit IQ;	}'	 S 

- - (Abschliefiungin der W"(Qj)-Norm). 
Die (2m(2m - k, p')-Stabilitat von Q 1 ist mi wesentlichen auch notwçndig für die 

Approximation. Dies zeigt der 

Satz 2: L* besitze in einei oj/enen Unigebung D	Q von Q 1 die Eigen.schaft (U) 

(i) Für k <Ofolgt as	 .	 •. 

	

Ak(Q1)	9J?(Q)j 0 ,	 ( 1) 

Abschlie/3ung in der Wk(Qj)Norm) und der (—Ic, p')-Stabilitãt von 9? 1 die (2m ' k, 
/	Stabilitãt von .Q.	 --	 - 

(ii) Für Ic -2! 0, wenu W"(&' 1 ). ein Banach-Raum ist, /olgt aus 

	

A(Q1)	Rk9J U(QT	 S	
(2) 

(Abschiieung. in der Wpk(Qj)_Norm) die (2ni - k,'7)')-Stabilitdt von Q1. 

• Satz 2/(i) läl3tsich vermut.lich (lurch Verzicht auf die Vora usset .zung del- (—k, p')- 
Stabilität verbessern. Bei der hier verwendeten Beweismethode wird these Voraus-
setzung jedoch benotigt. Beide Sätze gelten auch dann, wenn man lRu(Q) durch cine 
andere 11asse von Losungen, und zwar durch	 - 

	

• 91v(Q) :	{u € C(Q): Lu =0 in Q,B j ov = Ofür j = 1,..., m} 

(V: offene Teilmenge des Randes Q) ersetzt: -Die Voraussetzungen hraiichen dabei 
niir, etwasmodifi?Aert zu werden. Wesentlich ist nur, daf3 im Satz I Q\Q I dann zu-

•	samrnenhangend sein mB (vgl. [6]).	 - 

Es sollen jetzt die beiden Sätze anhand cines Beispiels illustriert werden. Als Randwert. 
•	problem bezuglich Q'nehmen vir dazu das DirichletProblcm für den Laplace-Operator. Es 

ist'also 2m	2. Weiterhin sei n = 3, p = p' = 2 und k = —1. Als Voraussetzung irn Satz 1/ 
(i)benotigt man die (3, 2)-Stabilität vonQ 1 . Diese ist wegen 3 . 2 =	> n = 3 gleichbedeu-
tend mit Q1 = ( Q 1 )°. Satz 11(i) besagt dann:	 • 

1st 0 1 = (Qi)O,so existiert zu jeder Funktion v € IV.-!(Q,) mit Av = 0 in Q 1 uñd zu jedem 
e> 0 eine Funktion q € C0 (U), so dal3 für die Losung u des- Randwertproblems Au = 99 in - 

	

•	Q, uci = 0 die Ungleichung IIu Is, - 0I_12.o < e gilt.	 -	S 

Die Funktion u ist dabei aus 9J1u(Q), .,ind es gilt Au = 0 inder Umgebung Q\U von Q1. 

-'	%Vciterliin ist zu beachten, daB die -Funktion q auf einer Menge konzentriert ist, die ,,beliebig 
klein" scin kann.	 •	 S	 • 

Will man these Approximation praktisch durchfuhren, so liegt die Schwierigkeit natürlich 
- darin,-die geeignete recite Seite 99 zu finden. Unter anderem benotigt man dazu die explizite -	• - - 

Gestalt der Greenschen Funktion: Es sei erwähnt, daB man als approximierende Funktiqnen 

	

- -	'auëh Linearkombinationen von Fundamentallösungen mit aul3erhalb von 9 1 liegenden Auf-
•	 punkteh nél-imen kann. (Diese Fünktionen sind danii allerdings keine Losungen von Rand-

wertproblemen !) Hierbei bieten'sich praktikable Moglichkeiten, die entsprechenden Koeffi-
zienten zu bestimmen	 - 

-	 /	 \	 S	 -	 S	 S	 • 

S	 S	 S	 55
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Nun zu Satz 2/(i). Er beinhaltet für den .betrachteten Spezialfall foigendes: 
1st jede Funktion v E W.r 1 (12 1 ) mit iJv = 0 in 921 in der obigen Wise. approximierbar uñd 

ist zudem f? 1 noeh (1, 2)-stabil, so mul3 notwendig 9 1 = (Q 1 )° gelten. 
/ 

3. Vorbereitungen für . die Beweise	 . 

3.1. 1st X ein normie-ter Raum, 'so wird mit X'.sein Dualraum unc mit (F, /) die 
Anwendung einesFunktionals F EX auf / E X bezeichnet. The Beweise dr Sät.ze 1 
uncl 2 beruhenauf einer Folgerung aus dem Satz von Hahn-Banaeh. 

	

Lemma 1: Es sei X,ein normierter Raum, und X0 , X 1 seien lineareTeilmengen von	-' 
X mit X0	X 1 .I,st für jedes F € X'mit' (F, /)	0 für alle./0 E 1K0 auch (F, /1) = 0. 
fur alle /1 E X 1 , so gilt X 0	X1.  

Sind X unci Y normierte Räume, so'sei L(X, Y) die Menge allerstetigen und line-
aren Operatoren von X in V. Für A E L(X, Y)sei A E L( F', X') der, duale Operator. * 

3.2. ' Es sei B* = {B*} 1 m em. entsprechend der Greenschen Formel 'zu B = {B,}1m 
• adjungiertes S ystem vdn Randoperatoren, ci. If., es gilt  

• ..	 f (Luv - uLv)dx =	f.(CuB*v - B 1u C*v) d	 (3) 
•	-0

 

	

j=1 00	. 

•

	

	für alle u', v € C2-(Q), wobei {Q1}1m und {C*} 1 m .gewisse Systeme von Rancloperatoren  
auf SQ snd ('vgl. [20: S. 218]). Wir definieren  

N=Ker((L BV)= {uE C°°(P) Lu=OinP,Bu=0} 
und	-	 '	'	.	

•	S.. 

N* = Ker ({L* , 'B*}) = {w € C°°(Q): L*w 0 in Q, B*w = 0).

I I N und/ IN* soll,f fh dx , 0 für alle h E N hzw. für lle hE N* hecleuten. 
0	

5	 . .	 .	 S 

I)as Randwertproblem	 •	 S 

Lu	/ in Q, Bu = .O .	 .	•.	S	 -	 (4) 

mit f E W 8(Q) (a ^ 0, 1 <p < oo) besitzt bekanntlich genad ciánn eipe Losung, 
wenn /	Ngilt. Genugt / clieser Bedingung und ist u eine Lösung von (4), so ei'hält 
man (lurch . u = ü + u0 mit einem beliebigen u € N clieGsamtheitallcrLosungen	- - 
von (4). Samtliche Lösungen sinci aus W $ + 2m (Q).	S	 - 

"Den Operator G, welchér jedem / E W 8(Q) mit / j.. N* diejenige Losung u des 
Problems (4) zuordnet, für die TZ IN (: konjugiert komplexeFuiiktionzu u) gilt, 
bezeichnén'ir • ais G'reeschen Operator. Wir setzen 0. auf gnz Ws(Q) fort, indent
vir GJ = . 0 für alle w E N* defi.pieren. Es gilt clann (s. [6: Lem'ma 2]) (las	- 

L em m a 2: Für alle ganzen Zahien s 0 und alle reellen Zahien p mit 1 <p < oc 
gilt folgendes:.	 S	 S.	 -	 S 

(i) 0 E L( J4T8(Q) , w;8+2m(Q)),	.	 ') 
(ii) LG/ = / /fir alle / E W 8 (Q) mit f t. N,  
(iii) GLu = u + u0 /fir alle u E W s + 27ll (Q) M_ it Bu' = 0, wobeiu0 ENisf 

Durch analoge tYherlegungen katn (let , Gieensche Operator G* für clas Ranclwert.- 
problem L*v = g in Q, B*v = 0 definit wercien. Das Lemma 2 gilt dann natlirlich 

/	 S	 .	 S	 S 

V	 'V	 S 

S	 S	 -	 S	 S
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siniigemäB auch für G*. Aus der Greensehen Formel (3) folgt 

fLu v dx f u L*v dx 

fur alle u, v e C2m (Q) mit Bu = 0 tind B*v = 0. Daraus liiBt sich 
,.	

ffG*gdx_fG/gdx  

fur alle /, g E W,;(-Q) (q	0) folgern.	--	 - 

3.3. 'vVir werden nun eiflige Folgerungeri aus der Schaucteschen Urigleichung for-
muliereri.	- 

• Lemma 3 ('gl. [18: S. 166, 17]): Es s'ei s eine beliebie ganze Zahi, 1 < p < oc 
und K Q eine kompakte Menge. Dann gilt die Schaudersche -Ungleichung 

 C(IlL*vlls o n, pQ + 1lV Ils_2rn.p.Q)	 . 
für alle v E (W P (Q)) K mit einer Konstanten C = C(s, p) < co. 

Lemma 4 (s. [20: Satz f2.121): Der Banach-Raum_X sei kornpakt in den. Banach- 
Raum Y eingebettet. Weiterhin sei A E L(X, Y). Gibt es dann eine Konstante C < oo 
mit lUllx < C(Aully + Ilullv) für alle u E X, so ist der Bildraum von A in Y abge-
schiossen.	 . 

Ausdieseri beiden Lemmata folgt unrnittelhar das 

L em m a.5: Es sei seine beliebige ganze Zähl, 1 < p < 00 und K ='-Q eine kompakte 
• .	ill enge. .Dann ist L*((Wp8(Q))K) in 1V. 2"(Q) abgeschlossen 

Damit köniien wir das folgencle Lemma beweisen. 

Lemma6: Essei seine beliebige ganze Zahi, 1 '< p < p	 Q undQ 1 cc	eineoffene 
Menge. L*, besitze in jeder Zusammenhangskomponente einer Umgebung Q Q von. 
Q 1 die Eigenscha/t (1J). Dann /olgt aus L*((W8(Q)),)	L*(C000(Q1))8_2m.P9 
die (s, p)-Stabilitat von -Q,. Q1. 

Beweis: 1. Essei u € (W 8(-Q)), ein beliebiges Element mit L*u = 0 in Q. l)ann 
ist n.E C°(Q) umi u = 0 auf Q\Q 1 , also insbesondere auch atif Q\Q1 . In jeder Zusam-
rnerihangskomponente you Q ist offenhar eine nichtleere offene Teilmenge - von 
Q\Q 1 enhalten. Aus der Eigenscha.ft (U) folgt u = 0 auf Q uncl damit auch uf 
ganz Q. L ist also cin Operator, der( Wp8 (Q))m eineindeutig und stet.ig auf den uuach - 
Lemma 5ahgeschlossenenTeilraum L*((W8(Q)))	If ,- 2. (L)) ahbikjet. Auis dem
Hoinomorpliiesat.z (. z. B. [19: S. 1391) folgt die Stetigkeit des inversen Operators_ 
und damit. die Existenz einer Konstanten C < oc mit  

II V IIS.p.Q < C lIL*vll 27np o für alle v E ( w 8(Q)).	,	 ( 6) 

2. Zn jedemElemeuut v E (W 8(Q)) , eistiei't nach Voraussetzung eine Folge (qj)1°° 
c C0 00 (Q 1 ) mit IIL*v_ L* 1 li s _ 2m.p.O - * 0. Mittels (6) folgtdaraus liv — lls.p.o	O. 

Darnit ist (W 8(Q))m - C0 (Q1 )	Pa dieumgqkehrte Relation stets gifltig 1st, 
ergibtsich claraus die (d, p)-StahilitätVon Q 1 I	 - 

3.4. Wir henotigen noch zwei weitere Lemmata. Die folgende Regiularitàtsaussage 
findet man z. B. in [4: S. 2111.	- 

•	 S	 .
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Lemma 7: Es sei seine beliebige ganze Zahi, 1'< p < oc sowie K cQ einekom-
paktë Menge. 4us u € (Wp8(Q))K und L*u € (W(-Q)), /olgt dann u € ( WP3±2m(Q))K. 

Ti em in a 8: Für jede abgeschlossene Menge E	R', jede ganze Zahi s. > 0 und jede 
reelle Zahi p mit 1 < p < oc, existiert zu jeder Funktion / € W 8 (111 1') mit Df I E = 0 
/ür Il	s - 1 eine Folge (9 1 ) 1	C0°°(R'\E) mit I(PI -	 –* 0.	- 

In der Litératur wird these Aussae atich so -formuliert, (1a13 jede ahgeschlossene 
Menge für alle ganzen Zahien s > 0 uncl alle reellen Zahien p mit I <p < oc die 
sogenannte (s, p)-Spektralsynthese erfiillt. J)ieses wicht.ige Lemma wtirde 1983 von. 
L. I. HEDBERG und TH.-H. \-\OLFF [13) bewiesen.	 - 

-	4. Beweis von Satz 1 

4.. Bewis von Satz 1/(i). I. Es ist k <0. T (.W k (Q 1 ))'	LPk(Qi)sei ein stetiges, 
lineares Funktional mit 

(T, uk,) = 0 ,	 (7) 

für alien € 3(Q ) . Fur (7) kann auch	 . 

fT(x)ulo(x)dx=0 
Q.  

gesehrieben werden. Wir werden (T, v) = 0 für alle v E' A(Q 1 ) zeigen. Mittels 
Lemma 1 folgt daraus dann die Behauptung. 

2. \'Vir setzen T E W(Q 1 ) (lurch Null fort zu € (W(Q))	Wegen j so, = 0 
gilt dann • 
- • •	(, u)	f (x) u(x) dx =f T(x) u lo, (x)dx = 0 

für alle u € J?(Q). Wegen N 1J(Q) gilt also I N. Wendet man Lemma 21(ü) 
auf clas diirch L* utid B* definierte Randwertprohlem an, soeigihtsich daraus 
L*G*T = T. 1)abei ist C" € L(W(Q), W'—"(Q)) der zugehOrige (Ireeiische Ope- 
rator.

3. 1st € C0 (U) eine heliebige Funktion mi	J N so gilt nach Lemma 2/(ii) 
LCW	, also CW € fl(Q). Aus (5) und (7) folgt (G*T, ) = (T, G) = 0 Mr alle 
diese 92. Daraits kann	= w0 auf U mit einer l"unktion w0 € N.*gfolgert werden 
(vgl. [6: S. 295]).	 -	 -	• - 

4. Damitgilt L*(C - w0 ) = 0 auf Q\Q 1 tind (G*'J' — w0 ) = 0 auf U Q\Q1. 
Ausder vorausgesetzten Eigeiischaft (U) 9 von L* foigt. (G* - w0). 0 auf gaiiz 

•	Q\QI. Es gilt also (G* - w0 ) € (W?.n_k(Q)) und L(G* - w0 ) = 

5. Aufgrund clér (2m - k, p')-Stabilitht von Q 1 gibt es eine Folge ()	C0(Q) 

mit I(G* - w0) - I12n—k'! – 0. i)araiis ethaiten wit, 

urn IL*(G* - w0 ) - L*Wgll_ kI, ,Q = li,n	- L* Will k;;Q = 
1=oo 

_Aus Tjg = T mid lIT— L*q(_,,Q,	Il - LqIl_,, , o foigt dann • '-

IT — L*II_ k,p . Q,	0.	• 

• Für jede v € A k(Q 1 ) (d. h. v € W k (Q1 ), Lv = 0-in Q1 ) erhaiten wir (T, v) = lini 
= jim (p,, Lv) = 0, woraus sich die Behauptung ergibt I 

rA
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4.2. Beweis von Satz 1/(ii). 1. Es ist k	0. T E (W( 1 ))' sei cinstetiges, lineares 
Funktional mit,	 - 

(T;RkU) = 0	 (8) 

fur alle U E . 9Y 0 (Q). Daraus wercien wir(T, i= 0 1k' alIei' € A k (Q 1 ) schlie3en. - 
2. Es ist Rk € L(W"(Q), W"(Q 1 )) und Rk ' EL((Wk(Q1))' (W"(Q))'). Aus Lem-

ma 2/(i) erhalten wir	-	S 

G €L(Wma.x{.k_2)(Q), W k(Q)) und 0' € L((Wk(Q))'5 jVmtO2m_(0)) 

Es gilt also	 .	 fl 

G'Rk'T € w 1To2m_k;(Q) und Rk'T € (Wk(Q))'. 

Wegen (Rk 'T, f) .—' (T, Rkf)	O\fur'aIle f € W'(Q) mit /	6 in citier Umgebung 

	

- von Q ist supp Rk'T	Q 1 , worus Rk 'T € (Wi'(Q))ã, gefolgert werden karin. 
3. Für beliebige Funktioneri 92 € C(Q) gilt nach Lemma 2/(iii) GLp = T + To 

mit einer Funktion 92, € N. Atis N c: 9)l(Q) und (8) folgt(R'T, w) = (T, Rko) = 0. 
Damit erhalten wir (G'Rk'T, Lp) = (R'T, GL) = (Rk'T, + )-= (R'T, ) für 
alle, 99 € C0 (Q), also L(G'Rk'T) = R,'T auf Dim distributionentheoretischeh Sinne. 
Pa Rk'T auf Q i konzentriert ist, gilt. insbesondere *(GRk T)= 0.auf 92\Q1. 

4. Es sei jdtzt 99.E C0 (U) eine ,be1iebigeFunktion mit T J_ N* . Nach Lemma 2/ 
-

 
—(ii), ist dann LCp = q, also Gip € 9Jl(Q). Aus (8) eriht sich (O'Rk'T, q) = (T, R(G)) 
= 0 fur alle these q,. Daraus kann G'Rk'T w0 auf U mit einer Funktion w0 € N* ge-
folgert werden (vgl. [6: S. 295]).	

1	

- 

5. Dam it gilt L*(G'Rk T - w0 ) = 0 auf Q\Q I uncl (G'Rk 'T —w0) 0 auf U 

	

12\Q 1 . Ausder vorausgesetztén Eigenschaft (U). von L* folgt (G'Rk T w0 )	0 
aufgaiiz Q\Q 1 . Es ist also ,	 V 

(G'Rk T'- v) € (W	(0.2m_k}(p))	(jy_k)	V 

und	 .	V 

L* (G'Rk'T - w0 ) = Rk'T E (W!'(Q))-.	.	 V 

Aus Lernna 7folgt (C'Rk'T - w0 ) € ( W_k(Q))	.	 V	 V 

6. Aus der vorausgesetzten (2rn - k, p')-Stabilität von Q1 ergiht sich die Existenz 
einer Folge (47)	C0(Q1) thit I(G'Rk'T - w0) - 99 t1I2m-.p1 - 0. Daraus erhalten 

•	wir  
V	 . 	 lim IIL*(GRk T - w0) - L*w:l_kp , Q = lim II Rk'T -L*qglll—k.p',D= 0. (9). 

Es se nun 1' € A k(Q 1 ) ein helehiges Element und v E * k(Q) eine Funktioij mit. 
V	 = Rkv. Es gilt also Lv = 0 in Q 1 . Wir erhalten, wenn wir (9), supp c: Q1 und V 

VJQ € C(Q 1 ) berucksichtigen;	
V	

V V

	

V 

= T, Rkv) = (/?k'T, v) = lim (L* 1, v)	,V 

•	 V	 V	
V	

- 	 I—oo	 V 

V	

= urn f L*q,z v dx = lim f Lv dx = 0, 
/ 	

V

 

	

1-00 D,	 V	 .	
' V V 

d. h. (T, i = 0 für alle i' € A(S 1 ). Mittels Lemma I ergibt sich daraus die Behaup-	- V V 

V	 tungi
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4.3.. Beweis von Satz /(iii).Wir erhalten die Aussageals Folgerung aus' Satz 11(u): 
Es sci v E A(Q 1 ) eine beliebige Funktion, die sich zu O.E 

1P k(Q) fortsetzen läBt. 
.Dann ist Ri?) € WP

 k(p,) und, wegenLv = 0 auf Q 1 , Ri?) E A 9k (Q 1 ). Zu Ri?) = 
existiert nach Satz 11(u) eirie Folge (u 1 ) 1 00	J 6(Q) mit IIRe'u - RkVI lk.P35,1-^ 0. 
Aus	 - 

IIU:7	V IIk.p,!? = IkLIQ - V IQ,lIk.p,Q,	lI14z	ReV JI	, 

folgt dann die Behauptung I 

5. Beweis von-Satz 2 

5.1. Beweis von Satz 2/(i). 1. Zuriichst miissen eip ige Vorhereitungen getrof fen werden. 
Fur g € W,.(Q 1 ) (s	0) definiereriwir den Fortsetzungsoperator F, (lurch 

F,q = gauf Q 1 , F,g = 0auf Q\Q.	'. 

Es gilt offetibar F, € L(15(Q 1 ), P,5(Q)), D(F,g) = F,_ 11 (Dg) für H	s ünd 
L*(F,g) = F,_(L*g) für s	2m."Weiterhiti' ist  

F3 (h10) = h	 .	 .	-	 (10) 
und	 /	 S 

.hI Q E W.(Q1)  

für alle h € C0 (Q 1 )"'°. Wenden wir den dualeti Operator F,' E 
•	 W.S8(Q1)) auf wE C(Q)	-'(Q) an, so gilt	 .5. 

F,'T=uI,.	 .	.	 .	(12) 

Dies folgt daraus, dalI	 :	 S 

(u, F',q2) = f 'u(x) F,(x) dx	 . I 

-	=fUIQ,(x)w(X)dxz=(UIQ,,97)	. -. 

für alle q' E C0 00 (Q 1 ) 1st.  
2. Es ist k < 0. T E (4'ft(Q)), = W k(Q) sei cm stetiges, lineares Funktional mit 

•	(T, L* = 0 fur alle E C0 .(Q 1 ), wobei wir hier (wie bisher stets) 92 als in ganz Q 
definiei-t ansehen. 1)araus werden wit, ziinächst (T, L*/)	0 für alle / E (W"(Q)) ,PT 

schlieBen, woraus mittels Lemma 1 das Zwischenergebnis L*((W'(Q)),) . 

	

L(C0(Q1 ) )IIII - kp'Q folgt.	 . 
3. Für aile jetzt nut' auf Q1 definie!'tetk Funktionen, V E. C(Q1 ) gilt also 0 = 

(T, L*F,m:k?p) = (T, F_L*ip) = (FIkT, L*ip) , A. h. L(FIkT) = in Q 1 itn distri-
hntionentheoretischen, Sinne. Wegen F.i.kT € W k (Q 1 ) it ciamit F kT € Ak(Q1). 
Auscier Voraussetzutig (1) ergiht sich die Existenz einer Folge (u 1 ) 1 0°	)Jl(Q) mit 

•	
IlFeT	U jII?,IIk,p.Q, .- 0.	 ..	

S.	 /	(13) 

4. Es sii f € (W_k(Q)) eine beiiehige Funktion. Dann ist L*/ € (4Tk(Q)). Atis 
(icr voratisgesetzten (—k, p')-Stabilität von Q 1 folgt die Approximierbrkeit von 
L*/ durch in ganz Q definierte C0 (Q 1 )Funktionen, also L*/ E CO°°(Q1)11II-k.P'.Q.. 

/	-

S	 S	 S
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l)aatis erhalten wir gemaB (11) (L*/)I € 1'(Q 1 ). Aus (lei , Beziebting (10) ergibt 
sich F_k((L*/)IQ) = L*/ und aus (12) P _kU: = u,I,. 1)aniit erhält, man tinter Berlick-
sichtigu:ig von (13) - 

(T, L*/)= (T, Fk((L*j)IQ))= (F_ kT (L*/)IQ) 
-	Jim (F ku,, ,(L*/) 0 ) = lim . (u:, F_k((L*f)Q)) 

-	 1ii (u,, L*/)	Jim (Lu:, f)	0, 
— - da supp Lu1 n supp /	i ist Aus Lehi ma .1 o1gt	..-	 5	 -S 

•	 L*((W2mk(Q)))	L*(C0(Q1))_kP'0.	 S 

- Mitteis Lemma 6 folgt atis dieserBeziehung die behauptete (2rn — k,p'):Stabilität - 
• von Q1U  

5.2. Beweis vdn Satz 21(u). I. Es ist k	0. T  (W(Q))' = v k(Q) sci eiii .stetiges,
:Aineares Funktional mit 

•

	

	 (T, L*) = 0	 -	 (1k)
für alleE C0 (Q 1 ). Wirzigen ziinäëhstwieder (T, L*/) = 0 für allef e (7_k(Q)). 

2. Die Beziehung (14) hedeutt LT = 0 auf Q 1 . Es ist also RkT E A"(Q 1 ). Aus der 
Voraussetzung (2) foigt die Existeriz einer Folge (u1 ) 1	J(Q) mit 

II ?kT — RfrU ,IIk	0 für l'— 00.	 (15) 
•	...	3. Es sei nun 1€ (W"(Q))DeinebeliebieFunkt.ion. Dann ist L*/ E (W(Q)) 

• Weiterhin sci v E W k(Q) eirie beliehige Funktion mit Dvj = 0 für H ;S k, d. Ii. 
v Ker (Rk); und o E C0 (Q) eine Ftinktion nii 0	I in einer Umgebung-von .. 
Aus Lemma 8 folgt die Existenz cinerFolge (v')	C0(Q\Q1) Mit lI(") — 
— 0. Für L*j E. (W(Q))D gilt dann (v, L*f)	(io, L*/) = urn (v,, L*/) = 0 wegeti 
supp n supp	 .,L*/ = 0 für alle'l. l)amitist 

Lf € (Ker (Bk.))' -= (F E (Wpk (Q))': 	F) — 0 V V € W(Q? nit 
-	 Rkv=0}.  

4. E ist Rfr.E L( W(Q), W k (_Q 1 )) und Tm (Bk) = W"(Q 1 ) (un (Rk ): Bilclhereieh 
von ,&). Laut Voraussetzung soil Wk(Q1) ein Banach-Raumsein. Aus dem Closed 
Range Theorem (s. z. B. [19: S. 144]) folgt dann Im (Rk') (Ker-(Rk))1, uiicl aus 
einer Foigerung aus dem Homomorphicsatz und • dem Closed Range Theorem (s. 
[19: S. 147]) folgt (14'y' E L((Ker ())' (Wk(_(1))'). L*/ gehört also zum Defini-

•	tionshereieh von (Rk')'. Damit gilt für aile w € Wk(Q) 

- (w, L*/)I =, I(w, Rk'(Rk')T 1 L*f)I	KRkw, (Rk ')l L*/)I	C I]RkwIIkP. 

5. Aus dieser Ungleichung mid aus (10) folgt 

— u 1 , L*/)] ^ C II RkT — Rku:II	-^0 für 1 —*	
.	 .' 

Wir erhaiteti somit (T L*/) =lim (u1 , L*f) = lim (Lu,, /.) = 0, da Lu 1	0 in einer • • 
tJmgebung ,von Q und supp f Q 1 ist. Aus'Lernma I folgt 

-	. L*((W_k(Q)))	L*(C0(Q,))llSLk1)0.	 5 

	

• irncl aus Lemma  die (2rn — k,p')-Stabilität von Q 1 U	•
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