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Fur die hvpcrgeometrlsche Funl\t,lon Fla, b; ¢; z) werden asympt,omsche F‘nbmcl\lungen lm .
Fall @* = o(c), b* = o(c) (l¢] = <o) hcrfrelmtct, .

’

Bme,wTCﬂ acu\m'roruqe(:hue pPa3jIo:keHNA nlneprco“eTpuqecr\oii (bym\lmu f(a b c; z) B
cayuac a* = o(c), b* = o(c) (je}| - =<).
i

. Y, . .
Abymptoblc expansions of the hvpcrgeometnc funcblon F(a b; ¢; z) are derived in tllc case
= ofc), b* = o(e) (le] — co). :

A
1. Einleitung : p

‘\'

“In [9] 'werden asymptotische F]ntwlcl\lungcn der GauBschen hypergeometrischen’

Funktion F(a, b; ¢;2) fiir beliebig gegen Unendlich strebende l\omplexc Werte von

¢'(c % 0, —1,...) bei konstanten Werten von «, b, 2(jarg (1 — 2)| < z) hergeleitet
und damit dle in [1] aufgestellte Behauptung widerlegt, daB3 die hype,rgeometx ische
Reihe in allen Punkten ihres Konvergenzgebiets (|2} < 1) gleichzeitig asymptotische .
Ent\ncl\lung von F fiir |¢| — oo ist. In der vorliegenden Arbeit wird der Giiltig-

keitshereich dieser hntwncl\lungen auf unbeschrinkte Paxameter a, b unter den~
.generellen Voraussetziingen «? = o(c), b2 = o(c) sowie gewissen Beschrinktheits-

bedingungen fiir die Realteile von.« und b 'ausgedehnt. Obwohl dabei von der glei-
chen Beweiskonzeption.wie in [9] ausgegangen wird, erfordert die Nichtanwendbar-
keit des Lemmas von Watson eine andere Methodll\ die sich wesentlich auf allge-

m(,me Prinzipien und Sitze der Monographie [2] von Berg stiitzt.

Asymptotische Fnbwucklungen von F(u; b;c;2) fir mehrere gegen Unendllch
strebende Parameter sind bisher nur in speziellen Fillen bekannt, in denen die unbe-
schréinkten l’alametc: durch Nebenbedingungen miteinander verkniipft sind (siehe-
z. B. [4] mit « =‘al, ¢ = yl fiir { - oo und konstante «, b, y oder [5, 11], wo die

Differenzen oder Summeu der unbeschrinkten Parameter konsta.nt, sind). In.[7] ,

werden asymptotische Darstellungen fiir. ju| — 00, b® = o(a); ¢? = o(a) und em-
seitig beschrinkte Realteile von « und-b angegebcn

Angeregt wurden die/Untersuchungen in dieser und den vonangchenden Arbut(,n
[6—9] des- Verfassers durch das Auftreten der Funktion F bei der mathematischen
Behandlung gewisser Polymulsatxonsproacssc, wobei die ' Parameter als Ketten-
lingen von Makromolekiilen in 'Erscheinung treten und F.wesentlich die Molmasscn-
vcrtcnlung im Polymensa.t bcsummt

-



\

’

352 - E. WaGNER o

. . . N
Bezcxchnun"cn und Rosultatc + " . <
Im folgendcn verwenden wir die Be/elchnungen u; = Req, ay = Im «, & = Arga

o (—m, ] (entsprechend by, by, B¢y, €y y), T = Re 2, y=Imz, (= Argz Logz
Co=1n, |z| i¢ und das Pochhammer Symbol ' ' :
‘ (@) _'_ I« + n) __ r ‘ ‘ Siir n=0, .
in = -I(u) T afe + 1) .. (a—i—n—]) . fir m=1,2,...

< Fir Jedc% z mlt x> 1/2,2¢ [1 Q) set/en wir
b = Arg (—Log (1 — 1/z) + 2k=i)" (k= \—1, 0,1).

_Die fiir jedes'Z € (o, n/") echt monoton wachsende Funlktion
. : /
g: (@) = In [sin <z>/sm - (a + @ +Lcotd (¢ <P <a—2¢ (1)

besn/t genau cine, "Nullstelle in (C, :z/Z die_ wir mit. @P* bezeichnen. Dann sei fiir
Y= > 0 . . * . .

\(

. {(p o g (2] < sin B¥sin (£ 4 D),
_ o* fii' [2] > sin @:*/sin (¢ +, D.*)
und fiir y < 0 ' .‘ ’ I :
5= { —@.CY fiir 'z < sin ®%/sin (/7] + D), ‘
i fiir |z| > sin <D|,[/sm (&l + D).

"Offenbar sind. DO ¢ (—'rz/2 0) fiir y 2 0, P.® ¢ (0, 2/2) fur y < 0 sowie 9. € (0,
7/2) und 0 < sin ‘o, /sin (& 4+ D*).
Unter ¢ ist stets eine belicbig klein w dhlbare positive Konstante zu v crstehen Nach

3)

* unten .beschrinkte reellé Variable werden durch’ Oy(1) gekennzeichnet. Die Ergeb-

nisse der vmhegendcn Arbeit sind im folgenden Satz zusammengefaBt: .

N

+ - Satz: Es ser

240, L zgll ), - W
} . . o . 1 :
«* = olc), b2 =olc) - - (le| & o0), o )
.,_,.1 = OL(l), b, = 0.(1). A _' : o ‘ (6)
Dann gilt in jedem der vier Fille -
() a=0, —1, ()derb_O -1, —2
) e l/|<7z—£, N .
(iii) x>1/2y>0 —’l/2~6 -rsS‘y<7z/2—¢(°)—£ ‘

(iv) 2> 1/2,y <0, —a/2 — &, + sS/Sn/Z—f—b—E ,

+ ~die asymptotische Enth’cklung

) . - Lt

= (@.0)

F . N A7)
. (ees b <5 z) VZ(') mIPY (c — o) S ' .( )
S m(l a, b =+ 0, —1 —2, ... und statt (6) dz’é schiirferen Bedingungeﬁ. .
' u, :0(1), b, :”0(1) : LN, 8
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erfiillt, so gelten in jedem der zwer Fiille !

(v) 2>1/2, y=20, —a+e<y < —a/2 -~ DD — ¢ und /2 — OO + ¢
o Sy<a—&, : .. . oo -

(vi) z>0/2,y<0, —a4+e<y < —a/2 — D.O® — ¢ ynd /2 — DY L ¢
Vo Sy<a-—e¢ i ‘ :

 gleichzeitig die beiden asymptotischen Entwicklungen

al'le. —c -+ 1) I'(b — ¢+ 1)2'—¢(1 — z)“""“ 21— a), (1 - b), -,
“sin (ze) [u) I'(d) (1 — ¢) I'2 - ¢) = v!I(2 —¢)

/

F(a, b;‘c;_‘z) m

L0 . . A - Y ‘ (9) .
und , . . . ,
S b o gy Z@ b —0) R — 2 = (1 —a), (1= k), T
Fle, bie;2) ~ sin (70) D) 10) T — o) Zole —b —at 1), " — 2
' (10) -

Fiir |z| > sin @ /sin (-m + D)) besitzt F in jedem der zwer Félle
(V”) x> 1/2: Y 2 0: _n/2 - .(D:(l) ":“' & g 7 § —7‘[/2 - ¢’:* + €,

(vil)  2>1/2,y<0,7/24+ P4 —e <y <a/2 — DD _ ¢

wiederum die asymptotische Entwicklung (7). ,

Die Aussage des Satzes 1Bt sich im Fall z > 1/2, y 2 0jin den Abbildungen (a), (b) veran”
schaulichen, wobei zur Vereinfachung angenommen wird, daf3 ¢ auf einem vom Nullpunkt aus-.
gehenden Strahl gegen unendlich strebt. Die eingetragenen asymptotischen Entwicklungen
gelten in den horizontal schraffierten (offenen) Winkelriumen unter den Voraussetzungen (4),
(3), (6), in den vertikal schraffierten unter den Voraussetzungen (4), (3), (8). Durch Spicgelung-
an der reellen Achse der c-Ebene erhilt man die entsprechenden Konfigurationen im Fall
y <O ’ \

Beispicle: Fir { = /4 berechnet man fiir @;* eincn Niherungswert von 1,5075 oder
86,37°. Daraus erhiilt man firsin @*/sin ({ + @ *) den Naherungswert 1,330. Ist z = 3(1 4 {)/4,
so ist wegen |z| &~ 1,06 nach (2) 6, = @) ~ 1,5141 A 86,75°. Weiterhin ist @, ~ —1,3113
L —75,13° Ist z = 10(1 +.i), also |z| &~ 14,14, so gilt nach (2) 6, = P;*, und es ist !D:(")\.
~ —0,8115 A —46,49°, @,V ~ 1,5628 A 89,54°. Diec in den Abbildungen (a), (b) vertikal
schraffierten Winkelraume in der unteren ¢c-Halbebene besitzen bei diesen Beispielen-relativ
kieine Offnungswinkel. Aus Gleichung (2) ist ersichtlich, daB diese Aussage fiir alle Werte von
¢, die nicht zu nahe bei Null liegen, aufrechterhalten ‘werden kann (s. dazu auch die nach-

" folgende Bemerkung 4). . '

\ s

. Almc . Imc
. ‘ NS SRR
' “”H (7] , !H I‘ (7)
(91,010} (@110} = )
I = —\C : : [ . 7 (0\)\ =
. {0) == —
| | Ti— ==
N S — 1 I

ea—, _lll :
ililll~] s F=rec I 1’ F—Frec
(9},(10) ’ - "—g-gtg’;l; o ) (9,010} -r?-_%* - \
fis CEE EE

D

—— - A=
(a) o] < sin de¥fsin (€ + D) (b) |2] > sin @¢*/sin (¢ + B,*)

N

23  Analysis Bid. 9, Helt 4 (1000) .



. F(a, b\'; c; z) =
1 B

Bemerkungen: 1, Im Unterschied zu (9) tritt in der Entwicklung (10) nur noch ein Quo-

tient, zweier von ‘¢ abhingiger Gammafunktionen auf. (Fiir diesen Quotienten gilt unter den
Voraussetzungen (5) cbenfalls die in [9] zitierte asymptotische Lnt\\icklung von'. Tricomi-

" Erdélyi nach Potenzen von 1/c mit polynomialen Koeffizienten in «, b, z [10}.) 2. Aus Beweis-
punkt 3.3 (s. (18)) wird ersichtlich werden, daB fiir [z| > sin d)c*/sm (¢ 4 @,*) dic Beziehungen ’

D < d,MW (y = 0) und DY < — PV (y < 0) gelten, sa daB dic unter (vii) und (viii) ange--
gebenen Winkelriume bei hinreichend kleiner Wahl von & > 0 nicht leer sind. 3. Der Winkel
D * tritt in [()] mcht auf. Seine Emfuhrung ist in der vorliegenden Arbeit ‘beweistechnisch be-
dmgt Es ist zu’ vermuten, daB er durch eine andere ‘Beweisfithrung vermieden werden kann

“und sich dann dic Fille' “(iii), (iv), (vii) und (vm) zu der Aussage_zusammenfassen lassen, dal}

unter den Vomussetzungen (4)—(6) die asymptotische Entwickhing (7) in"den Winkelriumen
—af2 — @M + ey < af2 — PO — ¢ (fir 2> 1/2, y = 0) und —7/2 — DO + ¢ < p
= a2 = SD:(") — e (fir z > 12,y < 0) gilt. 4. Fiir £ — +0 ist auch @;* - 40, so dal man

Tiir @.* die verkiirzte Gleichung In @* — In{ + o(1) — (= + o(1))/@* = 0 erhilt, aus dér

O* ~ —=afln{ (£ g +0) folgt. Ferner, fir { —a/2 —0 ist auch &% — /2 —0. Setzt "
man { = 7/2 — { und @* = 7/2 — (D;, so-gilt cos ;.= cos{ exp {(2n — { — @) tan (;Dc} .
und damus erhilt man fir £ — 40, (p( -+ +0 die verkiirzte C]exchung 14 O(d2) =1 — £2/2
+ (27 -- ) (D, + 0(C4) + O( tpr) (D C ). Aus ihr ergibt sich (1)( ~C‘/(4n und mithin ist
Bt = /2~ —( — /2)° /@) (> n/2 —0). . - o

C -
3. Beweis des Satzes _ y
3.1 Ohne Einschrankung-der Allgemeinheit kann o . _

' a=0®p), b>oo 7 - B (11)

.~ vorausgesetzt- werden; denn F ist symmetrisch in ¢ und b, und fiirkonstante a, b

sind die Behauptungen des Satzes in [9) bewiesen C , “

3.2. ‘Ausgangspunkt,fiir den Beweis in den Fillen (n (vm) ist die beI\annte ]ntegral-
darstellung

1
T'().

To T =1 t”‘_‘(l — LE—0-1 (1 — {2)—“ dt ’ (¢, > b > 0).
- 0

" Wegen (4) ist (1 — 2)™° eine im In"tegra.t,ionsinterv(all beliebig oft diffgrénzierbare

Funktion von t, so daB man mit der 'lay]orschen Formel

o a @)y, TE). - (@ ]
D75 e, T T TeTe =6 Al f 0 e, a5

erhilt, wobei ~ -
1

= [ fn(1 = gt (1 = sat)ma sl dt
0 - ' I .

. iy ' . ’
ist und wegen (6)z so groB angenommen werden kann, da

N =0 T S , . . (12)
gllt Durch die .Substitution ¢, = 1 — e~* erhalt man die Dhrstcllung von ¥, als,
Laplace Intcgml . _ ) . : J

Y, =Af e"“w;,(a, b, sz, t)dt, . B ' i , ' (13)
.0 . ',

mit' der Origirlaf]fl:_ﬁktion Y, = e (1 — e *PEn '(l_ — sz +szeTr)TATAmL Y
- . . . )]

- '
— .o \
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A}

Im nichsten Bewe‘isfpunkt 3.3 werdei wir zeigen, daB y, fir jedes feste zund alle

s €.[0, 1] holomorphe “unktionen von z in den Winkelrdumen - .

[{ze€ C:']Arg 7| < a/2} U fir 2 < 1/2,
W.=q{reC:0,0 < Argr <6} fiir 2> 1/2, y=0,
{r€C: —0, < Argr < @O} fiir 2 > 172, y <0

sind. Da in W, auBerdem y, =0O(1) fiir v - 0 und yn = O0(el®) fiir v — co gilt, ~
kénnen nach einem belfé,rlllge}1 Satz [3: Kap. IX, § 2] die Funktionen ¥, beziiglich
¢ analytisch- fortgesetzt werdén, indem man in (13) den Integrationsweg innerhalb
. W um den Nullpunkt dreht. Bezeichnet man dén Drehwinkel mit @, so-erhilt man,
fiir IArg (ei®(c — b))l <al2 I - '

' - 1, ()
h » z (@) (B)y ,  T(c) (@)asy 2" TR - 1y
. L v . 1 ERAPAY] cr ’1 . 14
P M TO) Te —bynt ) (L9 [ e vmdeds,). (1 )
. . ) .0 . 0 ) e
also eine Dia,rste]hing von F, die wegen b = d(c) fiir hinreichend groBe-[c| und
L b hRl=anz - SN - (1)
gilt. Damit werden die in den Fillen (i) — (iv) angegebeneit Winkelrdume erfat. . -
(N . \ . . .
3.3, Die Holomorphie von y, in W, folgt aus der Nullstellenfreiheit von 1. —e*
und 1 — sz+ sze *in W_, so daB . : S N i
- —Log (1 — 1/sz) 4 2k#i g W. (se©1;k=~1,01) .  (16)

nachzuweisen ist. Fir Re (s2) = sz < 1/2ist |1 — 1/sz| = 1 und demnach (16) inden
beiden Fillen 2 <1/2,, 0 <s < 1. und z > 1/2, 0 < s < 1/2z giiltig. Auch fiir
12 <2< 1, 1/2x’§ $ < 1list (16) leicht nachpriifbai. Wir betrachten nun den-’
Fall z > 1/2,y > 0,1/22 < s < 1. Dabei laufen fiir jedes feste z die Purikte 1 — 1/sz
. = 0.(s) exp [i#,(s)] mit wachsenden s auf der Geraden g, = sin {/sin (¢ + 9,) vom
“Punkt 9. ==~ 2{, 0. = 1 in das Innere des Einheitskreises, und 9.(s) fallt echt
monoton. 'Also ist L . ‘ : :

Arg (—Log - l/sz)) = arctan /(0:’) '
mit - ' - P ST '

f(®.) = 9/In (sin ¢/sin G+9)) © (0<Arg(l — 12)sd9. <a-2). -
Die Funktion f fillt echt monoton mit wachsenden B, so daB ) g

" Arg (—Log (1 — 1/sz)) < &.® S o 17y

~/ gilt. Andererseits ist, wenn man 9, = 7 > ¢ — ®, setzt, . o

>

’ Arg (_—Log (1 — .]/sz).—}— 2ni) = arctan f(®,)
mit © - i

f(®) = (4 L% O)n (sin D fsin?) (€ <D, <7 - 1)

Weéen (@) = g:(P) In? [sin Pfsin ] (s. (i)) besitzt f ein eindeutig -bestimmtes
Minimum in @ = @;* Ist |z| = sin ¢¢*/sj|1 (£ +.@.*) oder die dazu-dquivalente
Ungleichung cot @* = (1 — 2)/y = cot (7' — Arg (2 — 1)) erfiillt, so folgt die Un-’

') I'm “zweiten fntegral in (14) bedeutet co(®), daB iiber einen ‘'vom Nullpunkt ausgehenden
Strahl, der den Winkel @ mit der rcellen Achse der z-Ebene cinschlieit, integriert wird.

 o3e *



356 E. WAGNER

glcichungﬁb»* Sa—Argz—1)=a— ¢ — 9.(1) = @,(1), vind, demnach ist
Arg (—Tog (1 — 1/s2) + 2xi) Z arctan f(#:¥) = B:* = 9. . (18)

Offenbar cxhalt man aus |z| < sin @:¥/sin (¢ + &;*) auf dleselbe Weise' (I) *=(1), ‘
und damit .

Arg'( Log (1'— 1/sz) + 2qi) = Arg (—L9g'(1 — 1z) + 2ai) =P, =6.. . (19

Aus (17)—(19) folgt (16). o o o ; .
“ 7 Fir z mit x > 1/2,.y < O erhilt man (16) nach Ubergangzu z bei Beachtung der

- Relationen Arg (—Log (1 — 1/sz) + ’Lm) = —Arg(—Log (1 — 1/sz) — 2kni) eben- - .

falls aus (17) — (19)
“34. Die Entwicklung (7) foigt aus (14), wenn fiir jede hinreichend gloBe natmhche
Zahl % und glelchmaBng fiir alle s €’[0, 1]

. N /
00(0)

f ey, dr ~I'(b+n+ 1)/6“"‘7'l V (le] — o0} ly + @) < a/2 —¢€) (20)
0 - :

gllb so daB das Re,stghed die Ordnung des ersten’ \ernachla%wgten Cha‘ics hat denn -
nach de1 Sbuhngschen Formel ist. : :

F(c)

L TR T W (i 20,

Zum Be“us von (20) deformieren’ wir den lntcglatlons“ur in einer kleinen Um-
gebung des Nullpunktes. Dabei verw ‘enden wir die fo]gcnden Bezeichnungen (in An-
' l(,hnung an [2]):

b=+t + ﬁ, X =0blé, w= i/ﬁ X/I/l;_ 6= |(A>5"‘/c| In |¢/b}; (21)

7 sei dneJemge pOSlthe Zahl, fiir die | X + rw| = ¢ ist. Der deformierte Tntogxatnons-
weg soll aus dem die Punkte 0, X — w, X + o und X + 7w in der angegebenen:
Reihenfolge verbindenden Polygonzug bestehen und auf cinem Kreisbogen |r| = o '
" von X + 7w zum urspriinglichen lntcgmtlons“ eg zuriickfiihren. Die Integrale iiber
die einzelnen Wegstiicke bezeichnen wir in der Reihenfolge ihrer Dmchlaufung mit
1, bis [;. Im folgenden Beweispunkt zeigen wir,

X+w

=~f e “% dv ~T(b + n + )/¢:"+;'v+l -~ (le] > o0) - (22)
X—w »

und daran anschlicBend in den Bewelspunl\tcn 3.6-39 7, =o(,) (» =1,3,4,5) ‘
fiir jc| — oo, |y + @] < /2 — ¢. Zu diesem Zweck vermerken wir noch die folgend(,n
wichtigen Bcz,u,hungen d1e aus (9) und (11) folgen

w=o0oX), X= 0(6) 5 = o(1), lrew| N(S, ‘ (23)

3.5. Set&b man k(r) ='ct — b log 7 (logz>Ofiire > 1) und H(z) et (1 — e~/
X+w

X (1 — sz + sze” fy—e-n—1 g0 kann /yinder Form [, = f e*H dt geschrieben wer-
. : X—w

den. Dann ist mit (21) k(X) = b — blog (b/c), k'(X) =0, wzk”(X = ]/Ibl 5 0.
Man sieht leicht, daB gleichmiBig fiir alle s € [0, 1] -

H~1  fir 7= o(1/8)" o e
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gilt. Wegen X + dw ~ X fiir alle ¢ € [—1, 1) -und X = ,0(1/b) gilt msbesondere
H(X + 9w) ~ 1 gleichmiBig fiir alle’s € [0, 1]. Damit ist gezeigt, daB die Voraus- -
setzungen des Satzes 20.3 aus [2] elfullt sind, und man erhilt mlt ihm

e

4 ‘ ,
I, ~ ]/27b e~ ®Xb/c (¢ - ). v . (25)
. .J)IOSC asymptotische -Darstellung ist wegen I (b + 2+ 1) ~}2abbutbe b und )
XY ~ et(b/c)o+n aquwalent, zu (22). " - :
‘3.6, Fiir,das Integral 7, von O nach X — w erhilt mm; wegen (24)
LS 2 [(X — )P [ ekt dy S (26)
. 0 , ,
‘mit den .'lﬁclcmhnungen k(x .) = —Re[c(X ~ w)]u + byInw = —[b, — 1B|3/4
x cos (B/2)]w + byInu, b, = b, + n, f = Argbc[— n/f\.’, a/2). Da k' in (0, 1) monoton
fallt und k'(1) = |b¥4] cos (8/2) positiv ist, gilt’ o / oL T
1 . - ) . L » ) . N
[ ek du < ef/k/(1). . B (27)
~ o ' . ‘
. Beriicksichtigt man noch~(X — w)b* X"“ exp { Vlbl ]/b = V|b|/2 ~+ O(]/b )}
¢ 80 erhilt man mit (11) (2‘3 (25)-aus ( 6), (27) die Beziehung
4 ) exp —ViE4} = o).
_3:7. Esist _ . ' ; . . ) -
. ‘ X4re ' -\ .
‘. Iy= [ e =01 e )P (1 — sz + szef)"ar1drg,
o Xtw E o T
Nach (23) gilt aif_dem (ger&dllmgcn) Integrationsweg = = O(8) = o(1) und fo]g-
lich (1 — ¢ %)% = 7000 (1'— sz + sz e 7)~0—1=1 = 0¥, Damit erhilt man die
Abschitzung
T3] S 2| X38314/c| e=5+009) [ gRektuigy, (@8
- . l ) N ’ . -
mit k(u) = ;(c — b) wu + 5.Log (1 -i— uw/X). \Vegen‘ ] . . N

" . Re K@ = V& X3/(x + woy| Re {(1 + « Vb 5 /15134)} < 0

ist Re &'(1) < Re &'(1) ~ —Vlbl und, demnach L ‘

= . feRck(u) dn < eRed) _Re k(1) = e—l/g/-z-.LO(b.'.l‘)_‘ ) (2())

1

Aus (28) und (29) errechnet man mit (25) dic"liezichu;]g

\y/1| < exp {=VB/2 + O(b') + O(bo)} = o1).



- 3.10. Die Bewelsmethodé in den- rcstlichen Fillen (v)—(viii) ist prinzipiell dieself)e

_ mit den Koeffizienten
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.

3.8, Auf dem Kreisbogen' mit dem \httelpunl\t 0 und,;dem Radms é vom Punkt
X + rw nach 8 e'® ist wegen |z| = § = o(1)

|(1 _—— ) < |6°| OOIb)’ |(1\_ sz + sz e—x)—n—n—ll < 01d)
Folglich gilt' - . :
D4y ) ST
|[ | < |6°”| e0® fc—‘""“’s" 1+oih) |du| B ‘ v
V. R U+ 7 / °

-

mit u, = Arg (X 4 rw) ~ Arg (rw) = Aig o = = B/2 ~ y.Esist ummtbelbarl\lar daB

wegen (15) und f € [—n/2,7/2] das Integrationsinter vall in [—a/2 + & a/2 — €]

hegt, also cos u = sin & und damlt '

i .
Illl < |(§b 1|e—6csmz(l a(l)) . ’ N ' (‘;0\)1

gllt Aus (25) und (30) erhalt man dxe Bcuehung

114/12| < exp {—21 |b'°“ In lc/b| sin g} == 0(1)_.

3. 9. Auf dein Stldhl mit der Pa.mmeteldalstellung T=(0+ u) ei® (0 Swu<< o)

(
gelten wegen _ |(DI < /2 und (11) die Unglcuhungen (1'— e )} < eo“’) (1 — sz
4 szeT)TaTnTl < O, Daraus folgt wegen (15) |15} <,0(lc|= exp {—2719 |c| sine

.+ 0(b)}) und mit (25)

u/1|gcqq 215man4 +qu»}=puy
Damit ist der Beweis in den Fillen (i) —(iv) erbracht. |

wie in [9], so daf sie hxex nur kurz skizziert wird. Ausgangspunkt ist die hekannfe
Beziehung

F(a,b c: z)—kF(u’b a+b—c+l l—z)

Fla —c+ 1) (8’ic¢15

F(a+b—c+1)1(l—c)

Mm_w“m—“)m_wn
sin (ne) L(w) 1'0) T(L — ¢} I'2 = ¢) .

by =

ky —

.

Nach' der Stirlingschen Formel gelten i den unter (v)—=(viii) angegébenén \'\,’inkel.-'-
. rdumen unter den Voraussetzunge'n (8) und (11) .

] 21 2)

sin (zc)

ko~ k= exp {O (b Log (—c))} C (e — oo).

Die hypergeomctnschen Funld.loncn auf der rechten Sene von (31) konnen unter der
Voraussetzung (8) fiir alle ¢ mit ¢, £ 0 gemif (7) in asymptotische Reihen ent-
W 1ckelt w erden Deshalb besitzt F(/( b; c; z) dieselbe asymptotnsche Entwicklung wie

o

’

+LFa_m1—m_—ca" - ?'_ (31) .
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, der erste Summand in (31); falls &, fiir ¢ > oo starl\er als jede Potenz von 1/c gegen
" null strebt. Andererseits besitzt F(a, b;c; z) dieselbe Entw:cklung ‘wie der zweite
Summand in (31), falls &, fiir ¢ — co starker als jede Potenz von ¢ wichst. Man iiber-
legt sich leicht, daB in den unter (v) und (vi) angegebenen kaelraumen die zweite -
Vanante zutrifft, womit (9) bewiesen 1st Dagegen gilt fir :r~> 1/2 in den Winkel-
mumen .
/2 B 4k < y < —z/é, A2EySal2— 0O ¢ - (y=0);
. —72 - PO+ <y < /2, A2Sy =2V —¢ (y<O0)
die asymptotische Entwicklung | _ . ‘

<

v F(a,b;c;z) | Zo‘o @, 6). 1 —=2y. - L (32).

e+ b—c+ 1),

Da sich %, wie aus [10] hervorgeht, unter dcn Vorausset/ungen (d) cbe.nfalls in eine
L asymptotlsche Reihe nach fallenden Potenzen von ¢ entwickeln 1iBt, deren-Koeffi-
. zienten Polynome in a, b sind, ist auch die rechte Seite von (32) in eine solche Reihe -
entwickelbar. Aus dieser kann' man 'eine asymptotische ' Entwicklung der Form .
2 Pia, b, 2)/(c), erhalten, bei der die P, Polynome in a, b, z "sind. Wegen der Ein-
d(,lltlgl\elt asymptotischer Entwicklungen folgt durch Koeffizientenvergleich in den
., Winkelriumen ' 7/2 < I/l < 7/2 + ¢ daB P, = (a), (b), 2’/v! ist. Daraus folgt die
Behauptung in den Fillen (vii) und (viii). Ersetzt man noch in-der eben bewiesenen
Jnt,\n(l\lung S ' 4

4

r(a—c+1)1(b—c+1) = (), (),

(a-f—b—r—}— AT (aba—%—b—c-}—lf) vyo V), Y

dle GzoBen a, b, ¢, z*in dxesel Reihenfolge durch 1 —a, 1 — b, ¢ — b - +. 1 und -
1 — 250 exhalb man aus (‘) die Ent\ucl\lung (10) | '

| ) _ : . o
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