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Für die hypergéomet.rische Funktion F(a, b; c; z) wrden asymptotische EntwickIungei im 
Fall a2	0(c), b 2 = o(c) (c -* oo) hergeleitet.  

1l,luOHTCH aclIMIlToTlI q ecKue O3JIOilHH L'llnepreoMeTpn4ecKoft yHHUuii F(a, b; c; z) n 
ciylae a 2 = o(c), b2 = 0(c) (Id  

1. 
Asymptotic expansions of the hypergeometric function F(a, b; d; z) are derived in the case 
0 = 0(c), b2 = o(c) IcI - 00). 

1. .Einieitiiiig 

In (9] 'werden asymptotische Entwick1ungeii (lei- OauBschen hypergeometrischen 
l'unktion P(a, b; c; z) für beliebig geen Unendlich strehende komplexe Werte von 
c (c == 0, —1, ...) hei •konstanten Werten von a, b, z(Iarg (1 — z)I T hergeleitet 
rind dal-nit die iii [1( aufgestellte l3ehauptung widerlegt, daf3'die hype rgeometi-isehe 

- - Reihe in alien Punkten ihres Konvergenzgehiets (I z i < 1), gleichzeit.ig asynitotische. 
Eritwicklung von F Ihi id — oo 1st. In del- vorliegendeii Arbeit vird der Gült.ig-
keitshereich dieser Entwicklungert auf unbeschränkte Parameter a, b tinter den' 
gerrerellen \Toratlssetzungen a2 = o(c), b2 = o(c) sowie gewissen Beschränktheits-
hedingungen fur die Realteile vona und b ausgedehrit. Ohwohl dãhei i"on der glei- 
chen Beweiskonzeptibnwie in [9] ausgegangen wird, erfordert die Nichtanwendbar- 
keit des Leninias von. Watson cine andeic Methodik, die sich weséntlich auf alige-

	

:	rfleine Prinzipieri utid St. ze del- , Monogrtphie [2] voil Berg stiitzt. 
Asyrriptotisehe Entwicklungen von F(a, b; c; z) fur inehrere gegen Vnenølich 

strehende Parameter sind bisher nut in speziellen Fillen bekannt, in denen die unbe-
schränkten _Parameter durch Nehenhedingungen miteinairder- verkniipft sind (siehe. 
z. B. [4] mit a ='cd, c = yl file I -> 00 uiid konstante a, b, y oder [5, 11], wo die 
Differenzen oder Sumnicit der rinbeschraiikten Parameter konstant sind). In. [7] 
werden asymptotische Darstelluiigen file Ia -' 00, b2	o(a), c2 = o(a) • mid em-
seitig beschriinkte Realteile von a undb angegeben.	 • - 

	

•	Ang	u eregt vrdeii die 'Unteru schungen in dieser und den vorangehnden	ri Arbeite 

	

•	[6-9] des Verfassers durch das Auftreten del- Fnnktion F hei der mathematischeri 
Behandliing gewisser Poly merisatiotisprozesse, wobei die Parameter als Ketten 
längen von Makromolekiilen in- Eischeitiuiig treteti und F wesentiich die Moihiasseir-	- 

•	verteilting im Polymetisat bestinimt:	 • 
/ 

0	 •	 - •
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•	2. Bezeichnungen und Resuit.at.e	•	 -	 • 

mi folgeiideii verwenden wir , die Bezeichnungeii U : =Rea, 02 = Im a, ' a = Arg a 

( —a ,	}	(eiitprechetid	b 1 , b2 ,	,c 1 , c2, y), x = Re z,	y = im z,	= Arg z, Log z. 
= III, jzj	i	und das Pochhammer-Syrnhoi 

f'(a ± n)	1	 für n = 0, / 
-	

-	 -	
-F(u)	- la(a ± 1) ... (a + n	1)	Mr	rt = 1,2,... 

•	•.'Für jedes z,mit x> 1/2 z	[1oo) set.zen wir 

(j(k) = Arg (—Log (1 - l/z) ± 2kri) -	(k = —1,0, 1). 

Die für jedes	E (0, 7r/2) echt monoton wachsende Funktlon 

= in [sinø/in C] -	+ (P±C) cot (P	(	<(P < 'i -	) (1) 

besitzt genan eine, Niilist.elle in (, -i/2), die wir mit (P* bezekhiieti. Dann sei für —

•	5 
0(1)	für	z	< sin (P:*/Sifl (	+ (P*), 

-	 fjii	Izi >in (P/sin (	+	:) 
unci für	< 0	 •	- 

5 _(')	für	z 	sin (P/siti 	+ (P), =
, 	fill-	z	> sin(P, 1/sin (J + (P

(3) 

Offenbar sind (P(0) E (—'rI2, 0) für y	0, (&° E (0, 'r/2) für y < 0 sowie b z E (0, 
r/2) und 0 < sin (P*/sjti (	± (P*). 

Uhter e ist stets eine heliebig klein wählhare positive Konstante zu verste)ien. Nach 
•	tnten besch,änkte reellë Variable werden durch OL(l) gekennzeichnet.. Die Ergeb-

•	riisse der vorliegenden Atheit sind im folgeriden Satz zusaniinengefailL 

• Satz: Es sei	• 

•	 z4=0,	•.	 [I,cc),	 •	 • (4) 

2 =o(c),	b2= o(c) •	(c	-->- oo),	- (5) 

•	• (l	= 0L(1)	b1 = OL( l ) .	 • (6) 

Dunn gill in jedem der vier Fälle	•	 • 
(i)	a=0, —1, —2,...oderb=0, —1, —2.... . . 
(ii)	x<I/2,IyIrv—c,	- 
(iii) 

•	(iv) 
die asyinptotzsche Entwicklung 

•	 ' •	F(a, b;c; z)	''	'' '	z'	(c —* cc).	• •(7) 
\	•	.•	_,,=o  

Sind a, b	= 0, --- 1, —2, ... und stall (6) die schär/eren Bedingunge	• - 
•	

•	a1 = 0(1),	b,	'0(1)	-	 •	/ (8)
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er/lilt, so gelten in jedem der zwci Fiille 
(v) x > 112, y 0, - + c y ;E; —/2 —	- s und r/2 — &°.+ e 

(vi) x >1/2, y < 0, - + E	 —t/2 -	- e und r/2 -	± 

gleichzeitig die beiden asymptotischen Eniwicklungen 

	

2il'(a -c -f- 1) 1'(b — c± 1) z 1_ '( 1 —	 00 (1 — a), (1 - b), F(a, b; c;z)	
sin (ac) i(a) F(b) P(1 — c) f(2 - c)	 v!(2 - c)	

2 

(9). 

iind	 S 

f'(a. + b -c) z'-c(1 - z)cb70 co (1 - a), (1 - b), F(a, b; C; z)	
sin (ac) P(a) 1'(b) F( I — c)	!(c - b - a + 1) (1 - z)

(10) 
Flu- jzl > siii (1 r1/sin (II +	besitzt F in jedeni der zwei Fälle	-
(vii) - 
(viii) x > 1/2, y < 0, 12 +	p — r/2 —	— 
wiederuni die asymplotisc/ie Entwicklung (7).	 . 

Die Aussage des Satzes lal3t sich im Fall x > 1/2, y Olin den Abbildungen (a), (b) veran- 
schaulichen, wobei zurVereinfachung angenommen wird, dalI c auf einèni vom Nullpunkt aus-
gehenden Strahl gegen unendlich strebt. Die eingetragenen asymptotisehen Etitwicklungen 
gelten in den horizontal schraffierten (offencn) \Vinkelräumen tinter den Vora ussetzungen (4), 
(5), (6), in den vertikal schraffierten tinter den \Toraussetzungen (4), (5), (S). Durch Spicgelung-
an der reelleri Achse der c-Ehene erhält man die entsprochenden Kbnfigurat.ionen im Fall - 
y<O.	 . 

lléispiele: Fur = r/4 berechnet man für	einen Naherungswert von 1,5075 odei 
86,37°.Daraus erlüijt man f(r sin )(*/sin ( +	den Näherungswert 1,330. 1st z = 3(1 ± i)14, 
so ist wegen IzI	1,06 nach (2) (5.	 1,5141 A 86,75°. Weitethin ist.(°)	- 1,3113 
.,!1. —75,13°. 1st z = 10(1 ±.i), also 1:1	14,14, so gilt nacli (2) 6z	und es ist	(°). 

—0,8115 A —46,49°, (') 1,5628 A 89,54°. l)ie in den Abbildungen (a), (b) vertikal 
schi-affierten \\inkelräume in der unteren c-Halbebene besitzen bei diesen Beispielen . relativ 
kleine Offniingswinkcl. Aiis Gleichung (2) ist ersichtlich, daLI these Aussage Mr alle Werte von 
, die nicht zu nahe bei Null liegen, aufrechterhalten werdcn kann (s. dazu ouch die nach-

folgende Bemerkung 4). 

jrflC	 -	jimc 

(a) Izi	sin (J*/sjn ( + P) 

23 Anzilysis lid. 9. Heft 4 (1990)

(9 )O	L -	•-.	.	S - 

91(10) 

(b) 121	sin C*/Sin ( + (pc*)
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Be mer ku ngen: I. im Unterschied zu (9) t.ritt in der Entwicklung (10) nur noch cin Quo- - 
tient zweier von c abhängiger Cam mafunktionen auf. (Für diesen Quotienten gilt unter den 
Voraussetzungen (5) ebenfalls die in [9] zitierte asymptotische Entwicklung von',Tricomi-
Erdólyi nach Potenzen von 1/cmit polynomialen Koeffizienten ma, b, z [10].) 2. Ails Beveis-
punkt 3.3 (s. (18)) wird ersichtlich werden, daB für Izi > sin C*/sin ( +	die Beziehungen 
(PC * < Pz (l) (y	0) und cP .< —Oz (-')'(y < 0) gelten, so daB die tinter (vii) iind (viii) ange-




gebenen \Vinkplraume bei hinreichnd kleiner Wahl von e > 0 nicht leer sind. 3. Der Winkel - 
q* tritt in [9] nicht auf. Seine Einfuhrung ist in der vorliegenden Arbeit 'beweistechnisch be-
dingt. Es ist zu' vermuten, daB er durch eine ar}dere Beweisfuhrung vermieden werden kann 

• und sich dann die Fälle(iii), (iv), (vii) und (viii) zu der Aussage_zusammenfassen lassen, &B
unter den Toraussetzungen (4)—(6) die asymtotische Entwieklung (7) inden Winkelräumen 

	

—e (für x> 1/2, y^;O) und _ji/2.P.(0)+e	y 
42 -	- e (für x> 1/2, y < 0) gilt. 4. Für	+0 ist auch (PC *	±0, so dat) man 

für	die verkürz,te Gleichung J	- In	 +± 0(1) - (t	o(t))/c* = 0 erhält, au	r s dé 
—41n ç (- ±0) folgt. Fernèr, für.	- 42 - 0 ist auch	-r/2 —'0. Setzt 

man = 42 - und	= 42— , sogilt cos.= cos 4 exp{(2r -- - )tan };. 
und daraus erhält man Mr	-, +0,	-4: +0 die verkürzte Cleichung 1+ 0( 2 ) = 1 - 
±(2r -- )	+ O() + 0( 2) ±\ O( 2 ). Ails ihr ergibt sich	2/(4), und mithin ist 

- 42	—(ç - 42)2/(4r) ( -- 42 - 0).  

3. Beweis des Satzes	 -	 - 

3.1. Ohne Einschränkuñg'der Ailgerneinheit kanri	 S 

a = 0(b),	b - oo	 -	'	 .5	 (11) ' 

orausgesetzt-verden; denn F ist synimetrisch in a mid b, und fiir'-konstante 'a, b - 
sind die Behauptingen des Sat.zes in [9] bewiesen. 

3.2.'Ausgangspunktfiirden Beweis inderi Fallen (ii)-(viii) istdie bekanntelntegral-
S I	darstellung	 . 

F(a, b,c; z) = J'(b)F(c- b) / tb_I (1 - 1)c_b_I (1- f)—ad1' (c 1 > b 1 >0). 

Wegen (4) ist (1	1z) eine im Integrationsintervkli beliebig oft diffcrenzierbare

Funktion von t, so daB man mit der Taylorschen Formel 

(a) (b)	F(s)	.	(a)	z'' 
F - E A(c), Z	

(b) F(c - b)	/ (1 - V-/,,(u, b, c, sz) ds 

erhalt, wobei  

- 

0	 -	

•	 J t(1 -' g)c_b_I (1 -	g)_a_n;l dl  

ist und %'egen (6)n so grof3 angenommeA werden kann, daB'	. 

± m	0	
.	•	

.. (12) 
gilt. Dureh die Substitution 1. = 1 - e' erhlt man die Darstellung von I', als 
Laplae-Integral, •	 •	

• 

1p
" = fe_c	b, 8z, z) dT	 (1) 

riit der Originalfinktion 'Pr	e"(l - e')b	1 - sz ± sz e') —n—I•
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irn nächsten Beweispunkt 3.3 werdeii wir zeigen, daB jp,, für jedes feste z und alle 
s E.[O, 11 holomorphe l'unk'tionen von r in den Winkelräumen 

	

jr € C: ]Arg ri < i/2}	 für x	1/2, IV 
=

	

	C: ø : (0) < Argr <&}	fii' X> 1/2, y	0, 
{t €'C: —ó. < Arg r < &(0)} für x > 1/2, ,' < 0 

sind. Da in aiiBedeni tp, =0(1) flirt —*0 und ip,, = 0(el b I) für z - oo gilt, 
k-öiinen nach elneni belZannte Satz [3: Kap. TX, § 21 die Funktionen Y', bezuglich 
c analytish fortgesetzt werdèn, indern man in (13) den Entegrationsveg innerhaib 

urn den Nullpiinkt dr'eht. Bezeichnet man den J)rehwinkel mit ,'soerhält man 
für Arg (e(c — b))j < i/2 

•	 -	 .	 -	

0	

,	 c)	- 
—	= 1(c)(a)+z' f(1 —

	/ evdzds 1) (14) 

also eiiie Drste1lung von F, die vegen b = 6(c) für hinreichend groBe'cj und 
•

	

	 - -	 y +!	/2 —	 (15) 

gilt. . Damit werden die in den Fallen (ii)—(iv) angegeben61 Winkefräunie erfallt. 

3.3. Die Holoinorphie von
,

in W. folgt atis der Nulistellenfreiheit von 1'' . 
und 1 — sz .+ sz e' in W, so daB	.	 I 

—1,09,(1 - l/sz) + 2ki	W.	(s€(0,1J;'k=1,o, 1)	 (16) 
nachzuweieti ist. Fill- Re (sz) = sx ^-, 1/2 ist 1 1 - l/Z 2^ 1 iind demnách (16) in den 
beiden Fallen x 15: 1/2,. 0 < s :!E^ 1 und x > 1/2, 0 <	1/2x giilt.ig. Auch für
1/2 < z 'x < I, 1/2x ^ s !^-. list. (16) leicht'nachprufbai'. Wir betrachtcn nun den: 
Fall x > 1/2,y > 0, 112x :^-, s 5; 1. 1)abei iaufenfürjedesfestez die ptiite 1 . -
= o . (s) exp [it(s)] mit wachsenden s auf der Geraden o. = sin c/sin ( + &) vorn 
Punkt t9 = - 2, o = 1 in das Innere des Einheitskreises, und it(s) fällt echt 
monoton. 'Also 1st  

Arg (—Log (1 - i/sz)) = aictan /(D)  
mit	 '	 '	0	 •	- 

Th/ln (sin c/sin ( +	) 1 (0 < Arg (1 — liz) ;5	<	2). . -. 
Die Funktion / fällt echt monoton mit wachsendèn &, so da-B 

Arg (—Log 0 — 1/az))	 •.	 .	 (17) 

	

/ g ilt. Andererseits ist, wthin man 79. = '	-	setzt., 

Arg (—Log (1 — .I/sz) + 2i) = arctari /()  

= ( + '- _ Cp_, )/1n (sin /sin)	( < P: < — 
Ween /'() = g) 1112 [sin /sin ] (s. (1)) }jesitzt / ein eindeutig 'bestimmtes 
Minimum in 0 =	1st Jzl ^. sin 1.'/siti ( +.*) oder die dazu äqtiivalenté 
(Jngluichung cot	(1 — x)/y = cot ( — Arg (z — 1)) ei'fijllt, so folgt . die Un-' 

I) Em zweitcn fntegral in (14) bedeutet c(l), daB Uher einen 'vom Nullpunkt ausgehenden 
Strahi, der den Winkel (fl mit der reellen Aclise dr r-Ebenc cinschlieElt, integriert wird. 
23*
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gleiehung . (P* :!E^ 'r	Arg (z - 1) =	- - 1(1) = cP( 1), tinddemnhch ist. 

•	 Aig (_Lo 0 -- I/8z) + 2ii)	aretan/((P:*) = (P.* =6z.	(18) 

•	Offenbar erhält man atis zI ^5 sin (P/sin ( + (P) aiif dieselbe Weise4 . * > 

und damit 

i4ig( -Log (1 — 118z) + 2ri)	Arg (-Log (1 - liz) + 26)	= 6.	(19) 

Ails (17)-(19) folgt (16).  
'Fur z mit x	1i2 ,.y < 0 erhalt man (16) naeh Uhergangzu, hei Reachtungdei • 

	

Log (1 - lisz) + 2kri) = -Ai'g (-Log (1	lls) - 2krri) eben- Relationen Arg (-
falls ats (17)-(19). 

•

	

	3.4. Die Eiitvicklung (7) foIgt aits (14), wennfür jede hinreich 'eiid gioBe natiirliche

Zahi n und gleichmaf3ig für alle s E'[ O , 11 -	 / 

f e— tp,, dr -]'(b + n ± l)/0b+71	(Id 	oo; y ± I <r/2 - .$) (20) 

•	

-	 gilt, so daB das Restglied die Ordniing des ersten' vernachlässigten Gliddes hat., denti 
nach der Stir1ingschenForme1 ist.	 ' 

F(c)	 _ li(c) 1	(id -	i y i	-

,f'(c-b)c n, 

Zum Bew'eis von (20) def9rmieieri wir den Integrationsweg in eiiiei Ideiiien m- - 
gebung des Nul1punkte. Dabei verwenden wir die folgenden Bezeichnungeii (in Au-
lehnung au [2]): 

= b-f-n,	X = We,	w= 'I& X/116,	= Ib TM4icI In c/bI: (21) 

r sei diejenige positive Zahi, für die X + rwi = ô ist. Der deformierte Integrations-
weg soll aus dem die Punkte 0, X - w, X + w und X + rw in dei' angegehenen 
Reihenfolge verbiiidenden'Polygonzug hestehen uuid auf einem Kreisbogen ri = 
von X . + rw zurn urspriinglichen lntegrationsweg zurückfuhren. Die integrale über 
die'einzelneui v Tegstiicke bezeichnen wil' in der Reihenfolge ihrer I)urchlauifiing mit 
1 his I. irn folgenden Beweispunkt zeigen wir. 

•	x+,o 
'2 = 'f e'tp dr	(b ± '+ 1)/ct'	(Id - oo)	 (22) 

und daian auischlieBend in den Beweispunkten' 3.6-3.9 1, =0(19) (' = 1, 3, 4, 5) - 
für cl - 00, y ± I	ni2 — . Zu diesem Zweek vermerken wir noch die folgenden

svichtigen Beziehuuigen, die aus (5) und (11) folgen: 

•	w = o(X),	X = o(),	O = o(1),	Irwi '.	•	 (23) 


• 3.5.'Setzt man k(r) =:'cr - b log r (log > 0 für r > 1) und H(t) = e'"[(l - e)/r1b 

-	x (1 — sz + sz e')_ -1 , so k'ann 12 in der Form '2 ='feH d geschrieheui wer- 

den. Dann ist mit (21) k(X) = b — b log (bic), k'(X) = 0; w2k"(X) = i'ii 
Man sieht leicht, daB gleichmä3ig für alle s [0, 1]	 - 

-	 H	1	für x	o(1/b):	 -	 (24)



Asympt. Entw. der CauBschn hypergeom. Funktion	357 

gilt .. Wegen X + -Ow -X für alle D E [-1, 11 tind X =,o(iIb) gilt insbesondere 
'H(X ± Ow) I gleichmafiig fur alIes E [0, 1]. Damit ist gezeigt, daB die Voraii-
setzungen des Satzes 20.3 atis [2] eifUllt sind, und man erhält mit ihm 

	

•	 I.	2eX/c	(c - o).	 (25) 

1)iese asymptotische -J)arstellung ist wegen	(b ± ii + 1) i-' 1f b b' c_b mid 

	

•	X&	 aquivalent zu (22).	 - 

'3.6. Fiir.das Integral J won 0 nach X —w erhält man wegen (24) 

1 1 11	2 1( X - w)j fekdu	 (26) 

	

•	mit den :I3ezeichnungeii	k(u) = —Re [c(X - ()} u + b 1 Iii u = —[b 1 - lbI3/

x cos (/2)]u +. b 1 in u, 6 1 = b 1 + n, = Arg bE [—z/2, ' /2]. flak' in (0, 1) monoton 
fallt iiiid k'(i) = 0 14 1 cos (/2) positiv ist., gilt 

-:	f e	du	e/k'(1).	 .	 (27) 

	

• .	B.erücksiclitigt man noch(X	I = X	exp {—l'l b I Vb - VII/2 + 6(f )}'

so erhält man mit (ii), (23), (25)ans (26), (27) die Beziehung 

• 'i';i	exp {—i'/4}	0(1).  

_3.7.Esist	•..	.	 /	 •	 - 

X+r 
13 = f e(c_r (l , e_') (1 - sz + 82 C_)a_n1 cit.	. 

X+w	 - 

Nach (2a)-gilt a%ifdern (geradlinigen) [ntegration.weg T = 0(6) = o() und foig-
lich (1 - e-') = t b (1— sz + sz e_)_a_I = 06. Darnit erhãlt man die 
Abchat.zung 

1 13	2 IXb'/cI e_ 06)	 .	(28) 

mit /:(u)-= — (c - b) wu + b Log (1 ± nw/X). Wegen'	 - 

Re V' (u) = '— j b X 4/(X + w)" Re {(i + u b /1b1314)2} <0 

ist Re V(u)	Re k'(l)	—J/II unddemnach	 •	 - 

fTeRek(u) 
clu ^ e/Re k'(i) = e_VI2±01' • .	 • (29) 

Aus (28) und (29) ei-technet man mit (25) die Reziehung 

11 3/1 2 1 ^5 CXP {_12 ± O(b") + 0(bO)}	o(I).
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3.8. Auf ,deiu Kreisbogeti' nut dem Mittelpunkt. 0 und 1 deni Radius 6 Yom Putikt 
X + r'w tiach ô e' ist. wegeri Iii = = o(1) 

(1	e) 	IâI	(1—Sz. + sz e- 1 ) 	e°.	 S 

Foiglich gilt 
•	 V	

0±•,	 . 

I !	e0	f c_Ic0(0(fl)IdilI 

mit u0 = Arg (X ± rw)	Arg (rw)	Arg =	- . Es ist tinmittelbarkiar, daB 
wegen (15) titid fi Ej —7t/2, +,-z/2] das lntegrat.ionsintervall in 

al	
[—i/2 ± , i/2 — El 

liegt,	p cos u	sin e und damit  

I '41 ^ 6b±11 e_ 6c int(	0(I))	 .	 .	 (30) 

•	gilt.. Aus (25) und (30) erhält man die Beziehung	 - 

'4/121 < exp 1 —2' Ib1 514 In Ic/bI sin e} = o(1). 

3.9. Auf deri Sti:ahi mit der Paratueterdarstellung r = ( + v) e (021 < OP) Y 

gelten wegen J'P I < i/2 ittud (11) die Ungleicliiingn I (1 — ' e ')	e°(), (1 — oz 

	

•	+ 8i eST ) _ a_n_I I	1)araus folgt wegen (15) I 1 ,	O(IcL' exp ( -2- 1 6 Icl sin 
O(b)}) und mit (25)	 •. 

11 3/12 1	exp{_2 1 cI sin c(i ± o(1))} =o(1). 

.Daniit ist dci' Beweis in den l"ällen (ii) — (iv) erhracht. 

3.10. 1)ie Beweisnuethode in dciv istIihen Fiillen (v) — (viii) ist piinzipiell dieselbe 
wie iii [9], so daB sic hier nur kurz skizziert. wird. Ausgangspunkt ist die hekannfe 


	

•	I3eziehuñg	 S 

S	 F(a;b;c: z) = k1 F((i,b;â + b — c + 1 I - z)  

k2F(1 — a,! — b;2 — c:z)	 V	

.	 (31) 

mit den Koeffizienten	.	
. 

k	
P(a — c± 1)F(bc± I) 

•	

- I'(a + S - c ± 1) 1(1 - c)' 
V	

z' (1	2)CbO P((t — c ± 1) F(b — c ± 1)	. 
2 —
	•j (7ic) .I'(u) F(b) ['(1 - c) I'(2 - c)  

	

-	Na'ch der Stirlingschen Formel gelten it den tinter (v) _S(viii) angegehenén \yinkel_ 
• rãumeii tinter den Vora ussetzungeii (8) utid (11)	•	 .	 .	 S 

-	

S	 -c	1	c	
- 

V	 k1.	I,	k'=	
L-	 exp {O(b Log (—c))}	(c - cc). 

-	 sin ()	.	.	 V	 V 

Die hyper'geometrischen Funkt-jonen auf,derrechten Seite von (31) können ,Iuiçr der	V 

Voraussetzung (8) furalle c mit e 1 ^ 0 gemaB (7) in asyniptotische Reiheii ent- 
V 

wickelt.werdeii. Deshalb bes i tzt: F(a, b; c; z) dieseihe asynptotische Entwicklung wie
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der erste Summand in (31) falls k 2 für c 0° starker als jede Potenz von 1/c gegen 
null strebt. Atdererseits besitzt F(, b; c; z) dieselbe Entwicklung wieder weite 
Summand in (31), falls k2 fur c - oo starker als jedePotenz von c wächst. Man (iber-
legt sich leicht, dalI in den tinter (v) und (vi) angegebenen Winkelrãumeh die zweite 
Vaiiaute zutrifft, vomit (9) bewiesen ist.. Dagegen gilt für x.	1/2 in den Winkel-




riumen

—/2 -	+ e 15: y^5 —/2,	/2 :5:  	/2 — &° —e	(y ^El0) 

—ji/2 - &(°+	—r/2, 7/2 !E^y	 12 -	 (y<O) 

die,asymptotische Entwickliing	 S 

F(a,b; C; z)	k, Z v!(a	+	
(1 — z)'.	 -	(32) 

Da'sich k 1 , vie aus [10] hervorgeht, unter den Voraussetzungen (5) benfal1 in pine 
asympt.otische Reihe nach fallenden Potenzen von c entwickeln Wit, deren-Koeffi-
zienten Polynome'in a, b sind, ist audi die iechte Seite von (32) in eine soiche Reihe 
cntwickelbar. Atis dieser kann man 'eine asniptotische Entwickluiig der Form 
E P(a, b, z)/(c), erhalten, bei der die P. Polynome in a, b, z sind. Wegen der Em-
deut .igkeit asymptotiseher Entwicklungn folgt. durch Koeffizient .envergleich in den 
Winkelrätiinen v/2 	;i/2 ± r, dalI P. = (a), (b), z'/v! ist. I)aratis folgt die 
l3ehauptiing in den Fallen ('ii) tind (viii). Ersetzt man iioch in-der eheii hewiesenen 
Eitwicklung 

V(a	c + 1) 1'(b — c + 1)	 '	 (t), (b), 
I'(a,b;a+b—c+l;z)F	z' 1 (a + b — c + 1) • 1 (1 — c)	 ,	v!(c), 

die GiöBeñ a, b, c, zin dieser Reihenfolge clurch 1 -a, I —	c — b — a + I und

• I — z, so erhält mali aus (9) die Eiitwick1ung (10) I 

-	
S	 S 
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