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Für die konfluenten hypergeometrischen Fuiktionen U(a, b, z) und -4f (a, b, z) werden asympto. 
tisehe Entwicklungen hergeleitet, die für groi3e reelle \\Terte von b und z = yb (a > 0, y > 0, 
'fest) gelten. Es werden die FSlle y < I und y> 1 untersucht. Die Resultate entlialten die 
asymptotisehen Enticklüngeis Ni h --)- co, z fest, und die wohlbekanntcn Entwicklungen für 
z -^ co, b fest. 

BbIB01ITcn acIlMnToTII'lecelte paaJlo-eeulIR Ttil.9 BbIpoa1eIlHblx rIlIlepreoMeTplt'IecIHx 
()yHHuuii U(a, b, z) it M(a, b, z) npit 6oJ1bul0I AefiCTRUM11,1101NI aHa'IeIIlln b it z = yb (a > 0, 
y > 0, IRdnponaHbI).J4ccJ1exyIoTcn ciy'iaii y < I it y> 1. P.e3yJIbTaml BH31lO4I0T acuM-
nToTu'Iecxue paaiio-t<eiiitn npit b -^ co  It xoJowo II3BecTIIbIe pa3.)1o+ceHltH npu 
Z - 00, b (uHc1rpoBaJlo. 

Asymptotic expansions are derived for the conuluent.hypergeometric functions (J(a, b, z) and 
M(a, b, z), holding for large real values of b and z = yb (a > 0, y > 0, fixed). The cases y < 1 
and y > 1 are investigated. The results include the asymptotic expansions für b — co, z 
fixed, and the well-known expansions when z - co, b fixed.	 - 

I. Einleitung	•	 . 

Im Hauptteil der Arbeit (Absehiiitte 2-5) werden asyniptotisehe Entwicklungen 
für . die konfluenten hypergcometrischen Funktionen U(a,'b, z) .und M(a., b; z) fur 

'reelle Werte von a, b, z hergeleitet, ,die bei festeni a > 0 für b —* 00 tind z = yb 
(y > 0, fest) gelten. Getrennt werden dieFälle y < I und y > 1 betrachtet. Zur Her- 
leitung der Ei'gebnisse werden die folgenden bekanuteti Integraldarstellungen ver-
wendet:	 .	\ 

U(a, b, z) 
=	f e	(l + t)b_0_1 dl	(a> 0 z> 0)	(Ii) 

• M((t, b, z).,
	 eta—i( I - 1)b—a_1 dl . (b > a> 0). ., (1.2) 

1(a) 1(b — (t.) j	 - 
S	 --	 0 

In Absehnitt 6 wird gezeigt, aB die heiden Entwicklungeti für y > 1 die bekannten 
asyrnptotischen Entwieklungen für z - 00, b fest als Grenzfi1le enthalten, tind aus 
denen für y < 1 werderi die asymptotisehen' Entwicklutgen für b -> c, z fest her- 
geleltet. in entspi'echender Wéisc kann man atis den Resultaten auch Entwick-
lungen erhalteii, die gelten, wenn b uttd.z von unterschiedlicher Grof3enordniing gegen 
00 sti'eheh. Dutch einige numerische ,I3eispiele wird in Abschnitt 7 die Brauchbar-
keit der erhaltenen asyniptotisehen Entwicklungen demonsti'iert.



362	H.-J. Sc1i1LI 

Bereits in [20] finden sich asyrnptotische Entwickiungen von U(a, b, z) und M(a, b, z) für 
groBe Werte von b (a fest), die sogar gieichmai3ig bezOglich z/b in jedem kompakten Teiiinter-

• vail von (0, ) güitig §ind. Sic sind mit Hilfe neuer 1)arsteliungen der Funkt.ioncn durch kom-
plexd Kurvenintegrale erhalten warden und haben den grol3en Vorteil, daB sic den Ubergang 
yam Fail y < 1 zum Fail . y > 1 erfassen (aiirdings nicht die Fäiie y = 0(1) Lind nd y • CO). 

Dies'en VorzUgen steht, vom praktischen Oesiehtspunkt betrachtet, der Nachteil gegenuber, 
dalI die asymptotische Skala paraboiische Zyiinderfunktionen enthiilt, so daB die Hind1iabung 
der Entwickiungen erschwcrt ist. Zuvor war der Fall y	1 schon in [6, 7] untersucht warden. 
DINGLE gibt in seinem Buch [5] die Anfangsgiicder asyrnptotischer Entwickiungen der Funk-
tion M(a,.b, z) Mr b - c, z < b, z > b und z	b spwie der Funkt.ion U(a, b, z) Mr b • 
z > b an. Seine 'EntwickLungen sind denen in dieser Arbeit ähnlich oder stimmcnrnit ihnen 
übereinjedocli.werddn bei uns die Reihen aile voiistandig mit ihrem aiigenieinen Glied ange-
geben und nicht nur die Anfangsgiieder bestimmt. Weitere l'eiiresuitate, auch immer nur mit 

• den Anfangsgliedern der Entwicklungen, finden sich in [8, 18], doch können dart Variable 
teilwcise komplex scm. Andére Autoren haben asymptot.ischc Entwickiungen der kon'fluenten 
hyp€rgeothetrischen Funktionen für andere als die hier betrachteten Fäiie hzw. solche für die, 
Whittaker-Funktionen angegeben [10, 11, 17. 22, 25]. Besonders erwiihnt seien die Ergebnissc 
von WoNG Mr Wk,fl(z) tinter den Bedingungen z - cc, k = 0(z), ?fl = o( Vz ), woraus sich für 

- U(a, b, z) die Bedingtmgen h - 2a = 0(z). b = o ( Vz ) ergben. 

2. Elite asyttiptotisehe Entwieklung von .U(a, b, z) hr y > 1	 . 

Zur Her1eituig der asynipt.otisehen Entwicklurigen zerlegen wir in hekaimter Weise; 
die Integranden irOn (1.1), (1.2) ittein Produkt atis einem,schnell rind cinem langsam 
variiereiden Faktor (.vgl. etwa [3: Kap. 19, 331): Die Maximalstelle des schnell 
varijeretiden Faktors ist eine der kritischen Stellen, die für die Asymptotik des Inte-
grals einen l3eitrag.liefern kOnnen. Die beiden.Fã11e y'< 1 und y > 1 utiterseheiden 
sich darin, daB die Maxinialstelle, in einem auBerhaib, im anderen itinerhalb des int-
grationsintervalls liegt (für y = 1 fällt ie im wesentlichen mit der untei'en Tntegra-

• tionsgrenze zusammen). l)abei verhalten sich U(a, b, z) und M(a, b, z) iii den beideic 
i'ä1leii entgegèngesetzt: Bei U(a, b, z) liegt das Maximum auBerhaib des Iritegra-
tionsintervalls, wenu y > I ist, hei M(a, b, z) aher für y < 1.  

• •	Wir beginnen mit U(a, b, z), y > 1, d: h:, z > b. Von den 'ZerlegungsmOglich-

keiten des Integrndeii sei zinächst die folgendegewählt (vgl. [5: Kap..81, [6]):-

CO 

U(a., b, z) = F(a)- f e 9 ' [ 1(1 + 1)]° 	dl,	• 

g(a,b,z,t) =21 — dlti(l ± 1)	mit d 	 — 2a. 

Dabei daif wegèn b—/'. 00, a lest, angenommen werden, daB d > 0, ist Der schriell 
variierende Faktor exp (—g(a, b, z, 1)) hat die Maxinialstelle to = —x/z mit 

x= z— d =z— b +2a (y - 1)b - 2u.	 (2.2) 

Unter der Voraussetzung x > 0 oder z > d (vomit der Fall y> 1 erfal3t ist) wir 

to < 0, liegt to also atilerhalh des Entegrationsintervalls, und mit b - cc ist auch 
x - oo. Aus (2.1) folgt "	-	•	•	- 

U(a, b, z) '= F(a' f e tf(a , b,. z, t)dI,	- 
I	•0 •	•	 .•	

-	 •	 ( 2.3) 

/(a, b, z, I)	[1(1 + ] 0 exp {d[ln(l ± 0 - 1]). 

/
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•	Die asymptot'ische Fnt-wick1ung ergil$ sich nun mit 1-lilfe einer Modifizierting des 
Watsonschen Lemmas. Seine unmtte1bare'Anwendung ist nicht mäglich, da nach 
(2.2)auch 'der Faktor /(a, b, z, I) von dem grof3eti Parameter x ab'iangt.. 'Dessen	) 
Potenzreihenentwicklung (siehe (2.5)) hat , aher die spezielle-Form 

co 

•	/(a,b,z,€)	 .	 .	- 

•	
wobei sich c addit.iv aus Summandeii von höchste'ns der Ordniin O(xI m I2 l) zusammeti-
setzt. Beim üblichen Beweis des Watsoiischen Lemmas wird f 6 den. N-ten Rèihen-. 
rest rv(i) der Potenzreihë drier Fiinktion f(t), für den r(i)	0(i0_1) für I - 0 gilt, 

die Aussage f e'rv(t) di =O(x_u_V) bewieseti. Hier aher ist	= r.v(x, I), iind für 

das Integral liher e tr;	 S 

fe'/(u, b, z t)dI	Cm(O b x) r(a + m)I+m	- 

/ 2(N-I)- 
gilt these Atissage nieht. Man katiii'aber atis &rSumnie E c1'(a ± rn)/X0+m alle - 

•	 -	 m-=--N  

• diejenigen Summanden herausziehen, ' deren Ordniing gr6l3er ist als x°'• (fin' 
m > 2(N' . - 1). treten solehe Summanden nicht mehr atif). Diese Teil der Summe 

2(N-I)	 S	 -	 S 

	

•	sei mit E -c'(., b,x) /'(ft + rn)/xa '- m hezeichnet.. Stattr.(x, 1) wird nun 
m=N	 -	 S 

/	 --	 N--I	-	 2(N-I)  
• T- ' (X, 1) = /((t, , b, z, 1) -	' c,',(a,b, x) P +1'1 -1 - ,	c'(a., b, x)	rn-I • 

--	
• ,n=O	 m=N 

hetracht.ét. Die letzte Summe ist aitch von der Ordiiung 0(I a + I ) fur I --)- 0, so daB


	

-	ill eiriem intervall (0, T.I eine Ahschätzuiig der -Form r-'(x, I) :!E^ K.(x) fa± 

•	j'I' . , K.,. > 0) . gil,'also 1st	•	 .	 '	 • 

	

- -

fe xirN(x, 1) dl ^ K.(x) P( (I + N)/x.	•	 - 

Die Poteiizreiheneiit. wicklurig V9fl r•r ' (X, 0 enthält iitii noch soiche Koeffizienten 
c,,,,f iii, die	-	 -	-	•'	 - .	 S 

fe tc,(a, b, x)1 m dI	O(x°)	 .•, S	 - 

co 

	

•	ist-, und- claher 1st K . (x)'= 0(1). , .Da f SSxtrv '(x, I) di von exponentie'ller Ordiiung 
klein vird it sonhit	-.	.Ts -• . 

S	 f_xt 7v ' (X, I) di = 0(z. N)	 •	 S	 • 

01
0	-	 'S 

	

•	he'iesen. Das hciI3t, daB die atis der formaleti Entwicklung f c,(a, b, ) ['(a _f_ 7i)1x0.m 
rn=0 

durch Ordnen der Glieder nach der Skala x"}entstehende Reihe eine asympto-


	

- tische Eiitvicklung -von U(a, b, z) 1st.	•	 '-I	 S	 •
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Atis Iii(.1 + 1) — I =E (— 1) 	t i/?,*, I < 1 folgt	 -. 

•oo	 -	 (-1)'dT 

k=0	 2!••. .k! 2A ... 2	
(2.4) 

Die-Siimmatiotisbe1ingung (*) bedeutet . , daf3 über alle nichtnegativthi ganzen	nit 
• 2 2 ±	+ k k = kzti sun nmieren ist, und es ist r = 2 ±	± 1k• Speziell sind x0 = 1


tind a 1 = 0 (da die Sninmatioiishedingung fur k = 1 nicht erfiillhar 1st). Durch 
-:	-.	-'a-1'	 --	- Multiplikation von (2.4) mit der Reihe (1 + I)	= ' (	)t, tj < 1, und mit 

• I' folgtweiter ( ± I = m)

	

	 10 \	I

flZ 

/(a,b,z,t) =	',(__1)mt1n--a_1.' (--1)' (
	 (2.5)	-. 

,n=0	 1=0	\	I	/ 

\Vegen	 dl	F(a + m)/x°'=	 (a),IXa. 	(hier bedeiitet (a) 3 das 

Pochhammer;Symbol: (a) 0 = 1, (U)m = a(a ± 1) ... (a + ni — 1) für in 1) ergibt. 
sich naeh gliedweiser Integration von (2.5) fur U((t, b, z) die forna1e Entwicklung 

co rn 
X- a	(-1)" ((t) m /Xrn' (-1)' 	) a,,,. 

aa 
•	wegen	7') = (a — I),Il! 

1=: 

(a)rn(	= (a — l),/I!. Nuti 1st zu beriick-, 

- sidhtigen,- daB Iic k der Faktor dT aufti'itt, der asymptotisch äc1 iiivalent xT ist. Daher 
köniien in der formaleti Entwicklung ummaiiden nut dew gemeinsamën Faktor 
q = dlx, für den also q rx I gilt, und semen Potenzen ahgespaltet werdeit .Mit 
it = m — r erhält man, da 2r :!z^ m — I = r -F n — list, - 

U(a, b, z)	x° L --- 
{(a — n)28 

•	 n=oi-1	91. 
n	

n-r _l n + I	 1 
•	 -I- E q E	(a — )n+r+L	 I 9A,	I	,  r=l	1=0	(.	 (**) •2	'n-l+i -	—	-r- / 

-	.	 (2.6) 

Die Sumnuationsbediiiguiig (**) bedeutet, daB iiher alle nichtiiegat iveri ganzen ., 
mit 2 + •• ±	= r zu summieren ist, für die '2 ± 2, . 3 ± ... ± (n  
= it — list. SchileBlich sollen nch die in [16] eiiigfuhrten Zahien Dr3 wits = 71 — 

hcnutzt werden, die gerade durch	• . / 

Drs = (r + 8) .2 ! ..• 2 + !24... (s ± 1)") 
(**)	 • 

definiert waren (dazit siehe den Arihang, inshesondere (A.1)). Dii,i, ergiht sich aus 
(2.6) flu b	00, 2 = yb, :r > 0 die asymptot.ische Entwicklung 

1)8	Dr8 U(a, b, z)	
1 {(a — n)2 ±

	qr 	(a — + •	n=o "	71.	 r=I s=r (/1 — s)	+ s)! ! (r  
•	 •	

•	 (2.7) 

/
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x = z - b ± 2, q (b - 2a)/x. Wenn man these mit it = 2 abbricht tind die 
Clieder {. . .} ausrechnet, erhält man die in [5: Chap. VIII, (87)] mit der Erganzung 
in (81) anggebenen ersten Gliedereiner asymptotischen Entwicklung fur U(a, b, z). 

Es ist verständlich,. daB mit dem eiiigeschlagenen Weg der Herleitung von (2.7) 
keine realistische Restabschatzung erzielt werden katin. Die durch Anwendung von 
(2:7) zu eri'eichende Genauigkeit hei Funktioiiswertherechnungen hangt wesentlich 

• von x ab. Mit Heiner werdendem x, also mit der Annaherung von y an 1, verschleeh-
trt sich die Approximation (siehe Abschtiitt 7). In diesem Fall ist es zweekmällig, 
die Zerlegung in (2.1) so ahz,iäidern, daB  

—g(a, b, z, 1) = zi - (d -	In (1 + 1)	'	 (2.8) 

mit einer geeigiieteii Funktion 71	ii(u, b, ) mit, 71 	o(b) wird. Dann ist (1 + u/x)P


mit p = a - 1 + 21 zu entwickln, wodurch die Koeffizienten () auftreten und 

daher die im AnschluB von (2.5) vorgenommene Zusammenfassung nieht mOglich 
• 1st. bu.Ubrigen veiliiuft alles ivie zuvor, und es prgiht sich 

(a)	)	" 
U(a, b, z)	

-	
+ L' (a ±n) q1T	

(_ 1)8 +s)! (n
(2.9) 

x + 71 , p = a - I + i, q = (d - )/x 1 , gültig Mr b - oo, z > d ,? 1 . Die 
• Entwicklung (2.7) ist hierin für =0 enthalteii. Es ist hemerkenswert, daB sich 

durch gceigiiet g*ähltes ii mit (2.9) cine heträchtliche Genauigkeitssteigeriirig-gcgen- 
über (2.7) erreichen läBt.Dieser Effekt wirddadiireh erzielt, daB für ciii solches )I die 
Betrage der EntwicIdingsglieder rasch ahnehmen, bevor sic wieder, vachsen. Test- 
rech'nungen zeigen, daB für den Funktionswert mit (2.9) - t.rotz schlechterer An-
fangsnaheriing x 1	- im X7ergleich zu (2.7) mehrere J)ezimalstelien zusätzlich er-




halten werden könneti (vgl. Alschnitt 7). Offen hleibt die Frage, vie i optimal zu 
wählen ist.	 S 

3. Fine asyinptotische Entwicklung von ThI(a, b, z) für y < 1 

Wenn man in der Integraldarstellung (1.2) von M(a, b, z) eiile etitsprechende Zer-
lgung wie für U(a, h, z) in (2.1) vornimmt, erhält man	 S 

•M(, b, z) = ['(a) f(b	a) f e[1(l - t)]a- 1 di, .	-	•	
(3.1) 

• g(a,b,z,t) = —zi —dln(1 - t). 

Die Maximalstelle von —g(a, b, z, t) ist to  x/z, wobi xdieclbe Bedeutung wie in 
(2.2) hat. Jetzt verde x < 0 oder z <d vorausgesetzt, so daB 1 wieder auBerhaib 
des Integrationsintervalls liegt (z < d ist für y < 1 erfiillt). Nach der Substitution 

•	U = — xi folgt atis (3.1)	- 

•	 V	

•	 • M (a, b, z) - i'(a)	a)
	f

e/*(a b; z, u) du	•	(3.2).	• 

V	

il-lit	 0	•	

S 

V	

•	

/(a, b, z, v) = [u(1 + qt/x)]° exp {d[ln (1 -I- u/x) - u/x]}.	 V
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Damitst.imnit ds'Integra1iri (3.2) bis auf die obere Crenze mit dern in (2.3) überein, 
wenn darin noch.0 =.xt substit . uiert wit'd. Für b - streht aber auch x - 00; und 

(lie Integralef eumdu sind dann von exponentiell kleinei Ordiiung. Somit kann 

-'—x dureh oo ersetzt werden, ohne daI3 sich die asymptotisch Entwickluiigindert, 
d. Ii., es gilt (2.7) atich für M(a, 5, z), wenir man den Faktor durch (f'(b)/f'(b - a)) 
x (—x)° ersetzt. Andert man die ZerlegurTg des-lntegranden-so ab, daI3 — g(a, b, z, /) 
= zt + (ci - ')) In (1 - t), ij	o(b), wir'd, e'rhält man in 'Analogic zu (2.9) für S - oc, - - '	= yb,.x 1 < 0 

	

-.	F(S)	.1	(a) F/p\ •	 M(a, 5, z) .	 E	 - •	-	 ['(b - a),(_xi)a n=o'Xi" R	 -. 

	

•	 n n	
M8	1 

	

•	+	(a	ii),	r	
(_)

r	

8,,,	
(3.3) 

	

•	-	r=I	 sr	(r ± s). \Th -  

•	r Wegen	(b)/F(b - ( t)	b° (b . cc) ist- also M(a, b, z)	(b/( —x1 
))3 = (1 - y 

	

(2a ± ) )/b)	0 - ?/)- a 

•	- 4. Einc asymptotisehe Entwieklung von M(a, b, z) für y > 1 

•	Urn eine asymptotische Entwickliing von M(a,b, z) für b - cc, z = yb, y > 1 Z' u er-
halten, wird die Forrnél	

• 
•	 M(a, 5, z)	 &U(b - a, b, —z) ± , 

F(b)a
iU(c, b, z), - •	 1 (a)	 I (b - a)

(4.1) 
•	 p = 1 für 1-rn z > 0, e = —1 für Im z < 0 herangezogen [8: Kap. 41. Se kann für 

-reelle z inderfolgenden Form .geschriebeii.werden [5: Kap. 4]:	 V 

M(a b z) =	_ ez0_(1 - a, 2 - b —z) + COSa 1(5 —a) U(a S z) 

(4.2) 
mit,  

(a b z) .= 1(a) if t-Uua_l(l + 21/z)b_0_I du	 - 

1)abëi ist im &sten Suinmanden das Integral, durch das y, definiert ist, als Haupt 
wert. aufzufassen. Sein Wert hestirnrnt sich, indem in der:komplexen Ehene lätigs 

-	zeier von O-ausgehendon zur reellen Achse symmet . rischeni Ralbgeraden, die einen • -

	

	
k-leinen Winkel zur reelieri' Aclise einschliefleri, integriert und von den\ Terteni das

MiMel genommen wird. Für a > 0, z> 0 1st ip(a, b, z) = z°U(a, b, z), so dall/(2.7) 

•	'(oder (2.9)) eiiie.asymptotische Entwicklung für (a, b z) im Fall b,->  00, z = jb, 
y	1) liefert. Wie in [] hègründet wird; darf man iii dieser, urn eine asymptotisehe S. 

S	

Entwicklung für (1 - a, 2 - b, —z) zu erhalten, die Variablen a, b, z der Reihe 
V	 nach durch 1 - a, 2 - b, —z ersetzen. Dabei sollen noch- abkiirzend die Bezéich-, 

V iimigen c = b - 2, w = - z verwendet werden. Benutzt man (2.9) mit 	—2a, 

	

wodurch sich für ganzzahlige a wesentliche Vereinfaahungen ergehen, so sind der	V 

Reihe-nach p, x 1 , j dirch .a -, 2, w, -c/w zu ersetzen, und der führende Termwird 
(—z/w)'°. Für den Faktor U(a, b, z) im zweiten Summanden von (4'2) katin auch die



Asyrnpt. Entv. der konfitienten hypergoom. Funktionen	- 367 

asyniptotisehe Eutwickiting (2.9) eiiigesezt wei'dei, wobei aus Grundeii der Eiii -
heitlichkeit der beiden Teileniwickluiigen rj = 2(1 — a) gewäh1sei. Diesesij ist aller- - 
dings aus nuniérischen Erwagungen hèraunicht besonders gUnstig (siehe Ab- 
sehnitt 7). Dann wird p = —u ± 1, x 1 = w, q	-ctw,. urid es ergihf sich atis (4.) 
fiirb	oc,.z=yb,y>1 

F(b)	 CO(  

41(ct, b, z)	e:zi_b(_w)0_I	—aj	a	- —  
I (a)	 n=O	U	 U 

•	

±ri(i 
— a'± 

)r (C)rn	

(r+s)!(n_ k' 
T(b)	I	 (a) [/1 - a 

-i-- COS7t(i	 •Y'(—I) - -	 -	1 (b — ((.) , ç_W)a nO.	W' ,\ U 

+E(a + hi)r	 (r 
Dr	(1	 '(4 

c=b-2,	w=c —z.	 S - 

5. Eine asymptotische Entwickluñg von U(a, b, z) für j < I. - 

Zur Herleitung einei asyniptotischen Entwicklung flu U(a, b, z) im Fall b —> oo, 
z <C kann von der ails (4.1) folgetiden l3cziehung 

U(a, b, z)	
Rb - a) ez0_be_(a_1,(i 	b, —z) P(u)	•	'	 / 

± 
Rb — a) e- raM(ü, b, z)	 (5.1) 

ausgegangeii weiden. Ihr ei'ster Surninand unterseheidet sich vorn ersteii Summan-
'den in (4.2) Lun den Faktor f(b — a) e1":1/f'(b), so' daB für die gêsuchte asympto- 
tisehe Entwieklung die erste Teitreihe von (4.3) bis auf den neuen Vorfaktor P(b — a) 
x ezI_6wa_ 11F(a) ijbernomrnen werden kamin. Im zweiten Suninianden von (5.1) ist 
für M(u, b, z) die asyrnptotische Entwicklung (3.3) einzusetzen, und es soil? ) = 2(1 —a) 

• gewahlt werden, wie irn Ahschtiitt 4. Wie dort ergiht sich dann für b'-*, 0 < z < c 
die asyrntotische Entwickluiig 

U(a, b, z)	
F(b — a)	 (I —a) {(u — 2)'	

5. -


TV 
fl

	 r1	 —2	L)T 
+rEi(_1Y (i +a - ) r

 () ,=r 	-	(r +)!} 
.100-	 (a)	I1 —a  

+ wacoSira!' (-1)' - 
n=O	W	fl 

11	 C	
S	 1 —	D r (_l) r (a -+. )r (-'I !' (_1)8 ( •	 _(5.2) 

Wi sr	- 8/ (r ± s).j 

•	 -•	 -.	 . 5•	 5.	 5._
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Beachtet man (1 — a, 2 — b, —z) =	— a, b, —z), so ergibt sich nach Substi-
tution 1 — u/z = —1 fiji dcii. ersteri Sumnianden in (5.1) formal 

— a)/F(a)) ez0	 a, 2 — b, —z) 

= eza e_ 1aP(a)_1 fe_t tb_ 0_l(i - u/z)a_idu. 

1 

fe- i(1 + ()	'dl,	 5• 

wofür im folgendeti abkürzend U*((t , b, z) geschrieben verde, und durch Substitu-
tion I = —r fu. den zweiten Suminanden 

(1'(b — a)/F(b))	'°M (u b z) = F(a) i	Iafe — ( _ T) a 1(1 F r/z)b a7-1 dr 

=	[(ii) lf- (ja-I(1 + j)h a-I dl 

Das heil3t, daB (5.1) foVmal (Mr gnzzahIie a > 0 xakt.) als Aiifspalt.ung des U(a, b, z) 
definiei'endeti Integrals über [0, ào) in die Diffei:enz .zweier Jntegrale ühcr [-1, oo) 
und [ —1, 01 intelpretiert werden kanti. Daher it die erste Teilent.wickiuiig in (5.2) 
die asymptotische Ent. wicklung von U*(a, b, z), und diese IäBt sich atich unmittel-
bar aus dern Integral herleiten. \Vie sich herausstelle,i wird, hat sic dauiii eitie andere 
Forii als in (5.2).. . . 

, .Der Integrand H(a, b, z, I) von U*(a, b, z) soil gemiif3 

H(a, b, z, 1) = e9	..t)[(1(1 -F j)ja
(5.3) 

g(a, b, z, I) = zi —c In (1 ± I),	c = b. — 2,	 . 

zerlegt verden. Die Maxi malstelle von exp ( — q((t, b, z, 1)) ist l = u/z mit w = c — 
und wegen c > z wird w > 0. Durch die Substitutioti 'u = z(l — to )1112c ergiht sich 
aus (5.3) . 

.	if (a b, z, u w ± 
2u/Y ) = L//2c 

e_w ()(i' e 
u'/(0, b, z, n), S	Z	 •Z	.Z	C,	

.	 (54) 

J(a, b, z, n)= 
[1 ± /duIw] exp( in (1 +yu) -	.± u2)	

= 

Per untereli Integrationsgrenze I = — 1 entspricht u = — l/y. Aus	- 

cm 1 ± yu) - 2u/y + u2 =(-1)' C(yU)t/i,	yu < 1, 
folgt	-	 S 

exp (c 16(1 ;+ u ) '— 2n1y + u2) =(_1)k(yu)k,	S	 -	 -	 S 

(35) 
•Uk=	 (_1)Tcn/(..3! ... 2! 31	k).  

S
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Die Summationsbcdingung(*) bedeutet . hier, 'daB liher allenichtnegativen ganzen 
Ai mit323 + •.. -i-- k2 = kzu sumniien 1st, undes istr = 23 + + 2k.Speziellsind 
yo = 1 und 1A, = y,= 0. Fir die glekhen ii ergiht sich init. = 1 - clw. 

1 + ycuiw	 .	. 
1 + Yu = 1 + 9 2. H 1)t (yu)' 

iind welter  
(l+vcu/w)°_'(a_ l)flk( 1)1(k.1	i)	. 

1 + yU	k=0	k	I=k 	- 1 
oder	 •	.	.	. 

(1 +Ycu/w)ai	
,	o =	

_(a - 1) (1 = 

S	 .	 ( 5.6) 

Somit folgt aus (5.5) und (5.6)	 . 
co	 rn 

z, u)	 .•- (5.7) 

- Nach Efnsetzen dieser Potenzreihe in (5.4) und gliedw ,eiser Integration (wobei uber 
dië Grenzen Entsprechendes wi in Abschnitt 2 zu bemerken ist.) ergbt sich, vegen 

f e_ u 2m du= (2m)' V42mrn0fur fe_ u f( ' b, z u) du die formale Entsucklung 

I1 E (2nt).!/cm2mnt! E /22rn161.  
m=0	 1=0	.	/ 

=

	

	Da ,112m_1 ' Potenzen von c enthält, muB noch umgeordit verden. Mit .n = m - r 
geht die ktzte Ellt\vieklung in die Form 

-r 	(_ . 1 ,) m +n (2rn)!/2mni ! .	 S 

n-..0	 m=n 
03n-tn 

x	' b E 1/(23! ... ;2.+2—l! 3' . (2n + 2 - l)' n "-')	 (5.8) 
1=0  

iibei'. Die Sumrnationsbedingung (**) bedeutet bier, daB . fiber alle nichtnegativen 
ganzen A, mit 43 +	+ )2n+2-1 = m —, n zu summieren ist, für die 23 + 224 + 

:

	

	+ (2n - 1) 22n+21 = 2n - 1 1st.. Urn zu einer vereinfachten Darstellung.zu kommen, 
werden 'rioch die Koeffizienten  

	

(_1)1-(2m + 2r)!/2 n + r (n	r)!  
5,	

•0	 - 

-	 23! ... 23fl +3 ! 3 ... [(	+ 2 x 1/( 	- l)n* :)	- 

• (u E [N; 1 = 0 ..., ii) eingefiihrt. Die Summationsbedingung (***) bedeutet hier,dat3. 
über alle nichtnegativen ganzen ;. j vie ohen in (**) zu siimmieren 1st, wobei r = rn - n 
ist. In [13, 14] vurde gezeigt, daB Pa" die Koeffizienten y,, derStirlingschen Reihe 
sind (weiteres liher Ps" ist im Anhang enthalten). Endlich sollen die 5- wieder aus-
führlich wie in (5.6) aufgeschriehen und die Summation . bezuglich s und I vertauscht - 

24 Analysis fld. 9, Heft 4 (1990)



/

370	H.-J. SCI1ELL 

werden. Somit ergibt sich, Nvenn man noch den Faktor ans. (5.4) beriicksichtigt, 

F(a) i/-h- e' 
(c)c+i Ma_i 

x	±	
(a — l)	^f	(11) øn} 

71 o C	 ,,	 fl? 

Znr weiteren Vereitifachung verde

(?tEN;rn=r1,...,2n) und "1'1=Yn• 
-	 rn—I (.9) 

definiert, wobei T1 8 = 0 ist (siehe Anhang). Dann erhält man jetzt anstelle voh (5.2) 
für b - 00, z < c die asymptotische Entwicklnng 

•	 1	12'i

	(0c

IW

b,z)	I/—e	 Ii pin

P(a) c 	\c./	,o C' m — o	 ! 

± costa—- ^;(—i)n (a) n {(1	a) 
wa 11=0 

+	( I Y (a -i- ')r (i	 1)	! (	
a}	

(5.10)' 
Ti	 (r -1-- s)	m 

c b — 2, w .= c — z, /9 = 1 — c/w, T. n siehe (5.9) iiiid Anhang. Numerische Giinde 
waren dafiir ausschlaggebend, daB zur Eerl'eitung von (5.10) von der Zerlegung in 
(5.3) und iiieht von der in (2.1) ausggangen wurde. Zur Erzielung der gleichen Ge-
iiauigkeit benotigt man närnIich mit' (53) weniger Reihenglieder. 

Die Amvendung derveraUgemeinerten Zerlegung (2.8) st.at.t (5.3) führt hier nicht 
zu einer nennenwerten Gnauigkeitssteigei'ung. 

Der Vergleich von (5.10) mit (5.2) zeigt, daB sich der Vorfaktor -,,oil(5.10) eigibt, 
• indeni mail in (5.2) f'(b — a) durch die Stirlingsche Forniel ersetzt, und es ist zu yen- 

muten, daB die erste Teilentwicklung in (5.10) dui'ch Multiplikatiori der Stirling- 
schen Reihe für f'(b — (t) mit der ersten TeiIentwick1ungas (52) entsteht. .I)avon 
ausgehend, läf3t sich die erste .Teilent .wicklung in (4.3) ersetzen durch	- 

	

T(b)	•i/	(C\c+ (w\a_I co	2n	(a — 1\ 
T(a) Rb— a)	

e \ z)	k ci	o C'7	
m k n / 

6. GrenzfIIe 

Aus den in den Abschnitten 2 bis 5 erhaltenen asymptotischen Entwicklungen lassen

• ' • sich soiche für die Grenzfälle z — oo, b fest und b —> 00, z lest herleiten. Zunächst sei 


- U(a,.b, z) liii' z —* 00, h lest betrachtet. Dann wird x —z, und wenn man (2.9) he-




- nützt-, erreicht man, daB x 1 = z wird duIch il = b — 2a = d (dieses 71 war in Ah-

schnitt 2 ausgeschlosseii). Damit wird q 1 = 0, p = b — a — 1, also (P) ._ 

x (a — h ± I)/n!. So ergibt sich ains (2.9) die hekantite asymptotischeEntwick-
lung	 - •

co 

	

- U(a, b, z)	Z°E (— 1)'7 (a) (a — b ± 1) ,/71! z'7	(z - o). 

\Venn man von (4.2) ausgehi, 'fur dcii Faktor z°ip((t, b, z) die soehen hergeleitete 
Entwiôklung veiwendet und für (l — (t, 2 T b, —z) dieselben Ersetzungen vie in
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Ahschnitt 4 vorninirnt und dann ij = —(b - 2a) setzt, gelangt man zu


	

M(a b z)	
(1 - a) 8 (b - a),, 

P(a),;•;'	fl!Z1Z 

F(b)-	 (a),, (a - b + 1),, 
cos a • 

I (b -	
z	5' (1)	 (z - co). 

a	 n )	n=O  

Ais (3.3) IaBt sich eine asyrnptot•ische Entwicklutig von M(a, b, z) für den Fall 
b .- 00, z lest erhalten, indern man 71 = -(z + 2a) setzt. .Dann wird —x 1 = b, 
p = -(z + a + 1), q1 = — ( 1 ± zlb). 1)amit folgt atis (3.3), wenn man q 1 durch die 
Reihe nach Ptenzeii von z/b ersetzt, die Potenzen von 1/b zusaiiiihenfaBt und das 
Produkt del' Pochharnmer-Synibole anders zerlegt (r' = mm (r, k - r)), 

	

T(b)	-1	(a)k I (z + a + i)k M(a, b, z)	
P(b - a) b° k 	bk 1	 - 

	

- F (-1) r 
( r )(" ,_,	 Dr8 (z ± a + l)k— rn-si (6 1) Tm	r-rn sr (r + s)! (k - rn - s)! J 

Inshesondere ist r(b)/r(b - a) b = 1 + 0(b- 1 ). Man konnte these Gleihung noçh 
durch die asyniptot.isehe Entwickhing der linken Seite für b - co ersetzen (siehe 
.etwa [24]) und mit der Reihe in (6.1) multiplizieren. Das Ergebnis niliBte mit der-
jenigen asymptotischen Entwicklung Ubereiristinimen, die aus der Potenireihe 

ill(a, b, z) = ' ((a),/(b),, 70) z' folgt, venn man naQh Potenzen von 1/b ordnen 
vjiide.	8=0 

Die asymptotische Entwicklting von U(a, b, z) fur b - 00 hei festem z ergibt sich 
wie folgt. Statt	1 wie in Ahsch!litt 5 gilt fi = (w - c)/w = —(z/c) (1 -. zlc)' 
= o(l), und aullerdern ist w/c = I - z/c	I. J)aher.wird in (5.10) (WIC)8	rn in 

'a—l—m eine Poteiizreihe ents'icke1t: (W/C)8	rn	(_Z/C)m ' 	 ) (z/c)1. 
i1it• Ic = I + m wiid so	 \	I	/ 

(wI''	Tm" 
(a -	rn 

	

rn	 \ ifl  

•	-	=E (l)k(z/c)k.E T" (a
	I(a —1 - rn)	

5	 / 

	

k-=0	 rn=0	m	Ic - m 
Nach Zusarnmenfassiing der c-Potenzen (n + Ic = s) ePgiht sich eine der ersteti Reihe 

•	in (5.10) entsprechende •Entwickliing. Urn eine der .zweiten entsprechende zu 
halten, x6rd (6.1) henutzt, jedoch sollen der Einheitlichlicit wegen die Poterizen von 
11b durch die von I/c ersetzt .werden (das folgt aus (3.3) für = -(z - 2a + 2)). 
•Da niit ergiht sich als volistandige asyrnptotische Eiitwieklung für b -* 00, z lest 
(r ' = mm n (r, Ic - r))	 S 

	

I	/2-i	 S	
-	

• 

• U(a, b, z)	---- 1/_L. e	(- 1(a) v C	•	 S	 ' 

-00 1 
- 

18/2) 'a - 1'	 'a - 1 - in	
S 

x	' 	 l) 78-k (
	,•	) .9=0  C , = o \	/ k rn	 fl1 

1 00 (a)k J_(z + a + cos ta	k	-	 - CO k=O 
S	 k	r	-.	

Ic!
k-)"D 8	+	1	- S	

±r(_1Yno(ii) (a + k),-. z' 	(r +r	
a	

(6.2)	- 

24*
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7. Einige nunieiische Ergebni'se 

•	Zunachst scion einige Resultate zusamrnengestellt, die sich aus dñ Formeln (2.7), und (2.9) 
für Lka, b, z) ergeben. In der folgenden TabeJic I sind zu gewissen.Tripeln a, b,.z jeweils tinter- 

/ einander drei Werte angegehen: der (durch numcrisehe Auswertung von (1.1) -erhaltene) auf 
die angegebene Stellenzahl genaue Funktionswcrt, der Wert nach (2.7) und der nach (2.9) mit 
71 = 2d/x. 1)abei sind hei den asym'ptotischcn .Formeln die Teilsummen für n = 4 -berechnet 
worden. Die Zehnerpotenzen werden abgetrennt geschrie6e.n. Testrechnungen ergaben, daB 
'durch die Wahl rj = 2d/x die Approximatiofl der Funktiouswerte in dcm Bereich dci' benutzten 
\ Tcrte von a b z,gc,oiiuhir ij = 0 in (2 7) deutlich seibessert wird, \%ennglelch mit diesem 71 
nicht immer die optimaleAnriaherung erreicht	'ird. \	 - 

•	'	TahelIe 1: Werte /rU(a, b, z) mit (2.7) und (Z.9) 

a=1	 .--
i.

0 

z b	 10	 20	' 30 40 
+'	 S 

7.97474	-1 .	4.40269	-2 3.04967	-2 2.33457	-2 
•	 8.00409	 4.46450 3.04994 2.33463 

7.97591	 4.40282 3.04969 2.33458 

• 1.5b.	1.28389	--1	7.61309	--2 5.45931	-2 4.26750	-2 
•	 1.55603	 7.98180 5.53623	., 4.28965 

1.28442	 . 7.61534 5.46027	. 4.26796 

1.2Sb	1.81397 -	---1.	1.16634	-1 8.75849	' -2 7.06194	-2 
•	 •,	1.34539	0	-5.35889 2.26621	-1 1.23634	-	:1 

1.81404	---1	-	1.16645 8.76000	' -2 7.06:357	-2 

a=2  

' 2b	.	'5.37889	-3	1.74491	-3 8.60916	•	-4 5.12670	-.4 
•	•	 5.38447	•	1.74574	• 8.61054 5.12702 

•	 •	5.37919	 1.74497	• 8.60928	• 5.12674 

-	1.26597.	-2	4.80163	-3 , •	2.56849	/	--3 1.60919	-3 
•	•	.	1.31485	 5.01670	

' 2.62878 -	1.62822 
1.26650	 4.80444 2.56963	• 1.60968 

1.25b	-,	2.29642	--2	1.01960	-2' 5.99797	-3, , 4.01493	--3 
3.56415	-	2.95579 1.65914	-2 9.12650 •
2.29792	 1.02094 6.00610	-3 4.02091	• 

2b	 3.17349	, -4	•	6.32058	-5- 2.26955	--5 1.06512	-5 •
.	3.17356	•	6.32184	• 2.26984 1.06519 - -	•	

- 3.17350	-	6.32067 2.26957	• 1.06512 

•	'	
.

 

1. 5b	•	1.0327-	--3	 2.62002	-4 1.0.7256	--4 5.47902	• -5 
1.03337 •	 2.66750	• 1.09320,	•	- 5.55500 

•	1.03228	'	2.62100' 1.07308 5.48138., 

1.25b	•	2.29500	'-3	•	7.30914	-4 3.44597	-4 •	1.94734	-4	- 
•	

.	1.12739	-3 /-	 ,2.32340 719990	• 4.27984 
-	2.295-16	 7.32080.	-4 3.45561	•	- 414 1.95 	•	-
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Es zeigt sich daB Formel (2.7) für y = 2 (Lnd damit auch fury > 2) reclit gute Naherungen 
liefert, die mit groBer werdendem a sogar noch besser werden. Für y = 1.5 e 'trägt der relative 
Fehier bei (2.7) schon einige Prozent, und fury = 1.25 ist die Formel unbrauchbar, jedoch läBt 
sich mit (2.9) und demgewahlt,cn q der Funktionswert noch recht gut approximieren. 'J)urch 
noch etwas groBere , kommt man an den Funktionswert noch näher heran. Sq ergibt sich-z. B. 
fur a ='2. z = 1.25b und'b = 10, 20, 30, 40 mit , = 2 3, 5, 6 der Reihe nach 2.297 14, 1.020 10"	- 

i0.00104, 4.01629. Ahnliche Ergebn, isse veist Formel (3.3) für M(a, b, z); z < b bei'vergleich-
baron \\T eiten von lxi aus.  

Die Tabellen 2 und 3 ent.halten Ergebnisse für die Funktion M(a, b, z) nach Formel (4.3) und' - 
Mr die Funktion U. (a, b, z) nach'Forme! (5.10). IJntereinander sind jeweils vier Zahien ange-

• eben: der auf die angegebene Stellenzahl genaue Funktionswert, der sich aus. der jeweils 
ersten Reihe in der Formel ergebende Naherungswert, der mit der voltständien Formel er-
haltene \Vert und schlieBlich derWert, der sich ergibt, wenn man aLs zweite Reihe ii? (4.3) bzw. 
(5.10) nach dem Faktor ens ra nicht die aus (2.9) ,iiid (3.3) folgenden Reihen für , = 2(1 - a), 

•

	

	sondern die für 77 = 2d/x benutzt. Bei der Berechniing der Reihe.n sind wieder die Teilsummen 
4. Ordnung verwendet worden; die erste Reihe in (4.3) istfür ganzzahligc a endlich. VolIig 

- unbrauchbare \Vertc sindnieht abgedruckt und durch das Minuszekhen ersetzt. 

Tibelle 2: lVerte /ür F(b- a) P(a) M(a, b, z)/F(b) mit (4.3)j  

•	a=2	 .	,	 .	 .. 

Z b- .	b-	-	20	.	30	,	 40	- 
.4. 

2b	'	57.3155	 670.088 -	-J 10799.8	 192768 
57.3101	.	670.086	-	- 10799.8	 192168 
57.3160	. 670.088	 10799.8	 192768 
57.3155	 670.088	 107998'	 192768 

1.5b	3.01268 j-;	3.92927	 7.37347	 15.5230 
• -	. .	- 3.00002	 3.92446	'	- 7.37090 -	 15.5214',	- 

3.07096	 3.93356	 7.37409	 15.5231 

3.01269	 3.92927	 . - 7.37347'	- 15.5230 

1.25b '	0.839798	'	0.502 995	 - 0.456651 .	,	0.474 788 
0.816834 1	.,	0.492797	 0.450653	 0.470774 
-	- S	 0.626 258 .	0.525 683 

/	0839814	 0.503007	,	0.456660	 0.47,4794 

.	.	 .	 ,	 .	.	. 

• • .'	2b	120.078	-	978.254	-	13949.7	 233952 
120.078	'	978.254	-	13949.7	 233952	.,	0 

- 120.077	 978.20 1 4	-	 1394.7	 233952 
120.078	-	978.254'	-	13949.7	 233952 

1.5b	'4.34491	 3.57766	 ' 5.63636	-	10.7924 
4.34697.	-	' 3.57819	 5.63657	'	10.7925 
4.22317	 3.7266	 5.6:3585	.	10.7923 

-	4.34491	 3.57766	'	5.63636	 10.7924 

1.25b	0.961 349	 0.33372	.	0.240450	 0.218032 
•	0.965938	 0.3:35434	 0.2411:19.	 0.218422 

0.166617	- 
-'	

•' 0.961 348. -	-	0.333 969	 0.240448	-	0.218031 

\
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• Man sielit, daf3 (4.3) Mr y 2 sehr gute Näherungswerte liefert. Für y = 1.5 trifft das nurnocli 
bei hinreichend groBem- b zu, itnd für y = 1.25 ist die Formel in der angegebenen Form nicht 
rnehr hrauehbar. Dagegen ist der an Ietxter Stelle stehende Nitherungswert, (lei- mit ij = 2d'x 

-	erhalten wircl, auch dann rioch recht gut. 

Tabelle 3: Weute für U(a, b, z)-mi€ (5.10) 

-	bI+	20	-	.	30	 46 •	••	+ 

2z	218.642	 8581:87	. 355418 

	

•	218.641	 8581.91	355423,  
•	 218.643	 8581.91	355423 

•	 218.643	 858119!	355423 

1.5z	0.795900	 1.98604	 •5.16948 

	

0.787207	 1.98207	 5.16725 

	

•	0.971572	 1.99221	 5.17019 
• 5

	

0.795874	 1.98605	 5.16952 - 

1.25z	0.120268	 0.135483	 0.160296 
S	

0.0975113	0.124427	 0.153673 

	

• 0.103548	 0.134016	 0.160 133 

•	 a=3	•	 S 

•	 2z	53.5108	2113.21	 87822.1	.	. •	. 
S	 .53.5112	2 113.22	 '87823.4 

	

•	53.5110	2113.22	 87.823.4 

	

53.5111	2113.22	 87823.4 • 

1.5z	0.137 704 •	0.3:37315	 0.871 169 

	

0.138490	 0.337606	 0.871281 
-	 •	0.335286	 0.871011 

	

0.137722	 0.337:357	 0.871 172	• 

/	 1.25z	0.0161134	0.0169103	0.0191336 
•	 S	 •	 0.0192068	0.0179510	0.0196178	 . S 

	

0.0198601	•	0.0177059	0.0192127 

Des Bud ist ähnlich wie in 'l'abelle -2, docli sind die Näherüngswertc für y > 0.5 insgcsamt 
selilechter als in Tabelle 2 Mr y < 2 (die Werte fur z = 10 wurden daher weggelassen). Die Un-
genauigkeiteii sirid daher im wesetitlichen der zweitcn Reihe in (5.10) anzulasten, iii die (2.9) 
und speziell die Wall von il in dieser Formel eingelit. Es zeigte sich bei den Rechnungen, daB 

•	der jeveilige optimale i1 . Vert(der_die beste Nähcruiig lieferude 7-Wert) erhalten wird, wenn 
das letzte benutzte Reihenglied minimal wird, also die letzte und vorletzte Teilsumme möglichst 

•	. nahe beieinander liegen. Als brauchbare Nalierung licrfOr erwies sich i = 2d/x im Bereich dei 
•	verwendeten Werte von a, b, z, ausgenommen im Fall b = 1.25z. J)ie Teilsummen reagiereru 

auf kleine Anderungen von ij sehr empfindlieh, wenn y in der Nähe von 1 liegt.	 • -- S	-
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Anhang 

Die ab Abschnitt 2 benutzten Zahlen Dr3 genügen der Rekursionsformel [16] 

Dr3= (.s±r— 1)[Di +D r3 ']	(s2ganz;r= 1.... . s)	 (Al)-. 

mit Al = 1; dabei ist D03- 1 = D33— ' = 0 zu setzen. In [16] sind alle \Verte von D 8. für s	8

angçgeben.  

Die im Abschnitt 5 einefuh'rten Zahlen P,' traten — allerdings nicht in dieser Beeiclinung 

	

— bereits in [13-15] in den Koeffizienten der gleichmaBigen asymptotischen Entwicklug	- 
der unvol1stndigen Gamma-Funktion r(s + 1, a) auf. Diese sind dort in der Form 

•	 c, = (— 1)' [P (t)/t2 ' — (2n) !/2",i21n!]	(n € L\0) 

-in gegeben, und es ist 

P(p) = 2 P_i' -)- .,,2n+I1	 - 
1=0 

Dabei sind y, die Koeffizienten der Stirlingschen Reihe:	 - - 
/ 

['(x)	V2/xexz Xyn /xn	(x—i cc), 

und as ist yo	1, y = 1/12, Y2— 1/288, y = — 139/51 840, y, 	—571/2488:320 (weitere 
Werte siehe 19, 26]). Es ist	= y,,, und ails der in [14] hergeleiteten Rekursionsformel für 

die. Polynome P, 

=. (I ± it) [(2n — 1) P3_1 (,t) — 1iP_j (1t) + yy2 'i	(it E N) 

init. P0 (1i) = I j p, folgt für 01 5 die Rekursionsformel 
øt1 =(l— l)	±10....1 - (n€ N O ; l= 1,c..,2n 4-2);	 (.A2) 

dabei ist P(:. =	= 0 zu setzen. lnsbesondere ergeben sich die Bezichungen P 1 5 = 
•	= (2n)!/2nmm!,	= (2n ± 1) P/3. Es gilt2 —1

2n 

	

' (-1)(J)1 = 0 für jedes n	1.	 (A3) 
1=1 

Für n = 1. 2, 3, 4 sind die Werte von 01 0 am Etide des Arihangs angegeben. 
Die Zalilen 7',, wurden durch (5.9) eingefuhrt.. Da für in = 1 alle Binomialk-oeffizienten in 

(5.9) gleicb 1 sind, gilt nach (A3) T1 " = 0 für alien; fernel' ist T =	= (2n) !/2 3 n W. Ails 
2n	 2n	 I 

	

'(_1)m	= .L' H 1) 1ui i ' (_l)m (	foigt, da für 1 ^ 2 die letzte Summe ver- 
•	mI	 1=1	m=l	 — 1j	- 

scliwindet und für-I = 1 nur tP" ubrigbleibt, E (— I)m T,,,"

	

,, =	(n € NI ).-Dureh Anwendung 
rn=2	,	 II — 1 \	ii — 1 

cler .Rekursionsformel (A2) ergibt sich aUS (5.9) wcgen (1 — '1) ( -	I = I 
/1-1)1,	/ .1'	'Il\	 \m-1/	- \ifl 

-I- (in — 1)(	 die Darstellung 
)- 1 	— 1/ 

= (in — 1)	(-1)' 
(1 + 1	 (A4) 

iiiicl claras,wegen
in 

t hi=	
.3	

I )+(
m,

l)  die. Rekursionsformel 
1/ (vt —	 — 2  

	

1 = (rn — 1) [J2 + 27, 	T]	(n € N ln, = :3.....2i ± 2)	(AS) 

in it T2 1 	1; dabei 1st '' +i = 7 n-- 2 = 0 zu setzen. Für in = 2 foigt ails (A4) T0" 1 = 

	

2n	 2n	 .	- 
— 2	(U- 1)'	t2 +	' (-1)' (1 — 1) (P,", also wegen (A3) twid (5.9)	' =	" ± T2'. 

	

1=1	 1=2	 -	-	 - 
= y, +	l)ie Definition T,11	vsteilt sich nun als sinnvoll heratis, denn veen T in= 0 
gilt darnit (AS) auch Mr m = 2.
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'J'abelle der erslen lVerte von	- 

nl-	2.	3	4	5	6	7	8 
•	 +

•	1	 . 
2	.25/12	-5'	3	 - 
3	49/288	77/12	105/4	35	15 

• .	4 -	221/51840	149/288	2513/96	1883/12	1:365/4	315	105 

Tabelle der er.stn IVerie von	 -	
- 

-	n m-	2	 3	.	. 4.	'	5	6	7	. 
•	 'I,.	 . 

2	. 13/12	4	 3 
0	 3	313/288 . -	37/3	145/4	40	15	 . 

4	56201/51840 2089/72	17857/96 1498/3	2625/4	420	105 
5' -
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