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Far die konfluenten hypergeometrischen Funktionen U(a, b, fz) und M(a, b, z) werden asympto-
tische hntwlcl\lungen hergeleitet, die fiir groBe reelle Werte von bund 2 = yb (¢ > 0, y > 0, -
‘fest) gelten. Es werden die Fille y < 1 und y >. 1 untersucht. Die Resultate enthalten die *
_asymptotischen Entwncklung,en fir b — co, z fest, und die w ohlbcl\anntun Entwicklungen -fir

2z — o, b fest. o :

BblBO,’XHTCH acumnmwmecm{e PasNoMeEHNA A  BLIPOKAEHHBIX CHIIEPreoMETPHYECKHX
¢ynrunit U(a, b, z) 1 M(a, b, z) npn Gosbuion fefiCTBHTENbHOM 3HAYECHIH b1l z = yb (@ > 0,
y >0, (pukcupoham,l) _Mccnenyrorca cayuan y < 1 1y > 1. PeayabraThl BRAOYAIOT aCHM-
ITOTHYECKHE PA3JIOsKeHUs AP b — co, z(blmcnpouauo 11 XOPOLIO H3BECTHbIE PA3J0HKEHHA NIPH
2 —> 00,’b (bm(cuposauo .

’ .Asymptotm expansions are denved for the confluent. hypergeomctnc functions Ul(a, b, z) and
M(a, b, 2), holdmg for large real values of b and z = yb (¢« > 0, y > 0, fixed). The cases y < 1
and y < 1'are investigated. The results include the asymptotic c\pdnsmns fir b - oo, 2
fmed and the w e]l known expansxons w hen z — oo, b fixed.

» :

1. Einl_eikt\ung ' \ . . B

Im Hauptteil der Arbeit (Abschnitte 2—5) werden asymptotische Entwicklungen
fiir die konfluenten hypergeometrischen Funktionen U(,'b, 2) .und M(a, b, 2) fiir
‘reelle: Werte von «, b, z hergeleitet, die bei festem « > 0 fiir b - oo und z = yb
(y > 0, fest) gelten. Getrennt werden die Fille ; y<1 und y > 1 betrachtet. Zur Her-
“leitung der Ergebnisse werden die folgende\n bekannten Integralda:stellungen ver-
wendet :

oo : . . . . \

Ula, b, 2) = @ f (1 )° a-lgy 4 (¢>0,2>0), (1.1)
] ' . . - "’ 0 . ) " , ! L
= — 11(b) - ~iiga— _‘ b—ag— R ’ ' , <
M(a, b, 2) = ——_—I"(u.) b —a) f et A (1 0° Ydt. (b>a>0). .,(1.2)
~ 0

" In Abschnitt 6 wird gezeigt, daB die beiden Entwicklungen fiir y > 1 die bekannten
asymptotischen Entwicklungen fiir z — oo, b fest als Grenzfille enthalten, und aus
denen fiir y < 1 werden die asymptotischen Fnbwncl\lungen fir b - oo, z fest-her-
geleitet. In entsprechender Wéise kann man aus den Resultaten auch Entwick-
lungen erhalten, die gelten, wenn b und.z von unterschiedlicher GréBenordnung gegen
- 00 streben. Durch einige numerische Beispiele wird in Abschnitt 7 die Brauchbar-
keit der crhaltcnen/ asymptotischen Entwicklungen demonstriert. ‘

N



362 - H.-J. ScurLL.

N ‘
Bereits in [20] fmdt,n su,h asy mptohscho Entwicklungen von Ul(«, b, z) und M(a, b, z) fur '
" groBe Werte von b (« fest), die sogar gleichmiiBig beziiglich 2/b in jedem kompakten Teilinter-
vall von (0, o) giiltig ¢ sind. Sie sind mit Hilfe neuer Darstellungen der Funktionen durch kom-
plexé Kurvenintegrale erhalten worden und haben den groBen Vorteil, daB sic den Ubcrgang
vom Fall y < 1 zum Fall’ y > | erfassen (dllerdmgs nicht die Fille y = o(1) und y — o).
Diesen Vorziigen steht, vom praktischen Gesichtspunkt bctmchtet, der Nachteil gegeniiber,
daf3 die asvmptotlsche Skala parabolische Zylinderfunktionen enthilt, so daB dic Hindhabung
der Entwicklungen erschwert ist. Zuvor war der Fall y ~ 1 schon in [6, 7] untersucht worden.
DixGLE gibt in seinem Buch [5] die Anfangsglieder asymptotischer Entwicklungen der Funk-.
tion M(a,.b, z) fir b - 00, z < b, 2> b und z ~ b sowie der Funktion U(a, b, z) fiir b — oo,

z > b an. Seine Entw mklungcn sind denen in dicser Arbeit dhnlich. oder stimmen _mit ihnen "> © *7~

iiberein; jedoch.werdén bei uns die Reihen alle vollst,andw mit ihrem allgemeinen Glied ange-
geben und nicht nur die Anfangsglieder bestimmt. Wmtcre Teilresultate, auch immer nur mit
den- Anfangsghcdern der Entwicklungen, finden sich in [8, 18], doch konnen dort Variable
teilweise komplex sein. Andére Autoren haben asymptotlschc Entw 1ck|ungen der konfluenten
hypérgeonietrischen Funktionen fiir andere als die hier betrachteten Fille bzw. solche fir die- !

Whittaker-Funktionen angegeben [10, 11, 17, 22, 25). Besonders erwihnt seien die Ergebnisse

von Woxg fiir Wy, ,,,(z) unter den’ Bedingungen z — oo, k = ofz),m = o(l/_), woraus sich far
", Ula, b, 2) die Bedingungen b — 2a = o(z), b = o(]/z) ergeben )

N

. Eine asvmptotlschc Fnt\ncklunv von U(a b, 2) fiir y > 1

N
.

* Zur Herleitung der asymptotlschen Entw 1cl\lnngen /ellegcn wir in bel\anntel Weise
die Integranden von (1.1), (1.2) in.ein Produkt aus einem schnell und einem langsam
variierenden Faktor (vgl ctwa [3: Kap 19, 33]): Die Maximalstelle des schnell
varuerenden Faktors ist eine der kritischen Stellen, die fiir die Asymptomk des Inte-
grals einen Beltrag liefern konnen. Die beiden\Fille 3°< 1 und 'y > 1 unterscheiden
sich darin, daB die Maximalstelle. in einem auBerhalb, im anderen innerhalb des Inte-
grationsintervalls liegt (fiir y = 1fillt sie im wesentlichen mit der unteren Tntegla-
tionsgrenze zusammen). Dabei verhalten sich U(a, b, 2) und M(«, b, 2) in den beiden’
Killen entgcgengeseblt Bei Ula, b, z) liegt das Maximum auBerhfllb dcs Integra-
tionsintervalls, wenn y > 1 ist, bei'M(q, b, 2) aber fiir y < 1.~ .
Wir beginnen mit U(a, b,2), y > 1,d. h;, z > b. Von den Lerlegungsmoghch-

I\eltcn des Intcgranden sei l}machst dle fo]gendc gewihlt (v gl [5: Kap 8] [6h:- -« o

an,@z)::fﬁO‘”fef“m“”[Kl4—0P—‘dh
0 . : . .

. (2.1)
gl bz =2t —dIn (140 mit d=b - 2. "
Dabei darf wegen b— o0, « fest, angcnommen wexden daB (l > 0, ist: Der schnell *
varuexende Faktor exp (—gla, b, 2, 1)) hat dle Maximalstelle {, = —a/z mit
x—z—d:z—b—{—Za-*(y—l)b—Zu ) ’ o (3‘))"_

Unter der Voraussetumg z>0oderz>d (womit der Fall Y > 1 elfaBb ist) wnd
th < 0, licgt ¢, also auflerhalb des Integratlonsmtervalls, und mit b — 00 ist auch
x —> 00. Aus (2.1) folgt N

Ut b, z)~1(a)'lofe—rf/(a bafd, @y

f(q., b,z t) = [t -+ l)]"‘l exp {d[ln,(l + 1) - _t]}.

Ve
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. tische Entwicklung -von U(q, b, 2) ist. ‘ "

, :
Die asymptotische E’ntwicl\lung ergibt sich nun mit Hilfe einer Modifizierung des
Watsonschen Lemmas. Seine unmittelbare- Anwendung ist nicht méglich, da nach
(2.2)sauch ‘der Faktor f(a, b, z,t) von dem groBen Parameter z abhiingt. Dessen
Potenzrelhenentwncl\lung (siehe (2.5)) hat aber die spezielle- }'onn
b A ‘ l :

fla, b, 2z, 8) = 3 Cmlus b, ) gatm=1_ .. -

. m=0 ~ L . . -

wobei sich ¢, additiv aus Summanden von héchstens der Ord’nun}‘g O(x'™?) zusammen-

setzt. Beim iiblichen Beweis des Watsornischen Lemmas wird fiir den. N-ten Reihen-

‘rest, 7y (t) der Potenzreihé einer Funktion #(¢), fiir den ry(¢) = O(ts+ ¥ 1) fiir ¢ — 0 gilt,
. . [ R A

die Aussage f‘e""r_.\-(t) dt =\O(5_r:‘“_"') bewiesen. Hicr aber ist:,r':\- = 7y(z, t), und fiir

=N
diejenigen "Summanden herausziehen, deren Ordnung gloBer xsb als z==Y (fur
m > 2(N' — 1). treten solche Summanden nicht mehr auf). Diesetr Teil der Summe
2AN—1) ) _ .
sei mit Z' i (a b 'r,) e + m)/ a+m hezeichnet. Statt r\(x, ) wird nun
- .

14

S : o Na-1 HN—1)

ry'(x, ) = /(a ‘b, 2, l) - c;,,(a b, .1)!‘““""l —. 2 cp'(a, b, x) it "‘L’”" :
m= 0 m=N

- . In

betlachtet Die letzte Summe ist auch von der Ordnung O(t" ¥-1) fiir t — 0,s0dal
in einem Intervall (0, T\] eine A})S(,h‘lblllllg der }-01m |r\ (, t)] € Ky(z) 1a+¥5-1
(1\,1(\ >0)g|lb also:st > N

;

'

_“7'1\"(?1', {) dtl S Kylz) MNa + Nj/’x””., ‘

Die Poten/,relhenent\\1cl\lung von ry'(x, t) enthalt nur noch sol(,he Koefflnent(,n
Cm> fiir die . - g

Ts
f e = c,,,(a, b, x) arm=ldt = 0(1:“”‘ ¥
- i ‘ - N
. ' . @ ) . .
ist, und dahel lsb Ky(z)'= O(l).'ﬁDa f.é"'r_v'(x, t) dt von exponentieller Ordl'lung
klein w1rd, ist somlb © Ty oo

. f Q-zl_fr,\,'(x, [) dit = O(x—a'— ‘\.) ,
0o . '
bewncsen Das heil3t, daBdlcausdcrfo:malen Entwlcl\lung Z 6,,.(a,b x) F(a Y m)/20+m

m=0
" durch Ordnen der (-lledel nach der Skala {z—m) ‘entstehende Reihe eine asympto-

.
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-

7

7 .
_ das Integral iiber e ry, _ ~ R g
. ’\—1 -
fc #f(a, b, 2, ) dt — 3 emlu, b, 2) MNa + m)/a,‘”"'
. m=0 )
N 4 SN -1 " .
gilt diese Aussage nicht. Man kann‘aber aus der Summe 2 c,,,l( + m)/z*™ alle -

\
1
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. - .
AusInfl + ) ~t = I (=1)=1 17 |t] < 1 folgt
=2 .
‘oo : - (=1 ‘
d(In{1+0)—¢) — IV‘ _] k A k’ I )_’.. s - — . 24
e ST e A~ DA DA (24).

Die- Summatlonsbedlngung () bedeutet, daB iiber alle mchtncgatnven ganzen ; mlt

g Lo+ k2 = R zu summieren ist, und esist r = 2, + .-+ + 2. Speziell sind oy = 1
“und «, = 0 (da dlc Summatlonsbedmgung fun k= 1 mcht crfullhal ist). Durch
. N\ - —~1 -
\Iultnplll\atlon von (’ 4) mit der Reihe 1+ L ( ) ¢, 1t < 1, und mit
te~1 folgt. weiter (k + I = m) =0 o,
e Lo A
“fla, b, 2, t) = ‘}j (— l)'“ gmta—l )—’ (=1 ( l ) it - (2.9)
. m=0 {= 0 b o

Wegen fe"”l‘”"‘ ldl I'a + m)/ze*™ = I'(a )(a A/z¢Tm (hier bedeutet (a), das l

Poclzhammer-Swnbol (a)(J =1, (¢)n = a(a + 1) (a m:— 1) fiir m = 1) ergibt
‘'sich nach glledwmsex Integration von (2.5) fur U(a, b, z) die fonmale Fntwncklung

=]

. x'“Z:fo(—l (@) /.1:"‘2(—1) ( ; 1) Kppei -

: . da —1 - ‘ — ' . '
- Wegen (a . ): (¢ — l),/l! ist (u),,,(« ! 1{) = (@ — ) uafl!. Nun ist zu beriick- .~

. y . 4
- snchtlgen daB in «; der Faktor d7 auftritt, der asymptotisch dquivalent z" ist. Daher
kénnen in der formalen Entwicklung Summanden mit dem gemeinsamen Faktor
q = d/z, fiir den dlso ¢ X 1 gilt, und seinen Potenzen abgcspalt(,t, werden. Mlt
n=m —rcxha]tman da2r<m —l=7r-+mn—list,

. - a — 7’1/)2"
'U(u b, 2) i nZi)rJ«” {——'— !
. T(=1 )n+z ‘ i 1 }
U s “— ’
(=0 'H(u) 29t e Zperin! (= L 1)l
(2'6)'. :

+,§" £

Die Sumfnationsbedingung (**) bedeutet, daB iiber alle nichtnegati\ en: ganzen J;
mit Z, + -0 4+ A0y =1 21 summleren ist, fiir die 2, + 273 + -+ + (n — ) 2,4y
=n — llst SchlieBlich sollen ndch die in [16] emgcfuhrten Zahlen D mit s = n — [
benutzt werden, die gerade durch .

D,~=(r+s>'21/(/2 a1 25 (s 1))

/

" definiert waren (daz.u siehe den Anhang, insbesondere (A1)). Dann ,ergibt sich aus
(2.6) fir b — 00, 2= yb, x> 0 die asymptotlsche Entw:cl\lung

\

- ] S (0 _ n)g,, n n (—1)* D’ . . i
U, b,zy & x7¢ ) — i ——=+ 3y — Nt S)ontr—s(>
((L\b .Z) T ,5‘:0 x" { 2! ,‘: o—r (n —8)! (r + s)! (e nv Shentr—s

(2.7)

\
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x=2—b+ 24 qg= (b — 2a)z. Wenn man diese mit .n = 2" abbricht und die -
Glieder {...} ausrechnet, erhilt man die in [3: Chap. VIIL, (87)] mit der Ergiinzung
in (81) angegebenen ersten Glieder einer asymptotischen Entwicklung fiir U(«, b, 2).
- Ks ist verstandlich, daB mit dem eingeschlagenen Weg der Herleitung von (2.7)
keine realistische Restabschitzung erzielt werden kann. Die durch Anwendung von
(2:7) zu erreichende Genauigkeit bei Funktionswertberechnungen hingt wesentlich
von z ab. Mit kleiner werdendem z, also mit der Anniherung von y an 1, verschlech-
tert sich die Approximation (siche Abschnitt 7). In diesem Fall ist es zweckmiBig,
die Zerlegung in (2.1) so abzuindern, daf3 . , o ’
—gla, bz, t) =2t < (d — ) In (1 +¢) ’ ' ) T (2.8)

mit einer geeigneten Funktion 5 = #(«, b, 2) mit # = o(b) wird. Dannist (1 + u/x)?

. ! . . . 5 . D)
mit p =« —Il -1 zu entwickeln, wodurch dic Koeffizienten (71 ) auftreten und

daher die im AnschluB von (2.5) vorgenommene Zusammenfassung nicht moglich
ist. Im itbrigen verliuft alles wie zuvor, und es ergibt sich

) L E @ PN L B oy e e DA (P
Uaba~m L x{() + 5 £ (=10 +S)!(n _S)},

7

(2.9)

=z +mn p=a—14+7n q =@ —nlx, gi]ltig fir b - 00, z>d — 5. Die
Entwicklung (2.7) ist hierin’ fiir 7 = O enthalten. Es ist bemerkenswert, daf sich
durch geeignet géwihltes  mit (2.9) eine betriichtliche Genauigkeitssteigerung-gegen-
iiber (2.7) erreichen lidBt.- Dieser Effckt wird dadurch erzielt, daB fiir ein solches die
Betriige der Entwicklungsglieder rasch abnehmen, bevor sie wieder. wachsen. Test-
rechhungen zeigen, daB fiir den Funktionswert mit (2.9) — trotz schlechterer An-
fangsniherung 2,7¢ — im Vergleich zu (2.7) mehrere Dezimalstellen zusitzlich er-
halten werden konnen (vgl. Ab’schnitt 7). Offen bleibt die Frage, wie 7 optimal zu
wihlen ist. ’ . o :

. ; ) \ -
3. Eine asymptotische Entwicklung von M(e, b, 2) firy <1

Wenn man in der Int-egra-lda.r-stellung (1.2) \i'on M(a, b, z) cine entsprechende Zer- -
ltiagung wie fiir U(a, b, z) in (2.1) vornimmt, erhilt man '

_ i .
) M(a,b,2) = A G R f e—stabaiy(1 — ¢)]o-t df,

Ta) b~ a) (3_.1).

. 0
',‘g(a,b,z,t)=—Et—dln(l—t). L

Die Maximalstelle von —g(u, b, 2, ¢) ist ¢, = z/z, wobei z dieSelbe Bedeutung wie in
(2.2) hat. Jetzt werde z < 0 oder z < d vorausgesetzt, so daB ¢ wieder auBerhalb
des Integrationsintervalls liegt (z < d ist fir y < 1 erfiillt). Nach der Substitution
"y = —at folgt aus (3.1) . : :
-

f e uf*(w, b, 2 ) du ‘ (3.2)..

0 . . .

') 1
(@) (b "= a) (—x)°

M(u, b, 2) = »1.',

mit

~ ¥« bz, u) = [u(l + w/z)]*~! exp {d[In (1 + u/x) - w/z]y. "
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“Damit stimmt das’Integral in (3.2) bis auf dic obere Grenze mit dem in (2.3) iiberein,

wenn daun noch.u =t substituiert wird. Fiir b — oo’ strebt ‘aber auch z — oo; und
o0

du, Tnteglalc fc tum du sind d&lll] von exponcntxcll kleiner Ordnung Somit kann

s

7—x durch oo cx‘set7t \\erden ohne daB sich die asvmptotnsche Entwicklung_dndert,
- d. h,, esgilt (2.7) auch fiir M(a, , 2), wenn man den Faktor z=¢durch (I'(b)/T'(b — «a )
>< (=)= crsct/t Andert man die /erlegun’g des- Jntegranden so ab, dal —g(a, b, 2, t)
=2l + (d — ) In, (1 -~ l) 7/ = o(b), mrd erhilt man in Analogle zu (2 9) firb — 00,

,'z_‘/bxl<0 . ‘

e — a)(—z,)° n=0 "

. n N ., n 8'( 'Drs P v
. +r§x(a Hha s;.; (=1 (r + s)! (h — s)} C (33)
'+ Wegen I“(b)/11<b R a) ~b® (b— o) ist also Ma, b, 2) ~ (b/(—z,))* = (1 _.y
— (20 + 7;)/b)—“ ~ (1 = y)e. . . \ . _

~ ' ! ~

1. Eine asymptotische Elntwicklung von ¥ (a, ’b &) firy>1 -

'Lm eine asymptomsche Entwncl\lung von M(a, b z) fird - oo, 2 = yb y > 1 zu er-
halten wird die l*orme] :

_ ) ! ' ey
M , b, —_ E(a -b)xi eU _ _:_ _ TN\ eqai b, ,
. "_(a b 2) 1,(a)e ‘ (b «, b, —z) /'(b - e U(«, b, 2) :
S ‘ ' (4.1)
=1 fur Imz>0,e= —1 fir Tm 2<0 herange/ogen [8: hap 4] Sle kann fm
-reelle z in der folg(,nden Form gcschueben wcrden [5: Kap.4]: - . ,
B Lo oy T
N B . s Uy == 200 I — 4y« =0, — 7 .— ’
. o ‘]ll(q\ b, 2) = f‘(u)s(f.z y;'( - 2 b 2) + cos na b - Ua, b, 2),
: S : (42
. mit ) - '
wla, b, 2) = P(a)‘l fif“u"‘“(] + u/z)"“’_l du. v

- '

"\ Dabei ist im cf: sten Summanden das Integral, durch das. dcﬁmert ist, als Haupt-

g wert aufzufassen. Sein Wert bestimmt sich, indem in der- l\omplexen Ebene lmlgs

" zweier von 0. ausgehendén; zur reellen Achse symmctnschen Halbgeraden, die einen

"~ . Vkleinen Winkel zur reellen’ Achse ewschlxeﬁen integriert ‘und von den Werten das
"+ Mittel genommen wird. Fiir ¢ >0, 2.> 0 ist y(q, b, 2) = z“U(a,b z), so daB (2.7)
‘(oder 1(2.9)) eine. asymptotlschc Entwicklung fiir w(a, b, z) im Fall b~ oo, z — b,

.y > 1) liefert. Wie in [5] begrundct wird, darf man in dieser, um eine asymptotische

Entwicklung fiir w(l — a,2 — b, —2) zu erhalten, die Variablen «, b, z der Reihe-

nach durch 1 — «, 2 —b, —z ersetzen. Dabei sollen noch-abkiirzend die Be/elch-'

‘nungen ¢ = b — 2, w = ¢ — z verwendet werden. Benutzt man (2.9) mit 5 = —2q,
wodurch sich fiir ganzzahlige a wesentliche Vcremfachungen ergeben, so sind der

. Reihe;nach. P, 21, g, durch« — 2, w, —c/w zu ersetzen, und der fiihrende Term’ w;rd
(—z/u,)l a, }<ur den Faktor U(a, b, z) im zweiten Summanden von (4.2) kann auch die

N . i . . N _/ o

N
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- L . ' L W
asymptotische Entwicklung (2.9) eingesetzt werden, wobei aus Griinden der Ein-

heitlichkeit der beiden Teilentwicklunigen # = 2(1 — «) gewihlt'sei. Diesesy ist aller-
dings aus numeérischen Erwi agungen héraus nicht - besonders giinstig (sieche Ab- °
schnitt 7). Dann wird p = —a + 1, 2, = @, g, = ~cfw, und es ergibt sich aus (4.2)

fir b > 00,z = yb, y > 1

M(u,i), z) & ') ez~ °(—w)“_‘.§’—(1 — W {(a. B l)

1'(«) i im0 w" " |
e () Eer )
c=b-2 wec—a .

') Eine a\symptotische Entwicklur'lg von U(d, b, z) firy < 1

Zur Herlcxtung einer acymptotlschen Entwicklung fux U(a, b,z) im }‘all b 00,
z<c kann v on der aus (4.1) folgenden Beziehung .

U(a, b, 2) = %;)a) eiz“"’ e—"i‘“—‘.’tp(l — (i, 2 b, —2)
A )] (;)"') M b,7) . 6.1y

© ausgegangen werden. Ihr erster Summand unterscheidet sich vom ersten Summan-
‘den in (4.2) um den Faktor I'(b — ) e~*e-1/(b), s0 daB fiir die gesuchte asympto-
tische Entwicklung die erste Teilreihe von (4.3) bis auf den neuen Vorfaktor I'(b — a)
X e2'~bws-1/"(a) ibernommen werden kann. Im zweiten Summanden von (5.1) ist
fiir M(«, b, z) die asymptotische Entwicklung (3.3) einzusetzen, und es soll = 2(1 —a)
gewshlt werden, wie im Abschnitt 4. Wie dort ergibt sich dann fur b>o0,0<z2<ec
die asvmptotlsche Entw ml\lung

U.(u)b)z)QM(,“l b8 IZN (1 —a) {(“-2)

I(a) w" n »
. . N . \ . -
. . . ‘l‘, v . _ . i r'omn e « — 2 D{
| A e =) (w) & (=0 (n—s) =L

| A
— : +zcalcosmc2 ~1) “n {

n=0

.'=

-

o Eevesn () Ser (T A5 e
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Beachtet man (1 —«, 2 — b, —2) ~ (b — a, b, —z), so crglbt sich nach Substi-

tution 1 — w/z = —¢ ful den. ersten Summanden in (5.1) formal
(re - @)/T(@) €20 c=ie=by(i <, 2 — b, —2) .
' o0
— eza DC 11(11 1)1‘ f‘u uub a— 1(1 . u/z)a ldll
0

a)—lfé_—_:t,a—,iu + ¢)o—a- 14y, S "
-/ : .

wofm im- folgenden abkiirzend U*(«, b, 2) geschrlebcn \\erdc, und durch Suhstltu-
tion ¢ = —z fiir den zweiten Summanden

(I'® = a)/T(b)) e —WM(U b,2) = I(a) e ™o [ e (—7)7 (1 /2t 0t dr

-1

]

. . Co : ’ 0 . ’
_ oo . - 1f(,"l" 1(1 )baldl

--1

\

Das hmﬁt/daB (8.1) formal (fln gjall?/ahlxg(, « > 00xakt)ala Aufspaltung des U («, b, z)

* . definierenden Integrals iiber [0, o0) in die Differenz zweier Integrale iiber [ —1, oo)
und [ —1, 0] interpretiert werden kann. Daher ist die erste Teilentwicklung in (5.2)
_die asymptotischie Entwicklung von U*(a, b, z), und diesc’ 1iBt sich auch unmittel-
bar aus dem Integral herleiten. Wie sich herausste]lt.n wird, hat sie dann eine andere
Form als'in (5.2).. .

‘Der lnte_grand H{u, b, 2, .) von U*(a, b, z) SO“ gemiif

Ha, b, 2, t) = e~ 9“‘” “[1/(1 0P,
gla, b, z,‘l) =zl — cln(1+48,  c¢= b,—— 2,

zer légt werden. Die \'Iéximalst(.lle von exp ( gla, b, z, )) ist ty == w/z mit w = ¢ — z,

(5.3) .

" und wegen ¢ > z wird w > 0. Durch die Substltublon u = 2(t — &) /l/Zc ergibt suh.

aus (5.3)
‘ / . ;9 /2_ . & fp\a—1 . \ .
[ ( bz M) T o (S 0,0,
. z z Az c =
‘ . ‘ ' - ¢ (5.4)
11 4+ veufwle—1 % \ 2
‘/(a, b, z, u) :’ [—1—;—/7] exp (c In (1 ‘—}—.«/u) — 7-+'u2), y_% V-c—
Der unteren Integratlonsgxenzc t = —1 cntspncht u= —1/y. Aus
Celn (i + yu) — 2'u/~/ + u2 Z‘ (—1 )i- ‘c(yu Wi, o jyul < 1,
i . i=3
folgt ' ‘ _
exp (¢ In(1 4 yu) = 2u/y + u?) = Z % yu)"
5 N (5.5)
.uk'=2( DmeT/ (gl oo 2t B k).
. (%) -
- /- \

R
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Dle, Summatlonsbcdmgung '(*) bedeutet hier, daB uber alle mcht,negatlven ganzen
Aimit 3k + -+ -k kiy = kzusummieren ist, undesistr = iz + -+ + i Speziell sind
o =1lund u; =y, = O Fiir die gleichen u ergibt sich mit § =1 — c/u

‘ l+ycu/u )i ; ‘ \
. .1+ 1+ﬂi%l(—1.yzt) S o .

und weiter

1+ ycu/w“ ! ® -1\ . & . i.—_l, 1 LY
( 1+ yu ) k%(,k )ﬁl':k(_l)'k»—l ‘(yu) .

(=]

PRY

“oder - . B
1+ yeu/w\e—? ® _ L '(a —~1) (l - 1) .
. (“.1 = ) =2 (-1 Syu)t, 8 — 1,25, o8 A | ﬂ :
' " \ , . - . T i . (5-6) '
Somit. folgt aus (5.5) und (5.6)
fla, b, ) = by (~1yr (wu)’"Zﬂm S RCK)

. m=0

Nach Emsetaen dieser Potemrelhe in (5.4) und- gliedweiser Integration (wobei iiber
dle Grenzen Fntsprechendes wie in Abschmbt 2 zu bcmerl\en lst) ergibt’sich. wegen .

fc "1(,2"’ du = (2m Y /2mm ! fiir f e~"f(a, b, 2, u) du die formale Entwlcl\lung
-0 L . . o=y . ~ :
: 2m ! '

Vr X (@2m) emamm1 PIgTLE o
m=0 / \
Da u,,_ Potenzen von ¢ enthalt muf} noch umgeordnet werden Mit n = m — 7
geht die lct/te Entwicklung in die Form L N

'1/;;2 o' 3 (—1ymn (2m)'/""‘m'

n=0 m=n
‘3n—m . 0 . . A . ’

CX X 00 X (A Gageaeg1 38 e (20 4 2 — Dheny) (5.8)
=0 (oe) ' . . '

iiber. Die Summationsbedingung (#+) bedeutet hier, daB. iiber alle nichtnegabiven
ganzen A; mit Ay 4 --- + Zppipy = m — 7m0 zu summieren ist, fiir die 2; + 22; 4- -

+ (2n — 1) Aopyou = 2n — List. Um zu emer vereinfachten Darstellung.zu l\ommen .
werden noch die Koeffmenten ¥ o
‘ —(—1 X (=1 (2n+2r)v/z"+'(nJr)v I LT .
- : (s%e) ) : .

T % 1/(2! -+ Agnea-t! 3k ... (20 + 2 - g)l.n,{..')

‘m € N;I=0...,n) eingefithrt. Die Summationsbedingung () bedeutet hier, daB.
itber alle nichtnegativen ganzen ; wie oben in (%) zu summieren ist, wobeir = m.— n -
ist. In [13, 14] wurde gezeigt, daB &," die Koeffizienten y, der Stirlingschen Reihe
sind (weiteres iiber @;" ist im Anhang enthalten). Endlich sollen die §, wieder aus-
fiihrlich wie in (5.6) aufgeschrieben und die Summation beziiglich s und [ vertauscht

: / ,

24 Analysis Bd. 9, Heft 4 (1990)
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werden. Somit ergibb sich, wenn man noch den ];;aktor a'ué' (5.4) beriicksichtigt,
1 20 c+1 [,\a—1 . ) ,
U*(a, b, 2) '~ YZoo ey ha ol
: I'(a) c o \z c

) | '~ XZ {/" I,é,l( : )lgmle‘"(—l (7;__11)‘7’1"}

Zur weiteren Vcrcinfachung werde

11 S '
_Cf",,;"'-;— v'(-—1)’( ' 1)(1?," (n € IN;m:],...,:%_z) und” 7% =y, °

-~ t=m

9
defmlelt wobei T'* = = 0 ist (siehe Anhang) Dann erhilt mzlm _]Cb?t a.nste]le voii. EZ 2)
firb —>o00,2<c dlc asymptotlsclhc Entwicklung . . .

U(a,.b, f) ~ jw:a) -261 e (;)H'l (f)ﬂ ' ':0 % 2_"0'1,,," (" ; 1) .ﬂ'" ’
| | . '_;_vcosnau%é?o(_‘l)"%{(lga) -~

e R

c=b—-2,w=c—2p8=1—clu, T,"siche (5.9) und Anhang. Numerische G;'iixide '
waren dafiir ausschlaggebend, daB zur Herleitung von (5.10) von der Zerlegung in
(5.3) und nicht von der in (2.1) ausgégangen wurde. Zur Erziclung der glelchcn Ge-
nauigkeit benétigt man nimlich mit’(5.3) weniger Reihenglieder.

Die Anwendung dersverallgemeinerten Zerlegung (2.8) statt (5.3) fuhlt hler nicht
zu einer nennenswerten Genanigkeitssteigerung.

Der Verglelch von (5.10) mit (5.2) zeigt, daB sich der Vorfaktor von (5.10) ergibt, .-
indem man in (5.2) I"(® — «) durch die Stlrlmgschc Formel ersetzt, und es ist zu ver-
muten, daB dic erste Teilentwicklung in (5.10) durch Multiplikation der Stirling-
schen Reihe fiir I'(b — «) mit der ersten Telle,nt\vncklung aus (5:2) entsteht. Davon
ausgehend laBb sich die erste Teilentwicklung in (4.3) ersetzen durch

o7 ¢ \e+1 w\e—1 ® 1 *.m‘,’
«___ 22 ew (= - —_ ¥y T, m
I'(a) I'(b — (L)V ¢ © z) ' ( C) n§0 ¢ m=o ( )ﬂ
b Grenzfille

Aus den in den Abschnitten 2 bis 5 erhaltenen asymptotischen Entwicklurigen lassen
sich solche fiir die Grenzfille z — o0, b fest und b — oo, z fest herleiten. Zunichst sei
“Ula,-b, 2) filr z— 0o, b fest betrachtet. Dann wird z ~+2, und wenn .man (2.9) be-
- nutzt, erreicht man, daB z, = z wird duich 5 = b — 2¢ = d (dieses  war in Ab-

schnitt 2 ausgeschlossen). Damit wird ¢, =0, p =56 —« — 1, also (p) = (—=1)"

X (@ — b+ 1)./nl. SO ergibt sich aus (2.9) die bekannte a.symptotlschc Entwick-
lung

Ula, b, 2) z“Z (—1)" («)p (@ — b 4 1)/n' " (z > o).
1 n=—0

\Venn man -von (4 2) ‘ausgeht, fiir den Ifa,l\tox 27%(«, b, 2) die sochen hergelentcte
Ent\\ lcl\lung \el\\endet und fiir (1 — «, 2 — b, —2) dieselben Ersetz,ungcn wie in

N o
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Abschnitt 4 vornimnit und dann n = —(b — 2¢) setzt, gelangt manzu
. ‘M(él, b, Z) ~ I:(b).e:za—bz (1 — a)n (b - a’)n l"’ - ) !
: v Ia) ne0 nlz® :

,. f‘(b) —a bog \ n (“’)u (‘1' —b + l)n

TQOSﬂ(&m? ,,é:)("—l) I (z——>oo) '
Aps (3.3) liBt sich eine asymptotische Entwicklung von M(a, b, z) fiir den Fall
b — oo, 2z fest erhalten, indem man 5 = —(z + 2a) setzt. Dann wird —z, = b,
p=—(@+a+1),q = —(1+ 2/b). Damit folgt aus (3.3), wenn man g, durch di¢

Reihe nach Poten/en von z/b ersetzt, diec Potenzen von 1/b zusammenfaBt und das
Produkt der Pochhammer-Symbole anders zerlegt (r' = min (r, k — 7)),

o T 1 = (@ fetaetly S
M b,2) ~ F— ~a) b0 2 bF { k! - - .
! - k . ’ r k—m Ds (2 I | )
—1y v v + a + )k—m—a
Tr‘g( Y m:o(m)((.c—l Fr-m 27 Srr 8! (k—m—s)! } (6-1)

Insbesondere ist re)ro — a)b® = 1 -+ O(b~1). Man kénnte diese Gleichung noch
durch die asymptotische Entwicklung der linken Seite fiir b — co ersetzen (siche

.etwa [24]) und mit der Reihe in (6.1) multiplizieren. Das Ergebnis miiite mit der-

jenigen asymptotlschen Entwicklung ubelcmsblmmen die aus der Potenzreihe

M, b, z) = z (u Yol (B)n n!) z" folgt, wenn man nach PotenLen von 1/b ondnen» :
wiirde. - *=90 N
Die asymptoblsche Entwml\lung von U(« b, 2) fiir b — oo bei festem z erglbt sich

- wie folgt. Statt X 1 wie in Abschnitt 5 gilt 8 = (w — c)/zo = —(2/¢c) (1 — z/c)?
= o(1), und auBerdem ist w/c = 1 — z/c ~ 1. Daher. \\nd in (5.10) (w/c)"—lﬂ"‘ in
- eine Potenzreihe entwickelt: (wfc)s=! ™ = (—z/c)™ Z’ (—1)’( B m) (z/c).
Mit k= { 4 m wird so ’ =0 L

on 7\

- S a — 1

(w/c)““ Z Tmn 5m
m=0 m

. 2!1. a — 1 \ a—1—m
__1 k k ) v T n °
( ) (Z/C) ,"4.=,0 m ( m ) ( k'— m )

1043

k

" Nach Zusammenfassung der c-Potenzen (n + & = s) ergibt sich eine der ersten Reihe

in (5.10) entsprechende .Entwicklung. Um eine der zweiten entsprechende zu ér-
halten, wird (6.1) benutzt, jedoch sollen der Einheitlichkeit wegen die Potenzen von
1/b durch die von 1/c ersetzt .werden (das folgt aus’ (‘3 3) fiir n = —(z — 2a + 2)).

Damit ClglbL sich als vollstandlge asymptotnsche Entwicklung fiir b — oo, z fest

(r =min (r, k — 7))

- 1 Z ¢ \¢c+! . R
Ula, b, 2) ~ T 1/7 e (;) ) . )
' o 1 ls2) @ — 1\ ¢=m fa —1 —m ‘ .
— S (1) ek o ‘.
X éo ct m=0( m ) k:’m(, A ( k—m )

. 1 X () f(z+a = 1)
+ cos e = Zo‘c“ [—k"‘

k= . . ‘ .
1 . T r; mk " D" (2 + “ — l)k—m.—a . :
Trgl(_l) m=0( )(“ + k)'_mz az'r (r + s)! (lL —-m = 8)! } (62)
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Zuniachst seien cmlgo Resultate /usammengeat(‘]l& die sich aus dbn Formeln (2.7) und (2.9)

fir Wa, b, z) ergeben. In der folgenden Tabelle 1 sind zu gewissen Tripeln «, b, z jeweils unter- -

einander drei Werle ‘angegeben: der (durch numerische Auswertung von (1.1)-erhaltene) auf .
die angegebenc Stellenzahl genaue Funktionswert, der Wert nach (2 7) und der nach (2.9) mit
7 = 2d/a. Dabei sind bei den asymyptotischen Formeln die Teilsummen fiir » = 4 -berechnet

“worden. Die Zehnerpotenzen werden abgetrennt geschricben. Testrechnungen ergaben, daB

_“durch die Wahl n = 2d/z dic- Apprommntlon der Funktionswerte in dem Bereich der benutzten
 Werte von a, b, z,gegeniiber 7 = 0 in (2.7) deutlich ‘verbessert wird, \\ennglel(,h mit diesem 7

nicht immer die optlm ale’ Annaherung erlelcht wird, \  _ -
. N \ ~
\’[‘abellc 1: Werte /ur\U (a, b, 2) mit (2.7) und (2.9) -
a = 1 ' R ' ' [ N
z b 10 ) . 30 = .40
+ .o . : ' ’ :
2, 797474 —1 440269 —2 3.04967 —2.  2.33457 —2
: © 8.00409 ; 4.40450 ) 3.04994 2.33463
7.97591 4.40282 ~3.04969 ) 2.33458
1.5b" 198389 . —1 - 761309 2 545931 —2° . 426750 -2
R 1.55603 . 7.98180 5.53623 ., © 4.28065 :
1.28442 - .7.61534 , 5.46027 : 4.26796
1256 ' 1.81397° -1, 116634 —1 ~ 875849 2 7.06194 —2
' T 134539 T 0 -5.35889 | 2.26621° 1 1.2363¢ —r
1.81404 .- -1 ~ 1.16645 ° 8.76000 "~ —2 7.06357 + —2
) . ‘. ) . ; ) ' |
a=2 N N ' \ ' il
26, '5.37889° —3 174491  —3 8.60916 ~ —4 5.12670 —4
: 5.38447 - 174574 . . . 8.61054 : 5.12702
. 5.37919 1.74497 8.60928 . - 512674
Yysb . 1.26597 -2 T 480163  —3, - 256849 [ - 3 160919 —3
R -~ 1.31485 S - 5.01670 2.62878 - 162822
1.26650 4.80444 - 256963 " 1.60068
1256 . 229642 -2 1.01960 ~—2 599797 —3,  4.01493 -3
. 356415 T 2.95579 1.65914  —2 9.126 50
2.29792 - 1.02094 : 6.00610 —3 4.02091 ,
. % . . ) R C
a=3 o . . B \ ' ) N
2% 317340 . —4 - 632058 —5 226955 -3  1.06512 —3
. 317356, 6.32184 . 2.26984 ' 1.06519
3.17350 . 6.32067 2.26957 106512
1.5b 103327 -3 262002 —4 107256 4 547902 . —5
. 1.03337 ° 2.66750 1.09320, . - 5.55500
' ©1.03228 T 2.62100° _ 1.07308 5.48138. :
1.256 . 229500 '—3 . 7.30014 —42 3.44597  —4  1.94734 _ —4 _ -
. ,2.32340 : 112739 —3  ,7:19990 4.27984.
'2.29516 7.32080, —4 ,  3.45561 .- . 1.95414

Y
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Es Le!gb sich; daB Formel (2.7) fiir 3 ¥y = 2 (und damit auch fur y > 7) recht gute ] \ahcrungen
liefert, dic mit groBer werdendem a sogar noch besser werden. Fir y = 1.5 betrigt der relative
Fehler bei (2.7) schon einige Prozent, und fiir -y = 1.25 ist die Formel unbrauchbar, ]edoch 188t

“sich mit (" 9) und dem-gewihlten 3 der Funktionswert noch recht gut approximieren. Durch
noch etwas gréBere # kommt man an den Funktionswert noch niher heran. So ergibt sich-z. B.

fliire ='2,z = 1.25b und'd = 10,20, 30, 40 mit n = 2!'3, 5, 6 der Reihe nach 2.297 14, 1.020 10,
*6.001 04, 4.01629. Ahnliche Ergebnisse weist bormcl (3.3) far M(a bz); z< b ben vergleu,h-
haren \Werten von |z| aus.

Die Tabellen 2 und Scnthalt.en Ergebmsse firr die- Funktion #(a, b, z) nach Formcl (4.3) und‘ -
_fiir die Funktion U{e, b, z) nach*Formel (5. 10). Untereinander sind jeweils vier Zahlen ange:’
geben: der auf dic angegebene Stellenzahl genaue Funktionswert, der sich aus. der ]cwmls'

crsten Reihe in 'der Formel ergebende Naherungswert, der mit der vollstandlgen Formel er-
haltene Wert und schlicBlich der.Wert, der sich ergibt, wenn man als zweite Reihe in (4.3) bzw.

(5.10) nach dem Faktor cos za nicht die aus (2.9) und (3.3) folgenden Reihen fiir n = 2(1 — «),

sondern die fiir » = 2d/z benutzt. Béi der Berechnung der Reihen sind w ledcr die Teilsummen
4. Oldnung verwendet worden; die erste Reihe in (4.3) ist.fiir gan/zahhgc a endlich. Vollig
unbrauchbare Werte sind nicht abgedruckt und durch das Minuszeichen ersetzt.

» ’I:n belle 2: Werte far I — a) I'a) M(a, b, 2)/T'(b) mit (4.3) 4

a=2 L
b . 10 . 2 30 -~ 40 \
_-4' i : I . .
26 57.3155 670.088 - =~ 10799.8 192768
, 57.3101 . 670.086 , - -10799.8 192768
57.3160 .. 670.088° 10799.8 - 192768 .
57.3155 670.088 o 10799.8 : 192768 ;
156 3.01268 ~ - 3.92927 7371347 155230
' 73.00002: 392446 17.37090 155214
o+ . 307096 3.93356 7.37409 - 15.5231
. 3.01269 ‘ 3.92927 - 7.37347 T 155230
1.25b 0.839798 © 0502995 , 0456651 . . 0.474788
o 0.816834- 0.492797 0.450653 - 0.470774 ..
LT = - 0.626258 0.525 683
/ . 0,839814 0.503007 A 0.456 660 . 0474794
\\ = 0 B
{ ~
a=3 !
2b 120078 . 978.254 ' 13949.7 233952 °
' 1120078 978.254 o 13949.7 . 233952 -
120.077 : 978.254 : 13949.7 233952
120.078 . - 978.254° 13949.7 233952
1L3b T 434401 : 3.57766 563636 - 10.7924
4.34697 ' 1357819 5.63657 10,7925
- 4.22317 3.57266 . 5.635 10.7923 .
- 4.34491 . 3.57766 563636 10.7924
. 1.25b 0.961349 0.333972 : 0.240450 0.218032°
: 0.965938 0.335434 - 0.241139. 0.218422
- = L - ‘ - /0166617
“ 00961348, . 0.333969 0.240448 . 0.218031

1

~
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Man sieht, daBl (4 3) fur y 2 2 sehr gute Naherungswerte liefert. Fiir y = 1.5 trifft das nur noch
bei hinreichend groBem- b zu, und fiir y = 1.25 ist die Formel in der angegebenen Form nicht

mehr brauchbar. Dagegen ist der an lctzter Stelle stehende Niherungswert, der mit 9 = 2d'z
} erhalten mrd auch 'dann noch recht gut. -

Tabelle 3: Wete far Ula, b, z) mit (5.10)

bz 20 - o, 30 40
+ .
2: . 218.642 858187 355418
218.641 8581.91 355423,
'L 218.643 8581.91 355423
218.643 8581°.91 355423 -
1.5z . 0.795900 1.986 04 “5.16948 -
: 0.787207 1.98207 516725
0.971572 1.99221 5.17019
0.795874 1.98605 5.16052
1.252 0.120268 * 0.135483 0.160296 ~
0.0975113 0.124427 0.153673
" 0.103548 0.134016 - +0.160 133
a =3
2z - 53.5108 2113.2( 87822.1
o .53.5112 2113.22 '87823.4
53.5110 2113.22 87823.4
© 53.5111 92113.22 87823.4
P 1.52 0.137704 . 0.337315 0.871169
0.138490 . 0.337606 0.871281
: = 0335286 0.871011
0.137722 0.337357 0.871172
1.252° 0.0161134 0.0169103 0.0191336
0.0192068 0.0179510 0.0196178
0.0198601 0.017 7059 0.0192127

.

Das Bild ist dhnlich wie in-Tabelle 2, doch sind die Naherangswerte fiir y > 0.5 insgesamt
schlechter als in Tabelle 2 fiir y < 2 (die Werte fiir z = 10 wurden daher weggelassen). Die Un-
genauigkeiten sind daher im wesentlichen der zweiten Reihe in (5.10) anzulasten, in die (2.9)
und speziell die Wahl von 7 in dieser Formel eingeht. Es zeigte sich bei den Rechnungen, da3
der jeweilige optimale n-Wert'(der.die beste Niherung liefernde 7-Wert) erhalten wird, wenn
das letzte benutzte Reihenglied minimal wird, also die letzte und vorletzte Teilsumme moglichst
nahe beieinander liegen. Als brauchbare Niherung hierfiir erwies sich # = 2d/z im Bereich der
verwendeten Werte von ¢, b, z, ausgenommen im Fall b = 1.25z. Die Teilsummen reagieren
auf kleine Anderungen von # sehr empfindlich, wenn y in der Nihe von 1 liegt.

~
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Anbang

Die ab Abschnitt 2 benutzten Zahlen D,® genﬁgeﬁ der Rekursionsformel [16]

DP=(s+r—)[D}+ D] (s=2ganzsr=1,...8) (AN

mit D! = 1; dabei ist D~} = D, 3—1 = 0 zu setzen. In [l()] sind alle Werte von-D,8.fiir s < 8
angegeben. -

ch im Abschnitt 5 cingefiihrten Aahlen o0 tmton — allerdings nicht in dieser Bezcnchnung

— bereits in [13—15] in den Koeffizienten der gleichmiBigen asymptotischen Entwicklung

der unvollstindigen Gamma-Funktion I'(s + 1, @) auf. Diese sind dort in der Form.
Cay= (—1)P [Pplp) /2741 — (2n) Y2020+ 1n1]  (n € N,) .

“angegeben, und es ist
\

~

2n

P’l‘(/l) = E(I)‘?n—l/‘ -+ / /‘Q"Tl !
=0

Dabei sind yu die Koeffizienten der Stirlingschen Reihe:

. ! i /
‘ ' o0 .
I'z) ~ V2ajx o=%zz 5 yyja® (& - 00),
) n=0 - . R T
und es ist ¥y = 1, y; = 1/12, y, = 1/288, v, = —139/51840, 7, = —571/2488320 (weitere -

Werte siehe [19, 26]). Es ist (D "= 7n und aus der_ m [14] hergeleltet(‘n Rekursionsformel fiir
die Polynome P,,

Py =L + 1 120 — 1) PG — 1nPa) + vut] (2 €N)
mit Po(u) = 1 | p, folgt fir ¢* die Rekursionsformel i

Lt = (= O I, . (€ Ngsl= 1,00, 20+ 2); © (a9
dabei ist @ | = @n, = 0 zu setzen. Insbesondere ergeben sich die Bezichungen @ = ')n_l,
C @, = (2n)1/2%n), B, = (2n + 1) P, /3. F‘s gilt _ N
2n ’ ) -
(=1 on =0 firjedes n=1. . (A3)
P : . o

Firn =1,2,3, 4 sind dic Werte von @® am Ende des Anhangs angegebcn.
Die Zahlen 7,,® wurden durch (5.9) eingefithrt. Da fiir m» = 1 alle Binomialkoeffizienten in

() 9) gleich 1 smd gllt nach (-\*)) T\ = 0 fiir alle.n; ferner ist 7'§, = @F, = (2n)!/2"n!. Aus

i m T = 2, (—1) ‘(D, 2, (—l)"'( - l) folgt, da fur 1 =2 die ‘letzte Summe ver-
m= =1 N ,
sch\vmdct und fiir-{ = 1 nur " ubrlgblelbt, Z (-1 7T,% =y, N Durch An\\endung V
. m=2 N . _ _
der Rekursionsformel (A2) ergibt sich aus (5.9) wegen (I —'1 (l 1) (l : l)
I—1 1—1 1 . m—1 m
+ (m —. 1) , 1 =m die Darstellung .
m — 1 m — 1 ) m .
’ :.;" . .
T == 1) 3 (=) (’ )ee (A4)
. l=m-=2 —1 : - ‘
\ .
. . ) o 1 I — . _— 1 —
und daraus wegen ! " = l ! + 2 ! + b=1 die. Rekursionsformel
' m — 1 m — 3 m — 2 m — -

~

’ ‘u : A h N .
Pt = (m — 1) [Th_o + 2758 + ’f’,,,"] (meN;m=3,...,2n 4+ 2) | (ADH)

mit 7’y! = 1; dabei ist Té‘,,ﬂ = T8,.2 = 0 zu setzen. Fiir m =2 folgt aus (A4) T+l = ¢,,"'

2n 2n
-2 3 (-1 ’(l), + Z ¥ — 1)11),", also wegen (Ai) wnd (3.9) T,"71 = Py 4 Ty
=1
=y, + T,". Die 'Dcfmltlon T,h = v,, st(,llt, sich nun als %mmoll heraus, denn \\egen e =0
gilt damit (A 5) auch fir m = 2. Lo
-

f
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Tabelle der ersten. Werte von Pj"-

nls> 2 3 4 - 5 6 7 8
v : L )
| A T - : [
2 . .25/12 5 3 B
3 49/288 7712 105/4” 35 5 .- ‘

. 4 221/51840  149/288 © 2513/96 - 1883/12  1365/4 315 105
. o0 Lo . . A
Tabelle der erstén Werte von T," T . o

’ n m 9 3 . 4 v 5 6 ’ 7 8
Y : )
-1 1 S . )

20 L2 4 3 . 3
33 313/288 - - 373 . 145/4 40 15 ‘
4 56201/51840 2089/72  17857/96 1498/3  2625/4 420 105

< -
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