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Zur Kom-'ergenzheschleunigung von Reihen mit logarithmischer Konvergenz

R. RIEDEL ~

‘ A
Herrn Prof. Dr. Lothar Berg zum 60. Geburtstag gewidmet

Es werden asymptotische F‘nt\n(,klungen fiir die Restsummen von Reihen mit Ioourlt,hmlsche
‘Konvergenz hergeleitet. Endliche 'l‘ellc, davon werden zur honvergcnlbeschleumoung genutzt.

BLIBOTATCA ACUMATOTIHCCKIE PA3IOMKEHUA A OCTATOUHWX CyMM PAINOB B Cilyuae JOTa-
pugmiueckoii cxomiMocti. HoHeunble 4acTH DTHX pasdosenifi HCNOAL3YIOTCH A yCKO-
penns Cxozumocru. C ’

Asymptotic expansions for the residual sums of series are deriv ed in the case of logarithmical
convergenco F mlto parts of this expansions are used for the acceleration of conv ergence

1. Einleitung.. Ein oft benutztes Verfahren zur 'KonvelgémbcsChl(,ullig"ung von
Relhe,n besteht darin, einen endlichen Teil der asymptotischen Entwicklung ihrer
Restsummen zur Korrektur ‘der, Partialsummén zu nutzen. Es.gibt verschiedene
Methoden, um’solche asymptotische Entwicklungen herzuleiten. Bei Auffassung der
’Ruhenghedel als Funktionswerte einer beliebig .oft differenzierbaren .Funktion
f="1),0 £z < oo, ermogllcht oft die Lulel-'\Iacllaunnsche Summenfo: mel in der

speziellen Form \
N . ? 1 . k B-’Z . (21'—” . P . ‘ ., .
. é’nf(?‘) = /Fx) dz +'—§ f(n) —'lé; (2—/),f () + Bea(n) (1)

eine Deut,ung als asymptotlschc Lnbwmklnng Die Euler-MacLaurinsche Summen-

- formel hat auch in den asymptotischen Untersuchungen von L. BER(- (4],[56: §8~ 9]

eine gewichtige Rolle gespielt. -
Betrachtet man Rotenzreihen

- . ,

s(z Z'a,z v | - (2)

mit der Kocfflnentenelgcnschaft, Upar[tty = 1 so mul} auf Grund unterschiedlichen
~l\onvelgen/vcxhalt,ens bei der Hellut,ung einer asymptotlschen Entwicklung der
Restsummen 7,(2) = ps12" ! + tppz"+2 4 -+ fiir # — oo zwischén Werten z %= 1
aus dem Konv crgcn/,bcmlch §t der Reihe elnelseiis und dem Fall z = 1 (Konvergenz
dort vorausgesetzt) andererseits unterschieden werden. Unter weiten Voraussetzun-
gen (vgl. {1, 2, 13]) ist dann die Existenz von lim r,,,(2)/7,(2) gewiihrleistet. Im Fall
z =1 erhilt man hierfiir 1, und man spricht von logarithmischer Konvergenz.
vHaufng 1iBt sich dann iiber (1) cine asymptotische Entwicklung der Restsummen ge-
winnen, die.zur Konvergenzbeschleunigung genutzt werden kann (siehe [8: Chap.
13.6), [7: Abschn. 467,3], [3: p. 253/254]). Trotzdem setzt der Aufwand der (analy-
tischen oder numerischen) Auswertung des Integrals und der Ermittlung der Ab-
leitungen del praktischen Anwendung Grenzen. Es soll daher ein einfacheres Ver-
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fahren fln gewisse Ruhentypen vorgestellt “erdcn das auf asymptotlschen Flgcn-
schaften der Koeffizienten beruht. Es geht von der Idee von W. G. BrekLey und
J. C. P. MiLLER [6] aus, die asymptotische Lnt\vlcl\lung der Restsunimen aus dem
-asymptotischen Verhalten der Koeffizienten zu gewinnen. Elmge Autoren [14, 16]
gingen dabei von einer asymptotlsch(,n Entwicklung a, ~ (1/7°) (yo + yi/n + y./n?

-+ ) (m — o) aus, wihrend in der vorliegenden Arbeit der Fall ¢, ~ [1/(n® Inf n)]

(Yo + yi/t-+ yo/n? 4 --) mit im allgemeinen I\omple;\mn Parametern «, f (f == 0)

und komplexen Koeffizienten y, untersucht werden soll. Im linearen Fall |z| < 1
oder |z| = 1'und z = 1 sind hierfiir Ergebnisse in [9] zu finden. Jetzt soll fiir Poténz-
reihen (2) der Fall der logarithmischen Konvergenz z = 1. untersucht werden. Als

Herleitungsmethode dient nicht, wie in [11], [12: §11.2], [14] der Ansatz mit un-

bestimmten Koeffizienten, sondern es wird von einer /elleg,ung' der Restsummen

‘nach O. 8zasz[15: Abschn. 2.1] ausgegangen, deren asymptotische Auswertung durch_ -
“das Verfahren der Iteration mittels ]’alametertlanslatlon (im linearen Fall siehe’

. [10] verfeinert wird. .
\ e . .
_
Fomnulwrung der Ergebmsse Es wnd mit N nnd C die Vlenge “der mturhchon
ba\s komplexen Zahlen bezeichiiet und das Pochhammer-Symbol («), = a(a + 1)
- (@ + n —1) verwendet. Z_seidie Menge der mchtpoqmven ganlen /ahlcn Unten-
j\sucht werden sollen unendllche Ruhen . .

i ) . Sy ! R .
. ) ‘ v
Zm, - e (3)
./ v—? . - . N . ~ B ) /.
deren Glieder ein asymptbtischcs Vcrhalten o o, o -
. _ (l/na Inf n) (/0 + O(I/n)) Yo T =0, . )

mit Re & > lLund =0 aufweisen. . Es wird ge7e1gt dall dann die Restsummcn
D Ta = Ugsy o+ Gpyg - ee- i Fall ﬁc 7._ fiir n — oo eine asymptotlsche Entwicklung

: : v Yo ) . (=1 (B)
(oc - ]) (n + l)""ln"(n—*— 1) = (o — 1)‘\1!1’x (n }—\1)

besitzen (der Fall ﬁ € Z_ ist bereits von J. Wimp [16] behandelt worden und fiihrt,

MS

Ta~

(%)

+ auf’eine asymptotische Entwicklung mit-starker abklingender Sl\ala) Restsummen -

von Relhen (3), deren Glieder durch

—wmmmm+mm+mwm RS “-’4m

Vo, 1 =0 und R(,ﬂ > 1) darstellbar smd besnt/en fm n — 00 eine asymptotlschc
Lnt,\u(,l\lung . _— .

N«/o/(/} — 1¥In#- '(n +- ) Fvo/2(n 4 1) In? (n -f—-‘l) ST

(y,/(7z +.1 lnf’(n -+ 1 )f (—1) (B/In* (n + 1) ) (7)
.j = R

~
~

3. Beweis der Ergebnisse. V,\"ir betrachten zundchst Restsummen der Art

[\18

~
v

I
=

coL. T 1(8,77)

fir Re £ >.1. Bekannt ist das Oldl]llllgS\ elhalten (vgl. [10 Hllfssat/ 1))
‘ e I(E’ 7/) = 0(1/'”} lln'l 71) - ..‘ e ~ S 7 ‘ . (8)

/v‘]n”v S ' y

v
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fiir n -> 0o. Ausgehend- von der'Entwicklung
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N SR | _1’£+7,»01
vilnmy @+ 1) In7(r 4 '1)\—_‘11': In"y \'» " »lnw +. v2

erhdlt man durch Summation itber v’ =n, n 4+ 1, ...

t

‘7n—l(§ +-1,9) =

N Y Ent Inm

A}
nt+in7n

wenn man die' Summe der Restglieder durch (8) auswertet. Das ergibt fir §{ =« — 1,

n=4 . ' : o
) rnf_,’(z}',ﬂ) = ! P .7'n—l(‘\”ﬂ +1)+0 (_;—)

, (« — D tindn a — 1 ne Inf n
& , \.

und fiir § = — 1,9 zlﬂ -{-. 1

\
1 LB+ 1
(o — yne—tlnft+ly o —1

- \h{—o(n“lﬁ"‘n)’ _ o

'

Fas(oe B + 1) = Fasles B+ 2)

< '

somit durch Emsctzen der let/ten in die vorletzte Beuehung :

r,,_,( o B) = 1/(a - I)n“‘l Infn — ﬁ/(a — 1)2n2- 1ln”“'n,
+ (BB + D/(x = 13 rus(e, B+ 2) + O(1/n* Inf n).

DICSGS Verfahren, die jeweilige Reihe auf der rechten Scite mittels (9) asymptotisch

“darzustellen, ist-fortsetzbar. Durch InduktionsschluB ist so fjir belleblges kelN dxe
, Beziehing : .

71 (0, ﬂ) = ((ocA‘— 1) ne—t In# n) L (=1 (B)/(x ~ 1)‘ In*n’

i=0

+ [(—1)“+l (Blewal (o = 1)¥+1) Tn-x(a B+ k+ 1)+ O(1/n* In )

. bcwclsbar Dle rechts stehende Restsumme ldBt sich aber nach (8) als ein o(1/n*~ '

X ln‘“" 1) deuten, so daB eme asymptoblsche Entwicklung

l
-~

Tnogl, B) ~ ((a — 1yne=1Ink n)‘l Z (—1) (ﬂ)l/(a - 1)‘1 In*n .> ‘(10) ’

’

- o )
fiir n — oo erkennbar wird. Aus (4) kann man hun auf die Zerlegung

e = yorale B) - 5 R ' . (11)

v=n+1

mit R, = 0(1/1"‘+1 In# ») fiir v — o0 schlleﬁen, und fiir dlC Summe der Restgllcder
erhilt. man aus (8) die Abschauung

Z R.' = Kr;,(Re « —{—. 1, Re B) = O(I/n" Infn). ~

“fv= n+l
Die Relamonen (10) und (11) ergeben die Entwn(,Llung (5).

——z-r,._‘l(f—.tl,n—?—l)+0(.——), %

P
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Zur Untersuchung des Falles o'= 1, Re g >1 gchcp‘wir von der Darstellung
1/nf=ty — 1/Inf-1 (» Ip= (8 — D/vInfy — (8 = 1)/22 Infy
— BB — 1)/22 Inf+145" 4 O(1/43 Inf »)
N : f

' . . .
aus. Durch Summation iiber » = n, n + 1, ... und Abschitzung mittels (8) erhalt
man , , .

- ’ 1‘ 1 ’ ot -
'rn-l(‘l,ﬂ)=————+,—‘,_rn:,(z, >+§- (2 8+ 1)+ 0 (;)

(B—1)Inf-1y "2 2 Inf n

\

bnset/t man die rechts stehenden Reihen dlll(.h thre asymptotnschen Fnt,wml\lungeﬂ
- (10), so ergibt sich '

nl(lﬁ

- -

! (12)

' 1
—+ —_—
(ﬂ — 1) Inf-1yp + 2n1nfn 0 (n Inftk+1 51,) >

- fiir beliebiges k € N Die Formel (1) crhilt man nun ahnllch wie bei (11) aus der Zer- '
legung:

T = Vorn(]y.ﬁ) + ?’l)‘n(zi ﬂ) _%' E I{r*

v=n+l

mit- R,* = O(1/»* In# ), indem zur Auswertung von 7,(1, f) auf die Beziehung (]2‘ n
‘und von r,(2, #) auf (10) zuriickgegriffen wird. :
AbschlieBend sei darauf hingewiesen, daBl man die Lntwml\lungen (12) und (10)
. auch iibér die Euler-MacLaurinsche Summenformel (1) gewinnen kann, im ersten
Fall durch geschlossene. Auswertung des Integrals, im zweiten Fall durch seine
‘asymptotische Entwicklung-mittels wicderholter particller Integration.

4. Ki)nurgmuth(hleunigun" Fiir eine die Reihe (3) beschreibende Folge (8,)nex
JaBt sich durch Hinzufiigen endlicher Bestandteile der asymptotischen Entivicklung
ihrer Restsummen Konvergenzbeschleunignng erzielen. Unter der Voraussetzung (4) -
uha]b man im Fall B 6 Z_ durch die 'l‘lansformatlon '

* ‘_. g | v L (—1)“(ﬂ),: L
Tk = En T (60 = D) (n-F 1) 1In#(n + 1) Eo (x — 1)*Inf (n + 1) (13)

(ke N oder k= 6 fcst) éine Beschleunigung der Ordnung (s — o,.1)/(s 2 s;)
= O(1/In¥+1 »), 1 \Ian erkennt das mittels (5) aus : .

S —8p=Ta~plla = 1)(n + 1)~ VInf (n+ 1), yo‘#(.),

einerseits und

Y Z‘ (=1 (B)
(0 — 1) (m + 1)1 lnﬂ (4 1) /S (0o — 1) Inf (n 1)
= O(1/(n + 1)*~ Inf+k+3( 4 1)) '

andererseits. Im Fall (6) \Hld mit der Transformation

o Tk = 8n o /(B — 1)InB1 (- 1) - pol2(n 4 1) Inf (n + 1)

§ — Opk =7, —

\+yl((7b+1)lllﬂ(7z+l)) gA .ﬁl/ln‘(n—,—l) L (14)

eine Beschleunigung der Ordnung (s - r,‘,‘.)/(s —8,) = 0(]/lnk+‘-’ n) erreicht. ‘

AN
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Bei Nutzung dieser Transformationen zur numerischen Ermittlung von Reihen-
werten ist zu beachten; daB die asymptotischen Entwicklungen (3) und (7) nicht
konvergent sind. Bei ge\\ahltel Relhengheder/ahl n sollte also, um optimale An-
niherung zu erzielen, ein Abbruch & in der asymptotischen Entwicklung dann er-
folgen, wenn das betragsmiBig kleinste Glied u; erreicht ist (vgl. [12: Abschn. 2.2]).
Bei (5) ist dies fiir die kleinste natiirliche*Zahl & mit fu, /] == |8 + K|/l — 1]
X In(w+1) 2 1 der Fall. Licgt ein reeller Wert. § vor, so ist daher fur (1‘3)\entwedel

k=[|a~1|ln( + 1) — ] oder'k=[|a-—l|ln(n—1—1)—ﬂ]+1
bei numerischen Aus“ertungen zu empfehlen; analog fur (14)
= [In(n + 1) - A oder = k=[ln(@n-+1)= ﬁ] + 1.

Eine Ausfuhrung der Transformation (13) an der Reihe .

S/ + T < T (15)

mit dem Reilienwert s = 0.59978... er blachte folgende Frgebmsse Im Vergleich
‘zum Partialsummenwert s;; = 0.35646 érhiilt man durch die Transformation (13) die -
+ deutlich besseren Niher ungswerte gy, = 0.59834, 049,y = 0.59948; 05,, = 0.59974.
Der Versuch, dic ohige Reihe (15) mittels Euler-MacLaurinscher Summenfonmel

(1), zu beschleumgen erfordert éine numerische Auswertung des Integlals f Vin =/

(x + 2 )dz Der Aufwand cines Quadratunelfahlens oder- der Aus“eltung itber
einc asymptotische Entwicklung fiir » — oo ist aber erheblich groBer. als mit (13).
Empirisch lassen sich unter vergleichsweisem Aufwand:auch gute Niherungswerte .
mit andelen Transformationen erzielen, die sich fiir Reihen mit logarithmischer Kon-
vergehz empfehlen (z. B. die Salzer-Transformation [17: Abschn. 2.3.4)). Fiir Reihen
von der -Art (13) mit logarithmischem Anteil in den Glledem Jiegen aber zur Be-
schleumgung solcher Transfor mationen bisher l\une gesncherten Erkenntnisse vor. .

’
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