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Zur Konvergeuzheschleunigung von R.eiheii mit logarith tnischer Konvergenz 

R.RIEDEL	 S 

Herrn Prof. Dr. Lot/ar Berg zuni 60. Gebir1s1ag gewidmel 

Es werden asymptotichc Entwicklungen für die Restsurnnsen von Reilien mit logaritIniiscIier 
Korivergenz hergeleitet. Endliche 'l'eile davon werden zur Konvergenzbesehleunigung genutzt. 

Bl,iisojulTcn aciiMnToTIiiecKiIe pa3iIoHeiiiu1 tsin ocTaTo'(nbix cysisi pnitou n cJiy4ae jiora-
pii(l)MIiMecKou CXOiiMOCTil. KoileMilbie 4CTii ZTHX pa3.'io}ieiiiif1 1ICOOJIh3yIOTCH jjJTlR ycio-

-	CIIIIH CXOLLIIMOCTII.	 - 

Asymptotic expansions for the residual sums of series are derived in the ease of logarithinicat 
convergence. Finite parts of this expansionsure used for the acceleration of convergence. 

• 1. Einleitung., Ein oft benutztes Verfahi'en zur Konvergeiizbeschleuriig'uiig von 
Reihen besteht darin, elilen eridlichen Teil der asymptotisehen Entwicklllng ihrer 
Restsumnien zur Kori'cIttir. dei', Part iaIstinimên xii nutzen. Es. gibt verschiedetie 
MethodCti, uinsolehe asymptotisehe Entwicklungen herzuleiteii. Bei Auffassung del' 
RHhenglieder als Fuñktioiiswei'te einer beliebig oft differenzierhareri Funktion 

/ = '/(x), 0 x < cc, ermoglicht oft die Euiei-MacLatirinsche Suinnienfoi'mel in dci' 
speziellen Form 
S	 - 

,cc 1	 B-5 

' A . = j /(x) dx -f- -- 1(n) - !'	f(x'(n) -1- R. j (n)'	 (1) 
S	

•=' ( i). a	 '. 
eiile Deututig als asymptotische Entwieklii 11g. Die Etiler-MacLatii'i iische Su mrnen-

• foi'mel hat auch iii dell asyinptotischeii Untersiichungeii von L. }3ER( ( [4], [5: § 8-091) 
eine gewkhtige Rolle gespielt. 

Bet-rachtet. man iotenzreihen	 - 

• s(z) = E oz'	 S	
(2) 

mit dr Kopf fizienteneigetisehaft ai/aa —s. 1, so muB auf Oi'und untei'schiedlichen 
Konvergeiizvei'haltens hei dci' Herleitung euler asymptotisehen Entwicldiing der 
Restsur.ninen r(z) = a, 1 z"	+ (111+2Z" 

4 2
,, +2z 2 + •.' fur n -+ cc 'i,wischtn Wei'ten z 1 

atis dem Koiivcigeiizbereic'h q dci' Reilie eiileiseits und dem Fall z = 1 (Konvei'genz 
doi't vorausgesetzt. ) andereiseits iiiiterschideii werdeti. Utiter weiten Vora,issetzuii-
geti (vgl. [1, 2, 131) ist danri die Existenz von lini r +1 (z)/r(z)'gewahi'1eistet. mm Fail 
z = 1 erhält man hierfiir 1, und man spricht von logan'ithmischer Konvei'geñz. 
H.änifig läBt sich dann iihei' (1) eine asyniptotische Etitwickiung dei' Restsummeii ge-
wiiiiien, die.ziir Konvergenzheschleiiniguiig genutzt vc,'deii kann (siehe [8: Chap. 
13.61, [7: Abschn. 467,31, [3: p. 253/254]). Trotzdem setzt dci' Aufwand dci' (analy-
tisehen oden' nunierischen) Auswei'tung des Integrals und der Ei'mittliing del-, Ab-
leitungeii del- pi'aktischei Anwendung Ci'enzcn. Es soil %a- her em einfachei'es Ver-
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fahrcn fiii gewissé Reihetitypen vorgestell,t werdèn, das auf asymptotisehen Eigen-
schaften der 5Kocffizicnten hci'uht. Es geht von der idee von W. G. 13IcILEv tind 
J. C. P. MILLER [6] aus, die asyrnptotische Entwieklung der Restsummen aus dew 
asyrnptotischeii Veihalten dci' Koeffizient.en zu gewinnen. Einig9 Autoren [14, 16] 

- gingen dabei von elner asymptptischei Eritwicklung a	(JIn) (y ± y1/n + y21n2 
± •• ) (it -*co) aus, währetid in . der vorliegenden Arbeit der Fall a,	[l/(n hiP it)] 
(Yo ± y 1 /i-f-- y2/n2 + •..) mit un aligemeinen kornp1een Pai'arhetern c, (fl 4 0) 
iitid komplexeri Koeffizienten y, untersucht werden soil. Tm linemen Fall Izi < 1 
ode, 1z1 = lund 4 1 sind hierfiir Ei'gebnisse in [9] zn linden. Jetzt soil für Potënz- 
reihen (2) der Fall der logai'ithmischen Konvergen z = 1 iintersucht werden. Als 
Herleitungsmethode dient nicht., Nvie in [11], [12: § 11.2], [14] der Ansatz mit tin-
bestimmten Koeffizienten, sondern Cs wird von einer Zei'legung der Restsummen 
nach 0. SZASZ [15: Ahschr,. 2.11 atisgegangen, deren asymptotische Auswet'tu ng dtirch 
das Verfahren der iteration mjttels l'arametert.ranslat-iori (1w hitiea,en Fail iehe 
[10]) verfeiner,.t vid.	- 

2. Forinulierung der Ergebnisse. Es wird mit N und C die Menge der natiirlichen 
•	hzw. koinplexen Zahlen hezeichiiet und das Poch hanimer-Symhol (u) =.a(a -f- 1) 

(a -}-- n — 1) verwendet. Z_ sei die Menge der nichtpositiven ganzen Zahieti. [Jnter-
sncht werden sôllen unendliehe Rèihen

(3) 

deren(hiedei em asymptotisthes \ eihalten 

'a.	(1/n, l,i a) (yo ± 0(1/n)),	Yo 40,	 5	 (4) 

mit. Re > 1 und	0 aufweisen. Es wird gezeigt, daB dann die Restsummen r, 
= a,., ± a +2 -j- •.. im Fall	Z_ for it -' 00 clue asymptotische Eit.wick1uiig 

Yo	 (-1) (fi)2	 (5) (a - 1) (it -F--	It (n-I- 1) io (a — I ) 2 11 2 (it - I - I) 
• besitzen (der Fall Z_ ist bereits von J. WIMP [16] behandelt worden 'tirid fiihrt 

aufeine asymptotische Entwicklung mit-starker ahklingender Skala). Restsummeri 
von Reiheti (3), deren Glieder dureh 

= (i/n lr,fl it) (yo + yi/n + 0(I/n2 ))	 '.•	 . (6) 

	

•	('/o, y, == 0 und Re 9 > 1) darstellhar sind, hesitzen für it — 00 elne asymptotische 
Entwieklunig	 .•	 -. 

r, ''..- ',/([3 — 1In' (it + i)± y0/2(n + 1) lti' (it +1) • 

S	+ (,/(u' ±. 
1) lnP(n -I- I	( i) ()2/ln 2 (it ± 1).	.	(7) 

--	3.Beweis der Ergehnisse. Wir htrachten ' z,iiächst Reststimnien der Art 

) = E I/v s lW7 v 

für Re > 1. Beh-annt ist das Oi'dnungsverhalten (vgl. [tO: E{iifssatz 1]) 

r 1 (, ) = 0(1/n! -'I ln it)	. -	 (8)
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S	
S 

für it * . Ausgehend von der'Entwicldung 

•	 iEInv	(	1) 1n(v+'1)v1nv	vlt)v +0	 S 

- - 

erh2tit mail durch Summation über v	n, n + 1, 

r 1 ( +1,??) =	-	r 1 ( + ', ± 1) + 0	 (9) 

wetpi man die Suin'eder Restgiieder durcI (8) aiswertet. J)as ergiht für =	- 1. 

Of 

= 

und flu	= c - 1 1 n = fi -- 1 

+ 1) 
= ( - 1)	 ' t - 

± r j(fl± 2) 

+o(_-, ), -	S	 \?t1fl	fl 

sonit durch Einsetzen der let.zten in die vorletzte Beziehung 

S	
r,_1(, ) = 1/(— 1)t-' ln P n - /( - 1)2 n	In4'n, 

+ [	+ 1)/( - 1)J	+ 2) + 0(1/n1ii fl n). 

Dieses Verfahreii, die jeweilige Reihe auf de' rechten Seite mittels (9) asymptotisch 
darzusteiien, ist.fortsetzbar. Durch Induktiorissehlul3 ist so fir beliebiges k E	die 
Beziehüng	.

k 
• r,,' (a, ) = ((x - 1) fl' lnP n ) - ' ^ ' ( 0 (A/(x - 1)1 In'?" 

•	 + [( 1)k+1 ()k+i/( - 1)1+1]	 + k ± 1) + 0(1/7t In fl ii)

beweisbar. Die rechts stehende Restsumme iäI3t sich aber nach (8) ais em 0(1/n 
X 1 11 0+k +' it) deuten, so daB eine asymptotisehe Entwieklung 

fi)	((	1 )n '
 

Infl n)'E ( - I)' (/( — 1) 1 I11
2 n	(10) 

- fiit .n - _ erkennhar wird. Aus (4) kanñ man hun auf die Zerlegung 

r. = Yomn(a ' fl) + E R.	 •	 • 5	
(11) 

mit R, = O(1/v	in v) fiii v - o schiieBen, und für die Summe der Restglieder 
erhält. man aus (8) die Abschatzung	S	 • • 

- 	 Kr(Re ± 1, Re fl) = 0(I/n' ln it).	- .	

• 

-	 •	 S	 S	 •	 • 

Die Relationen (10) tind (11) ergehen die Entwick1urg (5).	 •
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Z-ur .Unteisiichnng des Falls = 1,Re > 1 gehen wit , von der Darsteliting 
•	.	1/Iii-' v - 1/1ti' (v ± 1)'= (fi -. 1)/s ln fi v.- (fi	1)/21,2 lnfl v 

1)/2v2 lii+ '.v+ 0(1/1, lii s)
/ •	aus. Dtirch Summation Ober i' = n, n -- 1,	utid Ahschatzung niittels () erhält

man

= ( - 1)1n-1 - -- rn (2 9)	4 r 1 (2, +1)-,   0(2 1	) 

Ersetzt man die rechts stehenden Reihen dureh ihre asyniptotischen Entwicldumigen 
(10), so ergibtsich	 .	. 

r 1 ( 1 1 )	
( -	 + 2n lnPn. ±	( n ln' )	

' ( 12) 

für beliebiges k E 'J. The }'ormel (7)erhilt man nun ãhniieh wie bei (11) ails derZer-
legung .	 .	 . 

r.= y0r(1 fi) ± yi(2  

nut R, = O(1/V3 1ii v), indem zur Auswert .ung yon rn(l, (3) auf die I3eziehung (12) 
und von rn(2, (3) auf (10) zurückgegriffen wird.	 S 

Abschuiel3end sei darauf hingewisen, daB mail die Entwicklungen (12) und (10) 
auch tiher die Eulem'-MaeLatirinsche Simininenformel (1) gewinnen lann, ml ersten 
Fall dureh geschlossene. Auswertung des Integrals, im zweiten Fall durch seine 
asymptotische Entwieh-lung . mittels iedeiholter partieier Integratiop. 

4. Xonvergerizbesehleunigung. F'iir ein die Reihe (3) bes'chreibende Folge (8fl)n(N 
liiBt sich durch Hinzufugen endlicher l3estandteile der asymptotischen Entvicklung 
ihrer Restsmmmmen •Konvergenzheschleunigung crzieleri. Unter der Vorausset.zung (4) 
'erhält man im Fall (3 j Z_ dimrch die Transformation	.	

S 

S	 Yo	 k	
.fl.k6n  ( cc	1)(F1Ii(l)(l)jla(+l)	( 

(Ic € N oder Ic = 0, festj dine Beschleunigung der Ordnumig (s - CT,,.k)/(8 - s) 
= 0(1/I I Y(+1 n). Man erkenmitdas mittels (5) aus	

•	 S 

S s - s =	y/( - 1) (n + 1 ) ' 1n (n ± 1),	Yo t	 .	• 
einerseitstind  

-	= - ______________________________	(-1) (9) -	S	
r • (a - 1) (n + 1)' -,  lnP (n + 1)	(a	1)2 1112 (a +' 1) 

0(11(71 -f- 1)" -1 111+k+ '(n + 1)) 

andererseits. Im Fall (6) wird mit der Transformation 

Tn,k	Sn + yo/(# - I) inn' 1 (n ± I) ± /2(n + 1) ln (n + 1)	• - 

S

	

	 ± Y, ((n + 1) ln (n + 1))'	(1)2 ((3) 2 /1r1 1 (i ± 1)	(14)

einc Beschleunigumig der Ordiiung (s - ,,k)I(: - 's,) = O(1/ln k ± 2 n) erreicht. '
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Bei Nnt.zung diesei Transformationeti zur numerischen Errnitt.lung von Reihen 
erten ist zu beachten, daB die asyniptotischen Entwickltingen (5) und (7) . nieht 

• konvergent sind. Bei gewahlter Reihenglie'derzahi it soilte also, urn optirnale An-
naheiting zu erzielen, ein Abhrtich k in der asymptotischen Ent.wicklung dann er-
folgen, wenn .das het.ragsmallig kieinste Cued u L. erleicht ist (vgl. [12: Ahschn. 2.2]) 
I3ei (5) ist dies für die kleinste natürliche'Zahl k mit. uk+i/nfrl	± k/	- II 
x in (n ± 1)	1 der Fall. Liegt em reeler Wert vor, so ist . daher für (13)eiitweder 

•	k=[a-1Iln(n±1)--9J oderk=[—iln(n+1)-9]±1 
/

bei nunietiscilen Auswertutigen zu enipfehlen ; analog für (14) 

k =[ln (n ± 1) - /]	odet	k = [in (n + 1)	i + 1.. 

Eine Ausführuiig der Traiisforniat.ibn (13) an der Reihe . 

•	-

± v)	 .	 (5) 

m it dciii Reihenwert s = 0.59978... ethrachte foigende Ergehnisse. Tm Vergietch 
• zurn Partialsummenweit. s

.50 
= 0.55646 eihält man durch die Transforniation (13) die 

deut.lich besseren Naherungswete ao 2 = 0.59834, 2O,4 = 0.59948; u50,4 = 0.59974. - 
Der Versuch, die ohige 'Reihe (15) mittels Euler-MacLauiinscher Summenformel 

(1)zit beschleunige, erfordert eine numerischeAusweitufig des Integral fi/1/ 
(x ± x2 )_dxi Der Aufwand cities Quadratiirverfahiens oder' aer Auswertuiig Ober 
eine asytn'ptôtische Entwicklung für it ; oo ist aher erhehiich gr6!3er als mit (13). 
Empirisch lssen sich unter vergleichsweiseni Aufwandauch giitè Naherutigswerte 
mit atideret rL ransfo rii1a t io fle 11 etzieien, die sich für R5eihen mit logarithmischcr Kon-
vergeiiz empfehlen (z. B. die Saizer-Transformation [17: Absehu. 2.3.4]). Fur Reiheri 
von der Art (15) mit iogarit .hmischem Anteil in den Oliedern1iegen abei zur Be-
schieuiiigung solcher Transformationen bisher keine gesicherten.Erkennt . nisse vor. - 
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