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Bei der Behandlung: von Randkontaktaufgaben der Thermoclastostatlk thermocelastischer
Schwingungen und anderer Modelle mit Randintegralmethoden hat man die Schwierigkeit,
-daB auf der Kontaktfliche zwischen den elastisch homogenen Teilen Verschiebungs- und Span-
nungskontaktbedmgungen zu erfiillen sind. Einezentrale Rolle spiclt bei allen diesen Proble-
men-die reine Kontaktaufgabe der Elastostatik. Es wird gezeigt, daB ein bereits friiher gewihl-
ter Potentialansatz natiirlich ist, «d. h.} es* gelmgt jetzt der Nachweis der Invertierbarkeit
" des entsprechenden Randintegraloperators X ohne Einschrinkung bezugllch der Poissonschen
Zahlen der beteiligten Medien. AuBerdem kann gezeigt werden, dal J ein stark elliptischer
Pseudodifferentinloperator der Ordnung Null ist. Damit smd Satze iber asymptomsche Fehler-.
abschatzungcn bei Randelementmethoden anwendbar ’

’

Tlpu mccenoBaHMH TPAHHYHLIX KOHTAKTHBIX 3aa4 Tep\loa.ﬂaCTOCTaTuKﬂ 'repMoynpyrux

_ KozeGanuit it gpyrux Mofleseit 'MCTORAMH IPAHMYHBIX uHTerpa.nbnu‘( ypaBHEHHH BO3HUKAET
TPYAHOCTL BHIMOJHEHUA KOHTAKTHHX YCIOBHH JUIH MEPEeMElleHUsAs W HATpPKEHUA HA KOH-
TAKTHON TMOBEPXHOCTH MMy Ynpyro- onﬂopouummn oGnacramu. LleHTpasabHy0 ponb mpH
“aTHX MCCHEA0BAHMAX UrpaeT KOHTAKTHAA 3anaua. 9J1aCTOCTATHRH, B.paGote nokasano, uro
y®e patibiue BLIGPAHHBIA MCTON MOTEHUHANOB ABJIACTCA eCTECTBEHHBIM : YRaéTCA AOKa3aTh |
00paTHMOCTL COOTBETCTBYIOILIEro IpaHnHOro HHTErpaJibHOrO® oncpa'ropa X 6es orpante-
umit ma yucea Iyaccona yuacrywoumnx cpeft. KpoMe Toro nokasusaerca, uto K — CHIbHO
saaMnTHYeCKMit ncesaognddepenianbibil onepaTtop MopAnKa HYJIb. Taknym oGpasom npu-°
MEHUMM acummorw:ecxue OLCHKIE MOTPELHOCTH LA METONOB rpamwﬂux JJIEMEHTOB.

v For the study bi bounda.ry contact problems of thermoelastostatlcs, thermoelastlc vibrations
_and other models with boundary integral methods-the main difficulty which arises. is, that, -
displacement and stress contact conditions are to fulfil on the contact-surface between the
elastic homogcneous parts. To solve these difficulties one is forced to study the contact problem
of elastostatics. It is proved that an earlier potentlal representation is proper for getting some
better results: 1. The boundary integral operatorJ of the contact problem is invertible with-
out any assumption on the Poisson ratios of the elastic parts. 2. J is a strongly elliptic pseudo-
differential operator of qrder zcro. Therefore ‘theorems on asympt,ot,lc error estlmutes for boun-

" dary element methods are applicable. - . . \ g .

. , . :
Viel zu frith hat sich das. Leben von Johannes Maul vollendet. Von 1966— 1971 ‘studierte er ans
der Karl-Marx- Universitit Leipzig Mathematik und promoviérte bereits im Jahre 1974 zum
Dr. rer. nat. Im Studienjahr 1976/77 weilte er am Thbilissier Mathematischen Institut der
. Akademic der \Vlsscnschaften der Georgischen SSR und legte dort die Grundiagen fiir die
Dissertation B, die er im Februar 1979 erfolgreich verteidigte: Im Jahre 1980 wurde, Dr. sc:
nat. Johannes Maul zum Hochschuldozenten an die Karl-Marx- ‘Universitiit Leipzig. berufen. ¢ .
“Die letzten drei Jahre seines kurzen Lebens waren ‘Von’Krankheit gezelchnet Eine schwere - -
Zeit zwischen Bangcn uhd Hoffen muBte Johannes mit seiner Frau und seinen drei Kindern
durchleben, zwei Herzoperationen konnten ihm letztlich keine Hilfe bringen. Als bescheidener
und giitiger Mensch, der uns durch seine vielfiltigen Gaben auf mathematischem und musika-
lischem Gebiet reich beschenkt hat, wird er seinen Freunden in guter. Erinnerung bleiben.
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1. Einleitﬁng I

In [5] wurden Emstenzsatze der Thermoclastostatik stickweise homogener Korper
mit, Integralglelchungsmet,hoden bewiesen. Eine zentrale Bedeutung hat dabei die

. reine Kontaktaufgabe, bei der auf dem Rand S der in dem elastischen Raum einge-
. lagerten Einschliisse aus anderem Material Kontaktbedingungen zu erfiillen sind. Bei

" festem Verbund der elastisch homogenen Teile wird man auf die Kontaktbedingung

gefiihrt, daB auf S die Differenz der Verschlebungsvektmen und der Normalspan-
nungsvektoren auf beiden Ufern von S vorgegeben sind. Hat man dieKontaktaufgabe

gelost, so kann man Kontakttensoren konstruicren, die das Singularititsverhalten =~

der Grundlosungsmatnx aufweisen und die Kontaktbedingung des stetigen Durch-

gangs von Verschiebungs- und Normalspannungsvektor erfiillen. Die Randkontakt-

aufgaben fiir stiickweise homogene Korper mit im Endlichen. hegendem Rand S,

kann man dann mit Hilfe von Potentialen mit dem Kontakttensor im Kern, die a _

priori die Differentialgleichung und die Kontaktbedingungen erfiillen, auf Rand-
integralgleichugen iber S, zuriickfithren. Die Diskussion dieser lnt,egra]glelchungen
verlduft dann analog wie im elastisch homogenen Fall.

Die Hauptschwicrigkeit bei der Bchandlung der Kontaktaufgabe mit Randinte-

: gralgleichungen besteht darin, den Potentialansatz so zu wihlen, dall das entstehende
Randintegralgleichungssystem iiber S in einem geeigneten Raum einen Fredholm- .

Operator K beschreibt, der den Index Null hat und invertierbar ist. In [5] wurde
diese Aufgabe.gelost, allerdings muBlite beim *Nachweis der Invertierbarkeit von K
eine einschrinkende Voraussetzung beziiglich der P01ssonschen Zahlen gemacht

“werden.

. In dieser Arbeit wird dle klassxsche Kontaktaufgabe aus drel Griinden emeut
‘Betrachtet: '

1. Es gelingt der Nachweis der Invcrt,lerbarkelt von ‘X ohne Lmschrankung be-
ziiglich der Poissonschen Zahlen.

2. Die fiir Randelementmethoden wmhtlge Frage der starken Elhptmtat ‘von Jtl'

wird gekliart. Es zeigt sich, daB K ein stark elliptischer Pscudodlfferentlalopera.tor )
" der Ordnung Null ist. . - N

3. Der Problemkreis wird erweitert, indem wir Losungen zulassen, die i im Unend- )
. lichen einen von Null verschiedenen Spannungstensor besitzen.

" Zu bemerken ist, daB sich unser Vorgehen von dem in [9] untexschmdct Dort wn‘d
nicht das eigentliche mechanische Kontaktproblem unmittelbar mit Randintegral-
gleichungen gelGst, sondern eine Ersatzaufgabe, bei der die Spannungskontaktbe-
dingung durch cine andere (dquivalente) Kontaktbedingung ersetzt wird [9: Kap. X1I,
§2/(2.9); §3/(3.1); §4/(4.2)]. Damit unterscheidet sich unsere Ldsungsdarstellung und
unser Integralglelchungssystem von dem in [9]. Der in [5] eingeschlagene Weg hat

sich auch bei Kontaktproblemen fiir andere Modelle (thermoelastische Schwingungen .-
[6}, Dllatatlonselastlzltatsbhcorle von Markov [8, 10]) bewihrt. Durch die vorlie-

gende’ Arbeit wird die These erhértet, daB der hier beschriebene Z Zugang natiirlich ist.
Die im zugrundegelegten Potentialansatz enthaltenen Parameter kénnen so gewahlt

‘ werden;daB man ein singuléres Integralgleichungssystem im Hilbert-Raum L,(®)(S)

fiir die Dichtevektoren der Poternitiale erhalt, das fiir beliebige rechte Seiten cindeutig
losbar ist. Dabei wird der zulidssige Bereich fiir die Parameter voll ausgeschopft, wenn
man die natiirliche Voraussetzung macht, daB die linearen Elastizititsmodule positiv

N

- sind-und die Poissonschen Zahlen im Intervall (0, 1/2) liegen. Legt man auf die Wah]

der Parameter keine Sorgfalt, dann érhilt man ein Integralgleichungssystem, das
neben schwachsinguliren und singuliren Integralen, (Pseudodifferentialoperatoren
der Ordnung —1 und 0) auch Pseudodlfferent,laloperatoren der Ordnung 1 enthalt

-
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Einen Uberblick iiber die Losung der Kontaktaufgaben mit anderen Potentialan-
sitzen besonders auch bei anisotropen Kérpern, die auf Systeme mit Pseudodifferen-
tialoperatoren fiihren, findet man in [2]-

Die \'Ionogra.phle [5), auf die wir hier z.uruckl\ommen bildete den Ausgangspunkt weiterer
Arbeiten zu den verschiedensten Randkontaktproblemen der Festkorpermechanik mit- Rand-
integralmethoden. Schr weitreichende Resultate besonders zu den ebenen Problemen hat hier-
zu Johannes Maul erzieit. Aus den iber zwanzig Originalarbeiten seien hier nur genannt die
Monographic ,».Eine einheitliche Methode zur Lésung der ebenen Aufgaben der linearen Elasto-
statik’’ (Schriftenr. Zentralinst. Math. Mech. Akad. Wiss.: Heft 24. Berlin: Akademie-Verlag
1916), das mit L. Jentsch gemeinsam gestaltete Heft ,,Zur Elastizitits- und Thermoelastizi-
tatstheorie (Math. Res.: Bd. 4. Berlin: Akademie-Verlag 1980) und die zweiteilige” Arbeit
,»Mixed contact problems in plane elasticity* (Z. Anal. Anw. 2 (1983), 207 —234 und 481 —509).
Ein Verdienst von Johannes Maul ist, da8 er fiir eine sehr allgemeine Klasse von Randkontakt-
aufgaben der Festkorpermechanik in der Ebene das Konzept:der aquwalenten Potentiale

‘vom Typ der einfachen Schicht zum Aufbau eciner durchsichtigen Existenztheorie entwickelt
hat. Die Allgemeinheit betrifft die Modelle (mikropolare Elastizitatstheorie, Thermoelastizi-
" tatstheorie) und die Rand- und Kontaktbedingungen. Es werden fiinf verschiedene Randbe-
dingungen und neun zum Teil neue Kontaktbedingungen in Betracht gezogen, dic auf einer
geschlossenen Randkurve und auf einem geschlossenen Rand eines Einschlusses aus anderem'
Material a.uch abwechseln kénnen (gemischte Rand- und Kontaktaufgaben)

v
~ . SN -

2. .Fonllulieru}lg' dg:é' Problems, Eindeutigkeit S

Séi D, = R3 éin beschrinktes Gebiet mit dem Rand S und D, = R3\D,. Das Gebiet
D; (i = 0, 1) sei ausgefidlt mit isotropem elastischen Material, das bestimmt ist durch
die’ Laméschen Module 4;,-u; oder den Youngschen Modul E; und die Poissonsche
Zahl v;. Wir setzen 4; > 0, u; > 0 voraus oder, was g]elchbedeutend ist, B> 0,
0 < < 1/2. .

’

Problem K(w,P; C, A, b) Gesucht ist ein Verschiebungsfeld u(x) = (u,(x), Uy(X),
‘u3(x)) u| p, € C°°(D yn CY(D; ) das die Laméschen Glelch_ungen '

A u(x) = 0 fir x = (v, 2, 2)" € D; © . 7 ‘ ' 1y
BERON ~
.und die Kontaktbedingung_en. e i o ) . .
)+ — )~ = w(x) firx € 8, ' N @
L o ;o .
{«7 (2x: n(x)) u(x)}' ~ {f(ﬁx, n(x)) u(x)} = Px)firx € S B
M . © ) X
’ ( -

erfiillt. Dabel ist
04,‘,(6,) = 6,,,/1,A + (A + i) 0%0x; 3x,, o -

i '

. . 3 o0
f ,,,(ax, n(x)) = pidy; 2 n(X) 8/0x; + l;nk(x)a/ax, + pinj(x) a/axk- .

sind - die Matnxkomponenten des Spannungsopcrators n(x) = (ny(x), nz(x), n4(x))T
der duflere Normaleneinheitsvektor von § in x'und {-}*, {-}~'der Grenzwert von D,

1 bzw. D, her. Das Verhalten im Uncndhchcn sei so, dal sich u(x) in Do darstellen laBt.
in (ler Form -0

u(x) = (C+A) +h+no(x) B o o @

N )

28+
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mit ', ' ) " . v . ‘4 . ' ’
ug(x) = O(Ix| ™), dug(x)/dz; = O([x|~*) fiir [x| = co. . B
Dabei ist C= CT'= (¢;;) eine symmetrische, A = —AT .eine schlefsymmetnsche .
dreireihige Matrix und b.ein konsbanter Vektor (Véktoren fassen wir als Spaltenma.-
trizen auf). . ‘ .- : \
Da.s Problem K(w, P o, O 0) ist die in (3] betra/chtete reine Kontaktaufgabe, dle, ,
wie eingangs ausgefiihrt, fiir die Randkontaktaufga,ben eme’?entrale Rolle spielt. N
Se1 . .
A . 0 -_a;s ”'"‘7;2. o A c. T
A= 4 .%' A 0 ;l?l > ' a= (a'l: Ao, aa)T;
““1’ .\ R —a2 dl 0 . ’ '/‘

dann ist AX = a x-x. Beim Problem Kw,P; O,A, b) sind alsmm Unendllchen éine
Translation b und eine infinitesimale Drehung Ax vorgegeben.* -

-Der dem Verschiebungsfeld uc(x) Cx zugcordnete Deformationstensor hat die
Komponenten :

ey = 1/2(0uculom, + Ducy[%) = o5 N

. ind der Spannungsbensor gemélB dem Hookeschen Gesetz die Komponenten
L vy, . . ~ : .
. ! .. — 2‘1108“"-*— ;'Oaki Z g ’ . ) . ‘ (7) ,
oz vorgegebenem Spannungstensor (t,,,) im Unendlichen: ergibt sich demnach die
Matrix C zu e . oo

Oy = (1/2uo)tij — (10/2,“0(2/10 + 310 ) 8 Z tu- S
]ntegratlon von (6) ergibt uc = Cx = [a X x] + b, wobei a und b beheblge Vektoren
sind. Beim Problem K(0, 0; C, O, 0)-wird also die Stérung berechnet die in einem
unter homogener Spannung stehienden élastischen Raum durch einen eingelagerten
EmschluB aus anderem Material hervorgerufen w1rd wenn der EinschluB mit dem
umgebenden Medium fest verbunden ist. - S . -

a) Beim einachsigen Spannungswsband (¢, =£ O, alle anderen t;; = 0) ergibt sich
aus (8)

i

on = Eq 'y, Coz = €33 == “¥lyy, = 0firk == 7.

) b) Belm reinen Scherspannungszustand (t23 + 0 alle anderen t,,, =0) 1st;

P

623 = (2u0)” 1 Lo3, alle anderen c; =0. !

c) Belm_allsemgen Zug- oder Druck/ustand (te; = po;)ist™ |
L sy = (U= 20) By by = (1/(240 + 320)) POy
‘ 'Von Bedeutung ist auch das Problem K(w P; C, - *), bei dem A und b frei sind.

Elndeutlgkeltssabz ‘Sei S € C2. Das Problem K(w,P; C A b) hat héchstens
eine Lisung. Hat das Problem K(w,P; C, -, -) exne Losung, so ist dzese nur bis auf den
' Summanden [a X X] + b (x € R3, a, b beliebige Vektoren) eindeutig. - 3 : \

Bewels Selen u,, u, zwel Losungen des Problems Kw,P;C,., ., dann gilt in
~ Dy die -Darstellung u;(x) = (C 4 A;) X + b; + u,i(x). Es ist dann u =u; — u,
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", 6 ' ' A
" Losung ‘des Problems K(0,0; O, Ay, by) mit Ag = A} — Ay, by =b; —h,, und in
D, gilt u(x) = on —h b, +~uo(x), wobei uy(x) die ;Bedjngung~(5) erfiillt. -
Sei ' '

n
S,

. KR-{xe[R3 |x|<R b, Sr = {x € R®: |x| = R},\D,CKR,DO _DonKR

Wir wenden jetzt den Integralsatz

’

7
an. Dabeiist =~
. 2 8%

i . ., 3 . 3 . 3 . ’ .
' (E;(U,'V) =:2/l-'l“’2 exi(u) 6&}(") + 4 (é‘ﬁkk(u)) (Z 6{1(")) -

mit é;,(u) ='2—‘1(u’;.-’ + u; ;). Danach ist ‘ o . P "
, - '[E('u u)dx —A——f'{u}+ {J(a,, n) u} ds ,'
4 )
- fE(u u) =—f u}" {f(ax,n) } dS—i—fu Y(a,,n)udS
. © . o
D' '

f(ui(a ) u(x) - v(x) + E(u v)) dx = fy’(a,, n(x)) u(x) - v(x) dS ' (9)_\
D ’ . . PR -

Durch Addmon dleser belden Formeln und Berucksxchtlgung der Kontaktbedxm ‘

'

’ gungen fir u folgt, | -

. fE’uu)dx+fE(uu)dx_fu f(ax,n)udS o (10):"

-‘Dl()

: W'é,gen J(a,,n) (on £ bg) = 0 ist T (@ n) o= J(a,,'n) Uy, woratis

fu J(a,, n)udS fuo J(a,, n) u, dS + f(A0x+bo) J(a,, n) uodS

‘

- LT . L v ' . . o (11)

'folgt, Nun ist nach dem Integralsatz (9), wegen u’l(@x) (on + bo) = 0 und folghch
A(ax) u, (x) = 0 sowie E(uo, Apx + by) = ' )

0——fmﬁ+m){(%mMmy .

)

Il

Wegen ¢/z<ax) u(x) = 0inp D,,E(u AX + bo) = Ofo]gt wxedel mlb dem Integra]satz (9)

.
¢
N A

. . '
. . f . .
. ! . !

o;=f<on+bo>‘-{"’(ax,n> afas. Ty
3 . , . un . , . .

| +f,a+m>f@mnmww - Ty

\
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wegen lim" [ uy 7 (@, m) mdS =0, (1) (14), - (10) folgt

R—00 Sp ©

-3 fE(u u)dx-{—fE(uudx—O

p,
_ Also ist u = Agx + by in Do,cund wegen {u}* = {7 ist u = AgX + b, in ganz RS,
Sind A und b vorgegeben, so ist Ag = O, b, =0 1 o '
' 3. Potentialtheorie -

~ .

‘Wir stellen jétzt die bendtigten Be7eichnunge1i und poténtialtheoret-ischen Sétze
zusammen [5, 9].. '

. Die Grundlésungsmatrix I(x, y) von 04(3,) ['(x; y) " —47(x — y) E; (E; = drei-

“reihige Einheitsmatrix) hat dic Elemente

<

, -

(5 — 9 (x; — ?/}-)] 1
=y lx =yl
(15)

- Ty y) = (0 + 3) by 0 + 4

1 '
2/‘(4 vt 2u) [

. Steht unter einem Ausdruck (z), so bedcutet das daB er statt mit 2, u mlt Ajy M ZU
" bilden ist. ‘
Wir betrachtéen das Potentlal der unfachcn Schlcht

A ‘ _ ,

) N - . : 2 N
Nun ist Y(ax, n) u} {ﬂax, n) u}T = {f(a,, n) u0}~, S0 'daB aus (13) und
(12) folgt ar , B © © | N \ .

S A + By e uy(x) dS = 0. o (14

V(x; @) = @0 [T, y) () dSy. - ; S8
S . . .

Unter den Voraussetzungen S € C¥+1, ¢ € C’”(S)’ 0<p<acs 1,/ (U -y
gilt V(x; )| p, € C=(D;) n C'+18(D;), i = 0, 1, und V(x; ¢p) erfiillt (5). :
Sei S € C'*, @.€ C* 5(S), dann gilt mit dem verallgemeinerten Spannungsoperator

J(a,, (x)) mlb den Elementen )

5 ot ) = gl w(x) 8/, + (X 4 p — #) my(x) &fo; + my(x) 0] om,
P T T )
die Sprungrelation® ’ '
v x C +
{f (B m(x)) V(x; 8

P
= ¢ (2) + 20! [ T (2 n(x) T(x, ¥) @(y).dSy,  x€S8. (18)
M , ,

f \ . T . >
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* Das Integral ist im Sinne des Cauchyschen Hauptwertes zu verstehen die Kernma-
trix hat die Elemente '

| ( Fournw) vy -
[(m + )0+ m) 1) 5, =3 WO+ m) (@ =y (5 — y,)]

2u(2 + 2u) A 2O+ 20 Xy
S my(a] St ((u‘+x) (. + 3p) )
—1
&M =yt e e
) (5 = 9y) = () (= — ) T - )
L x =yl _
Weiter gilt A4(0x) V(x; ¢) = 0 fiir )g ¢ S und s v - e
VG @)t = (Vx; @)™ = V(x; ), x€8. 20
Fiir das Potential der doppelten Schicht ' BEERY o -
- L% . f x \ N T . -
o W @) = (2 f ( T (2y, n(y)) T(x; )T) eyyds, . @1

- gllt unter der Voraussetzung Se C"““ @€ C“’(S 0 < ﬂ <aZ 1 0= l S k+ 1,
daB ’W(x (p)lg‘ € C°°(D ) 0 CH8(D;) sowie A(dy) \\ (x @) = 0 fir x (I S und “’(‘( (p)

= 0(|x| 2) 8W(x @) /6z = O(|x[|?) fiir [x] — o0 1st N ;
Falls S E Ct*, ¢ € O’° B(S) ist, gilt dle Sprungl elat,lon \

\,‘{‘V(XHP)} = Feox) + Wix; @), x'e_s. © "-'_(22)

\

Dabel ist W(Y (p) der dlrekte Wert des Potcntmls im Sinne des Cauchyschen Hauptv
wertes, fiir die hlemente der Kernmatrix gilt

'

(o) Py = (Fmno) Toiode <, . ey
Sel 'S €0, e Cr¥(8),0 < <a< 1, dann gilt die Splungrelatlon [9 v,8. 2]

{J’( . n(x) Wix; q>>} = £ — 7) (55, n(x) (x)

o - 39X —yI7t dely) | [#y s
L e {’fk):ﬂl e Rl et EL )
. : S . ! )

. E -- . : . . 4 ) ‘ T .
;X = i (3, n(y) <p(y>} asy + <2n)-1‘f B(x,y, %) (y) dSy  (24)
- [ 3 ‘ ! -

[x — ¥l
mit o0
m,,,(a,, n(x)).= n;(x) a/ax,, — m(x 6/6:v,, R

6/6sl(x) Mgz (0x, n(X)), a/as2 X) = My,4(9x, n(x)), . 8}833(3() mz,(a,, n(x ))
(dlese Operatoren sind auf das iiber S hinaus fortgesetzte ¢ ‘anzuwenden [9])

=0+ p) (7 + w (?+;t)/2/t(/+2/t) . ;-

\
]

\
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~und ' ) : - :
‘ B,,,(x Y% y) = <x + y— ) (ny(x) m(y) — m(x) n,<y>)/1x —y|3 =

/

, o,
+ (ﬂ—ﬂ)(nk()’)(x —J, Z( — %) nz(x)/IX—YI5

LN =

| + 3 ('n;(x) (@ < y;) 2 (@ — ) 'n:(y)) / Ix —yJs
p S

et LT p (",<y) <xe —yk)Z' g _?")”‘(x))/ 'X_YP |

\

. -*—‘3(77“ )(n,(x) (@ — ) Z (@ — J:)nz(Y))/'lX —yl

‘7

at 3n(de; — 5(xk — %) (x — y,)/IX - YI 2

(Z (=, — Y) nl(x)) (Z ( —m) nl(y )/IX — YI5

‘Aus (24) folgt ‘

)

S { (3,, n(x)) W(x <p)} {f(a,in(x)),\i’(x;cp)}_v ‘

'.='2(x.‘-y)m(a,,nx))<p e ER (25)

Das Integra] mit der Kemmatrw B(x, y, *, y) stellt einén smgularen Integraloperator
dar [5, 9]. -

Die Untersuchung des Sprungverhaltens fir den verallgememerten Spannungs- '

operator des verallgememerten elastischen Doppelschichtpotentials ist ein schv/lerlges
potentlaltheoretlsches Problein. Gegeniiber [5] ermédglicht es die Formel (24), die dem
Randintegraloperator J entsprechende sechsreihige - Symbolmatrix vollstandig
‘explizit aufzuschreiben und damit die Frage der starken Elliptizitit positiv zu_be-

antworten. Der Nachweis der Fredholm- -Eigenschaft von X allein erfordert nicht die / )

~ explizite Kenntnis der hiervon herriihrenden dreireihigen Teilmatrix der Symbol-
matrix’ [5] Das Uberraschende ist, daB dlese Teilmatrix sogar d1e Nullmatrix ist.

w . . - . \
4. Existenzsiitzé - L : .

\

In diesem Abschnitt. treffen wir. die Voraussetzungen S € C?*,we OV "(S) P e CO8(Sy, -
0 < B<a<li. Zur Losung des Prob]ems K(w,P; C A,b) machen wir den Ansatz

| { -

u(x) ~ 4 W(x P;) + G,V(x P,) fiir x €D, , : . (26)
u(x) = AW Bo) + GV Py + (C+ A)x + b firxe Dy (37) |
R ) ’ () R : . .

-
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Dieser Ansatz erfiillt bereits (1), (4), (5). Die Kontaktbedingung (2) fiihrt wegen
(20), (22) auf die Integra.lglelchung ’ I .

. v _ {40+ 4 )Po(xo) — A W(Xo» P,) + Aow(xo’ Po) '

b . : — GIV(XO, P,) + GOV(XO, P, ) = —w(xo) — (C + A) Xo — b
B | St g8
VO und d1e Kontaktbedingung (3) fiihmt wegen (18)’ (24) auf " . . .

{‘7(3,., n(xo)) W(xo: o)} - Ao { (31.: n(xo)) Vv(“o: Po)}

+ (Go + Gl) Pl(xo) + [eX (273) 15 ;7(3,0, n(xo)) P (%05 ¥) Px(Y) dSy
S

;

= Go(27)2 f‘y—(axo: (xo)) (xo» Y) Pl(Y) dSy = P(Xo) +<7( Xo7 n(xo)) Cxo. - |
s \ '

. | S (29)
Stellen wir. jetzt die Bedingungen : . .o .
41("1 — 1) + Aolxo — po) = 0, e o .. ) ) . (30) -
, Ay = Aopo, . R S oo @
- . . - [ . , 4' ‘» .
' i ' A+ w) (A + #i)) ) ( (%0 + o) (4o +fl‘o)) B
~ / A A - 2 = A 7 —_— y . 32
o [(7"1~ )l’ + 2/‘1 o { %o N ~')»o + 2#0 . . ) . ( '!H

-dann erhalten wir aus (24) fiir (29) o

1(273)— f B(xo: Y, %5, ) Po()’) dSy — Ao 27) f B(xo; y’ "o: .“0) Po(Y) dS
{

N

(Go + Gl) Pl(xo) + Gy(2n)7? f :7(6,,, “(xo)) F(xo» )PI(Y) dSy

T R :
L~ GolZa)™ f 4 (ax., n(xo)) P(xo, >P,(y) i, —P(xo>+c7(a,., n(xo)) Cxo
P | )
" Wir wah]en o - ! . ) ' v . T
"_ o 3 An = ,uo: A‘o‘—'/‘n N .' R - .(34);
~ dann ist (31) erfiillt. Aus (‘30) (32) ergeben sich dann emdeutlg %o, %, ZU o
3oty + poldpy — Ay) ' Bhpto + pa(dpts — Ao) )
V- o ‘041 0 . — 140 1\ &l o . (35
o , - 7‘0#1 + ﬂo’-x + dpops = Aot + Holy + dpops (~' )
A Fuhren wir die Vektoren R . N o
Lo (0)-6 () (;w—_(c+ )
o P=1 , =\ P + 7 (25, n(x))C
.\ ®s/ - _Pl . , ' fe + ( x )) \x ]
o l ' , \ [ ~ . \ ’
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S
,
und die Matrlzen . o
2 (A0+A1)0 0 -0 -~ 0 0
0 (4o +'4,) 0 0 0 0
@)= 0 (4, +4,)0 o 0 ’
@) =19 0 0 Gy +G) 0 0 ’
0 0o, 0 -0 (Go+ 6,) 0
o -0 0 0 0 G + 6
‘ x, L ’ AT | E < Y-o.
N L~ |4 (:7(.3& H(Y))_(I;(X, Y)T) _GI(I;)(X, » oo e
’ X . T ' o
S +Ao( erm09) Lt W) | 60y .
— © 0 . : ) :
(k " x, y)) 27 | . -
AI(BI)(X\) y’ xl’, /:‘1) Gl J—(ax’ n(x))rl-‘(xz_y)
— 4o Bx, 3, %, o) 6o 7 (0 n(y) Dlx. ) E

ein, dann konnen wir das Systcm (28) (33) in dcr Form. (m =1, 6)
: l
: 6
2 vm%) (‘f) = ‘-'arn;‘p;(‘( +f Z kmj(x, Y) @iy )dS = fm(X) (36)

=1 ;1 S j=1 -

oder kurz (Hep) (x) = f(x) schrelben Der Operator X lst ein lmearer beschrankter u
Operat,or im Hilbert-Raum ‘L,(®(S).

- Hatten wir im Ansa,t,a (26 (27) das gewdhnliche c]astlsche Potential dcr doppelten; -

Schlcht, genommen (x, = fhy, %o = o), S0 stiinde im Block links unten ein Pscudo-

differentialoperator der Ordnung 1 (s. Anhang). Bereits in [5] wurde bewiesen, daB
man bei der Wahl der Konstanten A4, 4,, %0, %y gemiB (34), (35) ein gewdhnliches

_ singuldres Integralglei¢chungssystem erhilt, in dem keine Abl(,lt;ungcn der gesuchten

. ‘Dichtevektorén auftreten.

" . Ein weiteres riiberraschendes Ergebms tritt zutage, wenn wir uns die Matrlx

A B(x Y, %15 yl) — A, B(x,y, %, ,uo) niher. ansehen Aus (24) folgt unt;er Bcachtung

)

' von (%0)—(32)
(A B(‘ ) /l’/"l) - A B(\ Y, #0, 1“0))
= 3(A1/1 — Agxo) (y) (o — JI:) Z (@ — ) n:(x)/lk - YI"’
+ 3(4 1"1 - Aofo) "L;(x) (xk —Y) Z (xi — ) nz(Y)/Ix - YIs
_ 3(Av{1 — Ayxo) (8 — 5(xk — ) (2 — yp)/Ix — yI?) RN

T . . . 3 : . 3 Lo T
f X (_z(xl ) m(x)) (_zm —yonl(y))/lx —yP.
Nun ist -
o Al"l — Agxy = 4/‘0#((71/10 - 70#1 [Rotr + pohy + 4/10.“1)
Gilt fiir die Poissonschen Zahlen vy = vl, 0 ist A ug — Agpty = 0. Man hat also

A, B(x Vs #0, th) — 4o B(x ¥, %or o) = O, falls v, = ¥, ist. ' ,(37)>
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Eme Weltere nahere Betrachtung zeigt, daB A, B(x Y, %1, /1,) — A0 B(x Y, #os ,uo) ‘

ein schwachsmgu]arer Kern ist. Um das zu sehen, fuhren wir.in X € S ein lokales
kartesisches (s, s,, sa)-Koordmatensvst:em ein, so daB die (s, s5)- -Ebene Tangential-
ebene an S in x ist. Die Gleichung von S in der Unigebung von X sei 3 = D(sy, 8a),
so daB y € § die lokalen Koordinaten (s,, Sa, D(sy, sz)) hat. Es ist dann fiir y €S der

" Abstand |x — ¥yl = Vo2 + D2 mit p? = 312 + 5,2 \Tach den detallllerten Untersu-
" chungen in [5] ist’

- : 3 ' Al . .
Z( - y,)n,(x) 0(02), .i__,;(xt =y u(y) = 0(92), 0= ’I'X =yl =Ce/
also o ) ) -

[6k, — 5(1:1, ye) (7 —yp)lix —yif1 . T

(Z (- — 1) "1(“)) (Z (@ — ) nz()’))/lx —ylIs=O(x — )’| 1).
Welte; ist wegen n,(y) = n,(x) 0(@), xk —~ = O(o) '
) ‘3
(Y) xk — Yk) § - yl) 7}:(‘?‘)“" - y|5

= nj(x) (2 — ynlg @ — ¥ m)/Ix — ¥I° + O(x —¥|7).

Nun ist [5: (3.54), (3.57)]

II
-

3 , . : - .
Z — W) nl(x) —9- 1(312(15 n + 2slsz(§ 12 + 32 2b ,,) F O(o?+°) R

(T — i) ”I(Y) = 427(s,® 2P Tt 23132(15 1w+ 3226) 2) + 0(**°)

‘A

"m

{
-

(d’ =P k,(O 0)) also hat man

" ,(x) (2 — ) Z (= — ) m(X)/|x = y|5 s

+ n,(\:) T — Yi) Z —;yz)’7ll(}’)/|x ~ ke = 0(Ix —y|*7%.
Somit gilt _ . ‘
A ‘ B(x Yy, "l: lu'l) - AO B(x y’."o’ IuO) = O(IX - YIa_g)- : ’ ’ (38)

\

Zum } \Tach\vels der Fredholm-Eigenschaft von ¥ stellen wir dle symbohsche Ma-
trix auf. Doch vorher miissen wir noch uber Go und G, verfugen Es ist

" '2—5v0—v1+4v0vl__' . , .
1,= 2 _ 3v0 — 3"’1 + dvgy, - . :“lf("o» "’1) = /"1(—1"‘*’ 8) S . (39)

und wegen e + Hoy = 2,440”, ist A, _ .
w=m@ e i (40)
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Fiir die Funktlon /(vo, ) gelten im Bereich 0 <% < 1/2 0 < v, < 1/2 d1e Unglel- .

chungen ) .

, —1 < flro,m)y <3, < o ‘ (41) .

a]éo gelten fii.r e =14 f(vy, %) .Qie Ungleichungen ./ ‘ .
O<e<a “2)

‘ Wir wahlen’ ]etzt " oo : o ' '
Go =4—e G=e 7 ' ' - (43)

Dle Wahl von G’o und G', hat fur -den Bewels der Invertlerbarkelt von K Bedeutung

und ist nur von daher zu verstehen. In [5] war G, = G, = 1, und e$ muBite x, > 0,

%, > 0- vorausgesetzt werden. ‘Zusammen mit den Gewwhtsfaktoren @y, @, bei der
verallgemeinerten elastischen Eriergie in_(49) kann diese bei Erhalt der Positivitit
der Energiedichten zu Null gemacht werden bei voller Ausschopfung des Spielraumes
© 0 < » < 1/2 fiir die Poissonschen Zahlen. 7 7
© Mit K* bezeichnen wir den Operator, wenn in (36) vor dem Integral noch ein} Para-
- meter t € [0, 1] angebracht wird. Fiir ¢/= 0 erhalten wir bis auf konstante Faktoren
den identischen Operator, der den Index Null hat. Fiir ¢ = 1 erhalten wir (36).
‘Die Symbolmatnx von J* im Sinne der Theorie der singuliren Integra]glelchungen
bezeichnen wir mit ¢(x, 9) (5, 9, 11]. Die Hauptqymbolmatrm von X* im Sinne der
Theorie der Pseudodnfferentlaloperat,oren bezeichnen wir mit og(x, E) [3,13]. Um
diese zu berechnen, fiihren .wir neue Koordinaten ein. Wir bilden eine Umgebung

U(x) von x €S bijektiv auf eine Umgebung von (vy, v, va) = (0, 0, 0) in folgender '

" Weise ab: In der. Tangentialebene an S in x betrachten wir ein kartesxsches (v, ¥g)-
'Koordmatensystem und Pola,rkoordmaten v, = 0 €08 @, ¥, = g sin p. Einem Punkt
¥ =¥, Y2, #3)T € U(x) ordnen wir (v;, v,, v3) zu, wobei v, v, die Koordinaten der
orthogonalen Projektion von y auf die (v,, v,)- Ebene sind und v; der mit Vorzeichen
-versehene senkrecht zur (v, v,)-Ebene gemessene Abstand des Punktes y von § ist!
Die Abbildung werde durch

\

yi = W;(”l: v, Us): v; = (D (?/1: ?/2’ ¥ 1=1,2,3 v
beschrieben. Fiir Punkte ye€ S ist - ' N " o oo
: i = Fj(v1, 025 0) = y;lo, <p) =z + (¥, COSq’ + !l’,zsm 9o + 0(e%),

wobei !I’, E= ov, /614(0 0, 0) ist. ch Vekboren ‘I/, = (SI’, s '}’2 L 9’ ) bilden ein
:Orthonormalsystem ¥ 1> ‘!’2 sind Elnheltsvektoren in Rlchtung der v;-, ¥p-Achse,
¥, = [‘l’l x ¥ 2] = n(x). Fiir das Flachgenelement_ dSy gilt dSy =dS(e, ¢)

= o(1 +.0(e?) de dg.
Fur Integraloperatoren der Gestalt f If(x y) u(y) dSy ist das Symbol im Sinne der

\Pseudod1fferentxaloperatoren bezughch der emgefuhrten Koordmaten definiert durch
Founertransformauon [3]

N
o ' 2n

o5, ) =" [ kx,yle, ) /(e) e"’“’““‘”*"s"‘“” dS(e <p) o

e=0 =0

-wobei /(g) eine Abschneldefunkmon 1st die in einer Umgebung vong = Og]elch 1 ist.

Das Hauptsymbol-o,(x, ) .ist durch den Anteil von o(x, E) mit dem hochsten Homo-

E gemtatsgrad bezughch & = (&, &) bestimmt. Die in X* auftretenden Integralopera-

\

.
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toren mit schwachsmgularen Kernen liefern zum /Hauptsymbol keinen Beltrag An
singuliren Kernen “treten auf kF(x, y) = nk(x) (x —y,)/lx —yP. Vegen l‘l’ 1l
—|‘l’2|_1 ¥, ‘Pz—OISf/

: ¥ Y, 1 s,
L ,k!r{(x’ y/(Q: (P)) dS(Q, ¢) — (_nk(x) (Vvl 17)_:—': 5. 27)2)~+ 0 (?)) dv, d'l)z ;!
14 4 l 2 . / .

80 daB man fur das Haupt,symbol des Integraloperators mit dem Kem k(x, y) -
‘ T (X, g) o

"l

’

ot . - .

I : vy - : . o
L= n(X) . 2 -———___) eithnitiwnd dy, dy, -
[ ff ( 7 V”x + ”223 s V'Ul + vg? \

:_—‘ — 271 i (x) ||~ 1('}’, x§1\+ lP; 252) - A
\[4:S. 192), [E] = (&2 + £2)V2 erhilt. S
Betrachten w1r nun-den Operator ' .

e (p) (2n)— j M2, n(x)) (Es/|x —-y[)q;(y) ds,; x ‘_AS,- :

N
dessen Kernmabrlx die Eler}lente (k,j=1,2,3)" ‘ .
(‘/Il(ax, n(x) EofIx — ¥))e.; = (nk (%) (25— 9;) —my(x) (2 — ?/k))/IX - YI”

" hat, dann erhalt mém nach dem Vorhergehenden fur die Elemente der Hauptsymbol-
' matrix o,(x, §) : : :

‘oM(X, g)k}' = —i g~ l('}/; 16 + '1/’ 252) nk(x) + i IEI 1(‘1'1: 151 + l"II: 2) n,(x)

. ‘“"lm Zs,h( l1’1251‘*'9/1152)

~
§

-~

(;:“,,-: Levi-Civita-Symbol). Fithren wir die Matrﬁizen

) ¢ h yolln.l . 9.7211‘ "«i]s.l ,\ E . 0 : 0. i é
R(x) = ?’,32 "W .'f"s,z y Q(E) = |gl 0 0, 1&,
(e (X)) ne(X) e M3(X) ) —ig —i 52

(R(x) ort}iogonal) ein, dann erhii,lt'man (3] doM(x E = R- 1(X) Q(E) R(x). Ohne Muhe
kénnen wir. nun die Haupbsymbolmatnx von J* aufschreiben. Beachten wir’ noch
daB das Hauptsymbol der-Identitét glelch 1 ist, so folgb

'

. Rx) (o + ) By + LKQUE)) Rix)
Tol(x, ) = — ™

¢ 0 )
“1(x) (4, + (LQ(E)) R(x)/

! o N
mit e | | SRR
k2. ((uoﬁ + %) Clo =+ 3p) _ 1) o ((p, ) Ou' ) 1)
N : i 2ue(2o + 2u0) ’ z/‘x(;x + 2u).
y .;/ ! _ Ml ~poh + 2i;oﬂi _ /‘071 — mdo + 2uopy '

- o f Aoty + oy + dpom ® dom + /‘o‘:} + 4/10.“{

\ N N
; .



‘Man sieht sofort, daB det o!(x, 9) > O fiir alle ¢ ¢ [0, 1] ist.
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v
und

L= Gl:ul/()‘l + 2u) = Gottol (29 + 2/‘0‘)-

Setzen wir §,/[E| = cos ¥, &/|E| = sin 9, so erhalten wir aus 0o'(x, E) die Symbol-
matrix ¢*(X, §) von K* [5] Es ist

det o*(x, 8) = det (o + 1) By + tKQ(E)) det (4E; + zLQ(‘g))
‘ (/‘o + #1) (o + 1 — tK) (/‘o 'f‘#l + tK) 4(4 —tL) (4 + 3L)

-

Y

Der Vollstandlgkelt halber . berechnen /WIr im Anhang noch die Hauptsymbol-

r

'matruen von V(x; ¢) und {;7(6,, n(x)) \V(x (p)} - ‘ o . t

"Mit Ergebmsscn von [9] fo]gt nun der
Satz 4.1: Se: S.€ C*>*: Dann ist K im Raum Lz“”(S) ein Fredholm- Opemlor mit

Index Null. Ist we CY%(S), P ¢ C8),0< <=1 und @ € L,'®(S) eine Lo-
sung von Hep =1, dann ist Py € CV¥(S), P, € C° B(S). . _ P

Wir ze1gen~]etzt die Inverticrbarkeit von J. Dabei verwenden wir' den Integral- ,

- satz [5, 9] | e o
[ @I - um) + B, w) dx = [ F(an n) u ny s, (@)
wit - T v L o
B, w = G+ 5 =) (jgr:df.,-)z.ﬁ"“'.‘I_Z:I('ua;ﬂf,.»)z S
| _1 +?;ﬂ§wu—w&' o

~

Ist |y| < p, dann ist. E(u u) = O und aus. E’(u u) = 0in emem Geblet D folgt u = b.A

" in D, wobei b ein belleblger konstanter Vektor ist.

Sei ¢p eine Losung von JCq) = 0, dann ist P0 CY8(8), P, € C° #(8). Wir bctrachten

v(x) = W(X P,) + GV(X P
(i) .
- Dannist 7 : .
N * [ v(x) fir .xeD,, - .
: m , : .
- oux) =9 ; Y .

v(x) fir xeD0 . ’ » '
(0) ] , .

+ Lésung des Problems K(O 0;0,0,0). Nach dem Lmdeutlgkeltssatz lsb u(x) =0,

also v(x) = O fiir x_ € Dy, y(x) = 0 fiirx € D0 Nach (22) und (20) ist -
m

{m$éfﬁﬁﬂ{m{=M&m,,. @)
Y ' w ) | L
,%&§?»{mr {wnyz—wmmw»’ R T
© © ) - , . ‘ ]
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© Nach (18) und (25) st ‘ L L

{f(a,, n(x))(}')(x)}j - _{‘{"("a,, n(x))(r)(x)}+ + {:17:,(3;, n(x)) (Y)('x)}-
L= 2R — 2 — ) Mo n() Be), (4D ¢
‘ {f(é,-, n(x) v(x)} ={f(a,,n(x)).v'(x>'}+—{ (2 () (5}‘__
. 0) v (0) {0) ~ 0) ., O
= 26,2,(x) + 24o(tg — 7o) {36, n(X) Bo(x). (48).

.

Anwendung von (44) ergibt -

4 fl?( dx = —f{ a,, n(x)) v(x)} {v(‘{)}_ Sx,+ .
5 m \ay (1) (n ‘ '

[

\

: f»ﬁ (v,v)dx: f{ (6,, n(x)) v(\{)} { (x)}+ d8x.. - !
_‘ © g © \ (0 g (0)) . :

1
(RN

Mit dén Grenzwerten (44)—(48) folgt

efEgyerefEpne

% 4(4,Q,G, — 44QoGo) f .I-)o(x) : I;l(x) dSx- -
N . s .o

~.

4(4,°Q,00 — 1)~ AgQo(o — 79)) J Polx) - (85, n(x)) Bo(x) dSy = 0,
. . - S . .
] | » ‘ (49)

wenn wir s

A6, — 44QyG, =0, A12Q1("‘1 — 1) — A*Qo(xo — _yo) =0
fordern. Diese Bedingunggn lassen.sich durch die Wahl

’

. Yo = —Het[4, 1= /11(—1 + 6/4) Qo = /105? Q= /h(‘; —¢)
erfullen ‘Wegen (42) ist Q, >0,0, > 0 1Yol < mo 71| < 1. Aus (49) folgt v(x) = bo.
~in D,, (x) = b1 in D;. Wegen v(x) O(Jx|™Y) fiir |x| — oo ist v(x) =0 II; D,. Aus
 (45) folgt Py(x) = 0, und aus (47) folgt Py(x).= 0 auf S. Damit ‘;;t) ;ler folgende Satz |
bewiesen. .

Satz 4.2: Der Operator K L2“”(S) — L, (8 ist invertierbar.

Aus allem fo]gt der

St 437 Sei S € 02, we CW(S), Pe CO"(S) 0<B<«<1 Dann hat das
" Problem K(w,P; C, A,b) eine emdeunge Losung. Sie ist darstellbar in der Form (26),
(27), wobe: P, € C“’(S) P, €.C*%(8) sich eindeutig aus dem smgularen Intcgralglez-

chungssy Jstem (28), (33) ergeben.

' Wir zeigen jetzt die starke Elliptizitit de.s Operators X. Die Hauptsymbolmatrix ‘
- von J bezeichnen wir mit go(x, ) = 0o'(x, E). J heiBt stark elliptisch, Wwenn eine

~ . - " . \
\ '
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C®-Matrix 0: § 1> 0:6"6 uhd eine pdsitivé Konstante ¥ existieren, so daB
Re CTO(X) oo(x, E C = y |§)? fiir alle Bl =1,x€8,CeC® : (80)

ist [1, 3]. Da Q(E) hermitesch ist und R(x) orthogonal, ist .oy(x, E) hermitesch. Wir -
> zeigen, daB (50). mit O(x) = Eg(Es = 6-reihige Emheltsmat,rlx) gilt, 'dann ist

CTo(x, E) T reell. Seiim weiteren [E| = 1. Dann ist o
det (o,(x, ) — sEq) ‘ .
,—da«m+wu—wa+KQ@»®q4—wn%+LQE»

. = (o + 1 — 8) (o +' 111 — K —3)(#0+#1+K“8)(4—8)
. ) x(4-— —8)(4+L—8), . \

’

..

damlt hat 164(x, E), die Elgenwerte 5 = po + /tx > 0 Sg. =g+, — K >0,
s3=,u0+,u,+K>0 sy = 4, 85—4—L>0 3674—}—L>0 Esexxstlertelne :
‘unitére Matrix T so daB in den neuen Koordmaten T =T¢ ’

Cox, BT = .>: s |c - -

- gilt. Seiy :»mm(sl, . sa) > 0 dann folgt

CTao(x 3 EZ ¥ Z 15512 = y|§|2 = leP- . B
Damlt ist X ein stark e]hptlschcr Pseudodlfferentlaloperator der. Ordnung 0. Fiir
unser System K¢ = f treffen somit folgende Aussagen zu [1, 3]: Sei S € C. Fiir-be-
liebiges r € R ist der Opcrator FK: H'(S) — H(S) linear und beschrinkt. Fiir jede
nichtnegative ganze Zahl j existieren ree]le Konstanten yo >0,6>0,¢c=0,s0dab
die Gardingsche Ungleichung

\ . r

(JC‘P, <P)m(3) = Yo ﬂCP“H!(S) —c ||‘Pl|m—6(5)> <P € H’(S) (51)

gilt. Diese ist die Grundlage fiir asymptobls(,he Fehlcrabschatzungen bei Randele- y
mentmethoden. Aus (51) folgt weiter, daB J: H'(S) — H*(S) ein Fredholm-Operator

.mit Index Null ist. Fiir » = O wurde dies oben mit der Theorie singuldrer Integral-

. gleichungen bewiesen. Da eine Losung ¢ von Hep = 0 zu allen Riumen H*(S) gehdrt, -
ist ¢p beliebig glatt. Aus Satz 4.2 folgt, daBl K eine eincindeutige Abblldung von H'(S)
auf H7(S) ist. Die Glelchung He = { hat fur beliebiges f € H*(S) eine emdeutlge
Losung o € H'(S).

Mit. LK(w, P; C, A, b) bezelchnen wir die Losung des Prob]ems K(w,,P C, A b).
~Sie 148t sich auch ad mv aufbauen aus dem-Verschicbungsfeld uc(x) = Cx (C = CT)~
des Gesamtraumes das zu einem'konstanten Spannungstensor gehort, aus der starren

Bewegung des Gesamtraumes uy, = Ax + b (A = —AT) und: der Stérung uy(x) _
= LK(w,P*; O, O, 0)"\mit P*(x) = P(x) — ( (6r, n(x)) — (8,, n(\i))) Cx. Zu =
, einem Feld v bctrachten wir die Energ\le “ ' .
S H(v)——2 lf Ev v)dx 4 2- 1_]' E(v v) dx —fP* {v(x)}*de‘ ,
D, - .De L ~

' Da uy(x) (5) erfiillt, ist die Energie I1(u,) endhch, mahn erhilt mit 9)

M(uy) = —2-1 f PH(x) - (Ug(x)}* dSx + 21 f {J(ax; n(x)) ho(x)}_ . w(x) dSs.
S . (©) ) ’
. s - . L ~ o
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Da E(v, uA) = 0 ist, ist auch IT(u, + uo) endllch man erha]b
= (m+uo—nwo—fwu>Mx+)d&.

o s , LA

Vanatlonspnnnp Unter allen Feldern v. mat endlzcher Energie, dze (a) und -

{vi* — {v}~ = w erfiillen, hat U die E’zgenschaﬂ T1( v) = M(u,).

-Dieses Vanatlonsprmzlp ist aqu1valent, zur Variationsgleichung, ein u, mit endllchor
Energie zu finden, das {ug}* — {uo}~ = w und (5) erfiillt, so daBl ‘

fE’(uo, vo) dx + f E’(uo, o) dx — f P*(x) - vo(x)dSx =0

D, (1)

\ 7
gllt fiir alle vy mit endlicher Energie, die (5) und {vo}* — {v,}~ = 0 erfiillen [7]~
Das Problem K(w P;C, -, ) hat die Losung : ) S

4

! ' LK(wP C,Q)_LK(“PCOO)—{—LK(OO o,,)
Nunist - ' : :
"L LK(©,0;0,.) = {LK(O 0;0,A,b): A = _ar und b belicbiz} . = -
Fiir - fest vorgegebenes A, = —A,T, by, st auf Giund’ des Emdcutngkeltssat?es

LK(O 0;0, Ay b )= AX + b, fiirallex € [R3 Also ist
LK(w P;C, -, )—LK(w P;C, O 0)+Ax+b A—‘—AT undbbelleblg

Bemerkensivert ist, daB man im Unterschied zuim ebénen Fall bei zugelassener freier . -

Starrkorperbewegung im Unendlichen keine (Jlelchgewwhtsbedmgungen beziiglich
. P zu stellen hat.

‘Als ein triviales. Bmsplel geben wir die Losung .des Problems K(u,e,, Pe,, (24,
—+ 32, ) 1 p0;, 0, 0) an fiir einen kugelférmigen ]LmschluB D, = {x:|x] < a}in einem
unter allseitigem Druck odér:Zug (p < 0 oder p.> 0) stehenden elastischen Raum.
- Mit'Hilfe der Formeln fiir den kugelsymmetrlschen Fall folgt elementar fiir das Ver-
,schiebungsfeld u = ue, - .. .

_ [@uo + 30 plx F D fiir x| <a,
| (2uo 4+ 32) 1 pIx| + C/|x|? fiir [x| > a

mit ‘ . . o <
’ a® {0 i 2u +32 ‘ ) I w)
= (P—p (2200 1) — (34, + 2u) —), .
. 3;.1+2,41+4,¢0( .p(2y0+37.0 Al 1*_*‘4{)0, «
N 1 (2u, + 34 ) w) '
) JAN S S—— - JY ol i S| TP
. 32, -{—2/1,1—{»4/10( .p(2‘u0—{—3)0_‘ Thmo) o

/.

Fur die Komponcnten des Spannungstensors erhilt man

~

aw = Opp = a,,,o =0,
~

Ore = Gog = B = ((2#1 + 3"1)/(2#0 + 329)) p + (2 + 3/-) D fur |x| < a,
=p - 4‘:“00 X[7%, 0o = UW » + 2uC|x|~* fiir |x| >, a. .

Im konkreten Fallp =0,P =0, w < 0 (Aufweitung) ist C > 0,D < 0.

Losungen in weiteren Fillen nach der Methode des a.qmva.lent(,n Einschlusses
(equivalent inclusion method) von Eshelby (ein oder zwei elhpsondalc Lmschlusse)
.'findet man in [12] ,

-

. 29 Analyms Bd. 9, Heft 5 (1090)
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' < : - v

Dle hier dargelegte Theorie ist’ ohne Miihe iibertragbar a.uf den Fall mehrerer

"~ Einschliisse und den Fall, daB der ‘Spannungstensor des Raumes vor der Stérung
. durch den ElnschluB gine allgememere Gestalt hat. :

N \
!

¢ . . a2e

Anhang ’

N

a) Hadptsymbolmatriz von V(x; @), X € S Im Kern von V‘(x; ¢p) treten auf (x;gl. (15), (162)1 ’

“Nun ist

B, 3) = 1k — 31, k,'},«(x, D = o= (s - — gk — ¥R,

s

R Y () ¢>)) aste, 9= (IVI vy o)) dvl doy, 0 = Ivl = Vo o355 -

g also erhiilt man fir das Hauptsymbol des Integralopera.tors mit dem Kern kA(x, y)

R - ‘ +w ) ] / <. . N . Al . } .
oA(x, §) = [[ [vI7? eittioit o dy, dv, = 20 BT, -
’ P 4 e N . . ' N ' ’
A}]s , ' . R + K . '

\ . . -

,,,(x y (o, tp)) dS(o, <p)

S o,

. = ty )
Co ( ’| WP

-«

folgt, durch Founertransformatlon das Hauptsymbol des Integra.loperators mit dem Kein -
(x y) S X

0, By = 2n (af'k 2

Byt Wy ) 2 || + Ve 2 +0(1>) do, dv;

v

(q’k llil7 2 + ¥Ilr 2W; l) 5 52 ‘il 'i’; 2 lEP)

b |z|3 I‘él"

' Alle hler benotxgten Fourlermtegmle stehen in [4]. Fur dle Elemente der Hauptsymbolmatnx '

o'ov(x, E) von R

erhilt man . o o .

Ve

Vv(x, <p)—(2n) JT(x,¥) o(y) dSy, xeS
5.

o T ' L
4 AL J— '._—'u'_ _#_ , o
) . Gy (x: g?k; 6"’ 2‘“(1 r 2/‘) {EI + %7 2”(1 + 2 ) O, (x E)k, .

Mit der Matrix

. . .
@O = e ;
A+ 30 €+ mee —( 4wk b
Cxl =+ wER . CHBWER+ A mE O
o 0. Ty .\\ S (A + 3u) [E2
konnen wir schrelben ([3] dort fehlt der Faktor l/,u) o
SV EE = R@A@RD.

’
b) Hauptsymbolmalnx von m(a,, n(x)). <p(x) Wir betrachten C.Funktionen Oe(x — y) > 0
mit Trager in lx =yl <e fé,(x — y) dSy = 1 und der Elgenschait daB eine vone unabhén-

. s
glge Konstnnte C'exlstnert mlt |86,(x — y)/ax | = C’/s“ fir alle x,ye8 Solche Funktlonen

\ t
) 3 .
E i
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existieren [14: S. 19]. Nach'dem Satz von Stokes (9:V, §1 (1.21)] ist

[ (A3, n(y)) Esb(x — ¥)) p(y) dSy = — [ 6,(x-— y) M(3g, n(y)) (y) dSy,
s . S

s

‘also hat man

.
o -

. ./u(a,, n(x)) @(x) =lim 4, (x — ) H(2y, n(y)) ¢(y) ds, St
=0 S . .
-~ (2, n(y)) Edy(x ~ y)) (y) dSy. - -
. ' : ' . =0 S - '
Die Symbolmatrix ergibt sich aus der-Formel ' S B .
, oD(x,E) . S - O :‘/ ‘o .
o 23 h ! . )

~lim | j(m(a,, n(y)) () (x _ y)) F=%(0,.04.0) enu.s,+u,e,) dS(g, ?). )
e—>0 ¢=0 ¢=0 )

+00 s '
= —lim ff (g/ﬂ(@y, n(Y)) Esd.(x — Y))y W(1,,04,0) eitnafiteads) do) do,. . N
e—>0 —oo RN s , .
Beachtet man n(y) = [¥; x ‘I"z]/[[‘l’.1 X ]| fir vy = 0, 7,(v;, v.).:= 6,(Xx — ¥(v,, v,, 0)
dann folgt . . f ‘ v X :
) .

(At(2y, n(y)) Egd(x — f))yJW(u, 05.0)

. . [ t
_ o
i (ffﬂ(ay, n(Y)) E d’x(Y))y='!’(v. ¥1.0) + e (‘/ﬂ(ayy n(Y)) Ea‘pz(Y))y ‘P(o, 00
+ Durch pa.rtielle Int,egmtlon erhdlt man T ' _
(%, E) - o ) b
!
\ +00 ’ : -
: . = hm i€, ff 7]:(”1: V,) ( (3y: n(Y)) Es‘px(Y))y W¥(0,,9,.0) e'("’s +osda) dy, d”z
. " —00 0 o R -
B . , +w PR Y .
+ i&, ff Ne(vy, "z) (‘/‘l ays n(Y)) E3¢2(Y))y W(9,,0,.0)- e'("""*'"‘e‘) dv, dvz
—00 4 .
] N - . "
- f f 5030 =L (G5 80 ES, ) 05 oy o
! 1
— 00 . .

’

' e, ' . 1
- f [ 1, 00 = (2, miy) B0 s d"a}
. 2 oo .
/

Der Grenzwert des dntt,en und vierten Integrals hingt mcht von E ab, soda man fur die Haupt-
symbolatrix

a,2(x, E) = i&,(M(dy, n(y)) EsPy(¥))y=x + le,(w«a,, n(y)) Escabz(y))y.=x ‘

0 —‘i’” R

. 0 T =P\ ,
—ig W, 0 ¥ i —Y,, o ' Sy

\=¥,, ¥, o W, =¥, 0 ' S :
= R-1(x) [§] Q(E) R(x)

kd
! ’
v . '
erhdlt. + :

) . . B
20 . ‘
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. " ¢). Hauptsymbolmatrix vonM(x AMep) = (1/2n) f M(2x, n(x) (Es/|x — yI) A(y, n(y)) p(y).dSy:

~

Mit der Darstellung von b) 148t sich der Kern dlescs Integraloperators bis auf mit ¢ — 0 ver-

‘nachlissigbare Glieder als Faltung schreiben, so dafl man fur die Hauptsymbolmatnx o MP
(x, ) von M(x; Slep) , ]

ooMP(x, £) = R-1(x) Q(E) R(x) R-(x) [E} Q(E) R(x) i
§F && O ; g

, . = R-(x) — |§| g &2 0. |R®)
= S e s 0—‘-‘ 0 Iglz ,
erhilt. . : ‘
. . AN R :
d) Hauptsymbolmatnx von (1/2n) [ Z (aix — vl-‘/ask(x)) (acp(y)/ask(y)) dSy Wegcn 8/0s(¥),
S k=1
= 21 2, e,,q (By, n(y)) ergibt sich aus b) und ¢) fiir: die Hauptsymbolmatn\{ 0o3(x, §)
dieses Opemtors aos(x‘ g) = —IEI , . ) )

/

e) IIauptsymbolmatn:c von {J(ax, n(x)) W(x (p)} Aus (24), b), ¢), d) folgt fiir die Haupt- -

. symbolmatrix” .

Go” "*(X §) = + (= ») R(x) [E] Q(E) R(x) :
+ R“(X) 8l (—nEq -i- (eylie = m) Q2(5)) R(x)

Fir y = % = ufolgt . . .4 T LY

’

’

a;‘“;éftx, 5 = ~R W (ﬂ\Es‘“ ' +2 Qz(a)) Rix o -
i ’ = " 'EIZ“* i.: TR +l 215 °
:= —R-(x )E ;+2 AL |5|A2+1:2#5; 0 e
R : 6 0 -'2fﬁ+2")|€|)
SN }['ie.r gibt os Abweichungen gegeniiber [3]. C
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