
—

Zeltschrlft für Analysis 
und Ihre Anwendungen 

	

-	 - ]3d. 9 (5) 1990, S. 433-453 

Zurkiassisehen Kontaktaufgabe der. Elastostatik	S	 .. 

L. JErscu 

Zum Geden-ken an Jbhannes Maul 
*5 Judi 1947	t6. Mãrz 1988

 

-	
•5	 S 

S	
. 

• Bei der Behandlung von Randkontaktaufgaben der Thermoelastostatik, thermoelastischer 
Schwingungen und anderer Modelle mit Randintegralmethoden hat man die Schwierigkeit, 
-daB auf der Kontaktfläche zwischen den elastisch homogenenTeilen Verschiebungs- und Span-
nungskontaktbedingungen zu erfüllen sind. Einezentrale Rolle spielt bel allen diesen Proble-
men die reine Kontaktaufgabe der Elastostatik. Es wird gezeigt, daB eiA bereits früher gewähl-
ter Potentialansatz naturlich ist, .d. h4 es gelingt jetzt der Naehweis der Invertierbarkeit 
des entsprechenden Rand integraloperators X ohne Einschrnkung bézuglich der Poissbnschen 
Zahlen der beteiligten Medien. Aul3erdem kann gezeigt werden, daB JC ein stark elliptischer 
Pseudodifferehtialoperator der Ordnung Null ist. Damit sind Sätze uber asymptotische Fehler-. 
abschätungen bei Randelementmethoden anwendbar. 

flpH HccJieonaHHH rpaHH4uaIx l-oHTaHTHbIx äaJaq TepMoaJlacTocTaruxsf, TepN.toynpyrHx 
HoJle6aIIHft ii Ipyrflx MojleJieu M eToLaMtI l'paIIuM}lblx uHTerpaJIblIblx' ypaBileHufi noaIIHHaeT' 
Tpyu1ocm BaInoLnI(eHIIR H0UTaHTHhIx ycI0nHt4 ThJIH nepeeaieu it Hfl1DitCHHH Ha HOH- 
raFTHoll nonepxHocTn ieny yrlpyro-wIHopoJUIbIMll o6rlacTHMit. LleHTpaubHylo po.nb np 
T11X MCCjle0BaHitHX IlrpaeT It0HTaKTHaH 3a4azJIacTocTaTHx1l. B.pa60re noFca3alIo, qTo 

y+e paiiwe nbI6paHIlbIll MeToJl riorellunajioB nBJlnercH ecTecTBeHHhlM: yIa6Tcflola3arb 
•	o6paritMocris coorBeTcrByiotuero I'paH}t'{HoroHHTel'panhHoro'oneparopa X 6e3 orpaHwle-

IIBI1 :IIa 'inceii Hyaccoiia yacrnyioiunx cpe j icpoMe TOFO noKa3unaeTcB, -'ITO X -. CHJ1bIIO 
S	 3J1.l1lnTit4ecititfl nceBgoutj14epeIIitIaaJIbIIut1 onepaTop nopnjua HyJib. 'l'aKHM o6pa3oM npn-




MeIIHMIA aCHMUT0TH 1Iec}(Ite o[eIIiutI1orpeuJHocT11 AJIFI Meroou rpaHIl4Hux ajIeMeHToB. 

For the study f boundary, contact problems of thermoelastostatics, thermoelastic vibra:tions. 
and other models with boundary integral methods the main difficulty which arisesjs, that. 
displacement and stress contact conditions are to fulfil on the contact-surface between the 
elastic homogeneous parts: To solve these difficulties one is forced Lo study the contact problem 
of elastéstatics. It is proved that an earlier potential representation is proper for getting some 
better results: 1. The boundary integral operatorX of the contact problem is invertible with-
out any assumption on the Poisson Ihtios of the elastic parts. 2. X is a strongly elliptic pseudo-	- 
differential operator of order zero. Therefore theorems on asymptotic error estimates for boun-
dary element methods 5 are applicable.  

Viel zu früh hat sich das-Leben von Johannes Maul vollendet. Von 1966— 197 1'studierte er an 
der Karl-Marx-Universität Leipzig Mathematik und promoviurtebereits im Jahre 1 .974 zum 
Dr. rer. nat. Irn Studienjahr 1.976/77 weilte ar am Tbilissier Mathematischen Ins titut der	• / 

• . Akademie der \Vissnschaften der Georgischen SSR und legte dort die Grundlagen für die 
Dissertation B, die er i Februar 1979 erfolgreich verteidigte: Im Jahre 1980 wurde, Dr. sc 
nat. Johannes Maul zum Hochschuldozenten an die Karl-Marx-Uni,versität Leipzig beru fen. 

-Die letztcn drei Jalireseines kurzen Lebens waren von'Krankheit gezeichnet. Eine schwere 
Zeit zwischen Bangen u'id Hoffen muBte Johannes mit seiner Frau undseinen drei Kindern 
durchieben, zwei Herzoperationen konnten ihm lotztlich keine 1-Lilfe bringen. Als bescheidener 
und gutiger Mensch, der uns durch seine vielfiiltigen Guben auf mathemttischem und musika-

•	lischem Gebiet reich beschenkt hat, wii5d er semen Freunden in guter Erinnerung b!eiben. 

•	28 • A jialysis 13d. 9, Heft. 5 (1990)	/ •	 S	
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1. Einleitung 

In [5] wurden Existenzsätze der Thermoelastostatik stückweise homögenerKorper 
mit Integralgleichungsmethoden bewiesen. Eine 'zentrale Bedeutung hat dabei die 
reine Kontaktaufgabe, bei der auf dem Rand S der in dem elastischen Raum einge-
lagerten Einschlusse aus anderem Material Kontaktbedingungen zu erfüllen sind. Bei 

• festem Verbund der elastisch hornogenen Teile wird man auf die Kontaktbedingung 
gefiihrt, daB auf S die Differenz der Verschiebungsvéktoren und der Normalspan- 
nungsvektoren auf beiden Ufern von S vorgegeben sind. Hat man die'Kontaktaufgabe 

-. gelost, so kann mah Kontakttensoren -k-onstruieren, die das SingUlaritatsvèrhalten - 
der Grundlosungsmatrix aufweisen und die Kontatbedingung des stetigen Dureh-
gangs von Versehiebungs- und Normalspannungsvektor erfillien. Die Randkontakt-
aufgaben .1 hr stückweise homogene Korper mit im Endlichenliegendem Rand Sa - 
karin man dann mit Hilfe von Potentialen mit dem Kontakttensor imKern, die a 
priori die Differentialglëichung und die Kontaktbedingungen erfüllen, auf Rand-

•	integraigleichugen Uber Sa zuriickführen. Die 1)iskussion dieser integraigleichungen	-' 

	

- verläuft dann analog wie im elastisch honiogenen Fall.	 & 
Die Hauptschwierigkeit bei der Behandlung der Kont .aktaufgabe' mit Randinte- 

gralgleichungen besteht darin, den Potentialansatz so zu wählen, daB das entstehende 
Randintegralgleichungssystem über S in einem geeigneten Raum einen Fredholm-:. 

• Operator X besehreibt, der den Index Null hat und invertierbar ist. In [5] wurde 
these Aufgabe gelost, allerdings mul3te beim 'Nachweis der Invertierbarkeit von X 
eine einschränkende Voraussetzung bezuglich der Poissonschen Zahien gemacht 
werden. 

In dieser Arbeit wird die kiassiséhe Kontaktaufgabe aus drei Grunden erneut 
betraehtet: 

1. Es gelingt der Nachwei der Invertierbarkeit' von X ohne Einschrankiing be-
züglieh der Poissonschen Zahien.	 -	• - 

2. Die far Randelementmethoden wichtige Frage der starken Eiliptizitat von X' 
wird geklart. Es zeigt sich, dI3 x ein stark elliptiseher Pseudodifferentialoperator., 
der Ordnung Null ist.	 •	-	'••	•	- 
-'3. Per Problemkreis wird erweitert, indem wir Losungen zulassen, die im Unend 

lichen einen von Null ver,sehiedenén Spannungstensor besitzen. 
Zu bemérken ist, daB sich unser Vrgehen von dem in [9] unterseheidet. Dort wird 

riicht das eigentliehe meehanisehe Kontaktproblem unmittelbar mit Randintegral. 
gleichungen gelost, sonde

'
 rn eine Ersatzaufgabe, bei de'r die Spannungskontaktbe. 

dingung durch eine andere (aquiyalente) Kontaktbedingung ersetzt wird [9: Kap. X.II, 
§2/(2.9); §3/(3.1); §4/(4.2)].Damit unterscheidet sich unsere Läsungsdarstellung und 
unser Integralgleichungssystem von dem in [9]. Der in [5] eingesehJagene Weg hat 
sieh auch bei Kontaktproblemen fijr andere Modelle (thermoelastisehe Sehwingungen 
'[6], Dilatationselastizitätstheorie von Markov [8, 10]) bewährt. Durch'die vorlie-
gendeArbeit wird die These erhärtet, daB der hier beschriebene Zugaig natürlich ist. 
Die im zugrundegelegten -Potentialansatz enthaltenen Parameter können so gewahit 
werden;da13 man ein singuläres Integralgleichungssystem im HilJert-Raum L2 ' 6 (S) --

-- fü'r die Dichtevektoren der Poteritiale erhält, das für beliebige rechte Seitèn eindeutig 
losbar ist. Dabei wird der zulassige Bereieh für die Parameter voll ausgeschopft, went) 
man die natürliche Voraussetzung macht, daB die linearen Elastizitiitsmodule positiv 

-. sind-und die Poissonschen Zahien im Jntervall (0, 1/2)'liegen. Legt man auf die Wahl 
der Parameter keine Sorgfalt, dann erhält man ei .n Tntegralgleiehungssystem, das 
neben schwachsingulären und singularen Integralen. (Pseudodifferentialoperatoren 
der Ordnung —1 und 0) auch Pseudodifferentialoperatoren der Ordnung 1 enthält.. 

/
S.-
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Einen tYberblick Uber die Losung der Kontaktaufgaben mit anderen Potentialan-
sätzen besonders auch bei anisotropen Körpern, die auf Systeme mit Pseudodifferen- - 

•	tialoperatoren führen, findet man in [2]. 
Die Mongraphie [5], auf die wir hier zurückkommen, bildete den Ausgangspunkt weiterer 

Arbeiten zu den verschiedensten Randkontaktproblemen der Festkorpermechanik mit Rand- 
• integralmethoden. Sehr weireichende Resultate besonders zu dn ebenen Problemen hat hier-

zu Johannes Maul erzielt. Aus den fiber zwanzig Originalarbeiten seien hier nur genannt die 
Monographic ,,Eine einheitliche Methode zur Losung der ebenen 4ufgaben der linearen Elasto-
statik". (Schriftenr. Zentralinst. Math. Mech. Akad..Wiss.: Heft 24. Berlin: Akademie-Verlag 
1976),' das mit L. Jentsch gemeinsam gestaltete Heft ,,Zur Elastizitäts- und Thermoelastizi 
tiitstheorie" (Math. Res.: Bd. 4. Berlin: Akademie-Verlag 1980) und die zweiteiligeArbeit 
,,Mixed contact problems in plane blasticity" (Z. Anal. Anw. 2 (1983), 207-234 und 481-509). 
Ein Verdienst von Johannes Maul ist, daB or für eine sehr ailgemeine Klasse von Randkontakt-

• aufgaben der Festkörpermechanik in der Ebene das Konzeptder kquivalenten Potentiale 
vorn Typ der cinfachen Schicht zum Aufbau einer durchsichtigen Existenztheorie entwickelt 
hat. Die Allgemeinheit betrifft die Modelle (mikropolare Elastiz,itätstheorie Thermociastizi- 
tätstheorie) und die Rand- und Kontaktbedingungen. . Es werden fünf verschiedene Randbe-
dingungen und noun zum Toil neue .(ontaktbedingungen in Betracht gezogen, die auf einer 

, geschlossenen Randkurve und auf einem geschlossenen Rand eines Einschlusses aus anderem 
Material auch abwechseln können (gemischte Rand- und Kontakt.aufgaben). 

2. -Forinulierung des Problems, Eindeutigkeit 

Séi D1 c ER3 ein beschranktes Gebiet mit dem Rand S undD 0 = lR\fl 1 . Das Gebiet	* 
D• (i = 0, 1) sei ausgefiHit mit iotropem elastiseheri Material, das bestimmt ist durch 
die Laésehen Module A,, . oder den Youngschen Modul E• und die Poissonsche 
Zahi v. Wir seten 2 > 03 1u> 0 voraus oder, was gleichbedeutend ist, E> 0, 
0 < v1 < 1/2.  

Problem K(w, P; C, A, b): Gesucht ist ein Verchiebungsfe1d u(x) = (u1 (x), u2(x), 
u3(x))T, U ID E C c (D1 ) n C 1 (D,), das die Laméschen Gleichungen 

(a)u(x)=Ofurx=(x1)x2,x3)TED  
(1) - 

.und 'die Kontaktbedingungen	 . 

{u(x)} — tu(x))- = w(x) fur x € S,	 (2) 
(	.	+

 

J	:1-	 1 
n(x)) u(x)' —	n(x)) u(x) . = P(x) fur x E 8'	 (3) 

(0)	 J 
erfüllt. Dabei ist	 .	 . 

c4kfa0	ôkji/ + (A + ) a2/axk ax 1 ;	 • 
(i) 

-.	 S	 3	 •. 
CTk,(&X, n(x)) = JUAj	 n(x) a/ax1 + 2,flk(X )a/aX) + ,n1 (x) e/axk 
(i)	 1=1 

sind die Matrixkomponenten des Spannungsopérators, n(x) = (n1 (x), n2 (x), n3(x))T 
der äul3ere Normaleneinheitsvektor von S in x'und •{.}, {-}der Grenzwert von D1 
bzw. D0 her—Pas Verhalten im Unendlichen sei so, daB sich u(x) in D0 darstellen laf3t. 
in der Form - 

ii(x) = (C +A) x ± I) + ii 0 (x).	 .	-.	..	(4) 

28*	 .	,
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'mit	 "	 •	 / 

u0(x)= O ( 1 x 1'), 9u0(x)/ex1 = O ( x I 2 ) für lxi - 00.	 (5) 

Dabei ist C_ CT = (ck ) eine sythmetrische, A __AT eine èehiefsywmtrische 
dreireihige Matrix und beinkonstanter Vektor (Véktoren fassen wir a1 Spaltenma-
triz?n auf). 

Pas Prob1rn K(w, P; 0,. 0 0) ist die in [5] betraehtete reineKontaktaufgabe, die,


	

•	we eingangs ausgefiihrt, für die Randkontaktaufgaben ein'e'zentrale Rolle spielt. 
Sei  

/ 0 —a3	a2\	- 
- •.	A = ( a3	0	-	a = (a 1 , a2 , a3)T, 

•	 \—a2	a1	0 
dann ist Ax = a x- x. Beim Problem K(w, F; 0, A, b) sind also im Unendlichen èine 

• Translation b und eine infinitesimle Drehung Ax vorgegebenJ 
• Der dem Verschiebungsfeld U (X) = Cx zugeordnete Deformationstensor hat die 

Komponenten 

	

•	 = 1/2(U/t9X, + aUC/aXk) =	 '	 - -	 (6) 

ind der Spannungstensor gemäB dem ilookesehen Gesetz die Kompoqenten 

	

3	 .• 
'	tkj = 2 uoekJ ' + ''O'kj '	 (7) 

Zu vorgegebenem Spannungstensor (t11 ) im Unendlichen ergibt sich demnach die 
'Matrix Czu'

-	3 
ckj = ( 1I2io)tk	(2oI2uo(2u0 ± 3A0)) ôkj 	t.	

(8) •. / 
Integration von (6) ergiht ii = Cx ± [a x x] + b, wobei a und b beliebige Vektoren 
sind. Beim Problem K(0, 0; C, 0, 0) wird also'die Storung berechnet, die in einem 
unter homogener Spannung stehenden élastischen Raum durch einen eingelageten 
EinschluB aus andeiem Material hervorgerufen wird, wenn der EinschluB mit dem 
umgebenden Medium fest verbunden ist.	•	•' -. 

a) Beim einaehsigen Spannungsztisand' ( t11 == 0, alle anderen 4, = 0) ergibt sieh •	aus(8)	 .•• 
--  c 11= E' 1 t11 , c22 = 633 =	c =0'für k = j. 
b) Beim reinen Scherspannungszustand (t23 + 0, alle anderen 4, = 0) ist 

623 = (2a0 ' t23 , alle anderen c,, = 0.	 .'	• 

e) Bein)allseitigen Zug- oder Druèkzustand (4, = pc5,) ist 

/C = ( 1 - 2v0 ) E0 'p5k = ( 1/(21a0 + 3))) 

Von Bedeutung.ist auch das Problem K(w, P;C, . •), bei dern A und b frei sind. 

Ei-ndeutigkeitssatz: Sei S E 02. Das Problem K(w, P; C, A, b) hat höchsten.s 
eine Lösung. Hat das Problem K(w, P; C,.,.) eine Losung, so ist these 'nur bis au/ den 
Summandert [a x x] + b (x E ER 3 ,' a, b beliebige Vektoren) eindeutig. 

Beweis: Seitn U'1 , U2 zwei ' Losungen des Problems' X(w, F; C, ., .), dann gilt in 
'D0 dieDarste1lung u,(x) = (C -i-- A,) x + b, + u01 (x). Es ist dann u = u1
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Lasung des Problems K(O, 0; 0, A0 , b0) mit A0 = A1 - A2 , b0 -	b2, und in

D0 gilt u(x) = A0x + b0 +u0(x), wobei uö(x) die Bedingung-(5) erfüllt.. 

Sei	 S	

. . ' 

KR ={x € LR: ' X I <R}, SR  {x € CR3 : lxi = R},'D 1 c:'K1j, D0R = D0 r KR. 

\Vir 'enden jetzt den Integralsatz	 .	 •. - 

f
(4() u(x) . v(x) + E(u, v)\ dx = f(i) cT(ex , n(x)) u(x) . v(x) dS'	(9)

W) (1) -	1 	-	 S 

D	 3 

an. Dabei ist	 0	 - 

.3	 /3 
•	E(u,v) = 2a1 "E ek,(u) efrg(v) + 2 ( .L'. kk( u )J ( ' 11(v) 

(1)	 kJ=I	 \k=i	/  

mit ekj(u) =2 -'(Uk1 + Ujfr). Danach ist  

/	
u) dx 

=f 
{u} .	n)	cia,	 - 

(1)	 (1) 
.	 -I),  

rE(U, u) dx=	.	n) uj dS +• f U ..	n)u 
J (0)	 . J	I(0)	 .1	(0)	- 

D.R	 S	 SR 

Durch Addition dieser beiden Formein und Berãckichtigung der Kontaktbedin 

	

gungenfUrufoIgt	••	 S	 -	 '•	 S 

-	 JE(u,u)dx + f E(u,u)dx= fii . Y(a,n)udS.	•-	 (10) 
•	 (1)	 D"0	-	SR	(0)	 -	 .1 

Wegen T(3, n) (A0x + b) = 0 ist T (, n) u = T(, n) u 0, woraiis 
(0)	-j	 (0)	(0)	 S 

f u . Y(, n) u dS= f u0	n) u O dS + f (Ax b0) . Y(,n) u0 dS 
•	 SR	(0)	-	 SR	(0),	 SR	 (0)	••'• 

•	
-	 •0	S.'	

5•	
.	(11) 

flgt. Nun. ist nch dem Integra1atz (9), wegen () (A0x +b0) = 0 und foiglich 
4() 6 0 (x) = 0 sowie E(IId, A0  + b0) = 0	 5 

(0)	 (0)	 •. 

•	 0 = - f (A0x +b0 ) . (3w, n)'u0(x)1 dS 
S 

	

J	I	I(0)	 J	 •'	- 

+ f (Ax + b0) .	n)u0(x) dS.	 -	 •. (12) 

	

SR 	(0) 
•	 •,	 S 

	

Wegen c.4(3) u(x)	0 iri D 1 , E(u, A0x + b0) = 0 folgt vieder mit-dem Integralsatz (9) - 
-	(1)	-	 (I)	 .	 . 

•

	f
A* 	 (

(
x + b0 ) . r(3, ii) u dS.  	 (13). 
  •J	 S •	 S	.	 S 

•	.	 S	 •	 •	 •/00
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Nun ist {cr(ax n).u} = 
1 (0)crex n)	 n)	so daB aus (13) und 

  (0) 
(12) folgt	-	 -, 

f (A0X + t)	n) u 0 (x) €18 = 'O.	 (14) 
SR	 (0). 

Wegen lith 
f 11 0 . Y, it) 110 dS = 0, (11), (14), (10) folgt 

R-+oo S,	(0)	 - 

-' f-E(u, u) dx ±t(u;u)dx	0. 
(1)	•	(0) 

- Also ist u = A0x + b0 in D0 ,und wegen (u) + = J u l.— ist it = A0x + b0 in ganz ER3. 
Sind A urid b vorgegeben, so ist A0 = 0, b0 = 0 I 

3. Potentialtheorie	 - 

Wir stellen jetzt die benötigten BezeichnungerI und potentialtheoret.ischen Satze 
zusammen [5, 91.	 -	 K 

Die Grund1os'ungmatrix r(x, y.) von c,4() F(x; y) = —4(x - y) E3 (E3 = drei-
reihige Einheitsmatrix) hat die Elemente	 - 0 

Fk,(x	= 2,-(A,+'2 [(i + 3) ôk i + ( +9).(	Yk)(X	
] X	y 

•	

0	 (15) 
-	 '	 0 

Steht unter einem Ausdruck (i), so bedeutet das, daB er statt mit ,., t mit ,, 
bilden ist. 

	

Wir betraehtèn das Potential der einfaehen Schicht	 - 0 

V(x; ) = (2)-1f.r(x, y)cp (y) dSy.	
-	 -	

(1.6) 

Unter den Voraussetzungen S E	cp € C'(S), 0 <9< c	1, 0	1	k
gilt V(x; 9)1D1 € C(D1 ) n 0+ 1 - 1 (D1 ), i = 0, 1, urid V(x; cp) erfüllt (5). •	Sei S € CI a , cpE C°(S), dann gilt mit dem verallgem'einerten Spannungsoperator 

Y(, n(x)) mit den Elementeri -	 • 

•	0 •	kI(aX, n(x)) =c	E n(x) a/x1 + ( + y - ) n(x) /x1 ± n5 (x) OlaXk 
:	(17) 

die Sprungrelation'	 -. 

 V(x	1 {.n(x))	
--	0	

'0	•	0 

= ±p (x) + (27r) i fY(an(x)) r(x, y) y (y) . dS,	x € S.	(18)
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Das Integral ist im Sinne des Cauchyschen Hauptwertes zu verstehei, die Kernma-
trix hat die Elemente 

(Y(a, n(x)) r(x,y))j 

	

•	-	1f(+)(2 +z)	\	(u+ )(2 +iz )	 -y,) 
= [\ 2(2 + 2)	1 k, -	2(2 + 2)	IX	y12 

•	- y,	f(+ ) (2 + 31L)	1 X	n1(x) 
Ix - yj3 

+	2t(2 + 2)  

nfr(x ) (x, - y,) - n,(x) (Xk - ilk) 	 (19) f-.	 tx—Yl3	 - 

Weiter gilt 4() Y(x; cp) = 0 für x S ünd  

	

•	 V(x; cp)} = {V(x; y)}- = V(x; cp, x E S..	 (20) 

Fur ds Potential der dopplten Schicht	••	 .	- 

	

•W(x; ) = (2 1 f (r(a, n(y)) r(x,y)T) cp(y)dS	 (21) 

gilt unter derYoraussetzung S E Q" + ', cpE C'-(S), 0 < 0 <x 1, 0 I k +. 1, 

daB W(x; cp)1D1 E C c (D 1 ) fl C1 (D 1 ) sovie 4() W(x; cp) = 0 fur x S unci WT (x; cp) 

= 6(l xL 2 ), eW(x; cp)/3x = 0(1 x I -3 ) für jxj - oc ist. 
Falls'S E C', cp E CO - fl (S) ist, gilt die Sprungrelation 

1"	1± 1W(x; c )f =+cp(x) + W' (x; cp), x ES.	 (22) 

]iabei ist W(x; cp) der direkté Wert des Potentials im 'Sinne des Cauchyschen Haupt-
wertes, für die Elemnte der Kernmatrix gilt 

	

•	•	(by, n(y)) F(x, y)T)J = ( ( a n(y)) r(y; x)) k .	/	 - •
	

• ( 23) 

Sei'S E C2-, cp E C'(S), 0 <j9 <	1, dann gilt die Sprungrelation[9: V, 8.21 

	

/ 

0 -
	

n(x)) W(x;	= .± ( - y) i(e,n(x)) p(x)	--	. 

+ (27)1f	-i-' ay(y) + (, — ?)) at (a n(x)) 

X x
	Yl	

(as, n(y)) cp(y)} dS ± (2Y 1J B(x, y, , y) (y) dS	(24) 

mit	 •	 • 
4tkI(aX, n(x))= n,(x) a/axk — ne(x) a/ax,	-' 

• • a/aS1(x ) = 4t32 (e, n(x)),	/a82 (x) = 4t13 (e, n(x)), 3/es3(x ) = i11 (, n(x))

(dieseOperatoren sind auf dai uber S hinaus fórtgesetzte c ' aizuwenden [9]), 

ij =, (x + i) ( + i) (2 + )12(2 + 2)
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und  
- . B,(x, y, 'c, y) = (x + )n	97) (n, (x) n(y) - flk(X) n(y)) IIx — 

	

-3	 . 
+ 3.(97 —x)( ne(y )(xj —yj)'(xi_ y,) n (x)Vx_ y I 5s —	.	 •-.\	/	1=1	-'  

.	
.	±37 (nk(x)(x	Yj)(Xi —y)i,(y)/Ix —yj5 

S	 1=I	 II 

	

5-"	 S 

•	..,	

,•	 .(	3•	- 
.	

. + 3x (n,(y) (Xk — Yb)	(x1 - y,) nj(x))/Ix 
•	 .5	 .	 S	 1.1	 // 

	

I	 3	 -	\ I 
•	 .	 S.	 +3(97 — y)'(n,(x).(xb — Yb) .' (x1	y,) -	n1(y) -x - 

'S	
•'	

/	 i-i	.	II	 - 

+ 33 ) — S (xb - Yb) (x,	y1)/Ix - y12)  

± X	(xi 	Yz) fl(X)) (	(xi 	Yi) ni(Y))/I x — 

Aus (24) folgt	 .	 .	 .


n(x)) W(x c)} - {ci-(a n(x))W(x cp)} 

•	 . =2(x	 ,cp(x).	•.	.	 .	. .	(25) 

Das Integral mit der Kernmatrix B(x, y,-c,y) steilt einén singularen Integraloperator 
dar[5,9].  

Die Untersuchung des Sprungverhalt.ens für den verailgemeinerten Spannungs-
operatcr des veraligemeinerten elastisehen Doppelschichtpotentials ist ein schwieriges 
potentialtheoretisches Prb1eth. Gegeniiber [5] ermoglicht es die Formel (24), die dem 
Randintegraloperator X entsprechende sechsreihige Symbolmatrix vollstandig 
explizit aufzuschreiben . und damit die Frage der starken Elliptizitat positiv zube-

•	antworten. Der Nachweis der Fredholm-Eigenschaft von 7C allein erfordert nicht die,' 
explizite Kenntnis der hiervon herriihrenden dreircihigen Teilmatrix der Symbol-
matrix [5]. Das tYberraschende ist, daB these Teilmatrix sogar die Nulimatrix ist. 

4. ExistenzsAtzè	 S	 5 -. - 

•	In diesern Abschnitt. treffen \vir. die Voraussetziingen S E C2-, w E C"(S), P E C0.fi(S); 
0 . < <	1. Zur Lasung des Problems K(w, P;.C, A, b) machen wir den Ansatz 

S	
$	

$$	 •	

• ü(x) = A 1W(x; P0) + 01V(x; P 1 ) für x E D1 ,	•	 •	 . (26) 

•	•-	 (I)	 -	(1)	 •	 -	 • 

S	u(x).AoW(x;P )' ±GoV(x; P I ) +(C±A)x+' bfujED0	• (27) 
(0)	 -	 (0)	 •	 •	

5 

S	

•
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Dieser Ansatz erfüllt bereits (1), (4), (5). Die Kontaktbedingung (2) führt wegen . 
(20), (22) auf die Integraigleichung	 S 

S	 -	

5 

.(A 0 + A 1 ) P0 (x0) —'A 1 W(x0 ; P0)+ A 0W(x 0 ; P0) 
/	 (1)	 (0) 

- GV(x0 ; P)+ b0V(x0 ; P)'= —w(x0) .. (C + A) x0 - b 
(1)	-	 (0)

(28)

 und die Kontaktbedingung (3) führt wegen (18), (24) auf	
.	S 

S .	 S	
S	

S 

A1	
- 
n(x0)) W(x0 ; P0)} - A0l

(o)
cT(i n(x)) W(x0 ; Po)} 

(1)	 (1)	 s 	 (0)  

+ (G0 + G) P 1 (x0 ) + 'G1 (2' n()) F(x0 , y) P (Y) dS . f (1)	.	(1)	-	S 

- G0(21 f Y(, n(xo)) F(x0 ,y) P1 (y) dS = P(x0) +	n(x0)) Cx0 
-	 (0)	 (0)	 .	 (0)	 'S 

(29) 
Stellen wirjetzt die Bedingungen	.	.	S	/ •, 

A I (xl - L) + A 0 (x0 - i ) = 0,	-	S	 .	(30)	- 

A 11z1 =.A00, 
	

(31). 

,	I	(xi ± Li) (A 15 + t)\	I	('to + iso) (A0	t)\ 
A 1 c 1 -	 ________= A 0 Vo -	 S	 . (32) 

-- 

	

/.j	b/Aj .	/	 4o	/ 

dann erhalten wir aus (24) für (29)	 S 

•	 - A 1 (2ii)' fB(xo, y, x, ) P0 (y)5dS - A 0(2)-1 f B(x0 , y, xo, ,) P0(ydS	
.	S. 

S (1)	 s(0)	- 

± ( + G1 ) P 1 (x0 ) + G(21 f	11(x0)) F(x, y) P 1 (i) dS

s'  

— G0(2)-' f	(a,, n() F( 0, y) P 1 (y) d;y = P(x0)+	n(x0))Cx0. 

	

S	 s (0)	 (0).-	-	 (0)	 S 

•.	'S	 S.	'	 "(33)


Wir säh1en  

	

-: -	A, =,:' A01 ,	 S	 .	' (34) 

dann ist (31) erfullt. Aus (30), (32) ergebep sich dani' eindeut.ig x, x 1 'zu 

S	S	-	3201u1 '+ z0 (4ui - 21 )	 3A10 + /1 1 (4uo - A0) 
- ? . Ao+ L01 +4zópi'	

. =	
Aoi.+zoAj	.	) 

Führen wir die Vektoren

	

	 \•	 S  

—w —.(C + A) x - b 

L) =	 = 16)	P +Y(a n(x))Cx 

S	 S	 5__	 5
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) 

und die Matrizen  

-' j(A 0 + A 1 ) 0	0	-	0	0	0	- 
/0	(A0 +'A 1.) 0	0	0	0 
10	0	(A0+A1) 0 - 0	0	- '	0	-	0	0	(G'0 + G1 ) 0 

0	0 0	- 0	-	(U0 ± U1 ) 0 
0 •	-0	0	0	,0	(G+G) 

•	
-	 \7'-	 -	 1-• 
—A 1 (r(a' n(y) F(x, yjr)	—G1F(x) y) -	- 

•	 ---. -.	 -..-	 0•	 -	

-	 ( 1)	 (1)	 (1) 

+A0
((0)(' n(y)) 

F(x, Y))	±00F(x, y) 
(k 1 (x, y)) 	 0	 (0) 

A 1 B(x, y, ,, z)	 U1 T(, n(x))T(x, y) 
(1)	 (1)	 (1) 

	

-	 —A0 B(x, y, x0, )	 —00 T(, n(y)) r(x, y) -	 (0)	 (0)	 (0)


em, dann knnen wir das System (28), (33) in der Form- (m = 1, .,6) 

•	(Xi) (x) =	amjj (x) + f Z km j (X, y) J(y) dS = fm (x)	(36) 
•	 •i-=	 )=1	 S	j-=1 

oder kurz (Jp) (x) = f(x) schreiben. Der Operator X ist eiii linearer beschrankter 
Operator im Hilbert-Raum L26(S). 
• Hätten wir im Atsatz (26), (27) das gewohnliche elastische Potential der doppelten1 
Schicht genommen	=	= ), so stunde im Block links unten ein Pseudo-

•	differentialoperator der Ordnung 1 (s. Anhang). Bereits in [5] wurde bewiesen, dalI 
man bei der Wahl der Konstanten A 0 , A 1 , x0 ,	emäB (34), (35) em gewöhnliches 

•	singuläres Integralgleiêhungssystem erhält, in dem keine Ableituneñ der gesuchten 
•	-Dichtevektoren auftreten.	 -	 - 

•	-
 

Ein weiteres füberraschendes Ergebnis tl'itt zutage, wenn wr uns die ,Matrix 
•	A1 B(x, y, x1 , lt i) — A0 B(x, y, o ' 1u0 )näher. ansehen. Aus (24) folgt unter Beachtung 

•	• (1)	 -	 (0) 
•	von (30)—(32)	•	 -•	•	 - 

(A 1 B(x, y, ,	) — A 0 B(x, y' ,	 • 
\	(1)	-	 (0)	1	 kj

-	 • 
= 3(A 1 x 1 - A 00) n,(y) (XC — .ye) ' (x1 - y) n1(x)/Ix - yj5 

-	 1=1 

	

•	
-	 3	 -. 

-	 + 3(A 11 — A00 ) n,(x) (xk — ye) E (X1 — y ) n1(y)/Ix — y 1 5	- 

	

-.	• 1-=1	 S	 - 

-	 -, -	

+ 3(A 1i — A00) (kj —5(X — y) (x1 — y1 )/Ix - y1 2)	• - 
•	-	•/3	 \/3 

- S	 x (	(; - y) fli(X)) ( ' (x, - y)) nz(y)J/Ix - y15. 

	

\1 = i	 1 	 //	- 
Nun ist	 - • -	 - A11 — A00 = 41i01u1jz0 — 20ic)1(20,2j + 1u0A1 + 41u04u1). 
Gilt für die Poissônschen Zahien v0 ='v1 , so ist 2'Po — oi = 0. Man hat alo 

A 1 B(x, y, ,, 1u 1 ) — A 0 B(x, y, , izo) = O,falls v0 = v1 ist. -	(37) -	 (1)	 (0)	 -



	

Zur klassischen Kontaktaufgabe der Elastostatik	443 

Eine weitere nahere Betrachtung zeigt, dat) A 1 B(x, y, z, z) - A 0 B(x, y, xo, 1u0) 
(1)	 (0) 

ein schwachsingularer Kern ist. Urn das zu sehen, führen wirin x E S ein lokales 
kartesisches (si , s,, s3)-Koordinatenystem em, so dal3 die (si, s2 )-Ebene5 Tangential-
ebene an S in x isi. Die Gleichung von S in der Unigebung von X Sel 83 = ( s 1 ,  82), 

so daB y E S die lokalen Koordinaten (S i , s21 001, 82)) hat. Es ist dann für y ES der 
Abstand IX — Yl = V + 02 mit Q 2 = 52 + 82 2 . Nach den detai1Iierten Untersu-
chungen in [5] ist	 - 

$	--	3	 3	 * 
(x1 — Y) n1(x) = O(),	' (x1 — y) n 1 (y) = O(e2),	'!!g ix — Yl ;5 Cel 

11	 1=1	 - 

also	 -	 - - 

•	 [â,— 5(xL, - Yk) (x,	y,)/Ix — y12] 

•	 x 
(3 
Z (xl--,yi) ni(x:)) (-^(xl- - Yl)nl(y))/Ix - yj 5 = O(Ix Ly1-1). 

Weiter ist wegen n,(y) — n,(x) = O(), XL, -i- Y = O() 

3 
n . (y) (XL, — yL,) ' (x, - y) 711(.X) /

 IX - y15 

3 
= 

	

n : (x) (XL, — 1JL,)	(xi 	y,) ng(x)/Ix - y 1 5 + O(x - y1'). 
1=1	 - 

Nun ist [5 (3.54), (3.57)]  

-	(x1 — y) n,(x) = _2	+ 2s 1 82.i2 ± 82 2th .20	O() 

3 
•	 ' (x, i— y,) n1(y) = +2_1(8i2I).ii + 2s j sd. + s2 2d 22 ) + O(c±) 

(cI, = ,L,j(O, 0)), also hat man	 S	 - 

-	

3	 - 
71j(i) (XL, — yL,) f (x 1 - y,) n,(-X)/Ix - yI5 

	

I1	 - 

- --. n,(x) (XL, - Y'c) f (x1 — yj)nj(y)/Ix — y = O(lx — y'-2) 

Somit gilt	
S	 . S 

A 1 B(x, y, , ) — A. B(x, y,'-o, Po) = O(jx — y 2).	 (38) 
(1)	 (0)	

5 

'

	

	 Zum Nach.weis der Fredholm-Eigenschaft von X tel1en wir die symolische Ma-




trix auf. Dbch vorhermüssen wir noch tiber G0 und C1 verfiigen. Es ist 

'2 — 5v0 — v1 + 4v0v1 
2 — 3v0 — 3v 1 + 4v0v1 

= : /2 1 f(v0 , v 1 ) =: u1 (—l-+ )	 (39) 

und wegen y, yo + /'oi = 2Moi ist	 S 

xo	 /o(3 — i); + .	 S	 (40) 
S'

/
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Für die Funktion /(v0 v1 ) gelten im Bereich 0 < j '0 <1/2, 0 < v 1 < 1/2 die IbJnglei 
chungen

—1< 1(vo,v 1 < 3,	 (41)

also gelten für e = + j(v0 , v1 ) die Uñgleichungen

(42) 
Wir wählen jetzt 

/	 S 

0o = 4 - '	S	 -(43) 

Die Wahl von Go und 0, hat fur den Beweis der Invertierbarkeit von X Bedeutung 
und ist nur von -daherzu verstehen. In [5] war Go	0, = 1, und es mullte x0 > 0, 

> 0 vórausgesetzt werden. Zusammen mit (len Gewichtsfaktoren Q0, Q1 bei der 
verailgemeinerten elastisehen Energie in(49) kann these bei Erhalt der Positivität 
der Energiedichten zu Null gemacht werden bei voller Ausschopfung des Spielraunes 
0 < v1 < 1/2 für die Pdissonschen Zahlen. 
• Mit dC 1 bezeichnen wir den Operator, wenn in (36) vor dem Integral noch eiii Para-
meter t E [0, 1] angebraehtwird. Für t'= 0 erhalt.en wir bis auf konstante Faktoren 
den identischen Operator, der den Index Null hat. Für t = 1 erhalten wir (36). 
Die Symbolmatrix von X' im Sinne der Theorie der singularen Integralgleichungen 
bezeichnen wir mit a(x, z) [5, 9, 111. Die Hauptsymbolmatrix von im Sinne der 
Theorie der Pseudodifferentialoperatoren bezeichnen wir mit oo'(x, ) [3 1 13]. Urn 
these zu berechnen, führen wir neue Koordinaten em. Wir bilden eine Tmgebung 
U(x) von x ES bijektiv auf eine Umgebung von (v11 v21 v3 ) = (0, 0, 0) in folgender 

• -	Weise ab: In der Tangentialebene an S in x betracliten wir ein kartesisches (v 1 , v2 )-
Koordinatensystem und Polarkoordinaten v1 = oëos q, -V2 = sin q'. Einem Punkt' -

	

	
=(y, Y21 ,3)T € U(x) ordnen wir (v1 , v2 , v3 ) Zn, wobei v11 v2 die Koordinaten der


orthogonalen Projektion von y auf die (v1 , v2 )-Ebene sind und v3 der mit Vorzeichen 
•	•versehene senkrecht zur (v 1 , v2 )-Ebene gemessene Abstand des Punktes y von S ist 

Die Abbildung werde durch	 . 

Yi = '(v,v2,v3), v5 = , (Y11 Y21Y3), j = 1,2,3	 5	

-	 S 

beschrieben. -Für Punkte y € S ist	
S 

y= W(vj , v2 ; 0) = y, ) = x +	cos. + j.2 sin )	0(e2), 
wobe'i	= aP;1ave(0, 0,0) ist. Die Vektoren 'i' . = (W 151 , q251, Y'3.1 ) T bilden em


Orthonormalsystem, 11 T .2 sind Einheitsvektoren in Rièhtung der v1 -, v2-Achse, 
•	= ['I' xW 2 1 = n(x). Für das Flächenelement dS gilt dS = dS(, 92) 

= (i +0( 2 )) de d-p-

	

	 S	
- 


Für Integraloperatoren der Gestalt f k(x, y) u(y) dS ist das Symbol'imSinne der 
-s 

Pseudodifferentiàloperatoren bezuglich der eingefüh'rten Koordinaten definiert durch 
Fouriertransformatjon [3]: -	 S	

- •	

- 

-	 c(x, ) = 1• fk(x, y(e, )) x(e) e(0±,) d, ),	•	- •	 =O	) 

wobej y() ëine Abschnejdefunktjon ist, die in einer Umgebung von o= 0 gleich 1 ist. 
Das Hauptsytnb6l-a0(x, ) ist durch den Anteil von a(x, ) mit dem höehsten Homo-
genitätsgrad beziiglich = (, ) bestimrnt. Die in X' auftretenden Integralopera- - 

(/ 5 S	-	S	

,	

-	 •)	

S.	 -	 -
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toren mitschwachsingulaien Kernen liefern zum iHauptsymbol keinen Beitrag. An 
singularen Kernen treten auf kH (x , y) = flk(x) (x, - y,)/Ix - y 3 . Wegen 'FI 
=	= 1, W 1	= 0 ist 

	

y( 9')) dS(, q,)	
(flk(X)	

±23 
2v2) 

+ 0	dv1 dv2, 

so daB man für das Hauptsymbol des Integraloperators 'mit dem Kern k'(x, 

=	
flfr(X) (Pi . , V,

'V12 ± v223 + w) 2 11v 1 2 ± v223)	
+E V dv 1 dv2 

= —2ri flk(X) lL'(Wj.ii\ + 11j.22)  
[4: S. 1221, JI = ( i2 + ' 2 2) 1I2 erhält.  

	

Betrachten .wir nun den Operator	 S	 S 

S	

- M(x; p) = (2 1 fit(e, n(x)) ( E3/I X — y) p(y) dS, x E 8, 

"S	
- 

dessen Kernma.trix die E1etiente (k, j = 1, 2, 3)  

-	(c41(x, n(x)) E3/jx. - y; = (nk(x') (xi .— yd —n, (x) (XL- —Ye))/x —yj3 

hat, daun erhält man nach dém V6rhergehenden für die Elemente der Hauptsymbol-
matrix aoM(x, )	 S -

	 '5	 S	 -	

S 

= —i lL''.11 ±	flk(X) ± j I-1(Ik;Ii + W) n(x) 

3 

	

= i II:+ + Ej(	21 + 
'S	 11	 .5	 S	 S 

(efl, Levi Civita Symbol) Fuhren wir die Matrizen 

	

I	IP3.1	 1 
f

J 

O	0	i 
R(x) =	 '2.2	"3.2 J,	Q() = -- ( 0	01	! 2 - 

(n,(X)	 I 12(x)	713 W , /	 \	2 0 

(R(x) ,orthogonal) eip, dann erhält man [3] aoM(x. ) = R I (x) Q() R(x). Ohne Mühe 
können vjr, nun die Hauptsymbol matrix von X I aufsehreiben. Beachten wirnoch,. 
laB das Hauptsymbol derSldentität gleich 1 ist, so folgt	 - 

• S	 fR'(x) (	+ p ) E3 + tKQ()) R(x)	 0 - 
l0t(x,) = I 

Ri(x)'(4E3 + tLQ()) R(x) 
nit	'	 -	S	 •, 

K	f(p+ 'to) (A0 + 3,U0) 	+ Xi) (2 :+ 3t)	\	'	S 

2p0 (A0 + 2i)	—	 2/(). + 2pj)	— I 
1	

-	ILi'-o — uoi ± 21UOILI	ILo'i — /L 1 20 + 2IL; 
S	 ' 2/4 + Po2i + 4pofzi	P0 

2oILi ± p0A1	 S	 S 

—	S
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•	und	 • 
•	 -	L = i IL i /(A1 ± 2)	0ozo/(o + 2t).	 - --

Setzen wir ,/Jgj = COS t, /J = sin 0, so erhalten wir aus a0 (x, ) die Symbol-
matrix at(x, t) von X [5]. Es ist 

det at(x,t) = det (('uo+ t) E3 ±, tKQ()) det (4E3 + 1LQ()) - 

•	 -= (izO ±1) (ILo ± iz i - 1K) (/L0 + a + 1K) 4(4 - IL) (4 + IL). 

• -Man sieht sofort, daB det at(x, 9) > 0 für alle I €[0, 11 ist.  
•	Der Vollst'andigkit halber. berechnen 'wir ith Anhang noch die Hauptsymbol- 

1±	- 
matrizen von V(x; cp) und 1T(a, n(

-
x)) W(x; p)js •• 

Mit Ergebnissen von [9] folgt nun der 

Satz 4.1: Sei S. € Cl,'.-Damn ist X im Raum L2 6 (S) em. Fredholm-Operator mit 
Index Null. 1st w E C'(S), P € C0.P(S) , 0 <	a < 1 und p € L2 6 (S) eine Lö-
sung von Xço =, damn ist P0 € CI.P(S) , P 1 € C0 (S) .	 -


Wir zeigen-jett die Invertierbarkeit von X. 'Dabei verwenden wir den Integral-
-' satz[5,9]	 -	S 

- -	 S	

(xu(x u(x) + E(u, U)) dx =f LY( X , n(x)) u(x) 11(X) d51	- (44) 
D	 OD 

'mit--	-	 •	 - 
y	 / 3 . - \2	

+	
S	 -- 

E(u, u) .= ( + - y) ( Eu.) .+-	X (uij ± u 1 ) 2 -	• r ' 
','1	-I	i,;=I  

	

- -	3	 - 

•	
-	 '	

+	 2 

	

A'	E(u 1 - u,1). 
S	 •	 -	 i.j=1	 -	 - 

-	

• 

1st Il	dann ist.E(u; u)	0 und aus.E(u, u) = 0 in einem Gebièt D folgt u = b 
in D, wobei b ein beliebiger konstanter Vektor ist.	- •	•	.' -


Sei p eine Läsung'von Xcp = 0, dann ist P0 € C(S), P1 € CO P(S) . Wir bctrachten 
•1	•	 / 

V(x) =A 1 W(x;P0 ) + O.V(x;P1). 
(I)	•	()	 (1)	 0	 -	 - 

• Dannist	'	-	 • 

	

v(x)	für •x € D 1 , -.	 -	• - 
(1)	 - 

- u(x)=

	

v(x)	für x € D0	.	 . -	
(0)	,	•	 '	-	 •	- 

'Losuig des Problems K(0, 0; 0, 0, 0). Nach dem Eideutigkeitssat.z ist u(x) = 0, 
also v(x)	0 für x € 'D 1 , v(x) = 0 für x E D0 . Nach' (22) und (20) ist- 

(1)	 ••	(0)	 -	 - 
- - -
	{(x)}I ='	{v(x)} +

 10)
v(X) 	= 2A 1 P0(x), •	- (45)  -	 S 

{
V (X ) }' = {v(x)} - 10)v(x)} = —2A 0P0(x).	 (46) 
(0)	(0) 	-	 -	-	-
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• Nach (18)und (25) ist	 S 

n(x)) V(X)} =	n(x)) V(X) } + 10) (axn(x) v(x)} 
(1)	 (1)	 (1)	 (1) 	 (l) 

= —201P 1 (x) — 2A 1 tx i - Yi) 101 , 11(x')) Po(x),	(47) - 

( 15"069	
1 + +

i n(x)) v(x) = T(a n(x)) v(x)} -	n(x)) v(x) 
(0)	 (0)	J	I(0)	-	(0)	J	1(0)	 (0) 

= 2OP1 (x) + 2A 0 (x0 - Yo) 4l(a, n(x)) P0 (x). '	(48) 
Anwendung von (44) ergibt'	 -	 -	-.


f E (v, 
(1)/
v \ dx = -f {r(e n(x)) V(X)} {v(x)} dS, 

Do	
(1)	(1) 	 (1)	 (1)	(1) 

S	 -	 S 

f- (v v \ dx = f	n(x)) v(x) }	v(x) dS..  
-	

(0) (0) (0)/	 t(0)	 (0)	t(0) 
S	 - 

Mit den Grenzwerten (44)—(48) folgt	 S	 S 

•	•	
QOE(v) v\dx+Q1	E(v,v\dx	S •	.-	-	.1	(0)	(0) (0)/	 J	(1) •\(l) (1)! 

D,.	 D,	 -	 S 

= 4(A 1Q 1 G1 - A0Q000) f P(x) P(x) dS-

	

S	 • 

•	 ± 4(Al2Q1(xi - yi)	A 02Q0 (x0 - Yo)) f P0 (x) i1t(e,n(x)) P0(x) dS = 0, 

(49) 
wennwir	 S


. AQ1 G1 - A0Q0G0 =0, Al2Q1(x1 - Yi) — A02Q0 (c0 - Yo) = 

fordern. Diese Bedingungen lassen.sich durch die Wahl . 
S. 

S	Yo = —yo-,/4, Vl = 4(-1 + e/4), Q0 = ,ue, Qi = It, (4- e) 

erfüllen.Wegen (42) ist Q0> 0, Q1 >0, Iy o l <Lo, ly, I <. Ads (49) folgt v(x)	b0 S	 (o 
in D1 , v(x)	b 1 in D0 . Wegen v(x) = O (1 x 1') für lxi - co ist v(x) = 0 in D0. Aus 

	

(1)	 (1)	 l)-	 S 
(45) folgt P0 (x) = 0, upd aus (47) folgtP 1 (x)= 0 auf S. Damit ist der folgende Satz 

•	bewiesen.  
Satz 4.2: Der Operator X: L 2 6 (S) —* L2 6 (S)ist inverti'erbar.	 - 

	

Aus allern folgt der	• 
Sat',. 4.3: SeiS E C2', we C'(S), P € C°(S) 0< j9 <a 1. Dann hat da3 

Problem K(w, P; C, A, b) eine eindeutige Lösung. Sie i.st darstèllbar in der Form (26), 
(27), wobei P0 E G'(S), P 1 E.C°(S) sich eindeutig aus dem singularen Integralglei-
chungssyst em (28), (33) ergeben.	 -	 - 

•

	

	Wir zeigen jetzt die starke Elliptizitat des Operators X. Die Hauptsymbol matrix 

•vonX bezeichnen wir mit a0(x, ) = 0 1 (x, gy. X heiBt stark elliptisch, venn cine 

-I /	 -	S	S	 S
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C- -Matrix 0: s L C6x6 und eine positive Konstante y existieren, so daB 

Re TO(x) a0(x, )	y IJ 2 für alleII = 1, x E S, E C6	 (50) 
•	ist [1, 3]. Da Q() hermitesch ist und R(x orthogonal, ist.i0(x, ) hermitesch. Wir 

•	zeigen, daB (50) mit 9(x =E 6 (E6 = 6-reihige EInheitsmatrix) gilt, • dann ist 
Tao(x, ) reel!. Sei4m weiteren	= 1. Dann ist' 

et (o(x, ) — sE6) 

det (o ±	s) E3 '+ KQ()) det((4 — s) E3 - LQ()) 

=	+ ju, — s) (o +'i — K — s) (Ito + It, + ,K — s) (4 — s) 
x(4—L—s)(4-}--L—s),	 S 

damit hat ', r0 (x, ), die Eigenwerte s = yo + 4 > 0, 2,= /20 + ju, - K> 0, 
s3=/2o+/2j±°K>0,84=4,85=4—L>0,86=4+L>0.Esexistierteine 
'unitäre Matrix T, so daB in den neuen Koordinaten = T	 ,	S 

	

—	 6 
Ta(x)

	

•	j=\1	5	
S	 S 

gilt. Sei y = .rnin(s 1 , ..., 86)> 0; dann folgt 

cao(x, )	y	yII2 = yII2 

Damit ist x ein stark elliptischer,Pseudodifferentialopérator dér Ordnung 0. Für 
unser System Xcp = f treffen somit folgende Aussagen zu[1, 31: Sei S E QcO Für.be- 
liebiges r E IR ist der Operatoi X: HV(S) .'Hr(S), linear und beschrankt. Fiirjede 

•	nichtnegative ganzeZahl j existieren reelle Konstanten y > 0, ô> 0, c 0, so daB 
die Gardingsche Ungleichung	S	

'5'	 •	 • 

(7C(p, cp),p ( s )	Yo FI CPIIH'S — C IIPIIHh"6(S),	E H i(S)	 (51) 

gilt. Diese ist die Grundlage für asymtotisehe Fehlerabschatzungen bei 1ande1e- j	S 

mentmethoden. Aus (51) fo!gt weiter, daB X: fit(S) Hi(S) ein Fredholm-Opertor 
• mit'Iridex Null ist. Für r = 0 wurde dies oben mit der Theorie singulärèr Integral. 
gleichungen bewiesen. Da eine Lösung ip von Xcp = 0 zu allen Räumen Ht(S) gehort, • - 
ist p beliebig glatt. Aus Satz 4.2 folgt daB X eine eirieindeutige Abbildung von JIT(5)	— 
auf Ht(S) ist. Die Gleichung Xcp = f hat für .beliebiges f E Hi(S)' eine indeutige 
Losung q € HT (S).	 S 

Mit LK(w, P;C, .A, b) .bezeichnen wir die Läsung des Problems K(w,P; c, A, b). 
- , Sie läBt sich auch additiv aufbauen aus dem'Verschiebungsfeld U(X) = Cx (C = CT). 

des Gesamtraurns, das zu einemkonstanten Spannungstensor gehart, aus der starren 
Bewegung des Gesamtraumes UA = Ax + b (A = _AT) und der Storung u0(x) 
= LK(w, P*; 0, 0, 0) 'mit P*(x) = P(x) — (Y(a n(x)) - Y'(, n(x))) Cx. Zu •	einem Feld v betrachten wir die Enere' 

• 11(v) = 2' f E(v, v) dx + 2-' f E(v, v) dx - j P*(x). {.v(x)j + dS. 
•	 .)1) ',	 D. (0)	•	s	- 

D u0 (x) (5) erfüllt, ist die Energie fl(u0) endlich, man erhält mit (9)	•	• 

-	11(u)= _2-1.f*(x). {it0(x)} dS +2 1f	n(x)) u0 (x)} . w(x) d4S. 
(0) S	 S	 S	S
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Pa E(v, UA) = 0 ist,' ist auch Il(U K + u 0 ) endlich, man e'rhält 

-	fl(UA + u) = 11(u0)— f p*() (Ax + b)dS. S_j	 I-.	 S 

Variations pr i n zip: Unter alien Feldern v mit endlicher Energie, die (5) 'und - 


	

{v} - {v} = w erf-iillen, hat u 0 die Eigenschajt 11(v)	11(u0). 
- Dieses Variationsprinzip ist aquivalent zur Variationsgleichung, em n u mit endlicher 

Energie zu finden,das {u 0} - {u0 } -. = w und (5) erfüllt, so da3 

f E(u 0,v) dx + f E(u 0 , v0) dx - f P(x) v(x) dS = 0	
5 

D, Ii)	 D. (0)	 - s	 S 

•	
S 

gilt, für alle v0 mit endlicher Energie, die (5) und {v 0} - { v0} = 0 erfüllen [7]. 
Das Problem K(w, P; C,.,.) hat die Losung' 

/	LK(w,P; C, .,.) = LK(w, P; C, 0,0)	LK(0, 0; 0,.,.). 

• Nun ist	 S	
S	

S 

LK(0, 0; 0,.,.) = {LK(O, 0; 0, A, b): A== _AT und b beliebig}. 

Für fest vorgegebënes	= 1T, b0 ist auf Grund 'des Eindeu'tigkeitssatzes

LK(0, 0; . 0, A0 , b0) = A0x + b0 für alle x E ER 3 . Also ist 

. LK ( w, F; C,.,.) = LK(w,.P; C, 0, 0) ± Ax ± b, A = _AT und b beliebig. 

	

S	 Bemerkenswert ist, dal3 man im Unterschied zum ebenen Fl1 bei zugelassener freier 

Starrkorperbewegung im Uneridlichen keine GleiehgEwichtsbedingungen:bezüglich - 
P zu stellen hat'.	 S	 S	 •	

S 

Als ein triviales. Beispiel geben wit die Losung des Problems K(wer ) Pe r , ( 2,u0 
3).) -1 P6kj, 0, 0) an für einen kugelformigen Einschl,uB D 1 = {x: Jxj	a) in einern	- 

unter ailseitigem Druek oder:Zug (p < 0 oder p.> 0) stekenden elastischen Raum. 
Mit' Hilfe der Formeln für den kugelsymmetrischen Fall folgt elementàr für das Ver-

	

•	,schiebungsfeld u = ue,.	 S 

. S

	 =	+ 3 0 )- '	1D1x1	
<(

 

1(2,uo + .32 0)-'pIxl + C/1x1 2 fur jxj > a	 S 
mit	 -	 •	S	- 

a3	'	I	/2u1 +3A'	\	 S	 S 

• P = 32 + 2z 1 4z	-	2 + U0	
(32k ± 

L1) -), 
((2# , + 3).	\	4 w D=	

±	+40k	2+3A	)	
.	a	--•	S 

Far . die Komponenten des Span riungstensors erhält main  

= aro =	= 0,. 

O rr	600 47 = (2 + 31)/(2 + 3).)) p + (2 ' + 3;.) D für I x  <a, 

•	= p - 4, 0Clx1 3, a00 = a = + 2 0ClxL 3 far IxI  
Im konkreten Fall p= 0, P = 0, w < 0 (Atifweitung) ist C> 0, D <0. 

Lösungen in weiteren Fallen nach der Method des äquivalnteri Einschlusses 
• (equivalent inclusion method) von Eshelby (ein oder zwfei ellipsoidale Einschlüsse) 

findet man in [12].	 - 

29 Analysis Bd. 9, Heft 5 (1900)	-
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-

	

	Die Kier darge1egte Theorie 1st ' ohne Mühe ubertragbar auf den Fall rnehrerer 
• Einschlusse und den Fall, daB der Spannungstensor des Raumes vor der Storung 

durch den EinschluB pine ailgerneinere Gestalt hat.  

T	Anhang	 S	

.S	

S.. 

a) Haupt8ymbolmalrix von V(x; cp), x E 8: [m Kern von Vx; cp) treten auf (vgl. (15), (16)) 
kA(x,y) = 1 /ix - y l, kA1(x,y) = (xk - Yk)(% - y,)/lx —y3.	-	-. 

Nunist	 •	 -' 
•	 \•	 S	S.	 _______ 

kA(x, Y(@ ,: 9))) dS(e, p) = (l v i-' '+ 0(1)) dv i dv,,	= IV  = }'v12 + v,'; 

	

-	 also erhIt man für das Hauptsymbol des Integraioperiithrs mit dem Kern k'(x, y)	- 

	

• 0	 +00	
/	 S 

•	 -

 

0`0 X, )	f  
lvh' ei( v,+av,)dv 1 dv2 = 2n	 - 

—00	
5	 5	

S 

Aus	'•	 •	 S 

-	 k,(x, y ( i , q)) dS(, q,) 

•	.•	
=

 
(Pk.1f-: +	 kS2iSi)jJ'+	 + 0(1))dvidv; 

folgt dch Fouriertransforrnation das Huptsymbol des Integraloperators mit dern ' Kern 

	

S	 k,(x,y)

 

S	

-	 QA(x,')kj =	 -('k,i"j.2 + !k.2''j,i)	+ 1'k,sPj.2 -f).
	

I	• IgI3

•	
Alle hier benotigten Foirierintegral stehen in [4]. Für die Elernénte der Hauptsymbolmtrix 
aoV(x, ) von	 -	 -, 

V(x, cp = (2j)' f-r(x, y) y(y) dS, x E S,  S. 
erhält man  

-	S	 d0(x ) =	
A +	+	+ /	••	)	• .'

	5/• 

•' k	k1 2u(A + 2p)	27, - 24u(A + 2u) O	' k1 

Mit der Matrix  

-	 1	
5 

•	2A + 2u) IgI3 • 
-	

A + 3p) l 2 ± '- +jz)E,2	- —(A+u)12	
'-5	

S 

-	

X	 (A + z) 12	 (A + 3jz) 1I 2 + ( ± z) 42	 0	- 
•	 0 -	(A+3IL)ll'	-S 

können wir schreiben ([3]; dort fehit der Faktor lht) 

	

•	•.	- -	-	)	R'(x)Q'T () R(x).	 - 

b) Hauptsymbolnzatrix von M(a, n(x)) cp(x): Wir betrachten C 0 Funktionen 6(x — y) > 0 
mit Trager in ix L. y l <e	— y)dS = 1 und der Eigenschaft daB eine von e unabhan 

•	gige Konstante C'existiert mit la6(x - y)/axl	C/i' für alle x, y E S. Soiche Funktionen



	

Zur klassischen Kontaktaufgabe der Elastostatik	451 

existieren [14: S. 19]. Nach'dem Satz von Stokes [9: V 1 ,§ 1, (1.21)] ist 

f (M(a, n(y)) E3 (x— y)) y(y) dB	_f 6,(x -- y) Q1t(e, n(y)) y(y) d87, 

also hat man 

4t(a1, n(x)) cp(x) = urn f ô(x - y) 41(a, n(y)) y(y) dS7	-' 
S	

•V	

-	 V 

—urn 
f(it(y, n(y)) E36e (X	y))	dS.	— 

-	 e—,OS	 V 

Die Symbolmatrix ergibt sich aus der . Formel	
V	 S 

00 2x 
V	 =	 lim	f	f((, n(y)) E 3 (x - y)) y(v,.v..0) ei(v.+v,,) dS(, ).	 S 

C-4Je=0 9' = 0	 V 

V	—lin	ff(M(,(y)) Eaôe (X - Y))y=(v.v..o) ei(V+t,,) dv1 dv2. 

Beachtet man n(y) = [W' x 'P 2]/1[W 1 xW 21I für v3	0 1 1MV11 v2 ), :=	- 9I'(v1 , v21 0)), 
V 

dann folgt.	 V	 - 

(it(a, n(y)) E361 (x - y))y'v,,v,.o)	 r	

V 

= 2L (c4i(ay,n(y))	 +	(,ii(a, n(y)) E32(y))y%v(,,.,,.o).	
V 

av,S	 V2	 -	-	 V 

V	 Durch partielle Integration erhalt man
 

•	=lirn	ff	v2) ((a,n(y)) E3l(y))Y=(V,.V,.o) ei(v,+v. ') dv1 dv2 
•	 EOt	 V	

-	 V 

i+O	 ••'	
V	

•	 V 

V	

+ iE2 ff (v11 v2 ) (Jt(a, n(y))	 dv1 dv2	-	-	- 

V	

+ f 	
e(V1Y,V2)	((y, n(y)) Ea](y))y(,,.v..o) e i (v±v.) dv1dv2	

V	 V 

± ff fle(Vi, v2) --- .(cit(ay, n(y)) E32(y))y'VV1,o) ei(V+v.a) dv 1 dv2}.	
- V	

V 

_00	
OV2 

Der Grenzwert des dritten undvierten Integrals hängt nicht von ab, so daB man für die Haupt-
syrnboIatrix	 - 

S	 0D(, ) = is, (4t(a,ny)) E31(y))	+ i 2 (,it(a, n(y)) E32(y))7 ..	 I 

•	 / 
0	—P32 W22\ 	W3.1	 -	 — S -=	

(	•32	0	_'Pi.; )+is, ( —IP3,10	¶I', 

 isl-7 tP2,2	p1.2	0 /	\ q'21 —!fr1,1	0
 

= R-1 (x) II Q() R(x)	 •	
V 

erhijit.	-	 V	 • 

29*	 V	 - -
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/ 

c). Ilauptsymbolniatrix von M(x; Mcp) = ( 1/2i)f It(x, n(x)( E3/Ix - Yl)	n(y)) cp(y).dSy: 
Os 

Mit der Darstellung von b) läBt sich der Kern dieses integraloperators bis auf mit e-* 0 ver-
nachlässigbare Glieder als Faltung schreiben, so dal3 man für die Hauptsymbolniatrix c0M) 
(x, ) von M(x; ltcp) 

iD(x, ) = R- 1 (x) Q() R(x) R I (x) IgI Q() R(x) 

S 

	

(0--

2	 12 0
R-'(x) 

	i2	2Z o. )(x) 

o	1412! 
•	.	erhält.	 S 

•	 N 

3 
•	d) Haupsymbolmatrix von (1/2) f Eja I X - y !: h l ask(x )) (acp(y)/as(y)) dS Wegen 13Sk(y), 

Sk=1	 - 
•	= 2-' L' ekJ 4t IJ( dy, n(y)) érgibt sich aus b) und c) für , die Hauptsymbolmatrix cr(x, ) 

dieses Operators aoS(x ) =	I E3.
01± 

e) Ilauptsymbolmatrix von	n(x)) W(x; cp) : Aus (24), b), c), d) folgt für die Haupt-
symbolmutrix	 I.	 J 

	

cr0Y."(x, ) = ± (x	y) R- 1 (x) II Q() R(x) 

+ R I (x) 191 (—/1E 3 -4- (xy/i - ) Q'()) R(x). 

Fiiry=x=ufo1gt  

•	 c10i.(x, ) = — R-' (x)II	 R(x)	 c 7, 

	

\	i.+2z 

•	
-	 '	

A+2' A +2p12	
o 

	

=—R-'(x)	A	
+	

A	22	0 	R(x). 
II .	+ 21z	 2ju 

•

	

	
+ 

A-f-2z 

Hier gibt es Abweichungen gegenüber [3]. 
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