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Zur Regula'ritat einer J{ontakt-Randwertaufgabè  

R; SCHUMANN 

Dem Andenken an Johannes Mat (1947-1988) gewidmet 1)

•0 

'Es wird gezéigt, daB die Losung einer Kontakt-Randsertaufgabe der linearen, n-dimensiona 
len Elastizitätstheorie zur Masse C' gehort,-falls die Norma lkomponente des Vershiebungs-
vektorsin derselben'Klasse liegt.  

LoKa31ABaeTcB IlcnpepuBuocTb 110 L'eJIbepy 11ePBUX 11O113B0ILb1X peweHMH HoHTaFT116
rpaHHHof1 3aAwfa jimietbioft ynpyrocTH B n-MepHoM npocpaiicse ecJuiHopMaJlbHafl KOM-
noHeHTa cMelleHIIft Toa{e flLHaJ1üifl1T DTOMY Rmaccy. 

	

-	It is proved that the solution of a contact boundary value problem in linear n-dimensional 
elasticity belongs to C' + a if the normal component of th displacement vector does. - 

1. Einleitung	0 -	 S 

.5	 0f50 

In [15] hat der Verfasser eine Kontakt-andwertaufgabe benutzt, urn das Signorini-


	

•	Problem der linearen n-dimensionalen Elastizitätstheorie auf eine skalare Variations-

	

/ ungleichung auf dem Rand des zugrundeliegenden Gebietes zurückzufuhren.. Die	- 
skalare Aufgabe enthält eiicen Pseudodifferentialoperator, und es wurde in [15] ge-
zeigt, daB die Normalenkomponente u . n der Losung u auf.dem Rand lokal zum 

• HOlder-Raum C'+"gehort Urn die CI+a.Regularitat der Losung auch im AbschluB 
des Gebiètès zu zeigen, braucht.man den folgenden Satz, dessen Bezeichnungen in 
Abschnitt 2 erklärt werden und dessen Beweis sich aus Satz 3.1 und den Formein 
(9), (11)egibt.  

Satz: Sei b E W 1 - 2(Q, IR') schwache Los'ung (vgl &ztz 2.2) der elliptischen Randkon-
taktaufgabe

 

	

•	 (a	p) = 0 in Q (i = 1, ..., n)
 

—P.n=g,T,P=0 au/ eQ	S	 -. 

u vorgegebenem g E W 112 ' 2(aQ). Ferner sei 1' eine o//en'e Teilmenge Q. Aus 
aijo E Ca(Q) und g E W 1122(aQ) n fJl+a(f) mit a E (0, 1) folgI dann 0 E W1.2(Q,'IRC) 
I C11 (Q U I', ER").

S. 

In der'klassischen Arbeit von AGMON, DOUGLXS und NtRENBERG [1] werden Regu-
laritatsaussagen vom obigen Typ für die Räume Ck+a mit k 2 hergeleitet. In 
TRIEBEL [16: Abschnitt 4.3.3/4] findet mandie vonuns gewiinschten }iOlderschen 
Abschatzungen, alle'rdings für Gleichungen und nicht für Systerne. Das obige Kon- 
takt-Eandwertproblern ordnèt sich als Spezialfall in die Theorie.der ,Randwert- und 

1) Siehe die FuBiote auf S. 433.	
0	

0

'S.-. 

N	 S	

-	 0
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•	Kppplungsprobleme von e1astichen Medien em,. I iir die BECKERT. [3] bereits 1972 •	
Regularitätsunteruchungen auf der Basis von Variationsrnethoden durchfiihrte. 

• JENTSCH und MAUL haben mit Hulfe singularer Interalgleichungen in einer Vie]
Eahi von Arbeiten sehr allgemeine'raumliche und ebene Aufgaben der Elastizitats-
theorie u riter versehièdenen Rand- und Kopplungsbed ingungen -betrachtet (vgl. [ 91-
und [131). Für die hier betrachteten Aufgaber' (1),.werden in KUPRADZE et al. [12] 
'und in MAUL [13] im Fall. räumlieherbzw.ebener homogener, isotroper. elastischer 
Medien, mit Hilfe von P 6tentialansätzen regulàre Lasungen nachgewiesen. Wir 
benutzen in dieser Arbeit die Campanato-Technik (vgl. [41), die es gestattet, ohne 

	

- -. - ..Potntialtheôrie rind Darstellungsformeln auszukommen. Diese Technik wurde von	-'

GLAQUINTA und M0DICA [7] auf elliptische Systdme vom Navier-Stokesschen Typ - 

•	unter Neumannsehen Randbedinguigen angewandt.' Wir - werderi uns hier auf die 
letztgenannte-Arbeit stUtzen und können uns daher an- einigenStellen auf die An-
gabe der Beweisidee beschränken.	 - 
•'Die Randbedingung in Aufgabe (1) kann interpret.iert werden als Kontaktbedin-
gung mit einem starreñ Stempel, der am Rande des Cebietes in das elastisch Medium - 

- eingedrucktwird, wenn das elastische Medium am Stempel reibungsfrei'gleiterikarn, 
ohne sicli von 'diesem ab'Luheben. 1st Abhebn moglich, kommt man zum eingangs 
geñannten Signorini-Probleni. 	.	- 

2. Die- Kontakt- Rand wertaufgabe	.	 . 

- Sei Q , R' (n	2) ein beschiänktes Gebiet mit Rand c9Q E C' (vgl. KUFNER et al.

• [11: S. 305]). Wir nehmen all, daB Q mit thnem elastisehen Material angeful].t ist. 

Das linjare elastisehe Verhalten dieses Materials werde durCh die elastischen Koeffi-
• zienten af E C°(Q) (i,j, ;' j9 == 1.......n) beschrieben weiche den folgenden Voraus-
- setzungen genügen mögen : 

	

ifl (i) Symmetrie,: af =	=a' für	 ...,n; x  Q. Dabei sei 
af = a(x) usw.	• ,	 -ty 

- (ii) Elliptizitdt: a f(x)	okI für alle x . E 'Q und alle E IR" mit ' = 
(i, x = 1, ..., n; Anwendung der Summenkonvent.ion; 12' = E 1h,ij2).	• 

Wir bemerken, daB aus (ii) sofort die' Gultigkeit der Legendre-Hadarnard-Bedin-
gung'	 • ,.	./ 

aij v > (c0/2)	2	I 2	• '	 -	 -	( 2) 

für alle x € D, ,77 E ER" folgt (vgl. , KrNDERLEI[RER [10: S. 607]). Der Spannungs-.. 
tensor cFi. wird gegeben dureh  

•	,	,.	n  
o,(u) =	' afe fi(u),	'	-	•	.	- 

-. wobei e(u) = ( 1/2) (ufl +	der Dehnungstensor zum Verschiebungsvektor U: 

ER" ist..Es gilt natürlieh a'= a	u1.  

Bemerkurig 2.1:.Wir setzen V = W1 ' 2 (Q, ER"), H L2 (Q, ER"), T = W"22(aQ, 
ER") und defiriieren den Spuroerator y: V — T dureh yu = U1Q. Er bildet 'V auf T ab 
und V0 = W12(Q, ER") ist scin, Kern. Für Funktionen E T werden wir die Normal- 

• -	und Tangentialkomponenten	bzw.	benotigen. Daher erklären wir Projektionà-
• operatoren a1 ,c12 . T —* T durch oq' :=	= (q . n) n und q2 := Tt = (id	o) 97.


Wir bemerken in diesem Zusammenhang, daB für jedes T E W1/22 (aQ) die Funktio-' 

/	 '	I
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nen q, n (i	1....., n) ebenfalls zu W'122(aQ) gehoren, weil Q glatt ist (vgl; 

'WLOJLA [17: S. 71]; TRIEBEL [16: S. 192, S. 195]). Hierbei ist n = (n1 , ..., n) der 

	

•	auf3ere Norinalenvektor.Wir setzen T, = a1 T (i = 1, 2), H' =+ ker u,y, liw liw = IIwv 
für iv E W. SchjjeBljch definieren wir die Bilinearform 

a(,) =fa7 pP1	dxfur, E V	- 
Q .	 -. 

und einen Operator A: V -. V0 , linear und stetig, durch


	

-	 (AI, ) = a(, ) für alle C E V0. 

Nach diesen Vorbereitungen känrien wir aus AUBIN [2: Ths. 6.2.1 und 6.2.2.] 
schjiél3en, (laB sowohi der Randspannungsoperator T(n) E T* (T* - Dualraum 
von T) als auch dessen Normal- und Tangentialkomponenten	 • 

Ti •_ j *T(u) 0 bzw. Ti' = a*T(n) 0 € T	• 

wohl-definiert sind und die folgende Greensche Formel gilt: 

a(, ) =(A,	+ (T(n) 0, C l eo)	 • - 

	

= (A,	+	n) + (T,,	-	 -	• (3) 

für , € V mit A  E 1K (V0 c 13 c-)- V0 , vgl. AUBIN (2: Kap.2.1.5] und ZEIDLEE 
[18: Bd. 2,. Kap. 23]). FUr glattes 0 gilt natürlich (i	1, ..., n)	 -	• 

^Aft = —(a )P J)l ), (T(n) rJ) =af	 S 

TnO = (T(n) . ii) n, T tO = T(n) Ji	Tø.	•	•	 - 

Jetzt kommen wir zur eigentlichen Problemstellung. Gegeben séi eine Funktion g: 
afj --> R. Wir suchen eine Gleichgewichtskonfiguration des Q ausfüllenden elasti-
schenKorpers unter Volumenkraften / bei auf	vorgegebener Normalenkompo- 

• nente g de,s Ve rschiebungsvektors und verschwindenden Tangential-Randkraften, 
d: h., wir betraehten	- •	 : 

- 
a.Q&	') ='f i in Q (i ,= 1 ..., n) 

—0 . n.=g, Tg=OaufQ.	 \•	
0	 - 

• Wir notieren noch	 - 

	

= { = a± Bx a EER, B eine schiefsymmetrische reelle,	I -	
•	 konstante (n, n)-Matrix; C. n = 0 au  bQ}. 

Satz 2.2: Es sei	 S

(5) 

Dann hat (4) zu vorgegebenen / = (/, ..., f)E L2 (Q, ER"), g € W 1 '22 (aQ) genau eine 
schwache Losung 0- E V, d h. 0 1	n = g,und 

-	a(, ) 
= f /,' dx für alle € W. -	 .	 (6) 

Beweis: Für g € W1122(aQ) gilt nach Bemerkung 2.1 g 1 := gn E• W22(3Q), 
= 1, ..., n. Daher existieren	€ W' 2(Q) mit q ,la.Q 

= gj, und es gilt	•it =
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aüf 092' (vgl. KuENER et al. [11: Th. 6.9.2/S. 341]). Wirsuchen nun ein u E W mit 
..a(u, 0 = f fi Cidx + a(, ) für alle E W.	 (7) 

Wegen 31 = { 0} folgt im FalFn = 3 aus NEóAS und HLAVAEK [14: Th. 3.5/S. 85 
and Th. 4.1/S. lOif.], daB, die Bilinearform a auf W koerzitiv ist, d. h., es gibt em 
01>Omit  

a(, )	cj IIIIw2 für alle C € 'W.	 (8) 
• Es ist sehr leicht zu sehen, daB sich die Beweise aus [14] auf n >, 3 ubertragen lassen, 

so daB (8) für alle n gultig ist. In [14: S. lOif.] findet man auch Voraussetzuugen, die 
die Gultigkeit der geometrischen Bedingung P = {0} sichern. Pa die Abbildung 

i-+ a(, ) em lineares, stétiges Funktional auf W ist,, folt die Existenz einer.ein-
deutig bestIrnmten Losung u von (7) aus dem Theorem vonMilgram-Lax. Wir setzen 

u - . Daraus folgt sofort (6). Wir benutzen jetzt (3) für 4 E Coco (W) und erhal-
• ten zunächst AO =1 . Nun folgt aus (3)(T, ) = 0 für alle ç E. W, d. h	= 0. 
- Schliel3lich ist -0 . ii = —u . + . n =.g auf 3Q. Also erfülll	€ W .2(Q IR ,	')


die Gleichungen (4) im schwachen Sinn I 

3. Regularitat  

- A. Vereinfachende Voraussetzungen. Urn die Regularität der, schwachen 
• Losurig von.(4)-zu.untersuchen, nehmen wir an, daB nach Lokalisierung uiid Koordi-

natentransformation die folgende Situation vorliegefl möge: Q R,"; at? = F u F' 
(F, F r= 0), F = mt (x E •a.Q I x,, =0), I"= {x € Q i x, >'O).. Ferner gelte 0€ F, 

- U := fx € F I.I x I < 1) crc: F, und der AbschluB von B1 (0) = {x E IR' J I xI< 1,' 
x.	0) sèi in Q u F enthalten. (Vgl. GtAQUINTA und MÔDJCA [7: S. 200f.].) 

B. Umformung des Pro blems. Es sei jetzt g € W 1 12 . 2(aQ) 1 C(F) für em 
€ (0, 1). Dann it auch g := g• n1 € W'122(aQ) n C"(F) fur i = 1, ..., n. GemäB, 

GILBARG und TRUDINOER [8: Lemma 6.38/S. 137] und KUFNER et al. [11 . : Th. 6.9.2/ 
S. 341] setzen wir gi auf Q so fort, daB für die fortgesetzten Funktionen gi 

§j € W1,2(12) n C'+"(B1+(0))	S	 -	 ( 9)	- 
gilt. Die veral1gerninerte Problemstellung (7) aus dem Beweis von Satz 2.2 kann nun 
umgeschrieben werden in 

f[a(x) aU + a(x)] a dx =f f' d	-	••••	 .	( 10) - 

für alle 4 E W mit a,4 a' € L2 (Q) n C(Bj + (0)); das ist der Typ von Glei-
chungen, wie sie GIAQUTNTA und MODICA [7: S. 202ff.] unterNeurnánnschen Rand-
bedingungen behandein. Irn Bèweis von Satz 2.2 hatten wir

(11) 

• •	ges,etzt, so daB es ausreicht., die Regulritat von it zu untersuchen. 
•	C. Regularitätsaussage. Unter obigen Vorassetzungen gilt folgender 

-, .,	•	Satz 3.1: Sci af € C0(t) n-'C(B1(0))1 a 1 E L2 (Q) n C(B(0)) (i, j, a, = 1, ..., n),

/ € LQ'(Q, IR"), mit q > n. 1st dani it Lösung von (10), so gilt die Inklu.sion.' it E 
W12(Q,R) fl C1+ E (B 2(0) , R") mit=min (o, 1 - (n/q)).
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Beweis: 1st Q'	mt B+2(0), so ist die Regularitat von u in Q' nach GAQUrNr4 
Vund MODICA [7:Teil 11 kiar. Für den Beweis in der Nähe des Randteils I' brauchen 
wr einige Vorbereitungn.	 0 

D. Wachstumsungleichungen. Wir setzen 

- 9, (r ; u)'= f t^j VU'.—.(VU')B,1j2+ja.U" (u)B,+2 4 Ela8un l 2  dx. 
 8=1 

Lemma 3.2: Sei u L6sung 5von (10). Danngibt es eine Konstante c> 0, die nur von 
der Elliptizitãtskonstante co des Systems (vgl. Abschnitt.2) und von I' = sup { laf(x) I 

• I x E Q; i, 1 a, = 1, .. . n} abhangt, so dap für alle x0 E U und Valle r, B mit 0 r B 
dist(x0 , eQ—VU)	 V	

V	 V 

(i) Vf 

IVUI 2 dx	c[(r/R)" + w2(R)I. f Vuj dx	c f (Ia I +'RI/I 2) dx,	(12) 
B,(x)	 BR(x,)	 B,,ix,)	 V	 - 

(ii) (t; u)	c {(r/R)n+2 (R; u) ± wi(R) f VuI 2 dx}	 V 

	

B(x0)	 V	 V	 V 

+ c f (Ia - (a)B,12 + R2 I1I 2 ) dx	 V	
(13) 

B4(x,) 
mit	 '-	 V 

w(R) = sup{a7f(X) - af(x0)j I x E BR(xO); i, j, a,	1, . :., n}.	
V	

V 

gilt. Hierbei bedeute	 V	

V 

- 	

Vu = (a&), IVUI2= f jCqftUf j2, a = (at), JaJ 2 =. ,E  a 2 ,	
V 

- 

V (h)B."7 = IBR(xo)L' f h(x)dx für h E LI(BR(xO)).	
V	

V	

V 

BR(ZO)	 -. 

B ewe is: ) Wir stelleA auf BR+ (xo ) ein gemischtes Randwertprob1em in der schwa-
chenFoi'n: Man finde v E W152 (BR+ (xo ), ER'), so daB	/	 V 

V	

V V -. UIBn+(z,) E Y,	 V	

-	 V 

V	
f [af(x0) 3v + (a I a ) BR.] 6.op i dx = 0	 (14) 

V	 für alle q € Y gilt. Hierbei setzen wir	
V	

V 

Y = {4pE W12 (BR+ (xo ), ER'S) 1 9, 	0 auf "Rj' q,' = 0 auf -I'R}, 
urid es sei R = eBR(xO ) 11 {i = (x+, x,) x,, = 0} und • R ' = eBR (xO) ri {x I x,. > O} 
der untere" bzw. ,,obere" Randteil der Halbkugel BR (xO) Die Existenz genau einer 
Losung von (14) folgt aus dem Theorem von Milgram-Lax, da die Bilinearform	

V 

	

a •(9' , ) := f a(x0 ) apTf e dx	 V 

V	
-	

B,,ix,)	

S	
V	

V 

auf Y koerzitiv ist, d. h., es gibt ein c > Omit	
V	 - 

V	

aR.z,(q', 
92)	C 1 I 92 IIy2 für alle ' E. Y.	

V	

V	

(15) 

(Vgl. NEAS uud HLAvAóEK [14: Kap. 6, Thm. 3.5/S. 85; Kap. , Lemma 2.1/8. 91]	0 V 

für n = 3; der Fall n > 3 ist analog: FICHEBA [5: Teil'l, Kap. 12].)	
S.
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/ 
b) Wir definieren w  W 12(BR+ (xo), ER A) durch w, u . -v. Aus den Campanato- - 

Ungleichungen (29), (30) von Lemma 3.6 folgt 

f JVu 2 dx	2 f J V7VJ2 dx ± 2 'f IVwI2dx 

{ri	f Vv 2 ± f IV dx} 
B,,iz,)	B,(r,) 

•	...:..	
< •{	f Vu12dx.	f . l Vw ! dx}	.	. (16): 

B(X,) 
Sowie analog  

•	9#;u)	c{(r/R). 2 q(R; u) ± f IVW12 dx).	 (17) 
.	.	. BRI(X.). 

-. Zum Beweis von (i), (ii) brauchen wir noch éine Abschätzung für den ,,w-Term" 
iierin. Es gilt nach (10) und (14) 

•	 S	 f af(x0 )	 .	 -	 . 
B(x,)  

•	. .	.,	
= -f [(a(x0)- a7Px)) flu - (a1 (x) - (a)B,.)J	dx + f •/jp dx 

• .	 BR(X,)	.	.	 B'(x,} 
-	.	 .	 (18) 

für alle € Y. Aus (1.5) folgt	 .	 . 

aR ,x,(ç2; ç) ? C III V II R+(,)) .	 -	 (19) 

Dureh Skalentransformation sieht man, dalI die Konstante c1 hiérin nicht von 
abhangt. Wir setzen nun , : = .w E Y ,in (18) em und erhalten mit Hilfe von (19) 

• •.	.	

, •.	f I Vw 2 dx^c w2(R) f IVul2dx  
-	B,,(x)  

+ f .	- (a 1 )B.I 2 dx± R2 f 111 2 dx}.	- . (20) 
.	. 	B,'(x,) 

Aus (16), (17) und (20)' folgen die Behauptungen des Lemmas I 
E.- Weiterfuhrung des Beweises von Satz 3.1. a) Aus Lemma 3.2/(i) und den 
• Vora ussetzu ngen von Satz 3.1 folgt 

f IVU12 dx	c[(r/R)'! + R2} f Vu1 2 dx ± BR'S - B, 1 (z.)	 •	•	B,,(x,) 
far alle x0 € Uund alle r, R mit 0 ^ r :!-,-R ^ dist (x0 Q -- U), wolici B von IIaIIL 
und i/liLa abhingt. Insbesondere gilt dann nach GIA2IUINTA und MOrnCA [7: Lemma 
0.61	•	

•'	 /'	.	-•	•	 • 
S	 ,f lu1 2 dx < cr2c (R-"+2' J Vu 2 dx + B\,	-	 (21) 

	

.	/	'S	 - 

•falls  R	R0 ist bei beliebigem, aher festem E > 0. 
'b)Aus Lemma 3.2/(ii), (21) und den Voraussetzungen von Satz 3.1 erhalteii wir 

•	fürR	R0	- .	•	. 

97(r; u) <.-c(r/R)fl+2 q,(R; u) + c j Rn+2 2c -.	-	 (22)
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mit
c1 = c{R0_n+2ef Vu dx + B + IIaII(B.+(o)) + I/II Q(Qjj'} .	 . 

Wiederum gilt nach GIAQUrNTA und MODICA [7: Lemma 0.61 

9 (r; u) ;5 c2rn+2(E_ t){R_ 2(0ç9 (R; u) + c11,	 s	(23) - 

wobei c2 eine nur von c, n und dem Exponenten ( - e) abhangige Zahl ist und. 
0 r R R0 vorausgesetzt wird. Man beachte, daB 

1- (a^) B,+1 2 dx	f e3u"I dx 
B,(z)	 B,(z0) 

gilt (s = 1, ..., n -	Dahiit ist dann 

fJVU— (Vu)a,. I2dxq, (r ; u),	 - -	S	 --

und es folgt aus (23) unter Verwendung der tberlegungen von GLAQUTA und Mo-

DICA [7: S. 209f.], da3	E C(B12(0) gilt. In'sbesondere istYu beschränkt, 

d. h.; die Ungleichungen (22) und (23) gelten weiter, wenn man in ihnen formal 

= 0 setzt. Somit ist apui E C(Bt, 2 (0)) vie behauptet (j, = 1, ..., n). 

F. Ca'mpanato-Ungleichungen: Wir zeigen.nun die bereits im Beweis von 
• Lemma 3.2 verwendet.en Cam panato-Ungleichu ngen .Zur Vereinfachung nehmen 

wir B1 ± (0) (genaur genommen mt B1 +(0)) als Grundgeet an. Wir setzen voraus, daB 
V E W1.2(B1+(0), IR) mit Vr, = 0 eine Lasung von 

f [af apvi + aj a.994 dx = 0 für alle E Y	 V	 (24) 
B,(0)	 V	

V 

•	

- ist. J)abeisèi	-	 V 

- Y = { E W' 2 (B1 (0), fR') I = auf I'', q= 0 ufP1. 

(Hinsichtlichdér Bezeichnung f', 1'' vgl. Abschnitt D). Wir nehmen hier an, daB die 
Koeffizienten a7f (i,j, a, ft = 1, . ., n) konstant sind und die Voraussetzungen 
der Symmetric und der Elliptizitt aus Abschnitt 2 erfüllen. Feiner sei a1G.E 
L2 (B 1 + (0)) (i, a = 1, ..., n). Wir beginnen mit einer, Abchatzung des Gradienten Vv 
gegen die Läsung v.	 V 

•	Le'mma 3.3(Caccioppoli-Ungleichung): Es gibt ein nur von den Koeffizienten ab-
hdngiges c> 0, so dap für die Losung vvon (24) und beliebige X0 E I', R	dist (x0 T'1') 

f, Vv 2 dx ;5 C.{— f IV12dx + f	 (25) 

	

B(z0 )	 BR(Xo)	 V 

gilt.	 V	 - 

Beweis: Man setzt := vr E Y in (24) ein., Hierbei sei E C0 (B(x0 )), 0 
1,1 aiif B,2 (x0 ) sowie V•i7	c/B. Standardüberlegungen liefern dann (25)

it 
-	unter Benutzung der Koerzitivitätseigenshaft (15) (vgl. GIAQUUTA [6: Kap. 3.2], 

GIAQUINTA und MODICA [7: S. 181, S. 203]) I	 -	V	 S 

- 	
V	 1 

V.,	 \•_
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Verschärft man die Voraussetzungen an ail,.so erhält man 
Lemma 3.4 (Differenzierbarkeitseigenschaften): 
(i) Sei v eine Losung von (24), mit a1 E W1.2(B1+(0)) für i, cx = 1, ..., n. Dann ist 

v E W2 .2(B 2 (0) , [R"),und für alle x0 E i', B :!i^- dist (x0 , T'') gilt 

 c(R){V.,, ± Ia I1BR(XO) }.	 S	 (26) 
(Hierbei haben wir VIBR+(Xe) = 'lIP v IJ(sa+(x0) gesetzt.) 

(ii) Gilt sogara1 EW+I(B1+,(0)), dann ist v € Wk+2(Bj2(0), (R') mitderAbscluUzung 

IV! k+2 B (x)	
c(k, R) {I v II.B R+(x.) +. IIVa l!w(BR + (X0 )} .	 (27) - 

Beweis (i) Mit dem Differenzencjuotenten 

•	 (Vh.$v)(x)=h'(v(x'+ 1e8) --v(x)), s = 1, ..., n - 

woei e, = (0, ., 0,1,0,..., 0) der Einheitsvektcr in x5-Richtung sein soil, und der 
Abschneidefunktion ,i aus dem Beweis von Lemma 3.3 bilden 1 wir , := 

X Vh . 8v) € Y für hinreichend kleines h >0. Aus der Koerzitivitätseigcnschft (15) 
folgt dann mit der ublichenAbschätzungstechnik	•	 . 

• ':	 f IV(V) 2 ds	c JR2 f IVV12dx + f I VaI 2 dx . 

	

-	B1,(x.)	 (	B,,'(x,)	B,,(x,) 

Daher ist a,a,v € L2 (B 2(x0)) fhr s,= 1, ...,n —'1 und a = 1, ...,n; dabei ist die - 
L2-Norm gegen die rechte Seite von (26) 1absch9tzbar. Damit ergibt sich für 9 3,,v 
die Behauptung aus der der Gleichung (24) entsprechenden distributionellen Diffe- 
rèntialgleichung —[.(a	+	= 0 in -B1 (0) und der Invertierbarkitder 
Matrix (a) (vgl. (2)). DerBeweis zu (ii) ver1àuft analog I 

Zusatz 3.5: Sind unter Obigen Voraussetzungen die a," sãmtlich konstànt, so gilt 
JIk.B 12 x, ) ;5 c(k, B) VIIB*(x.) für beliebiges k E N.  

Nach diesen Vorbereitu-igen können wir das folgende Lemma beweisen. 

• Lemma 3.6 (Campanato;Ungleichungen): Es sei v Losung. von (24). 
(i) Eá gelte a" = Ofur alle.i, = 1, . ., n. Dann gibt €8 em nur von den Koeffizienlen 

•	a'f des Systems abh.angiges c> 0, so dap für alle x0 € r1 , 0	r R	dist (x0, r,')
gilt

f vl2dx^c(r/R)" f i,J 2 dx.	S	 (28) 
•	 B,+(x.)	 -	 B,,'(z,)	 S	 - 

(ii) Sind die a1 . (i,o = 1, ..., n) alle konstant, so gilt 
•	f Vv2 dx ^ c(r/R) f IV dx /	 -	(9) 

r •	
B,i)	 -	 BR(,)	 -	 - 

sowie	-	•	•	 S.	
- / 

q(r; v) ^ c(r/R)"+ 2 p(B.; v)'.	 .•	 (30) 
/ Hierbei seien x0 , r, R wie in (i); q(r; v) war im Abschnitt P erklãrt worden. Die Kern-

stante c hangt von den KÔe//izienten af mittelbar fiber "die Elliptizitdtskonstante co 'und 
die in Lemma 3.2.erklarte Zahl-L sup' a,. ab, wie die genzue Durchsicht des Beweises' 
zeigi.	 -	-	+S.	 ••	,	 /	 -	 -	 -
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Beweis:'(i): .Aus Zusatz 3.5 und der accioppo1i-Ung1eichung (Lemma 3.3) folgt 

•^–, c(k,R) •f v dx.,	 - /	 (31) 

Wahit man nun r <R/2 und ein 5festes k > n/2, so gilt nach dem Sobolevschen Em-
bettungssatz	 S 

•	..f 1 v 1 2 dx	cr n sup M 2	c(R) rn f 1 v 1 2 dx.	. .	 (32) 
B,(x0 )	 .	 B,'(x,) 

RIS 

Wir bçnutzen'jetzt ein Dilatatioñsargumen°t: Setzehier x0	0 mid .R := 1, sowie 

	

ell? (e <R/2):Es folgt . dann	 . 

f I v I 2dx.:!^ c ( 1 )(eIR)' f ivI2dx' 	(33)	- 

	

- •	 B(0)	 B(0)	 .	 . 

für jede Lasung von (24).. Wir setzen z(x) := v(2x) fiir 2 E (0, 1): Dann gilt fUr z 

	

• -	

-	 f a ,P zi(x)	(x) dx = 0 für alle E 17 11A	 ' 

	

•	-	B(0)  

mit  
-Y11A	 { € W'•2(B2(0), IR'2)I = 0 a u f f,	=0; auf	 .	S 

	

•	lnsbesoncier&gilt 'dies füi a,lle wie folgt erkJärten E Y112: 

	

[q, aufB(0),	 '.	.	•	 I 

q'10 aufBj2(0)—B1(0) 

mit p E Y. Man erhält dann aus (33)	•	 S 

S	 .f z(x) dx	c(1) (e/R)n f V(x) dx.	•	

. 

•	 •	 B	 ..	 . 

Setzen wir 2. = R, so ist z(x) = v(Rx), und die Variablentrarisformation y = Rx 
liefert  

•	f	v(y) 2 dy ;5c(1) (0/R)	f I v (y) 1 2dy ,	•	 .	 .	 .	 .	 • .	 S 

•	 .	 B(0)	•	 •	 B(0)  

d. h., wir haben (28) rnitx0 = 0 und r < R/2. Für R/2 r :!E^ R ist (28) trivial er-
füllbar. Analog zeigt man (28) für x 0	0. •	 . . .

	 • 

(ii): Wieüm Beweis zu (i) erhalten wir für k > n/2 und r <R/2 aus demZusatz 3.5 
zunächst	 •	 S	 .	 .	 •	 . - 

f
J VV12 dx	cr's sip Vv12.:!^ c(k, R)-r 2II V.v IP wB ,s x,	. .	 . • 

B,'(x)	 •	

•	 S.-.	

5	 .5-

k+1( 2
 = c(k, R) r'	' VIj.Bi1(x.)	c1 (k, R) r' vjL .(X0) .	 (35) 

'. 
Dasoben benptz 'te Dilatation5 sargument liefert dann zusammen mit (35) die.Formel • 

	

•	(29).	i	 .	,•	 S 

Urn (30) zu zegen, setzen wir für = 1, ..., n 

AX) =	(3v')Bft+ und p(x)= x(aflv)BR.	
/	 S 

iP=1

-	S	 • 

-	 SI	 .	5	

1
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(vgl. hierzu auch OJ.AQUUiTA und MODICA [7: S.-206]). Es ist prr,	0, und (v - p) 
erfidit eine Integralidentitat ,,vorn Typ (24)", was man unterBenutzung der TatV 
sache, daBv die Gleichung (24) crfüllt, sofort nachreclinet: 

	

f ja efl (v — p) ±	af(Øflv')BR+ + a7(aflv ) B R+ + aia]}	' dx 
/ B(0)	..	 V 

• = 0 für àlle € V.	 (36) 

-	Es sei r < R/2 Auf Grund der Poincareschen TJngleichung gilt. 

(r; v) = f 
{fl 

I VV' — (Vv i ) B,, I 2 + I v — (nv)B,.I2 + EIesv f I 2} dx 
-	B(x,) J=	 V	 31 

I	

cr2 f 1V2v1 2 dx	cr2 sup IV(v - p)12 
/	 V	 B,'(Zo)	 B,2(z) 

•	WegenV(36) und Zusatz' 3.5 ist Iv - pjk.B, ,r c(k,R) Iv - PI1.BR(x.). Für festés 

/ - -
	k>2±(n/2)undfflrr<R/2istsomit	

V	 •	

V 

	

9(r; v) 5 c(R) r 2 Iv	PIBR  
•	

-V.	 (n—I	 - 
V	

= c(R) r"2 f	L' IVy' —(Vv')+j 2	 V 

	

BR'(x,)	

V	 V	

V 

V	

•flV_j	 V	

V 

V	 V	

+ 

lv I — ( flV8 )BRI 2 +L+ ja3v ?2 j 2 dx = c(R)r I +iq,(R; v). 
V	 -	 31	) V	 •V	 V5	 / 
Das Dilatationsargument des Beweises von (i) liefert auch hier die Behauptung 
(d. h. (30)), wenn rrian noch die - allerdings vollig trivialen - Umrechnungen von 

V	 (f)BR+ bei der Variablentransformation y = Rx berucksichtigt I 
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