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Der bekannte Brouwer-Poincarésche Fixpunktsatz. wird auf obc.r'hdlbstctige melirdeutige
Abbildungen der Sphire S#=! (n ungerade) auf konvexe Bildgebiete von S§7-1 verallgemeinert.
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HempepuIBiible CBEpXy MiuOrosHayusle otrobpasenns cepsr S*1 (n—ueuyéTHOE) HA BLHIMYKJIbIE
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’._I‘h? well-known fixed point theorem of Brouwer-Poincaré is generalized for upper semicontinu-.
ous multivalued mappings of the sphere $*-! (nodd) on convex domains of §7-1. .
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Der bekannte Abbildungssatz von Kakutani [5] verallgemeinert den Fixpunktsatz -
“von Brouwer -iiber stetige Selbstabbildungen einer konvexen Menge K — R* auf
oberhalbstetige mehrwertige: Abbildungen von K auf konvexe Bildmengen (vgl.
néch [2, 3, 6]). Wir wollen in dieser Note zeigen, dall man analog auchden Satz von
Brouwer-Poincaré [1], wonach jede stetige Selbstabbildung F der (n — 1)-dimensio-
““nalen Sphire $"~! des Euklidischen Raumes IE" (nungerade) einen Fixpunkt oderanti-
podalen Fixpunkt z, besitzt (d.h. F(x,) = %, oder F(x,) = —x,), auf oberhalb-
stetige mehrdeutige Abbildungen von §°°! auf konvexe Bildmengen 'von Sn~1 aus-
dehnen kann. ~ ' ct :
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Das Studium mehrwertiger Selbstabbildungen auf Sphiren setzt élcmentar"p. Beispiele von
fixpunktlosen mehrwertigen Abbildungen in Evidenz. Ist z. B.F(x) der GroBkreis §*~! n IEr-1,
der von dem Unterraum IE?-! mit IE#-1 | Oz aus §"-1 ausgeschnitten wird, und bewegt man

-z in dieser festen Konfiguration auf §71, so erhilt man offenbar dabei eine oberhalbstetige,
fi\:\(punktlose Abbildung z — F(z). Dasselbe trifft zu, wenn F(z), aus der Ringfliche besteht, .
welche zwei zu JE™-! parallele Hyperebenen E,*- und E,"-! ausschneiden, oder wenn F(z) aus
der im Urbildpunkt z punktierten Kugelkappe besteht, wélche etwa E,"! ausschneidet. In -
‘diesen Fiillen sind die Bildmengen nicht azyklisch, bekanntlich sind hier im allgemeinen nur
unter zusitzlichen Annahmen Fixpunkte zu erwarten. - ;

Es sei also F': §71 — §%-1 (n urigerade) eine mchrWe‘:r't,ige Abbildung,- P der Ope;-
rator der Zentralprojektion vom Ursprung O aus auf §7~* und Py ein aus Projektions- .
strahlen gebildeter Projektionskegel. Diesecn werden wir spifz nennen, wenn -

’.,Sllp {‘arc (21,2): 21, 22 € ;PK NSl =1a<m ’ ~ 1.
gilt. Wir formulieren nun die beiden fdlgenden Bedingungen:

.~ (A) Oberhalbstetigkeit: Aus x, — %o, Yn € F(z,) und y, = ¥, folgt .yo € Flx,).

\

(B) Konvexitdt: J ede Bildmenge F(x) ivird‘innerhalb‘ eines spitzen. Kegel‘a.usschnittesv
 Py(x)n 871 von O aus gesehen. ' , ~ N

—_—\ .
oY Siehe-die FuBnote auf S 433.
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Aus (B) folgt, daB alle (' — 1)-dimensionalen Simplexe. s7-1 = (y1,..., y"),
n' < m, mit'yl, ..., y* € F(z)-durch Peineindeutig in F(z) abgebildet werden (offen-
bar geniigt es, dies nurfiir alle 2-dimensionalen Simplexe zu verlangen).

Die Bedingungen (A) und (B) reichen fiir unseren Nachweis von Fixpunkten auf (

Sn=1allein nicht aus. Es wird deshalb noch von der folgenden Bedingung (C’) Gebrauch
gemacht, welche jedoch, wie im Anschluf8 gezeigt wird, durch die natiirlichere
Bedingung (C) ersetzt werden kann.

. : - '

(C') Fiir alle « € 8! existiert eine von unabhingige U:mgebung_U derart, daB die .

 Bilder F(x), z€ U, jeweils innerhalb spitzer- Kegel Py(x) liegen.

Wir zeigen jetzt, daB (C') gilt, wenn lz\;uBér’ (A) und (B) hur noch die folgende -

schwiichere Bedingung (C) erfiillt wird.

. (C) Es existiért eine Zahl ay < 7, so daB F(z) — Py (x) n gn-1 mit sup {arc (z,‘, Z9):

23,2 € Pg(x) 0 8"Y < & fiir alle z gilt. - , ' .
In der Tat, ‘wire bei Giiltigkeit von (A)—(C) die Eigenschaft (C") nicht erfiillt,

" so existierten Folgen von Punkten z,™, z,™ und'Umgcbungen> Um 34,™, x,™,

diam U™ >0, auf $"°! und Folgen von -zugehérigen Bildpunkten 1™ € F(z,™),
Y™ € F(z,™) mit arc (,™, #,™) > x4+ ¢, ¢ > O fest. Nach geeigneter Auswahl gilt
™, 2™ — z, und ¥,™ =y, yo™ — y, Mmit arc (Y1, ¥2) = ¢ 4 &.. Aus (A) folgt dann
Y15 Ys € F(x,), im Widerspruch zu (C). ' o

Nach diesen Vorbe’rejbungeﬁ beweisen wir den folgénden - : -

- Satz: Jede -mehrdeutige Abbildung z — F(x) der (n — 1)-dimensionalen S’pkdre .

- 8%71 (n ungerade) besitzt unter den. Bedingungen (A)—(C) die Fizpunkteigenschaft,

d.h., es existiert ein x, € S" 1 mit x, € F(x,) oder —xy € F(z,). ' . A
. < N . :
}B eweis: In bekannter Weise konstruieren wir eine simpliziale Zerlegungsfolge von
" einbeschriebencn Polyederfolgen J,, iiber baryzentrische Verfeinerungen mit nach-
“folgenden Projektionen der Simplexeckpunkte vermoge P auf S71. Dabei werde die
Zerlegung von J,, so fein gewihlt, daB jedes (n — 1)-dimensionale Simplex von J,,
gemiB (C') im Innerr einer Umgebung des Typs® U-liegt. Die.Zentralprojektion: P
‘von J,, auf S"~*fiihrt auf eine krummlinige simpliziale Zerlegungsfolge J,, von §5-1,
Es werde jetzt auf'J,, eine simpliziale Abbildung konstruiert, indem wir F,,(zf) = y,,
in einem beliebigen Simplex (z1, ..., 2") € J,, mit beliebigen y,,* € F(xf) setzen. Nach
bekannter simplizialer Interpolation erhalten wir weiter eine simpliziale Abbildung

- PF,: 8% 5 81 indem wir die Simplexe (!, ..., z®) mit Hilfe von P auf §* 1 un
ebenfalls die Bildsimplexe (y,,!, ..., Ym") auf S’f‘l.projiz_ieljen, also : L
| PR,@) = P(S0) > P(Sikiim) ' C@-

fir # = Y ;A;2" mit 2; = 0 und 2i%; = 1.setzen. Nach dém Satz von Brouwer-Poin-
caré existicrt mindestens ein Punkt 2,,° ¢ 87—1, fiir den 2,0 = PF (%) oder, —z,,°
= PF,(x,° gilt. Er liege auf dem Triagersimplex P(%,}, ..., #,") < J 4, nach (2)
gelte also z,,® = P(X;2,"%,"), mit ™ = 0 und };;™ = 1 und wegen der Simplizia-
Clitat (2) : . a A o

L £ =PIl mit, fut= Fu(E.) € F(Ea0. )
Untér.Bea-chtung der Kompaktheit. von §7~1 folgen fiir laufende Verfeinerungen die
Konvergenzen z,9 — 2 und %, — 29, 2™ = iy ¥m* >yt (1 = 1, ..., n), woraus nach

(A) folgt y' € F(2?). Offenbar kann man m — oo so wiihlen, daf in (B) stets dasselbe
Vorzeichen auftritt, also nach dem Grenziibergang 20 = P(3;4y%) oder —z® =
P(3i2y") gilt. Aus (B) und ' € F(2%) folgt dann 20 € F(a?) oder —z% € F(z%) 0 *
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