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Ein Fixpunktsatz !ür mehrdeutige koi'tvexe Abbildungen auf der Sphare 
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-I 

Inmernoriam Dozent Dr. 'Johannes Maul') 

, 

Der bekannte Brouwer-Poincarésehe Fixpunktsatz. wird- auf oberhaibstetige mehrdeutige 
Abbildungen der SphareS' (n ungerade) auf konvexe Bildgebiete von S' verailgemeinert. 

HSBèCTHaFI reopeMa Bpayapa-[Iyauiape 0 HenoI3I1H0fi ro'u-e oOouaercn ija floJiy-
Henpephinhlbie cnepxy' MhIor0311ahh1b1e or06paaenhisi cepbi S'- (n—ue4ëTHoe) Ha niinyKible 
o611ac-rFs a S"- if.	 - 

The well-known fixed point theorem of Brouwer-Poincaré is generalized for upper semicontinu-. 
ous multivalued mappings of the sphere S"- 1 (nodd) on convex domains of S''. 

Per bekannte Abbildungssatz 'von Rakutani [5] verallgemeinert den Fixpunktsatz-
von Brouwer

*
 fiber stetige Seibstabbildungen einer konvexen Menge K R" auf 

oberhaibstetige mehrwertige Abbildungen von K auf konvexe ' Bildmengen (vgl. 
nóch [2, 3, 6]). Wir wollen in dieser Note zeigen, dal3 man analog auchden Satz vn 
Brouwer-Poincaré [1], wonach jede steige Seibstabbildung F der (n - 1)-dimensio- 
nalen SphireS' des Euklidischen Raumes E'1 (n ungerade) einen Fixpunkt oder anti-
podalen Fixpunkt x0 besitzt (d. h. F(x0) = x0 oder. F(x0) = —x0), auf oberhaib- 
stetige mehrdeutige Abbildungen von S' auf konvexe Bildmengen von SO - 1 aus-
dehnen kann. / 

Das Stiidiüm mehrwertiger Selbstabbildungen auf Sphiren sçtzt elernentap Beispiele von 
fixpunktlosen mehrwertigen Abbildungën in Evidenz. 1st z. B..F(x) 'der Grol3kreis S'' n 
der von am Unterraum E'' mit E"- 1 j Ox aus —' ausgeschnitten wird, und bewcgt man 

.:x in dieser festen Konfiguration auf so erhält man offenbar dabei eine oberhalbstetige, 
fixpunktlose Abbildung x — F(x). Dasselbe trifft zu, \venn F(x) aus der Ringfläche besteht, 
weiche zwei zu E"- 1 parallele Hyperebenen E 1"- 1 und E2' 1 ausschneiden, oder wenn F(x) aus 
der im Urbildpunkt x piI'nktierten Kuelkappe besteht, welche etwa 'E1'' ausschneidet. In 
diesen Fallen sind die Bildmcngen nicht ayklisch, bekanntlich sind hier im allgemeinen nur 
unter zusätzlichen Annahmen Fixpunkte zu erwarten.	-	- 

Es sei also F: S' —__)o S'' (n ungerade) eine mehrertige Abbildung,-P der Ope-
rator der Zentralprojektion vom Ursprung 0 aus auf S"-1 und PK ein aus Projektions-. 
strahlen gebildeter Projektionskegel. Diesen werden wir spitz nennen, wenn 
- '	sup (arc (z 1 , z2 ): z 1 , z2 E PK n 5n_i)	:  

gilt. Wirformulieren nun die beiden folgenden Bedingungen: 

- (A) Oberhalbstetigkeit: Aus x - x0, Yn E F(x5 ) und y -	folt Yo E F(x0). 

(B) Kon,vexitãt: Je'de Bildmenge F(x) virdinnerhalb eines spitzen.Kegelausschnittes 
PK (x) n S- 1 von 0 aus gesehen.  

") SihedieFuBnote auf S. 433.  
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Aus (B) folgt, daB' alle' (n' - 1)-dimeisionalèn Simplexe	= (y+,+..., yfl), 
ii, mity', ..., y"' E F(x)durch P eineindeutig in F(x) abgebildet werden (offen-

bar genügt es, dies nurfür alle 2-dimensiona1enSimplexe zu verlangen). 
Die Bedingungen (A) und (B) reichen für unseren Nachweis von Fixpunkten auf 

• Se-' alleIn nicht aus. Es wird deshaib noch von der folgenderi Bedingung (C') Gebrauch 
gemacht, welche jedoch, vie im Anschlul3 gezeigt wird, durch die natürlichere 
Bedingung (C) ersetzt werden kann. 
(C') Für alle x E	existiert pine von x unabhängie UmgebungU derart, daB die 
Bilder F(x), x E U, jeweils innerhaib spitzer . Kegel Pjc(x)'liegen. 

Wii' zeigen jet, (laB (C') gilt, wejin uBr' (A) und (B) iiur noch die folgende 
schwächere Bedingung (C) erfüllt wird. 

(C) Es existiãrt eine ZaIl cc, <, so daB F(x)	P(x) n 861 mit sup {arc (z 1 , z2): z 1 , Z2 E PK (x) n	O"CO für alle xgilt. . 
In der' Tat, wäe bei Gultigkeit von (A)--(C)' die Eigenschaft (C') nicht erfüllt; 

so existierten Folgeri von Punkten x 1 t ', X2m und 1 Umgebungen N U" X1 m, x2vn, diam Urn -±0, auf S"' und Folgen voh zugehorigen- Bildpunkten y, m E F(x,m), 
Y2"' E F(x2m) mit arc (ym, Y2") > xo '+ e, e > Ojest. Nach geeigneter Auswahl gilt 

x2m -^ x0 und y m - Y Y2m —> Y2 mit are (yi, Y2)	+ a. Aus (A) folgt darin

y, y E' F(x0), im Widerspruch zu (C). 

- Nach diesen Vorbereitungen beweisen wir den folgnden 
Satz: Jede mehrdeutige Abbildung x -. F(x) der (a - l)-dimensionalen Spluire 

S" (a ungerade) besitzt unter den Bedingungen (A)—(C) die Fixpunkteigenschaft, 
d; h., es existiert cia x0 E S"' nift x0 € F(x0) oder —x0 € .F(x0 ).	 - 

ewe is: In bekannterWeise kbnstruieren wir eine simpliziale Zerlegungsfolge von 
einbesehriebeen Polyederfolgen J. über baryzentrische Verfeinerungen mit nach- 

'folgenden Projektionen der Simplxeckpunkte vermöge P auf S"'. Dabei werde die 
Zerlegung VOfl '1m so fein gewählt, daB jedes (a - l)-dimensionale Simplex von Jm gemaB(C') im Innerri einer Umgebüng des Typs U-liegt. Die Zentralprojektion' P von m auf S"'fuhrt auf eine krummlinige simpliziale Zerlegungsfolge J n VOfl S''. 
Es wérde jetzt aiif'Jm eine simpliziale Abbildung konstruiert, indem wir 1'm(X) Yrnt in einem beliebigen Simplex (x', . .., x") € 1m mit beliebigen € F(x i) setzen. Nach 
bekannter simplizialer Interpolation ei1halten wir weiter elne simpliziale Abbildung 
PFm : S" 1 -± S"', indem wir die Simplexe (x', ..., x") mit Hilfe von P auf S" und 
ebenfaIl die Bildsim1ilexe (y,,,1 , ...) y ") auf S"' .projizieren, also	- 

PFm (X) = F(E11x') _±P(jAjyrn)	 (2) 
für x = Z•21x mit 2t 0 und = 1. setzen: Nach dem Satz von Brouwer-Poin-
care existjert mindesteiis ein Punkt Xm0 € S, für den Xm° = PFt (XrnO ) oder,—xrn° 
= PFrn (Xm0) gilt. Er liege auf dem Trägersimplex P(m1 , ..., km") c Jm, nach (2) 
gelte also Xm0 =	 mit 2"' ^ 0 und L'2 m. = 1 und wegen der Simplizia-

(2)	 . 
+Xm0 = P(X j ) j rn rn 1 ) mit, ?m- = Fm( m ) € F(rn.	 (3) 

UnterBeachtung der Kompaktheit von S"' folgen für laufendeVerfeinerungen die 
Kanveigenzen Xrn0 ± x0 und x0, 1 1rn . _3yi (i = ..., a), woraus nach 
(A) folgt y' E F(x°). Offenbar kann man m -- Co so wahlep , daB in (B) stets dasselbe 
Vorzeichen auftritt, also nach dem Crenziibeigang x0= P(1Ayi) oder —x° = 
P( 1 2 1y1 ) gilt. Aus (B) und Y' € F(x°)folgt dann x° € F(x°) oder —x0 € F(x°) I
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