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Wir betmchten die mchta7ykhsche mehrdeutige Abbildung z — T?%(z) (0 < s En —2) der.
(n — 1)-dimensionalen Sphire §"* — R* auf die GroBkugeln T%(z) = $*~! n E®+!(x) und be-
weisen” die Existenz von Fixpunkten z, € T%(x), falls jeder Punkt g, € Ts(:c) fir alle t mit ’
litl < (5(2:) Nachbarpunkte @ + 4t € T*’(x +¢) mit [ley*l < |it]] besitzt.

Mbl paccMaTpHBaEM HeALMKINYECKIE MIIOrO3HAYHLIE 0T06pam9mm x> Ts(x) 0=<s=sn—2)
. (n — 1)-mepuoft .cheprr St < R” na wapk T¥(z) = S nE*Yx) u IOKA3KBAEM CyLIECT-
.BOBaHHE HEMOMBHKHBIX TOUCK Zp € T’(xo) B Clydae, eCiH Kamiaa Touka @g € T%(z) unn BCEX
tc it < d(x) nmeer cocenm{e TOUKH @, + t,t € TS(x + t) c |]tl+|| < |Ill.

- . We consider the non- -acyclic multl valued mappmg z — T"(:z:) 0D=s=n-—2) of the (n — 1)-
dimensional sphere $"~! — IR® on balls T%(z), = S"-1 n [E"”(:z:) and prove the exnstence of fixed

. points z, € T°(z,) under the condition ‘that for arbitrary @, € T"(z) and all ¢ wmh it < 6(z) we
can fmd points: <po + t1+ E T3(x 4 t) with |t 1| < ||t]|

In der Theorie mehrdeut)ger Abblldungen smd allgemeine Satze itber lepunkte aus
zahlreichen Arbeiten” wohlbekannt, wenn die Bildmengen azyklisch sind; vgl. z. B.
[1—8]). - Wie einfache Gegenbeispicle zeigen, besitzen mechrdeutige Abbildungen auf
nichtazyklische Bildmengen ohne weitere zusétzliche Annahmen keine’ Fixpunkte.
‘Elementarc Beispiele gewinnt man am einfachsten bei- mehrdeutlgen Abblldungen
der Sphare-S*71, vgl. [1].
Von Interesse fur unsere Untersuchung ist die oberhalbstetige flxpunktlose Abbll- '
dung z — T'(x), = € $*71, bei der-T(z) = S*-1n [Er-1(z) mit E*1(z) | Ox Tz also
die GroBkugel ist, die der Unterraum E"1(z) aus 87! ausschneidet. Wir betrachten
diese in zwei Punkten z,, z, € S"-1. Durchlaufen ¥, Yo die Schnittkugeln T'(z,), (T'z,)
‘und setzt man d =.max,, min,, |ly, — y2||, dann erfiillt die fixpunktlose: Abbildung
Yz = T(x) offenbar |jx; — z,|| = d. Wir wollen jetzt zeigen, daB bei dieser Klasse von
Abbildungen stets Fixpunkte existieren, wenn stattdessen |z, — z,|| > d gilt. '
Bezeichne also jetzt K" die n-dimensionale Emhcmskugcl des R mit dem Mittel-
punkt im Koordmatenursprung 0 und z — F(z) ine mehrdeutige Abbildung iiber
K,», welche jedem x € K\ einen (s + 1)-dimensionalen Teilraum F(z) = [E**}(z)

.

O=ss=n—2) /l)ordnet, der die Sphire S"1 = 9K,% in T%x) = 8"~ 'n Er* Y (x) - .

schneidet. Wir betrachten die hierdurch definiterte mehrdeutige Abbrldung z — T%(z),
z € 8", unter der folgenden Vora.ussetwng o ;

\

'(.V‘) Jeder Punkt @ € T(z) besnut fiir alle hinreichend klemen Verschxebungen ¢
' |1t|} < 68(z), mindestens einen Nachbarpunkt o+ 4t T’(x +t) mit
S <t

Die Funktion 6 = d(z) braucht ‘hierbei nicht nach unten beschra,nkt zu sein, Es gilt
dann der folgende . .



\

. wihlt, daB y + 7 = ¢y -+ ¢, ist; womit (4) bewiesen ist.
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- Satz'1: Unter der 'Vobjaussétzung (V) besitzt die Abbildung x — T*(x) ;nz';zdesterw
einen Fixpunkt, d. h. einen Punkt xy-€ S"1n T3(x,). - . .

.+ Beweis: Sei z, Losung des Minimumproblems 7

~ . ’

Minsa-1 dist (z, F(x))-.;'.disg (2o, E**1 (o)) = dl, . (1) ‘

die auf Grund der \Kofnpakthgit von 871 ginerseits und den aus (V) folgenden Stetig-
~ keitsaussagen von F(-) andererseits existiert. P, bezeichne den F uBpunkt des Lotes

. >von z, auf [E**1(2,) und ¢, den Schnittpunkt 0_150_ n §r-1 (vgl/. Fig. 1). Wir variieren

jetzt die Abbildung z — F(x) in.z, in der von ‘g, und x, aufgespannten Projektions-
“ebene E? (im Fall zy | [E**(x,) wihle man ¢, € [E**1(z,) beliebig) und setzen z, - ¢

= k€ 8"1 y[E% Nach (V) exiStiert ein Punkt @, + ¢;* € F(h) n 871 mit |le,*|| < |l .

Seien @, + &, @o + 4’ € 8" 1n [E? die beiden Punkte, welche von @ den gleichen

Abstand, |it,*]| = litll = li¢,’li haben und 8k (s, > 1) der Schnittpunkt des Strahls ~

{Ah}1>0 mit der Verbindungsgeraden durch ¢, + ¢, und @, + ¢,". Aus lley*]) << |14 folgt
“sofort |lgo — |l > llgo + ¢ — k||, und aus den’ beiden Beziehungen |lp, — z,/? = 2

— 2(go, %) und’llgo + &y —hIF = 2 — 2gy + 4, k) folgt - -

(®o + &, k) > (@0, o). o ' ‘ T @)
AY . \ ‘
} =0t 8<ntn o
‘ N
", Abb. 1
. Wir vergleichen jefit die Normen von . : o
=8k —(po+4) und ut = sh — (g + 4*) g 3)
und beweisen dieiUngleichung '~ . A C ‘ ‘
c e+ ) — skl Z Wpo + 4*) — sibll. - CR

. Die Verbindungsgcrade der Punkte @y + ¢, und @, + ¢’ schneidet offenbar den
Radiusvektor Og, orthogonal im Punkt y = g(s;k, @o) = @o(@e + i, ®0) =, Po(@o

+ &' @), und @y + 4, liegt mit ¢, + 4 und @, + ¢, wegen’ ||t,*|| = |it|| = |I&,’]| auf -

~

der Schnittkugel um y mit -dem Radius. |[r]] = ||(@o. + &) — @ol@o + b, @o)ll mit

S771, Nun gilt al?emein fiir r 4 y — 8,h, wenn r die (n — 1)-dimensionale Sphire mit’

dem Radius ||r|| durchlduft, die'Beziehung ! .

- Max,|ly — sih 1l = Max, {ly — siblE + bl + 25— sih, 7)) B
I = lly — bl + Tirl® + 2 lly — syl Il .
\ C =y — skl I, -

d. h., der maximale Abstand y + r von sk wird in @, + ¢, erréicht, wenn man 7 so

. Ve -
. - .
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Wir betrachten jetzt dle\belden Dreiecke (0, @0 + t,,;elh) und (0, @, + 4,*, k)
.und erhalten mit den Abkiirzungen 3) die Beziehungen. '

((p0+tl!sl,) (¢0+tl)¢0+tl+u)—1+(q’0+tl’u):
(%‘+t1+,sih) (Po + ¥, @ + 1* +u+)=1+(<po+z, ,ut).

Es gilt . weiter. (% + b4, u) S (po + 8%, u*) Dies folgt nach dem Cosmussa,tz und’ (4)

* aus.den Beuehungen . . .
. N ’

lIs:kl* = II% +4+ u||2 = 1+ [fu? + 2(po + ln u),’ S
llsilE = lipo + &* , u‘“ll2 = 1+ [t 3 2o + 81/ s ul).

Zusammen ergibt sich (po + 4, h). < ((po +£.¢*, k) und aus (2) schlieBlich (@0, %)
< (o + t*, h), woraus sofort - dlst (k, F(&) ) < dist (zo, F(z,)) im deerspruch zu
unserer Annahme folgt 0 . . .
Unser Beweis hingt naturhch mcht vom Radlus und der Dlmensmn n ab und gilt,
. von einer Minimalkonfiguration’(1) ausgehend, aueh fiir die Kugel im Hilbertraum.

* Welche Bedingung ist an die die Bildrdiume F(z) kennzeichnenden Pro;ektlons-
‘operatoren E zu stellen, damit die Voraussetzung (V) unseres hxpunktsatzes gilt?
Wir wollen noch dieses elementare Ergebms gleich fiir die. Sphare einer Kugel vom
Radius / angeben. -~ - ,

Seien etwa E;| und E, die zwei Pro;ektlonsoperatoren welche [E**1(h) und [E*+1(x, )

- definieren, wobei [|[E, — E,|| = § gelte, und y sei ein beliebiges Element von [E**1(z,):
E,p = y, |lyll = I. Als. ,Nachbarelement von u wihlen wir'zweckmiBigerweise
¢ = IE\p/|Eyll € E**!(h). Dann kann man [jp — 9| leicht abschitzen. Es gilt nim-.
lich einmal || — E'ltp” = |(E, — E,) || < 3 |lyll = 5l und nach dém Satz des Pytha- :
,goras 2 — Byl = |(I.— E,) ¢l < ||E;, — B2 |ly|z = 522 Hieraus folgt- weiter
L= Bl < &2/ + |Bpl) < 3. Avs o — yif = g — Ewle + (1 — Ey) 2.

- folgt wegen |lp — Eyy|| = I — ||E,yl| schlieBlich g — |2 < 125% 4 522, also |l — v

o 231 + 82)1/2 Fiir die Gitltigkeit von (V) reicht offénbar die Forderung I5(1 4 s2)ii2

<t oder, wié man leicht nachrechnet,. 0 < 32 < —1/2 4 (1/4 + 2[2)V2 = f(1)

. aus. Wege_n f(6) > (1 — tz/l2) 1st d1e Bedingung (V) also erst recht erfillt, wenn
0<®®< 221 — ¢[1) - fir |B, — Byl =35 ) o 5)

iiber einer Kugel vom Radius { zutrifft. BT -

- Satz 1': Die mehrdeutzge Abbildung x — T*(x) der (n'— 1)-dimensionalen Spharc
von.Satz 1 besitzt einen Fixpunkt, wenn in (V) die Bedingung-||t,*|| < {it|| durch (5) fir -
alle hinreichend kleinen Verschiebungen t, ||t|l < é(x), fiir die-die Unterrdume F(xz)
definierenden Projektionsoperatoren E ersetzt wird. . ° - L
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