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Ein Fixpunktsatz fllr mehrdeutige nichtazyklisehe Abbildungen auf der Sphare 
/	 . 

H. BECKERT  

In meinoriam Pro/. Dr. Hans Schubert	 . 

Wir betrachten die hichtazyklische mehrdeutige Abbildung x -+ T3 (x) (0 s n — 2) der 
(n - 1)-dimensionalen SphEre S'; ' ER'; auf die GroBkugeln T3 (x) = n 1E 6+ '(x) und be.. 
wciscn7 die Existenz von Fixpunkten x 0 E T.8 (x0), falls jeder Punkt g9O € T(x) für all  t mit 
11 1 11	6(x) Nachbarpunkte q + t' € T3 (x + 1) mit 11 1+ 11	11 1 11 bésitzt.	. 

MbI paccnapunae Heal IKJ!II q ecI-we Mnor031iaiiiue oTo6paEehIHn x.-* T8 (x) (0	s n. — 2)
(n - 1)-iepiiofl .cd)epM S7-1 c ER'; ,na ivapi T8(x) = $' n IES+'(x) H goHaWlBaem cyucT-

nonanue 1IeHOgB1HHb1X To'Ie} x0 E T3 (x0) s cJiyIae, ecjm ica+cgan To'IHa qj € T3 (x) j.rm ucex 
ic 11t1l	6(x) nMeeT coceH1ie TO4KH c'o + t € T3(x + I) e	< 11til. < 

We consider the non-acyclic multi-valued m apping x	T8 (x) (0	s	n — 2) of the (n — 1)-



dimensional sphere S';-', IR'; on balls T8 (x), = S';-' ii E8+ 1 (x) and prove the existence of fixed 
points x0 E Ts(xo ) under the condition that for arbitrary opo € T(x) and all t with 11111	6(x) we 
can find points 970 + t + € T8(x ± t)'with II t 'iI < Ilt il .	 - 

In der Theorie mehrdeutigerAbbildungen sind aligemeine Sätze liber Fixpunkte aus' 
zahireichen Arbeiten' wohlbekannt, 'wen n. die Bildmengen azyklisch sind vgl. z; B. 
[1-8]. Wie einfache Gegenbeispiele zeigen, besitzen mehrdeutige Abbildungen auf 
nichtazyklische Bi1dmergeri ohne veitere zusätzliche Annahmen keine' Fixpunkte. 
Elementare Beispiele gewinnt man am eiiifachsten beimehrdeutigen Abbildungen 
der SphäreS';T', vgl. [1]. 
Von Interesse für unsere Untersuéhung ist die oberhaibstetige fixpunktlose Abbil-
dung x - T(x), x € 5';- 1 , bei der-T(x = 54-' n E ll -'(x) mit [E'; -'(x) I Ox, Tx also 
die GroBkugel ist, die der Unterraum E"- I (x) aits 5';-' ausschneidet. Wir betrachten 
these in zwei Punkten x 1 , x, E 5';-'. 1)urchlaufen y, Y2 die Schnittkugeln T(x1 ), (Tx,) 

- jind setzt man d =.maxy, mink, I1 y1 - Yll dann erfüllt die fixpunktlose.Abbildung 
"x -5 T(x) offenbar 11 x1 —x,ll = d. Wir wollen jetzt zeigen, daB hei dieserKiasse von 

• , Abbildungen stets Fixpunkte existieren, wenn stattdessen liz1 — x,II > d gilt. 
Bezeichne also jetzt K 1'; die n-dirnensionale Eirheitskugel des IR'; mit dem Mittel-

punkt im Koordinatenursprung 0 und x -+ F(x) eine mehrdeutige Abbildung über 
K1'; , weiche jedem x E K 1'; einen (s -- 1)-dimensionalen Teilraum F(x) =+EE+(z) 

(0 :!E^ s n - 2) zordnet, der die Sphare 5';-' = K 1! iii T8(x) = 5n1 fl 
schneidet. Wir betràchten die hierdurch definierte mehrdeutige Abbildung z --
x € S'; , unter der folgenden Voraussetzung:  

• (V.)

	

	Jeder Punkt ' E T3(s) besitzt für alle hinreichend kleinen Verschiebungen 1, 
11t <6(x), mindestens einen Nachbarpunkt p +- t € T'(x + I) mit 

Il t1lI <11th.  

Die Funktion 6 = 6(x) braucht 'hierbei nicht nach unten beschränkt zu scm. Es gilt 
dann der folgende
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•	•. Satz"l: Unterder Voirau8seizung (V) besiizi die Abbildung'	T(x) rnindesten.s
einen Fixpun5ki, d. h. einenPunkt x 0 E S'' n T3(x0). 

Bewei: Sei x0 Losung des Minimumproblems	 S 

MinSn—i dist. (x, F(x)).=.dist (x0 LE81 (xo)) = d,	 (1) 
die auf Giund der Kopaktheit von S einerseits und den aus (V) folgenden Stetig-
keitsaussagen v6n 5 F'( . ) ande.rerseits' existiert. P0 bezeichne den Ful3punkt des Lotes 

•	'von x0 auf IE' 1 (x0) und To den Schnittpunkt 5P0 n S'' (vgl. Fig. 1). Wir variieren 
jetzt die Abbildung x F(x) in. x0 in der von	und x0 aufgéspannten Projektibns-

'ebene IE (im Fall x0 J_.lE81 (x0 ) wähle man Oo E	'(X0) beliebig) und setzen x0 + I 
= h E S"' .i 1E 2 .Nach (V) exitiert ein Punkt Po ± t E F(h) n Sn:' mit jijj < PH.Seien ç + 4,	+.

+
 4' ES'' ç 2 die beiden Punkte, weiche von 9+7, den gieiehen 

Abstand jt ,11 =	= jt 1 'Ij haben und -s,h (s > 1) der Schnittpunkt des Strahis' - 
{AA}A>o mit der Verbidungsgeraden durch op, + ti und q + 4' . Aus jtjj < lItIl folgt 
sofort 119,o- x > Il'o + 4,	hjj, und aus den beiden Beziehungen 11 920 - X011 2	2
- 2(9 0, x) und"Ij 0 -+ L i - hjj2 = 2 - 2 (9,0 + 4, h) folgt 

(wo + 4, h)> (, xe).	
5	

(2)

go 

PO

XO 

-	

1 

Wirvergleichen jeizt die Normen von  
S	

u =zz s1lt - (wo f: 4)	und	U+	81 h - (wo + 11f)	 (3)
und beweis'en diéUng1eichung  

II(wo + 1) - s1 hjl	11(o + 4) - s 1 hjj.	.	 (4) 

Die Verb'indungsgerade der Punkte wo + 4 und w + 4' schneidet offenbar den 
Radiuvektor Opo orthogonal im Punkt	= p(sh, wo) = c'(wo + 6, wo) =.wo(o 

S	+ 4', ), und q'0 + 4 liegt mit To + 4 und w + 4' 'vegen Jji	= 11411 = 116'II ,auf
der Schnittkugel urn'mit dem Radius. j Irj I = II(wo + 4) - wo(wo ± 6 wo)lI mit 

Nun gilt ailgemein für r + y -	wenn r die (n. - 1)-dimeniona1e Sphare mit 
dem Radius jrjj durchläuft,, dieBeziehung	 5 

-.	
Max Ily — s1h + 7 2 = Max, illy - s1 hjj2 _f IIrII + 2(y— 9h, r)} 

Ily - s1 hjj2 ± jjrj2 - 2 Ilzr - s 1 hIj Ilr1l 
(jjy - si hJ H- jjrj)2, 

d. h., der maximale Abstand y -f: r von s 1 li- wird in wo + 6 errèicht, wenn man r SO 
'äh1t, daB y + r = 990' + 6 ist; womit (4) bewiesen ist.	

-	-	
-
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Wir betrachten jetzt die beiden Dreiecke (0, T, + 4, sh) und (0, ' q .+ 
44, s1h) 

5 und erhalten mit den Abkurzungen (3) die Beiehungen. 

(o + 4,$) = (o + t 1 ,	+ 4 ± u) = 1 + (9,0 + ti, u),	- 

	

t 1 , 81 h) = (o + 4., 990 +	± u) = 1 +( ± I i + , u) 
Es gilt.weiter. (990 + t j , u)	( + t, ui ). Dies flgt nach dem csiussatzund(4) 
aus.den Beziehungen .	 .	 . 

•	 S	

S	 •	5 

1l 8 1 h 1l2 = llq'o + 4 + u 11 2	1+ lull' +'2(9'0 +6, u), 
•	 /• 
• 118 1 h l1 2 =	+ t1 +	= 1 + IIu+ 11 2 4_ 2(9'0 +	ui).

.5 

Zusammen ergibt sich (o +6, h). + 4, h) und aus (2) schliel3lich (q'o, x0) 
< (' + 6, h), woraus sofort dist (h, F(h)) <dist (x0 , F(xo)) im Widersprtfch zu 
unserer Annahme flgt I 

Unser Beweis hangt natürlich'nicht vomRadiüs und der Dimension n ab rind gilt, 
von einer Minimalkonfigiirati6n'(l) ausgehend, aueh für. die Kugel im Thlbertrauin. 

Weiche Bedingung ist an die die Bildrdume 1(x) keinzeichnenden Projektions-
operatoren E zu stellen, damit die Voraussetzung (V-) unseres Fixpunktsatzes gilt? 
Wir wollen noch dieses elementare Ergebnis gleich für dieSphare einer Kugel vom 

-	Radius 1 angeben. 
Seien . etwa E1 und E2 die zwei Projektionsoperatoren, weiche E81 1 (h) und EE81 (x0) - 

definieren, wobei li E1 - E211 = gelte, und sei em beliebiges Element von 
•	E2tp = v' ll'll = 1. Als. ,,Nachbarelement" von V wählen wir' zweckmBigerweise 

= 1E/ftE 1 E EE'(h). Dann kann man 11 99 — yll leicht abchätzen. Es gilt näm- 
• lich einmäl I I — E i tpll = ll(E2	E1)	ft4J =.3 1 und nach dem Satz des Pytha-

goras 12 — l! E11l2 = II(.— .E1) v+11 2 < lIE2 -i- E111 2 1lvi12	212. Hieraus folgt . weiter 
£ - llE1ll ^	+ ilEiv1l) ;5 g2j. Aus 119, - V112.=

 li	E14I2 -I- 11( 1 — E 1 ) ,ll2 

folgt wegen 11 99 — E,V II = 1 - ll E1vli schlie8lich 119' — v112 
< 124 +	also llq'	vll 

I	l(1 + 2)1/2. Für die Gultigkeit von (V) reicht offénbar die Forderung 1(1 -l-- 2)1I2

< I oder, wiè man leicht nachrechnet, 0 < 2 < —1/2 + (1/4 ± 12/12)112 = 1(1) 
• •. aus. Wegen /(t) > 12/12(1 - 12/12) ist die Bedingung (V) also erst recht erfüllt, wenn 

•	0 < 2	12/12(1_ g2/12)	für li E1 - E211	8'	•'	 - (5) 
über einer Kugel vom Radius 1 zutrifft.	 - 

Satz .1': Die nlehrdeulige Abbilduig x -. T 3(x) der (n— 1)-dinlen8ionalen S'phäre. 
von.Saiz 1 besilzt einert Fixpunkt, wenn in (V) die Bedingung' 111 1 11 < 1 ItII durch (5) für 
alle hinreichend Heinen Verschiebungen I, j ItII < 6(x), für die die Unlerraüme F(x) 
de/inierenden Projektion.soperatoren E ersetzt wird.	'	 S 

-	 -	 S	 -	 •	
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