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Minirnalfläehen au Möbius-BAndern	 -: 

• K. SCHUFFLER	 - 

Wir entvickeln eine global -analytische Theorie für nichtorientierbare Minimalflächen vom 
topoiogischen Typ von Möbius-Bändern. Es gelingt auf funktionentheoretischem %Vege, Mannig-
faltigkeitsstrukturen fur harmonisehe Funktionen und fur Minimalflächen zu gewinnen, wobei 
elne Veriation des konformen Tys inbegriffen 1st. Wir beweisen sodann den sogenannten 
,,Tndexsatz für Mini malflächen", welcher Stabilitäts- und Isoliertheitsaissagen für Losngen 
des Plateausehen Problems gestattet. 
Pa3111113aeTca rJlo6aJ1bfIo-auajIlTI1 qecxacI Teoptn )JIH HeopueHTHpyeMLJX MrnIIlManbHbIx 
noBepXHoCTen Tonojiorn qecxoro Tuna JUICTa Me6iiyca. TeopeTuxo-yIlxT loHaJIbHbIM MeTo- - 
joI yjiacvcn flOJ111Th BeKTOpHOe paccoene Ann rapouecxirx iyxxiuft it MMILHMaJlbHux 
nonepxllocTefl, npnei oxBaTI,IBaeTcg napuaxT FcoH4opMHoro Tuna. Hax npuJIoHeHue - o-
xaiaaecu vax Haab1BaeMa! ,,TCOpeMa o6 uiiexce g.na MMHHMaJmHUx noaepxHocTefi", Ha 
icovopoft cIeyIoT peayJTbTaTI,I ycToü'IIlBocTII II HaoJTMponaHHocTu peweliufi oajau lijiaTo. 
We develope a global analytic theory for non-orientiable minimal surfaces of the topological 
type of the Möbius strip. By function-theoretic methods it is possible to give the bundles of - 
harmonic mappings and minimal surfaces including a variation of 'the conformal type. As an 
application we prove the so-called "index theorem' for minimal surfaces" which in turn implies - 
generic stability and isolatedness of the solutions of the Plateau problem. 

Wir betrachtn unter den nichtorientierbaren Minimalflächen solehe, weiche vom 
- - Typ des Möbius-Bandes sind. Unser Ziel ist dabei, eine globalanalytische Beschrei- - 

bung dieser Flächen unter Einbeziehung des Plateauschen Problems vorzunehmen. 
Soiche Flächen sind schon sehr früh untersucht worden; insbcsondere begegnet man 
ihnen in Arbeiten von S. LIE [4] und im Zusammenhang mit Inv'arianzeigenschaften 
partieller •Differentialgleichungen unter Transformationsgruppen. LIE spricht von 
'Doppdlilächen. Das Plateausche Problem (Existenzaussagen) für Minimalflachen vom 
.Typ des Mobius-Banes wurd,e von J DouGlAs in seiner berühmten Arbeit aus dem	-. 
Jahre 1932 behándelt, vgl. [3] und [5]. Wie bei anderen hoher-topologischen Proble-

• men findet man cine Variationsrcchnung vor, weiche die Variation sogenannter 
Normlgebiete mit einbeziehen mu-B. Für folgende Klassen topologiseher Typen ist 
eine diesbezUgliche Untersuchung bereits orgenommen worden: 
- .I(reisscheibe (siehe [1] 'und weitere Arbeiten von R. Bö}IME);  
- Mehrfach zusammenhangende (ebene) Gebiete [6, 9]; - 
- Flächen vom Gesehlecht 1 [7]; für H-Flächen (konst-ante mittlere Krurilmung) 

findet man Resultate für den Fall des Einheitskreises in [8]). 
Während alle these Fãlle orientierbare Fldchen behandein, wollen wir in dieser Arbeit 
zeigen, vie im nichtorientierbaren Fall vorgegangen werden kann. Wir zeigen, daB 
dies auch auf funktionentheoretischem Wege geschehen kann, eine Methode, welehe 
der Autor für die verschiedenen vorstehenden Fälle entwiekelt hat. Unsere Methode 
begrllndet sich weitgehend darauf,.	-	 -



( 
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- harmonische Funktioneii auf Mobius-Bindern als harmonisehe Fuiiktionen auf 
Ringgebieten aufzufassen unter der . Invarianzbedingung hinsichtlich der involu-. 
torisehen antikonformen Transformation r(z) = —1ff (ciii Zugang, vie man ihn. 
bei J. DOUGLAS findet [31),  

- die Variation 'der (cindimensionalen) konformen Strnkturen mittels derjenigen-der 
-	orientierten VUberlagerungen durchzufuhren,	

V 

- sowie geeignete Sobolev-Rtiume holomorpher Funktionen auf Ringgebieten zu 
finden, weiche der involutorischen Invarianz harmon iseher Funktionen ent-
spreehen und weiche geeignet sind, die Konformitätsbedingung.z i.- (x)2 (deren 
Nulistellenmenge gerade die Minimalfkichen sind) funktionalanalytisch und 
unter Einbeziehung von Verzweigungsbedingungen zu behandein. 

Die Ergebnisse dieser Arbeit sind nun irn wesèntlichen: 
- Konkrete Kartographierung des Sobolev-Raums [H hm ller harmonischen Funk- - 

tionen aqf Möbius .-Bändern als Mannigfaltigkeit bzw. als Faserraum fiber dem 
(eindimensionalen) Teichmiillerschen Raum der konformen Strukturen;	. 

V 

_ Man ni:gfaltigkeitsstruktu ren  für Minimalilächen auf Mobius-Bändern; 
- Behandlung des.Plateauschen Problems in Form des in [1] entwickelten und in 

oben genannten nachfoigenden Arbeiten weitergefuhrten sog. ,Indexsatzes"; 
- Fredholmsche Theorie für eine Riemann-Hilbert .sche Ran'dwertaufgabe, .welche 

- der involutorischen Invarianz harmonischer Funktion9n angepaBt ist. 

•	V1• IlarmOnischo Funktionen ant Mlibius-BAndt'rn 

V	

Indem wir einer Mitteilung von H. Voss [10] folgen, sehen wir ein Möbius-Band als 
einen ,,halboffenen" Halbkreisring an zusammen mit éinerV-entsprechenden Identifi-	

V 

V -	

zierungsbëdingung. Ms Modeli-diene MR = {z I R- 1 < Izi <R, Tm z >0}, wobei für V 

V	reelle z sich die Punkte z und -1/f entsprechen. Der Rand ist derpnach die (zusam-
menhängende) Kurve {R eip 1 0 i} u (R' e' 10 ). Der Parameter 
R, R> 1, besehreibt hierbei die -konformé Kiasse (Teichmüilerscher Raum für 
Möbius-Bänder). [P :=(R I R> 1}. 

Wir verwenden weiterhin folgende Symbole, wobei wir für den Sobolev-Exponenten - 
stets' m ^ 2 voraussetzen  

- Da Verwechselungen ausgeschlossen sind, soil R'gleichzeitig der Kreisring R' <	V 

•	IzI < 1? sein.	 V 

- A m (Q, Ck) = {f E H-•2(, Cc) 7 holomorph im Gebiet Q} ist der Sobolev-Raum	
V 

- der holomorphen Funkt.ionen auf - Q; AOm(B, C)VV= Am (B, C) r {f(0) = 0},	V 

V	 B={zIIzI<l}.	
•	

V	

-	

-	 V 

-. Für komplexwertige Funktionen g soil die Funktion (w) =	sëin (punkt-	
V 

V	 weisës Konjugieren; in manchen Schrift .en findet man auch stattdessen (w) V 

	

was geebenenfalls zu berucksichtigen it).	 V 

Eine Funktion x auf MR ist demnach eine aflf dem Halbkreisring MR definierte 
Funktion, we1he die Verheftungsbedingung x(z) = x(-11) für Tm z = 0 ,erfullt. 
Wirformulieren nun die folgende Bedingung	- 

' (.)	x(z) = x(-11)	für aile z  R.	• V	 - 

,_)
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Harmonisehe Funktionen (auf MR) kann man	vermoge Fortset .zung aufgrund zu-



vor stehender Bedingurig - auf-ganz R defiiiieren; aus Gründen der . Analytizität der 
•	Funktionén und der Bedingung folgt deren Ubertragung auf ganz R: 

x ist harmonisch auf MR	x ist harmonisch auf R und erfulit die Bedingung (.). 

•	Das heil3t: Die Funkt.ion x ist invariant unter der involutorischen Abbildung r: 
R -- B, r(z) = —1/i (weiche sirnultan für alle soiche Ringgebiete definiert ist). 

Hieraus ergibt sich nun die fo1geide grundlegende Darsteflting. 

Satz 1.1 (Gruñdformel für harmonische Funktionen): 'Fur eine Funklion xgeleen 
• die /oigenden Aquivaienzen: -	 -	- 

(i) x ist harrnonisch au/ MR .	 • - 

(ii) .x ist harrnonisch ant R und x = x 0 r (in R).—  
(iii) x hat die Darsteliung x = Re (g	—5-e}, also x(z) = Re {g(z) + g(—l/)}, mt 

ciner im Kreis KR(0) holornorphem Funkliom g. 
Beweis: Setzt man x(z) harmonisch auf den Ring B fort, so folgt hierausund aus deren in- 

volutorischer Invarianz Ieicht, daB die holomorphe Funktion h(z) = z resithienfrei ist. 
Dann läBt sich x schreiben als x(z) = Re/(z), f' = ii, und / istholomorph- im Ring B. Die Be- 
dingung () bewirkt dann, daB für die Laurent-Koeffizienten a 

a=(--1)'ma_	(n^t1), 

gilt; a0 beliebig - a0 kann allerdings ohne Einschránkung reell gewiihlt werden. Setzt man darn - 

• -	 g(z) = a0/2 +	akzk, so ist /(z)= g(z) + g(-11). 

Umgekehrt: AlsRealteil einer holomorphen Funktion istx harmonisch. Die Bedingung (.) 
folgt mit t o t = id, U o t .= 0 T,USW. . 

2x o t = g o r± o r+ or + gotot	..	. - 
.	 .	- 

Uhsere Mi rtimalfläehentheorie läf3t sich 'nun weitgehend miite1s Funktionsklássen,' - 
• weiche die Strukturen der Form /(z)= g	5 t besitzen, aufbauen. Die nach-



- folgenden Rechnhingen sindebensô grundlegend vie einfaèh zu sehen 

L em ma. 1.2: Es sei / hoioinorph und x. harmonisch in R. Danii geiten /oigende' 
- •	 4quivaiemzen: 

•	

•	 (i) /	±/ot / = g j	? mit einer im Kreis KR(0) holomorphem Funktion g. 
(ii) x	x o r ' Die zu x harmonisch konjugierte Funktiórt er/ui it x = —-or. 
(iii) /= —/ot 4 /(z) = zh(z) + z ho t(z) + ic mit einer inKR(0) hoionorphem 

Funklion h, c E ER.-	.	• 

(iv)/ = -t or	h(z) = z/'(z) er/üiit h = —hot.	 ,' -	•	 - 

Fo 1 g e r u n g: Es geiten die /oigenden Aquivaienzem: 
(i)x=xor.	• •	 • •	-	-•	 - 

(ii) = Re /und die im Kreisring R holomorphe Punktion / er/-hilt / =/o-r (modulo - 
additiver imaginärer Konstanten). •	 •. 

• •	(iii) x(z)	Re f h(z)/z ?nit einer in R 'holomorphen Fun ktiom h, vJelche die Bedingun- 
gem Re h(z)/z = 0 und h = —.er/iiiit.	S ••	 •	-	•
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• Beweis von Lemma 1.2: (i) erhält man aus der Laurent-Reihe von / (oder dürch 
Vergleich der Hauptteile und holomorphen Anteile), a = +(-1)' a_ für alle 
m ^! 1, und setzt g(z) = ao/2 + '_T az'; a0 E ER bei ,,+" und a0 E i[R bei ,,-. (ii), 

-	n^o1 
folgt aus Satz 1.1 und (i). In (iii) setzt man g(z) =	a,z", a0	Ic und zh(z) = g(z). 
Dann ist Uo r(z) = g(—l/) =	= —(liz) ho r(z).(iv) Für holomorphs 
gist	holomorph; es ist, vie eine kurze Rechnung zeigt, dq o r(z)/dz = z 2g' or. 
1st dann /(z) = q(z) + g o r(z), so ist /'(z)	g'(z) + z 2g' o r, also h(z) ='zg'(z) 
+z'g' p r I	- 

Wir bemerken, daB das Ableiten selbst aus der Masse der Funktionen, weiche 
eine Struktur geniül3 Lemma 1.2(i) haben, herausfUhrt - bei i-linzunahme einer z-
Potenz dagegen nicht. 

Nach diesen rechentechn ischen Voruberlegungen widmen wir uns den eigentliehen 
funktionalanalytischen Strukturen. Dazu fUhren wir die folgenden Bezeichnungen 
em: 

A ,, m,k = {f E A m (R , C") 	o rj, A m = A m ', A±mk = U A" (die Fuflk-
tionen-aus A± m.k nennen wir konjugiert involntorisch),	-	R>1 

A	=Am.k n {ti Re	//Z = o}	: 

-	Hhmk = {x E l-l m (MR , ER") I x harrnonisch}, 
EII hm./c = U JJ mk (Faserraum).	 - 

R>1 

.Satz 1.3: Es gelten die /olgenden Behauptungen: 
1. A m und A_m sind Hi1bertsce Unterräunie (iiber ER) des Raurnes A m (R, C) aller 

Kreisring/unktionen. 
2. ist eine R-Unteralgebra von A m (R, C). 
3. A m . Aj' = A tm - A tm. AJ! = A m ; iAj = 
4. A_rn und die Kodimension lR betragt 1. 
5. A," (bzw. A_tm), ist ein di//erenzierbares Faserbilndel mit Basisraum [P und gleich-

•	zeilig.. ein Unlerbündel sowie eine di//erenzierbare Uiitermannig/altigkeit von A" 
= U {A m (R, C) R> 1). Genauer: Die Abbildung	 - 

•	 b:Am(B,C) X Aotm(B,C(XtP A, 

(g, h, B) (z)-== g(z/R). + h(-1/Rz) E Am (i?, C),	 - 
•	ist eine (in den Variablem g, h lineare) Homöomorphie, die Abbildung 

- 
,(g, R)(z) = g(z/R) + 9 o r(Rz) E A +m(R, C), 

ebem/alls.-. 0/fenbar kamn + als Einschrankung von J au/ die Diagonale D = '((c + g, 
•	U or) I g E A0m(B,.C), C E C) )< [P betrrzchtet werden. 

Beweis: A+m ist Bud der stetigen linearen, abgeschlossenen Injektion 

• •

	 +(g) (z) = g(z/R) + U 0 r(Jtz)	(injektiv mod. imaginürer Konst.)
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'bzw. A, ist Krndes stetigen linearen Operators	 S 

q2: A m (B, C) --> A'(R, C),	p(/) = / - / Or 

wegen Lemma 1.2. Anhand dieses Lemmas sieht man auch die Behauptungen 2 und 
3 sofort ei .n, z. B. gilt die Implikation 

	

hE A,m=(/.h)or =/ or . hor ==fh.	 - 

Zu Behauptung 4: Für / E A_m gilt a0 = ic, c E ER (a0 = Laurent-Koeffizient), also 

	

f(z)/z = ( 1/2t 1) Ic = 2-c/2i € ER. 'Daher ist die Abbildung A_m 9 /	Re J3 f(z)/z
€ ER surjektiv. Zur Behauptung 5: In [2] wurde gezeigtdaB die Abbi1dung 0 eine 
Bijektion ist, weiche faserweise eine lineare HomOomorphie ist. Der Rest folgt 
leicht I	 - 

Satzi.4 (Harmonische Funktionen): Es gelten die /olgenden 'Behauplungen: 
1. Die Menge aller harnionischen Funklionem au/ Möbius-Bändern, I1I h" = 

U {Ii,"(M, ER) I R > 1}, ist cine di/ferenzierbare. Mannig/altigkeit, modelliert ilber 
A,-(B, C) x ER x P. Die Kane (b At gegeben durch 

	

a, R) (z) = Re {a +g(z/R) + g(-11Rz)}.	 S 

2. Das Fa,serbilndel [lI h" 14/31 sich ebenso universell kanlographieren iiber A!!: Die 
Abbildung	

5 

&	 m,	(/) (z) = Ref	dz = x(z)	-	S 

ist die gewiinschte Bijektion, die Umkehrung ist dureh '/ = zx 2\(a/z = Wintingersehe 
Ableitung) gegeben.	 S	

- 

3. El-I htm ist gleichzeitig eine di//erenzierbare . Unteninannig/al1igkeit des Faserbilndels 
aller in Kreisninge7i -B (R> 1) harrnonischem Funktionan EH hm, [Hhm 

U {H, m (R, R) . 1 B,> 1}. 

Der]3eweis folgt atis dcii Sitzen, 1.1 und 1.3 sowie Lemma 1.2 I 

Wir bemerken, daB die Tatsache, daB sich harmonisehe Fun'ktioneii auf Möbius-
Bändern als Unterman nigfaltigkeiten von harmonièchen/holomorphen Funktionen 
in Kreisringen beschrieben lassen, für éinige thtBerst kurze Beweisführungen ver-
antwortlich 1st (indem man nämlich entsprechende Resultãte für (variable) Ring-
gebiete benutzt).	 - 

§ 2. Die Funktionalanalysis der Nebenbedingungen 

In diesem Abschnitt wérden wir eine Integrabilitätsbedingung herleiten, eine Aus-
sage über maximale Ideale in A," treffen und innerhaib derKiasse A," (bzw. A_rn) 
Nullstellen ausfaktorisiereii. Wir beginnen mit 

Lemma 2.1: Es jet / € A_ m gegeben. Dann gilt die Aquivalenz 

• Re J5 / . h . l/z =0/hr alleh € A,- <=> /	0.
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• Beweis:Nach Lemma 1.2 haben wir für / E A_m in R die Entwicklung 

1(z) =E (bkz" - bk(_1/z) k)	 - 

die Funktioneri h(z) = az" + ã(—l/z)", n	0, a E C, sind eine'Banachraumbasis - 
von A". Wählt man in obiger Bedingung diese Funktionen als Test .funktionen, so ist 

Re	(azfi ± ä(_1/z)) Z (bkzk - bk(-1/	= 0	 - 

für alle n ^ 0, a E C. Für n	1 folgt dann, daB Im (ab) = 0 ist für alle a E C, also 
•b, = 0 für alle n^! 1. Für n = 0 erhält man die Bedingung, daB Re (a) Im (b0) = 0, 

also-bo E ER ist. Also ist f(z) =	- b = 0 I	- 
Satz 2.2: Es seiert /1,....,	linear unàbhangige Funktionen in A_ Dann ist die 

Abbildung	 V	

V - 

•	P: A+m g	(Re	g/. 1/z	E [R	 - - 
• -	 _-	 1	 -/1=1.....Ic 

•	surjektiv. 1st also F := (/1 , .... , /k) E A_ rn _ Ic mit linear unabhangigem Komponenten, so 
gibt es ein g E A,m, so dap gF (E A_ m . k )'die Integrabilitatsbdingung Re gF . l/z = 0 
er/-lUll.	 V	 V 

Beweis:Es gilt diIr pliJation (aj E ER)	 - 

ReE a	g/' l/z = 0 V g E A,-.=> Re j3 
g ( 

att) l/z = 0 g € Am, 

woraus naeh dem vorstehenden Lemma die Behauptung folgt I	t-

Satz 2.3 (Maximale Ideale in A,m): Jedes echle inaximale Ideal I von A m ist Kern 
eines Auswertüngs/unklionals, d. h. I = {IVE A m I 1(a) = 0} für ein aE M. 

Beweis: 1st I ein soiches Ideal,soist jedes / E I nicht invertierbar'in A,-,'also 
auch nicht in Am(R, C), denn aus fg = 1 für cin g € Am(R, C) würde auch folgen, daB 

V g.konjugiert involutorisch, also g E ATtm ist. Daher ist 1 = I . A tm (R, C) em (eehtes) 
Ideal von Am(R, C), welehes im Kern eines Auswertungsfunktionals liegt. (vgl. [7]; 
beachte, daB die 1-kodimensionalen Unterräume / Re f(a) = 0} von A,' keine - 
Ideale sind)I	 -	 - 

• Wie kann man nun innerhaib der Masse A," (bzw. A-m) Nulistellen ausfaktori-
V sieren? Die Rolle der Linearfaktoren z - z0 wird durch Funktionen P € der 
Form P(z) = a + j9z + 5 - j9/z V mit geeigneten a, P € C V tibernommen. Wegen 
P(z) = P(-1/) gibt es also in R nur paarweise auftretende NulLstellen. 

Satz 2.4 (Faktorisierung in A +m): Es gelten die folgendenBehuptungen: 
•

	

	 1: Zu vorgegebenem a E C \ {0} ist die Funktion P(z) = a+ flz ± 5 - /z mit
= , 2 Re a = 1 - a l 2 aus A+", weiche genau an den Stellen a und —lfZ verschwin-

V	 del. Wir schreiben damn P0 := P.	 -	
V	

V 

V

	

	
2; Fürn E EN und einen Mulliiñdex,a = (u 1 , ..., u,} E N" sowie für a = (a 1 , ..., a,)

E M" (d. h. a1 E R n {Im z >O}, alle ai sollen paarweise verschieden scm) de/inieren 
V	

wir da8 Produkt P/ = P' ... Pt	 p ". .Dann ist Pall A+m .: Die Zuordnung C" \ {0}	V 

? a -	€ A+m ist eine anal ytische Einbettung. -	 •	 - V



	

• Minimalflächen auf Mobius-Bändern	509 

3. 181 1 E A fm (biw. A_m ) l2nd sind a 1 , ..., a,, genau die Nulistellen von fin ihreni 
•	De/inilion.sbereich MR , besilzt / /erner keine RandsEellen, so können wir I so /aktori- 

sieren: /(z) = P.11 (z) g(z); dabei sind t, die jeweiligen lTiel/achheiten, und g ist aus 
A,m (MR ) (bzw. A_m(MR)).	

0 

Beweis:Den ersten Teil des Satzesverifiziert man durch Nachrechnen, der Rest 
folgt hieraus sowie aus. der Tatsache, daB' g:= //a € Am (R, C) ist und offenbar 

•	konjugiert involutorisch ist I 

Für fixiertes n E N und u EN" führt man schlieBlieh die Symbolik 

	

ünd A', = {/ E A	/ hat genau ii (innere) Nullstellen der VieIfa-

	

•	h'eite.n 4u 1 , ..., It,, in M} 

em. EntsprechendT sind A	und	defiriert.	- 

'Satz 2.5: Es gellen. die /olgenden Behauptungen: .	 '•	- 
1. A m k ist eine di//erènzierbare Untermannig/altigkeit von A k der (reellen) Kodi-

• mension 2(kJ,uI - n).	 - 
2. ist eine di//erenzierbare Unterrnannig/altigkeit von A	der (reellen) Kodi-

- -inension k. 

Bew.eis: Pa svir Nullstellenfunktionen (P,,) gemaf3 Satz 2.4/1 konstruieren kn-
nen,ist das Auswertungsfuriktional fiir festes a, ô( . , a), 

A m	/ —+ ((d/dz)'i /(a,)),..51 ,	= 5,(/, a) € 
-	 I,=1..... 

submersiv; läBt man die Nullte1len a1 , ..., a,, variabel, so ergibt sich die angegebene 
Kodimension (eine formal ausführlichere analoge Behandlung findet mn in [7]). 

	

- Die zweite Aussage erhält man mit Satz 2.2. 1st nämlich / € A.	gegeben mit linear
unabhängigen Komponenten, so gilt dies auch für die Funktionen P,,P/ € An.k Die 

Abbildung A,- g i—k Re (5gPi'//z\. € ER" ist dann surjektiv, uid es folgt die Aus- 
sage des Sates I	 / 

Folgeru n g : $e tzt man •	 S	 • 

U-In cr {x E EH,,mk I F := zx E AT.k hat genau n Nulistellen der Ordnungen a in 
• Imz0},	 •.	• -S 

alsoI'; = )(A!), so ist	etne di//erenzierbare Untermannigfaltigkeit von H Am.kh. 
der (reellen) Kodimension 2k IuI — 2n. 

Eine i3eschreibung der Tangentialräume folgt schlicBlich aus ' der Bestimmungs-
gleichung dieser Ijntermarinigfaltigkeiten als Nulistellenmengen von Funktioilen ; 
so ist z. B. für / € A" k und fE Am (MR, C	 •.	 0' 

T1A = {g € A+m(MR, C Es gibt ein b € E;n mit &(g, a) + Da&(I, a) (b) = 0} X ER 

= P,,4 +m (MR , C") X ER mit i =-(ii  

-	/
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§ 3. Mannigfaltigkeitsstrukturen Ifir Mininialflächen 

Wir können uns nun den Minimalflächen (nichtorientierbaren, vom ,,Mobius-Typ") 
seibst zuwenden. Das Kreisringmodell bewirkt, daB man Unterrnannigfaltigkeits- - 
strukturen zweifach zusammenhäñgender (orientierbarer) Mi nimalflachen erhält. 

	

Bekanntlich ist ein harmonischer Vektor x E H"(Q, k) (Q	C sei ein beliebiges
Gebiet) genau dann eine Minima1flitch wenn er konform parametrisiert ist. Diese 

• Bedingung, II = Ixj uid x,	= 0, ist gleichsvertig dazU, daB für die holo-
morphe Funkt.ion F = (F', ..., F) =	=x,,- ix ( Wirtingersche Ableitung) 

k 

t=1 

gilt. Urn Aussagen uber Marinigfaltigkeitsstrukturen für Minimaiflächen zu er- 
haiten, hat man daher den sogenannten ."Konformitätsoperatpr", 

Am(Q,Ck)?F.+F.FEAm(Q,C), 

hi nsichtlich entsprecherider funktionai-/globaianaiytiseher Eigenschaft .en hin unter-
siicht (vgl. [1, 6, 7]). Eine direkte Kopie dieser Vorgehensweise erscheint in unerem 
Fall nicht erfólgversprechend - der Operator 

Ilhm(MR, k) 3 x -*x i-* (x . x 2) E E	Am(R, C) 

besitzt sicherlich einen zu grol3 rn en Biidraii A m(R, C), und die involutorische Struktur 
der harmonisehen Funktionen aus ilm (R, ER") 1ä3t sich im Bud dieses Operators 
(ebenso wie das seiner Ableitung) nicht mehr erkennen und auswerten. 

	

Statt dessen definiereh wir als ,,Konformitatsoperator" die Abbildung	S 

Hhm + l (MR , R k) 3 x . F:= zx E A"	F . F E A",	 S 

wobeiauch hier die Zuordnung	 -
k 

A.k3FI+F.F=Z(Fi)2EA,m 
i=1	 S 

im Vordergrund steht. Offenbar sind die Nulistellen beider ,,Koriformitatsoperatoren" 
auf der Menge aller harmonisehen Funktionen gleich. Dieser einfaehe Trick ist der 
eigent.iiche Grund zur Einfiihrung der A±m Rä11rne: Die invoiutorischen Strukturen-
werden beibehalten. Die Ausdehnung dieses Operators auf das ganze Faserbundel 
führt also zur Betrachtung der Abbiidung	 - 

K: I1I hm.k	K(x) = (zx) 2 ,	 S 

und K'(0) besteht genau aus den Minimalfiächen in IH hmk . Da Verweehsiungen aus-. 
geschiossen bzw. harmios sind, soil auch der Operator A_" 3 F -+ F' = F . FE A+ 
Konformitatsoperator K heiBen. 

Der funktionalanaiytische Kalkul beginnt nun mit folgendem 

Fundamentallemma 31: Es sei FE Am,k und IFl > 0 in B (irnabgeschlossenen. 
De/initiortsbereich). Dann ist der lineare Operator DK(F): AT'' - A m -', DK(F) (0) - 
= F . 0 surjektiv. 

Beweis: Mit den Ergebnissen aus Absehnitt 2 können wir die Vorgehensweise aus 
[7] kopieren: DK(F) (A_mk) ist ein Ideal in AY'. Ware es VOfl A m1 versehieden, so 

•	- lage es im Kern eines Auswertungsfunktionais, was auf die Existenz eirier Nulistelle 
von F fuhren würde . 1	 -	-
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Theorem 3.2 (Funktionalanalysis des Kon form itätsoperators): Es gellen die 
/olgendcn Behwtptungen	 . 

1. K: A_Ink - * A" ist fasertrea und-anaiytisch. 
2. 1st F E A_In k oh,e Nuli8telle,, so 1st K bei F submersiv. 
.3. 1st F E A, I FI > 0, so 1st eben/ails K: A! - A,m" bei F submersiv. 

	

4. Hinsichtiich alter Nebenbedingungen gilt allgemein, dap für F E A	mit K(F) = 0
dér Konforrnitatsoperator.  

K --. A! -^ A	bzw.	K: EH	-^ A	(K(x)=(zx)2) 

elne bci F analytisehe Submersion ist.  

'B ewe is: Die Analytizitat von K folgt einfaeh daraus, daB nach [2] der . Operator 

U Am (R, Ck) F F .P E  Am(R(E)	I 
R>1	 •. 

analytiseh ist und wir es hier mit Einschrankungen auf differenzierbare Untermannig- 
faltigkeiten zu tun haben. Ausgehend von . der- Aussage 1 reicht es nun, die Surjek-
tivit.ät des Differentials iron K in den einzlnen Fasern zu zeigen. Aus dem Funda-

• mentallemma 3.1 folgt - indem man die Argument.ationsweise aus [7] übernimmt -, 
daB für P EA	mit F . F = 0 die lineare Abbildung DK(F): TA	—p 
surjektiv ist. Die Unabhängigkeit der Surjektivitätseigenschaft hinsichtlich der 
Nebenbedingung betreffend die Integrabilität . wird hierbei durch den aligemeinen 
Surjektivitätssatz 2.2 gewahrleistet, indem man die Argumentation aus [7: (II, 3]) 

• direkt ubernimmt I	• 

Als Fo,lgerung erhalten wir elne stratifizierie Mannigfaltigkeitsstruktur für Mini-
malflächeh. auf Möbius-Bändern. 

Theorem 3.3 (Mannigfaltigkeitss&uktur für Minimalflächen):Es sei n 0 und 
= .,,u.) E IN" ein fixierter Muitmindex: Dann ist die Menge 

ffm.k_{XEflkl(X2_O}	. . 
alter. Mini?nai/lächen (mit Werten in R k, arametrisiert iber Mobius-Bändêrn MR 
(1? > -1), mit genau n Verzweigungspunktender jeweiligen Ordnung u1, . .., 1u,, im Innern 
des entsprechenden Definitionsbereichs MR) eine differenzierbare Untermannigfaitig-
keit in. EHam.k , IM m.k = K'(0) ii Weiterhim ist die Bündelprojektion pr: ffVm.k 
-- EP, P(x) = 11, wobet R > 1 der konfornie Typ des Definitionsbereichs MR von x ist, 
subntersiv, der kon.forme Typ kann also frei gestort werden.	 - 

Beweis: Dies alles folgt aus der Fasertreue,,der Analytizitat.sowie der Submer-
sionseigensehaft des Konformitätsoperators K: I-I' -. A''. }Iieiaus ergibt sich 
ebenfalls die Beschreibuñg der Tangentialraume: 

T1lM m.k = T-In Kern DK(x)  
- •	 = fy E Iihm (MR , ERIc) I ((a/az) i (zy) (ai ) =	, y x = 0 x JR	- 
( 

ür x E Vl m , x: MR	ER k mit den Vrzweigurigspuiikten ci i , ..., a,, 

7 ,	 .
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§ 4. Dirichletsehes Problem und Variation der harmonisehen Fortsetzung 

Der Sobolev-Raiim Ilm+lI2 (aMR , 1R) ist auf naheliegende Weise homoomorph zum 
Raum aller Sobolev-Funktionen 'auf 81, beispielsweise vermöge einer CberLragung' 
6: COMR - * S'. Zusammen mit der Einbettung in das Kreismodell erhalten wir fol-
gende Beschreibung:	 - 

flm±I/2(81, ER) x [I)	J.jrn+1/2($1, ER) x Hm + 1 12 (8l , ER) x [P 

t 
UIIm+1Il ( MR , ER)	jJm±1/2(S1, ER) x Hm + 1 I2 (8 1 , ER) x [P	 - 

-	5>1	 -	--

-	 U 1i'' 12(R, ER) 
R>1	

S mit

R	I y (z /R),	Tm z ^ 0, IzI = 
- l(—Rz),	Tm z 0, IzI = 11R, 

•	 (yr) Y2'	:'l y,(—Rz), zi = 11R,	 -	- 

(y,R)=(y,0,R),	a(y1,,R)=(yi,y1—y,,R.  
•	Dann ist a o (Hm + 1 I2 ($1 , ER) X {R}) die 1)iagonale Din IHm+I12($1, ER)' X {R}, und das 

Bud (0 a a o ) besteht genau aus den Funktionen auf Kreisringrändern, weiche in-
volutorisch sind.	 - 

-- Nun betrachten wir das, Dirichietsehe Problem, d. h. die Abbuldung 
• co: Hm+hI2 (8 1 ,ER)XiP	EH hm = U H,,m(M,IR), 

•	-	 5>1	 -. 

w(y, B) = x	{x E H8m (M,, ER), X!MR = 0(y, B)),	 '. 
die wir Dirichietsehen Operatornennen. 

Theorem 4:1 (Eigenschaften des Dirichletschen• Operators):' Der Diriehletsche 
Operator co: Jjm+1/2($1, ER) x [P	ist a'nalytisch, /asertreu und /aserweise em 
tin earer Honzôomorphismus.  

Beweis: Wir betrachten the harmonischeFortsetzung bei variablen Ringbereichen 

- i: Hm+l!l(Sl, ER) x Hm+l/l($l, ER) x [P -- U Hhm(R, ER),	-	- •. 

R>1	-	 - 

th(y1, Y2, R) = x xE H4m (R, ER),	x(z) -	 IZI=R 

also x = Ô(, y, B) auf OR. Dann hat man die Dartel1ung co = Co o a 0 77 , woraus 
• folgt, daf3 co- fa.sertreu und als Abbildung cv: Hm+1/2(81, ER) x P '--> u {iIhm (R, ER) I 

B > . 1} analytisch ist (co ist die Einschrankung von Co auf die Diagonale D). Der Satz 
ist daher bewiesen, wenn wir noch zeigen, daB (fiirfixiertes B E EP) cv(HmI2(S1,ER) 

'x (B)) = H m (M5, ER) gilt. Dazu' sei y E Iim+112(S1, ER) und x diejenige Funktion 
Hl,-(R, ER) mit x = co(y), also  

•	-•
sjy(z/R)=:yi(z),IzIR,	 - 

	

1(7--Rz) =:y(z), Izi = 11B.	-	-

-5-
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Dann ist y r, y =y, o r, -und die harmonische Funktion x 0 r E Hhm (R, ER) 
hat die gleichen Randwerte vie x. Es gilf aufgrund der Eindeutigkeit also uberall 
x = x o r. Involutorische Randkurven - dasist genau die Diagonalin Hm+112(SI, ER) 
X EHm+1/2(S1, ER) nach Anwendung von a - haben also auch involutorisehe harmoni-
sche Fortsetzungen. Da die Urnkehrung trivialerweise richtig ist, ist der-Satz be-
wiesen I - 

§ 5. Plateausches Problem und Indexsatz - 

Dieser Abschnit-t behandelt die Fredhoimsehe Theorie für das Plateau sche Problem 
- und zwar in der Weise, vie man es in der Arbeit [1] von R. 136Ii1IE und A. J. 
TROMBA initiiert findet. Es handelt sich hierbei bekanntlich urn das Modell, Rand-
kurven in ihre Spuren und Diffeomorphismen der Berandung aufzuspalten (vie es der 
Fragestellung des Plateauschen Problems entspricht). In dieses Randkurvenmodell 
kann man nun Minjmalflächen als - nach Art und Anzahl eventuell vorhandeiier 
Verzweigungspunkte stratifizierte - Unterrnannigfaltigkeiten erkennen. Der Opera-
tor, welcher (diesen) Minimalflächen ihre Randkurve zuordnet, wirdsodann global-
analytiseh untersucht (,,Indexsatz").	 S 

Diese Beschreibung des Plateau-Douglasschen Problems ist inzwisehen für viele 
Fille untersucht worden: Minima1flchen vom Typ des Einheitskreises [1], soiche 
vom Typ mehrfach zusammenhangender ebener Gebiete [6, 9], sblche vom Ge-
schlecht 1 [7] sowie Flächen kônstanter mittlerer Krümmung [8]. fiierbei liandelt 
es sich in allenFällen urn orientierbare Flächen. Insbesondere kennen wir die Fred-
holrnsche Theorie dieses Modells für zweifach zusammenhángendë Minimalfl4chen 
[6]. Unsere bisherige Vorgehnsweise, nichtorientierbare Flächen in ein Kreisring- 
modell orientierbarer Funktionen einzubetten, legt es nahe, eine Indextheorie ver-
moge dieser Einbettung zu deduzieren. Wir beschreiben nun dieses Módell für unsere 
Situation. Dazu fixieren wir Sobolev-Indizes in' > m ^!! 2, n E N sowie den Ver-
zweigungstyp s = pi,..., 'u,, E N'2 und definieren 

A := (x E H rn '+I12 (S i , ER1C) I a ist Immersion), 

D := {u E 1Jm + I /2 (S1 , S1) I it ist Diffeomorphismus, homot9p zu id}, 
iE':=AXDXIP;	P=AXD; 

Ferner sei 

A: Hm'+ h 12 (81 , ERk) X D	Hm + 112 (St, ER k),	A(, u) = 0 U 

die Komposition von Abbildungen. A ist offen in Hm'+ 1 12 (81 , ERk). 

Lemma 5.1: Die Abbildung A hat folgende Eignscha/Len: 
1. A i.st von der Kiasse Cm'— m .	 . 
2. A hat (nur) dichtes Bud.	- 
3. DA hat (au/ A) dichtes Bud. 

Nun betrachten wir die Komosition A = to o (), id) (vgl. § 4): 

r (id) Ijr'2 + 1 /2 (Si IRC) X P -- EHh"2". 

A(o,'u, B) ist also die harmonisehe Fortsetzurig der Funktion Lx  it auf das Mobius-
Band MR, i.e. die harmonische Fortsetzung auf MR von (a 0 u(z/R), a a u(_Rz)). 

33 Analysis Bd. 9, Heft 6 (1990)
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Lemma 5*. * 2: Die U6ertragungsabbildung A hat	au)grund V071 Lemnia 5.1 sowie. 
Theorem 4.1 - jolgende Eigenscha/ten: 

1. A ist von der Kiasse CM , _m. 
- 2. A und DA"haben diehies-Bild. 

3. Aistjasertreu.	 - 

Es sei nun F. = F n A-'(H) die Menge aller (tx, u, 1?), deren harmonische' 
Fortsetzung genau n innere Verzweigungspunkte der. Ordnungen u besitzt.. 

Lemma 5.3: ]E',. i.st eine Unter?nannigfaltigkeit der Klase C". — " von F der -Ko-
dimen.slon 2(k j - n). 

•	Für feste Punkte a1 , ..., an E MR ist nämlich die' Auswert.ungsabbildung auf der 
• Faser.R,	 - 

	

u, B)) = (a/z)'i u(cx o u, B)	,	 - ......... ..........Ij 

wegen der Dichtheit des Bildes von I' und DI', der Erdlichdimensionalität des Bud- 
raumes sovievegen der Surjektivität von 5 4 auf Hhm(MR , [Rk) selbst wieder eine Sub-
mersion (der Klasse Cm'—m ) • -	 -.-	 - 

Nun erhalten wir ein Minimalllächenmodell auf F, indem wir die Konf 'ormitäts-
relation vermoge A bilden, K o A: 1' --)- A,m. 

Lemma 5'.4: Die Kon/ormitatselcilion K, o A hat fokjende Eigen8cha/ten: 
1. K o A ist von der Kiasse Cm'_ m .	 •,	 - 

•	2. K o Aist /asertreu.  
3. K oA: F,.	AT 2 . .	. 
4. Das Di//erentiat vOm K o A hat ai/ F,. dichtes Bud in A2,..  

Diese, Eigenschaften folgen aus Lemma-5.2 und Theorem 3.2 I 

Die Globalanalysis des Plateauschen Problems wird nun wie folgt entwickelt. Wir 
betrachten die Nulistelienmenge unter dieser Konformitätsrelation, 115,. = F,4 n 
(K o A)- 1 (0),und untersuchen folgende Fragen: •' -	- 

I.Ist (U,. c F One Untermannigfaltigkeit? 
•	2. Wenn'ja: Welche .Eigenschaften hat die Projektion 11: F,.'— A, 17,.(, u, .R) 

=a aiif der Untermannigfaltigkeit UJ,.?	-	 - 
Hinsichtlieh dieser Fragen beachten wir, daB es reicht, auf koñstanter Faser (B E IP 
fest) zu operieren; die Fasertreue von A, co, sowieK zusammen mit deren Differen-
zierbarkeitseigenschaften (bezüglich der Variablen R) gestatten eine triviale tjber-
tragung auf das gesamte Bundel (vgl. [7: Theorm B]). Wir fixieren also einen festen, 

- konformen Parameter B E P und bilden mit der linearen Homoomorphie 

	

•, a: Ilm + l /2 (S1, IRk) x .Hm + l /2 (Sl , IRk)	Hm + 1 12 (Sl , [R') x Jim+ 1 12 (Sl , IRk), 

a(y 1) Y2) = (ri' vi - Y2),	 • -.	 -
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- (vgi. 4 das Diaramrn

- 

- -	P A x 1 !.4 A x D x J.Jm'+ I /2 (S1 , k) x D	 - 

•	 -	 fJrn+1/2(S1, R1 ) XHmI2(Sl , IRk )	 - 

• S	 ym+II2(91, IRk ) xHm+112 (8 1 , IR")	 - 

	

4w	 • 

• ••	
• H"(R,IR").	- - 

• I{ierbei soil	, u) =(x, u, 0, id); 2(x u, , v) = (c o u, ft o ) scm, 

P = {(c,u,,v) E Ax D * X Hm+l/2(Sl, IR")x D I	u, P, v) 
•	

-	 -	 ..	 ( 
on, •on - a v) ist imersiert}

(P ist offen), uid sOil die naturlicheEinbettunvoii P in A S XDXHm ' +1I2 (81 , IR") 
XDsein. Offenbar ist A =woao2oq,, und A =aoaoAo:P :±Hhm (R,ERk) hat 
ein diclites Bild in Hhm (R IR"); .gleiches gilt für DA auf 1'. 

Nachdem wir nun das Randkurvenmodeil I' auf these Weise in dasjenige für, Ring-
• gebiete R eingebettet haben, kOnnen wit die Resultate zu letzterem dazu benutzen, 

die eingangs gesteilt.eri Fragen zubeantworten.	 - 

Theorem 5.5 (Man nigfaitigkeitsstrukturen): Die -Menge UJ, F, definlert als 
Null8tel1enmenie des-. Operators K o A: ]t',. -* ist -eine differenzierbare Unter-
mannig/altigkeit von F der Klase Cm'_ m 

UM besteht - vermOge der Anwendung des 
Ubertragungsoperators A genau au.s den Minimalfiachen voin topo1ogishen Typ des 
Môbiu.s-Bandes, weiche genau n Verzweigungspunkte der. Ordnungen, ..., ii,, be-, 
silzen. Ferner ist die Bündelpro'jektion Pr: UJ, - IF (wekhe jeder Minimalflache ihren 
konformen Typ zuordhet) surjektiv.  

Beweis: Wie erwähnt reicht es, auf konstanter Faser (R E  fix) zu operieren. 
• Der Tangentialraum der Mannigfaltigkeit P . läi3t sich - via	als Unterhilbert-



raum von 11m + 1 12(S1 , Rk)2 X TD2 auffassen. Nun wissen wir nach [6], daB dort der 
Konformitatsoperator	 S 

• -	

•	 D(Ko 4): Hm' + 1 12 (Sl , ERk)2 x TD, 2 -^ Am(R, C) :	•	 . 

in einr Umgebung von A(U) ein abgeschlossenes Bud hat. Deswegen hat auch 
• D(K a A) in einr Umgebung von U ein abgeschlossenes Bud (weiches in A,m liegt). 

Da nun D(K a A) (TP)	dicht ist, ist D(K a A) dann auch surjektiv, und der
.Satzfolgt. (Hierbei spieit skèine Roile, ob wir den Operator x i-* x • x oder' x i-
zx • zx betrachten, da die Multiplikationmit z2 im Raum Am (R, C) ein linearer 

• Homoornorphismus ist.) I -	• • 

•Th'eorem 5.6 (Indexsatz): Die Projektionsabbildung 17,: U, -. A, Hoc, u, R) 
= a ist Fredholmsch und besitzt den Index 261 (k — 2) Lu I) + 1. Faktorisiert man ,-
(z. B. durch eihe 1-Punkte-Bediz gang) die konforme Gruppe in Kreisringen aus (das 

•	ist die 1-dimensionale Schar der Drehungen), so ergibt sich die Formel	-• 

	

• index 17= 2(n - (k —2) Lu I) .	 S	 S 

33 *	 •	 •
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Bemerkung: Die Indexeigenschaft kann bewiesen werden, indem man bekannte 
Resultate fur Ringgebiete benutzt. 1st námlich .11 = (fl' 172) die Projektion in 
Hm ' + 1 /2 (81 , ERk)2 X D, so folgt aus der Beziehung index ([1 1 , 112 )I Eern ( KO )	0 sowie 
aus der Tatsache, daB mit der Projektion p von Am(IR , C) aif A,m gilt p a K o A: 

- Kern 112 	A 2  'St	 112 U) submersiv, H 1 und J72 sind surjektiv sowie -Kern
(p 0 K 0 '4 )IRernfl' = ).(Kern K o A) die obige Beziehung (zffsammell mit den Kodi-
mensionen von I',. I' und A 0	A,) — aUerdins mit etwas aufwendigem funk-



tionalanalytisehen KalkQl, welcher den Satz B aus [7: S. 3451 mehrfach verwendet. 
Man kann jedoch die Vorgehensweise aus (z. B.) [7] kopieren und erh•ält für den 

Operator- ':P Hm'-+112(Sl, ERk) x A m , Vf — (17, K a A) die Beziehung index W 
• = index D(K 0 A )Ixcr p = ind RH, wobei RI!: A^" + ' . Hm+112(eMR ; ER) der Rie-

mann-Hilbertsche Operator RH(w) = Re z'W}JMR ist. . Hierbei ist z'(s) die Para-
metrisierung von aMR nach der Bogenlange. 

Wir zeigennhIn folgendes 

Theorem 5.7 (Rieman n-Hi lbertscher Operators: Es sei A E H m_1/2 ( MR , C) null- *

 stellenfrei und y(A) der geometriche Index (Argamentzuwuchs) von A ant aMft . Dann ist 

RH: A m — 11 m_I/2 (19MR , ER),	Ri1(w) = Re {Aw}ISMR 

ein Fredholmscher Operator, welcher den Index 2x(2) besitzt. "• 

Beweis: Wir benutzen die-Karte von A," aus § 1: 

A,m 3w •	 RH Re { Aw} MR € II m_1/2 (aMR , ER)	- 

-	 II 

A 0-(B, C) x ER	Am(B, C)	Re {w}IsKR(o) E.Hm_1/2(KR(0), C)' 

und erhaltën mit 

T: A m (KR (0), C) -± Rm_112 (eKR (0), C),	T(g) Re {.{g -- 

eine Darstellung von RH o 0,. wobei also index (RII o ) = index T — 1 ist, da 
.4 m (B , C) x ER in A m (B, (E) die Kodimension 1 hat. Nun ist 

—	T(g) = Re {g}Iak,o + 

Wir sehen leicht..ein, daB der zweite Summand, 

A m (KR (0), C) g	Re {A(g a )}Iax(o) E Hm_112(aKR(0), ER), 

ein kompakter Operator ist, denn g b r E A m (R, C). Also gilt, da	der Hauptteil
von gim Ring Rist,gorEAm(Q,C)furalleQ der Form Q{z1/R<z 
<K, K beliebig groB}. Daraus folgt, daB der Operator 

A m (KR(0) C) 3 g -* . g 0 r ôKR(o) E lik (aKR(o), C)	(k E [N beliebig) 

wohldefiniert und nach Sobolevschen Einbettungssatzen kompakt ist. Wir erhalten	-, 
also, daB index T = index £ ist mit	 - - 

L: A m (KR(0), C)._>Hm_1I2(KR(0), ER),	L(g) = Re {g}IsKR(o). 

Dies ist der bekannte Rieman n-Hilbertsche Operator- für Kreisgebiete, und dessen 
Index ist wohlbekannt (20A) + 1).
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- Nun können wir den Idexsatz beweisen. 1st z'(s) die Parametrisierung von aMR, 
so ist y(z'(s)) = 0 aufgrurtd der gegei nhitifigen Orientierungen. Daher ist index V 
= index D(K o A)crnji = 0. Dann ist 

- 	W,.:1,. *JJm'+i/2(S1, [Rk)xAm	 ir)	 - 
- ebenfalls ein Fredhoimseher Operator, welcher den Index 2(m - Ic 11u1) + 4 jyj hat. 

Da-nun D(K o A): 1',. --*	surjekt.iv 1st, gilt (mit [7: Theorem B/S. 453]) 
index I',. = indexHPem D( kon ) nr,.	2(n - (k - 2) 

1)a die Man nigfaltigkeiten U,. Unterrnannigfaltigkeiten von Ill,. der R-Kodimension 1 
siiid, verrnehrt sich der Index von TI, auf tii, urn dieseZahi I 

Die Anwendungen des Indexsatzes liegen vor allem im Bereieh von Aussageli gene-
-rischer Art: Fiirk = 3 hat man z. B. genau im Falle nicht vorhandener -. bzw-. em-
facher - Verzwigungspunkte den Index 0. In diesemn Fall gilt - nach Sätzen vorn 
Sardsehen Typ - generische Stabilität gegenilber Storungen der Randkurven, denn 
der Operator H,..ist dann submersiv, gleichzeit .igaber auch' irnmersiv, sofern man - 
noch eine 1-Punkte-Bedingiing mit einbezieht. Das will sagen dal3 man die konforme 
Gruppe'der Normalgebiete, welehe stets die eindimensionale Gruppe reiner Drehun-. 
gen ist, ausfaktorisiert.Fo1glich bekommt man mit derStabilität auch die Isoliert-
heit der Losungen rnitgeliefert. Das Eintreten von ,,Index 0" karin aber auch mit 
Hilfe des Laplace-Beltramischen Operators A Kcauss Ix 2 untersucht werden; hier-
zu sei [6: S. 218] zitiert. Interessante Anwendungen des Indexstzes findet man auch 
bei R. B6!Ir1E [2] bei der Frage nach Plateauschen Problemen mit vielen Losungen. 
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