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Minimalflichen auf Mébius-Bandern. B

‘K. SCHUFFLER

~ R . - - :
Wir entwickeln eine global-analytische Theorie fiir nichtorientierbare Minimalflichen _vom
topologischen Typ von Mobius-Biindern. Es gelingt auf funktionentheoretischem Wege, Manmg-
falblgkeltsstrukturen tir harmonische Funktionen und fiir Minimalflichen zu gewinnen, wobei
eine Veriation des konformen Typs inbegriffen ist. Wir beweisen sodann den sogenannten
,,Indexsatz fiir Minimaliflichen®, welcher Stabilitits- und Isohertheltsa-nssagen far Losungen
des Plateauschen Problems gestattet. ‘ .

PassuBaerca r106a71bH0- 2HATHTHYECKAS TEOPUA JUIA HEOPHMEHTHPYEeMBIX MMUHHMAaNIBbHbIX
MOBEPXHOCTE Tomosornyeckoro tuna gucra Mebuyca. TeopeTnko-QyHKTUHORAILHBIM METO-, -
JOM YNaeTc MOJYUYUTh BEKTOPHOE pacCIoeH!e AJIA FapMOHUYECKITX QY HKLIUIT H MUHHMANbHBIX
nmoBepxHoOCTell, MpHYeM OXBATHIBACTCA BAPHAHT koHdopMmuoro Tnna. Kak npusomenue go-
Ka3bIBAETCA TAK HA3LIBACMAA ,,Tcopema 06 MHJeKce IUIA MHHIMAJBHEIX NOBEPXHOCTENt*s, H3
KOTOpOIt caenylor peayanaTm YCTORUMBOCTH It H30NUPOBAHHOCTH pellennii 3afaun [Inaro.

N

We develope a global ana]ytlc theory for non-orientiable minimal surfaces of the topological
type of the Mobius strip. By function-theoretic methods it is possible to give the bundles of _
harmonic mappings and minimal surfaces including a variation of the conformal type. As an
appllcatxon we prove-the so-called “index theorem for minimal surfaces” which in turn implies
generic stability and isolatedness of the solutlons of the Plateau. problem.

Wir betrachténl unter den nichtorientierbaren Minifnalfléichen solche, welche vom
" Typ des Mobius-Bandes sind. Unser Ziel ist dabei, eine globalanalytische Beschrei- -
bung dieser Flichen unter Einbeziehung des Plateauschen Problems vorzunehmen.

Solche Flichen sind schon sehr friih untersucht worden; insbesondere begegnet man -

ihnen in Arbeiten von S. L1E {4] und im 7usammenhang mit Invarianzeigenschaften
partieller Differentialgleichungen unter Transformationsgruppen. Lit spricht von™
‘Doppelflichen. Das Plateausche Problem (Existenzaussagen) fiir Minimalflichen vom
Typ des Mobius-Bandes wurde von J. DouGLAsS in seiner berithmten Arbeit aus dem
Jahre 1932 behandelt, vgl. [3] und [5]. Wie bei anderen héher-topologischen Proble-
men findet man eine Variationsrechnung vor, welche die Variation sogenannter
\Iormalgeblete mit einbeziehen mufB. Fir folgende Klassen topologlscher Typen ist
eine diesbeziigliche Untersuchung bereits vorgenommen worden :

— XKcreisscheibe (siehe [1] und weitere Arbeiten von R. B6uME);

— Mehrfach zusammenhingende (ebene) Gebiete [6,9]; . N

— Flachen vom Geschlecht 1 [7]; fiir H-Flichen (konstante mittlere Krummung)

findet man Resultate fiir den Fall des Einheitskreises in [8]). .

Wiihrend alle diese Fille orientierbare Flichen behandeln, wollen wir in dieser Arbeit
zeigen, wie im nichtorientierbaren Fall vorgegangen werden Kann. Wir zeigen, dal
dies auch auf funktionentheoretischem Wege geschehen kann, eine Methode, welche
der Autor fiir die verschiedenen vorstehenden Fiille entwnckelt hat. Unsere Methode
begrundet sich weitgehend dalauf A R

~
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— harmomsche Funktionen auf V[oblus Bindern als harmonische Funktionen auf

nggeblcten aufzufassen unter der Invanambedmgung hinsichtlich der involu-

"torischen antikonformen Transformation z(z) = —1/z (ein Zugang, wie man ihn.
bei J. DoucLras findet [3]), " N

— die Variation der (eindimensionalen) konformen Strukturen mittels derjemgendel
- orientierten Uberlagerungcn durchzufiihren,

~ sowie- geeignete Sobolev-Riume holomorpher Funktionen auf nggebleten 0.
finden, welche der involutorischen Invarianz harmonischer Funktionen ent-
sprechen und welche geeignet sind, die Konformititsbedingung z > (z,)? (deren
Nullstellenmenge gerade die Minimalflichen sind) funktionalanalytisch und
unter Einbezichung von Verzweigungsbedingungen zu behandeln. o

Die Ergebmsse dieser Arbeit sind nun im wesentlichen::

— Konkrete Kartographierung des Sobolev-Raums H,™ aller harmonischen Funk-

tionen auf Mobius-Bindern als Mannigfaltigkeit bzw. als Faserraum iiber dem
‘ (eindimensionalen) Te'ichmiillerschen Raum der konformen Strukturen; -

— Mannigfaltigkeitsstrukturen fiir Minimalflidchen auf Mébius-Bandern; -

. — Behandlung des.Plateauschen Problems in Form des in [1} entwnckelten und in

oben genannten nachfolgenden Arbeiten weitergefiihrten sog. 1 Indexsatzes*;

" _ Fredholmsche Theorie fiir eine Riemann-Hilbertsche Randwertaufgabe, welche

der involutorischen Invarianz harmomscher hunktlonen angepalit 1st

-
P f

.§ 1. Harmonische Funktionen auf l\lﬁbius;Bﬁnd@rn

-~

L

Indem wir einer Mitteilung von H. Voss [10] folgen, sehen wir ein Mobius-Band als

einen ,halboffenen Halbkreisring an zusammen mit éiner-entsprechenden Identifi-

* zierungsbedingung. Als Modell diene Mg = {z | R~ < |2|] < R, Im z =0}, wobei fiir

. stetsm = 2 voraussetzen:. = _

reelle z sich die Punkte z und —1/Z entsprechen. Der Rand ist demnach die (zusam-

menhiingende) “Kurve {Re? |0 = p = a} U{R1e®|0 < ¢ <a}. Der Parameter
- R, R > 1, beschreibt hierbei die konformé Klasse (Tcwhmullerscher Raum fir
’\/Ioblus Binder). [P := {R| R > 1}.

Wir verwenden weiterhin folgende Symbole, wobei wir fiir den Sobolev Exponenten

— Da Verwechselungen ausgeschlossen sind, soll R glelch7e1tlg der Krelsrmg R
lz| < R sein. : .

N

— A™Q, (Il'f) = {f € H"*(Q,C¥*) |'f holomorph <m Gebiet Q} ist der Sobolev-Raum

der holomorphen Funktionen auf Q; A4,™(B,C)= A"'(B C)n {f(O) = 0}
B={z]lz| < 1}. ’ o -

" — Fiir komplexwertige Funktionen g soll g die Funkt,lon g(w) = g(w) sein (punkt-

weises Konjugicren; in manchen Schriften findet man ‘auch stattdessen g(w)
= g(w), was gegebenenfalis zu berucksnchmgen ist). _
Eine Funktion z auf My ist demnach eine auf dem Halbkreisring Mp deflmerte
Funktion, welche die Verheftungsbedingung z(z) = 2(—1/z) fiir Im z = 0 _erfiillt.
Wir. formuheren nun die folgcnde Bedingung: - ‘

() » x(z) = x(—-l‘/E) fiir a‘lle Z€R.

.

;s v
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Harmomsche Funktlonen (auf Mg) kann man — vermoge Fortsetzung aufgrund zu-
vor stehender Bedingung — auf-ganz R definieren; aus Griinden der Analytmtat der
Funktionén und der Bedingung folgt deren Ubertra.gung auf ganz R:-

x ist harmomsch auf Mg &z ist harmomsch auf R und erfullt, die Bedingung (-).

‘Das heiBt: Die ‘Funktion_ z ist invariant .unter der mvolutonschen Abbildung T
R—R,1(z) = —1/z (welche simultan fiir alle solche nggeblete definiert ist).
Hieraus ergibt sich nun' die folgende grundlegende Darstellung. E
Satz 1.1 (Grundformel fiir harmomsche Funktlonen) Fur eme Funktion x gelten .
- die folgenden Aquwalenzcn

~

(1) x ist harmonisch auf MR o
(i) z dst harmonisch auf - Rund x = z0 T (m R)~

(iii) = hat die Darstellung x = Re {g +. g o 7}, also :c(z) = Re {g(z) +—g(—1/i)'},.mé't'

“einer im Kreis Kg(0) holomorphen Funktion g. \

"Beweis: Setzt man z(z) harmonisch auf den Ring R fort, so folgt hlemus und aus deren in-
volutorischer Invarianz leicht, daB die holomorphc Funktion h(z) = 2x(z)/@z residdenfrei ist.
Dann 148t sich’ z schreiben als z(z) = Re.f(z), { = k, und f ist"holomorph im Ring. R Dle Be-

dingung (-) bewirkt dann, daB _fiir dic Laurent- Koefﬁuenten a,

@, =(=1)ra, (n21),
gilt; a, bcheblg — @o kann allerdmgs ohne Einschrinkung reell gewuhlt werden. Sctn man dann

9(2) = ao/2 + Z a2¥, so ist /(2) = g(2) + g(—1/2).

. Umgckehrt A]s Realteil einer ho]omorphen Funktion lstz Harmonisch. Die Bedmgung ( ).

folgtmltror—xd goT=gort.usw. ;

‘ 2xoz—gor+gotor+gor—i—g0tot N ; .
' —g°t+g+yor+g—2Refg+goz} ‘
Unsere Minimalflichentheorie laBt sich nun weitgehend mittels Funktlonsklassen,'

*.welche die Strukturen der Form f(z).= ¢ + §© = besitzen, aufbauven. Die nach-
) folgenden Rechnungen smd ebenso grundlegend wie cmfach zu sehen: .

Lemma.1.2: Es sei f holomorph und z. harmomsch in R Dann gelten folgendc'
Aquwalenzen o

i) f= :tf ot f=¢g4go 75T mit ciner im Kreis KR(O) holomorphen Funktion g.

l)z=z0re Die zu x harmonisch konjugierte Funktion % erfillt x = —%-o'z.
(il f= —for & f(z) = zh(z) + 271 h o t(z) + ic mit einer in KR(O) kolomorphen
Funktion b, c € R.- . .

(iv) f=Tor & hiz) = 2f'(z) erfillt h = —hor. '
Folgerung: Es gelten die folgenden A'quiv(de.nzen: . S
Hz=zozr.' - . -

(i) = Re /{ und die im Kreisring R holomorphe Funktion f er/ullt f =for (modulo )
addzlwer zmagmurer Konstanten). . N

)

S (i) x(z) = Re f h(z)[z mit einer ‘in R kolomorpken szktion h, welche dzc Bedzngun- .
gcn Re gﬁ h(z)/z = 0 und h = —hoz.erfiillt. .
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A

4 Bewms von Lemma 1.2: (i) erhidlt man aus der Laurent-Reihe von f (oder durch

Vergleich der Hauptteile und holomorphen Anteile), a, = +(—1)"a_, fiir alle

n 2 1, und setzt g(2) = ao/2 + I auz"; ao € R bei ,,+“ und g € iR bei ,,—“ (i1).
= 21

- folgt aus Satz 1.1 imd (i). In (iii) setzt man g(z) = ): apz®, ag = ic und zh(z) = _](z) ‘

Dann ist g o t(z) = g(—l/z) = —1zh(=1[z) = —(l/z ) k o 7(2). (iv) Fiir holomorphes
g ist g o7 holomorph; es ist, wie eine kurze Rechnung zelgb dgot(z)jdz = 2% o .
Ist dann f(z) = g(z) + go z(z), so ist /(z =¢'(z) + z‘zq ot, also h(z) = zg( )
+zltgor B | - . -

Wir bemcrken daB das Ableiten selbst aus der Klasse der Funktionen, welche
eine Struktur gemiB Lemma 1.2(i) haben, herausfuhrt — bei Hinzunahme einer z-
Potenz dagegen nicht.

Nach diesen rechentechnischen Voriiber legungcn widmen wir uns den- elgentlxchen
- funktionalanalytischen Strukturen. Daza filhrert wir die folgenden Bezelchnungen

ein: :

A, ™ = {fe A™R, (E")I/— +fozr}, A —Ai’"‘ Ai’"" UAi”‘" (dle Funik-
tionen.aus A ™*¥ nennen wir konjugiert involutorisch), R>1 .

ant = acmtolfi e § ~dl,
.Sl

-

- H,mk — {z € H™(Mg, R¥) | 2 harmonisch}

F1,m* = \J H,™* (Faserraum). s
. R>1 .
-Satz 1.3: Es gelten die folgenden Behauptungen: - .

1. Ay™ und A_™ sind Hilbertsche Unterriiume (iiber R) des Raumes A™(R, C) aller
. Kreisringfunktionen. o .
2. A ™ ist eine R-Unteralgebra von A”‘(R, QC).
BLAM AN =AM AN A ™ — Am A = A",
" 4. A", = A_™ und die Kbdwzenszonm betriigt 1.

C B A™ (bzw. A™) ist ein differenzierbares Faserbiindel mit Basisraum [P und gleich-
zeitigs ein  Unterbiindel sowie eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit von A™
= U {A™R,C) | B > 1}. Genauer: Dze Abbzldung

D: A’"(B C) X A,™(B, c:) XP A, .
' (D(g, k, R) (z)-= g(z/|R). + h(—1/Rz) € A"'(/R, ),
' ist eine (Vz'n den’ Variablen g, h lineare) H oméomqrpkz’é,-di‘e-Abbz'ldung
P, A"B,C)X P > A", f ’
.9, k) @) = glelR) + § 0 ¥(B2) € 4,7(R, ©),

ebenfalls.-Offenbar kann &, als Einschrinkung von ® auf die Dmgonale D="{c+y,
got)|g€ A™(B;C), c € C) X P betruchtet werden.

- Beweis: 4,™ist Bild der stetigen linearen, abgeschlossenen Injektion
" @,: A™(B, C) - A™(R, C), , ' ‘
D.(9) (?) = g(z/R) + §or(Rz)  (injektiv mod. imaginirer Konst.)

¢ T -
\
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~

‘bzw. 4,™ ist K‘érn des stetlgen linearen Operators
p: Am(B,C) > A™(R,C), ()= —for

wegen Lemma 1.2. Anhand dieses Lemmas sieht man auch die Behauptungen 2und |
3 sofort ein, z. B. gilt die Implikation - -

fihe Am=>(f-hyor=for- hor_fh z o

Zu Behauptung 4: Fiir f € 4™ gilt q, = ic, c € R (ag = Laurent- Koeff1z1ent,), also
¢f )z = (1/271) ic = +c/2n € R. Daher ist die Abbildung 4_™> f+> Re (ﬁ f(z)]z

- € R surjektiv. Zur Behauptung 5: In [2] wurde gezeigt, dal die ‘Abbildung & éine .
- Bijektion ist, welche faserwelse eine lineare Homoomorphie ist. Der Rest folgt
lelcht, ] . . . -

Satz.1.4 (Harmomsche Funktlonen) Es gelten dze folgenden Behauplungen

1. Die M enge aller  harmonischen Funktionen auf Mdébius-Bandern, ™ =
T U{H™Mg,R) | R > 1}, ist cine differenzierbare Mannigfaltigheit, modelliert iber
Ao’”(B C) >< R X [P. Die Karte & st gegeben durch .

‘P(g, x, R) (2) = Re {« +'g(z|R) + g(—1]Rz)}.

2 Das Faserbiindel H,™ laﬂt sich ebenso universell kartographzeren iber A_. Die
. Abbzldung

<I>L.—>[H,., qb(/)() Ref/()cL_x(z) .

ist dze gewiinschte Bijektion, die Umkehrung ist durch / = zzz\ (9)0z = Wirtz‘ngef&'che
Ableitung) gegeben. - '

3. [H,™ ist gleichzeitig eine differenzierbare. Untermanmgfaltzgkezt des Faserbundels

aller in Kreisringern B (R > 1) ho,rmonzscken Funktionen [H,, , H,m C[H,, 1=
U {H (R[R)|R>l} o . ‘

Der BBWOIS folgt aus den Sitzen 1. 1 und 1.3 sowie Lcmma 1.2 1

Wir bemezken daB die Tatsache daB sich harmonische Funktionen auf \'Ioblus-
Biandern als Untermannigfaltigkeiten von harmonischen/holomorphen Funktionen
~in Kreisringen beschrieben lassen, fiir éinige duBerst kurze Beweisfithrungen ver-

antwortlich ist (indem man niamlich entsprechende Resultate fiir (variable) Ring-

gebiete benutzt). . : - :

§e. Die'Fmikiionalanalysis der Nebenbedingungen - -
In diesem Abschnlt,t weérden wir eine Integlabllltatsbedmgung herleiten, eine Aus-
sage liber maximale Ideale in A,™ treffen und innerhalb der Klasse 4,™ (baw Amy -

Nullstellen ausfaktorisieren. Wir beginnen mit
—

Lemma 2.1: Es sei f € A_™ gegeben. Dann gilt die quuivoﬂen;
"~ Re f-h-1lz=0firalleh e 4, & [=0.
N . : -

’
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Bewexs Na,ch Lemma 1.2 haben wir fu1 f cAm in R die Ent,wmklung

-3

1) = f (bt — Bu(— )

die Funktionen A(z) = az" 4 d(-—l/z)”, n=0,a E/(L‘, sind eine’ Bandchraumbasis
..von 4,™. Wihlt man in obiger Bedingung diese Funktionen als Testfunktionen, so ist

Re ¢ % (a;" + af —I/Z ) Z (bkzk — bk( 1/z) ) dz = 0

fiir'alle » = O a E C. Fiir n =1 folgt dann daB Im (@b,) = O ist fiir alle a€C, also

b, = O fiir alle » = 1. Fiir » = 0 erhilt man die Bedmgung, daB Re (a) Im (bo) =0, .

. alsoby € R ist. Also ist f(z) = b0 - b0 =01

Satz 2.2: Es sezen A fE lznear unabhcmgzge Funktionen in A " Dann ist die
- Abbildung -

Q:AJ"B.gQ(RcSﬁg}‘-l/z)‘_» € R - c o

- Jislok

suryektw Ist also F:= (/1 Yeny /")' € A_™k mit linear unabhingigen Komponenten, so

gibt es ein g € A,™, so da,B gF (€ A_™ ") die Integrabzlztatsbedzngung Re ¢ gF.-1/z=0
erfullt. : s v ~

Beweis: Es gilt,'die’Implikation (x; € R) -~ - R

Re:Zoqgﬁgf‘-,l/z=0Vg€A+"',=>R_egS'g(Zoc,~j‘)- 1z =0VgeAdm, *

* woraus nach dem vorstehenden Lemma die Behauptung folgt 1 “ '

Satz 2.3 (Ma.xnm&le Ideale in 4 "') Jedes echte mazximale Ideal I von A" ist Kern
eines -Auswertungsfunktionals, d. h. I= {f-€ A,™| fla) = 0} fiir ein a. € M.

- Beweis: Ist I ein solches Ideal, 80’ist jedes /E I nicht mvertlerbar'm AP, also :

auch nicht in A™(R, C), denn aus fg = 1fiireing€ A"'(R C) wiirde auch folgen daB
- ¢ . konjugiert involutorisch, also g € A3™ ist. Daher ist I = I - A™(R, C) ein (echtes)
Ideal von A™(R, C), welches im Kern eines Auswertungsfunktionals liegt. (vgl. [7];
beachte, dafl die 1-kodimensionalen Unterrdume {f| Re f(a) = 0} von A,™ keme
. Ideale smd) 5 .

Wie kann man nun innerhalb der Klasse 4,™ (bzw. 4_™) Nullstellen ausfaktorl-
_.sieren? Die Rolle der Linearfaktoren z — z,’ w1rd durch Funktionen P € 4,™ der
~Form P(z) =« + fz+& — Bz mit geexgneten «, B € C iibernommen. Wegen
. P(z) = P(— 1/z) gibt es also in R nur paarweise auftretende Nullstellen. -

-

Satz 2.4 (Faktorisierung i in A, ™) : Es gelten die folgenden Behauptungen

1. Zu vorgegebenem a € €\ {0} ist ‘die Funktion P(z) = & + pz + & — Blz mit

p=a,2Rex =1 — |a|? aus 4,™, welche genau an den Stellen a und —1/a@ verschwm-
det. Wzr schreiben dann Pg:= P .

2: Fiirn € IN und einen Multiindex u= (/zl, ey U} € IN® sowie fiir a = (a,, ceny Qy)
€ M* (d.h. a;€ Rn {Imz =0}, alle a; sollen paarweise verschieden sein) definieren

wir das Produkt P# = Py ... Pir. Dann ist P € A,™.: Die Zuordnung C*\ {0}

3 a |-—> P “ e AL™ ist eine analylzsche E’mbcttung
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- 3. Ist f€ A™ (bzw. A m) und sind a,, ..., a;, genau die Nullstellen von f in ihrem
' De/znzlzo7wbe7ezch Mp, besilzt | ferner keme Randstellen, so kénnen wir f so faktori-
sieren: [(z) = Pg#(z) g(z); dabei sind p; die jeweiligen V zel/achheztm und g ist aus
A™(Mp) (bzw. A_™(Mp)).

" Beweis: Den ersten Teil des Sa,bzes venflzlert, man durch \achrechnen der Rest
" folgt hieraus sowie aus der Tatsache, daB g := //P" € A"'(R C) ist und offenbar
kon Juglert involutorisch ist 1

Fiir fixiertes n €N und ,u € [N" fithrt man schhethh die Symbohk o

N

) =, Z u;und A%, = {f € A7 | f hat genau n (innere) Nullstellcn'dcr Vielfach-
i=1 - : ¢ . heiten y,, ...,y,,'in M} - .

. - »
’ ~- R

ein. Entsprechcnd smd A"’" und A’if‘ definiert. . - o

“Satz 2 5 E’s gelten die /olgenden Behauptungen ’ R _- o

1. AT fF ist eine dz//erenzzerbare Untermanmg/altzgkezt von AT der (rcellen) Kodi-~
.. mension 2(kju| — n). .

2. A™K ist eine dzf/ercnzze’rbare Untermanmg/altzgkezt von A’L‘f'dcr (reellen) Kodi-

_mension k.
. Beweis: Da wir Nullstellenfunktlonen (P*) gemaB Satz 2.4/1 konstruleren koén-

nen, ist das Auswert,ungsfunktwnal fiir festes a, d,(-, a), - -

..... . =ibfay e
1. .

AN

Asm3 | L (( d/dZ)“ /(at))

submersiv; la8t man die Nullétellen @y, +. ., Qy Variabel, so ergil')t sich die ahgegebene
Kodimension (eine formal ausfiihrlichere analoge Behandlung findet man in [7]).

- -Die zweite Aussage erhilt man mit Satz 2.2. Ist nidmlich f € 4_™* gegeben mit linear
.. unabhingigen Komponenten, so gilt dies auch fiir die Funktloncn Prfe ATS -k Die

Abbildung 4,™ 3 g > Re (¢ GPFflz ) € R* ist dann surjektiv; und es folgt die Aus-
sage des Sat/es | ' b S

Folgerung_: Setzt man .

s

HP* = (x € Hy™* | F:= 2z, € A% hat genau n° Nullstellen der Ordnungen w in
Imz =0}, ) ’ » . .

also Hy, = PA™K), so zst [H k eine dz//erenzzcrbare Untermannzg/altzgkezt von[H
der (reellen) Kodzmenszon 2k |/¢| — 2n.-

Eine Beschrelbung der Ta,ngentlalraume folgt schthhch aus der Bestnmmungs-
gleichung dieser Unterma.nmgfaltlgkelten als Nullstellcnmengen 'von Funktionalen;’
so ist z. B. fiir f € AL und € A™( Mg, CK) ’ - \ :

TATE {g €4 "'(MR, C*) | Es gibteinb € C» mit 0ulg, @) + D, 6,‘(f, a) (b) = 0} x R
= PFA™Mp, €)X R mit o =(si — Dici... '
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§ 3. Mannigfaltigkeitsstrukturen fiir Minimalflichen
Wir kénnen uns nun den Minimalflichen (nichtorientierbaren, vom ,,Mébius-Typ’’)
selbst zuwenden. Das. Kreisringmodell bewirkt, da man Untermannigfaltigkeits-
strukturen zweifach zusammenhéangender (orientierbarer) Minimalflichen erhilt.

Bekanntlich ist ein harmonischer Vektor z € H™(2, R¥) (£2 = C sci ein beliebiges
Gebiet) genau dann eine Minimalfliche; wenn er konform parametrisiert ist. Diese

. Bedingung, |z,| = |z,] und z, - 2, =0, ist gleichwertig dazu, daB fiir dic holo-

morphe Funktion F = (F!,...,F¥) =z, = 2, — iz, (= Wirtingcrsche_Ablejt_ung)__ o

F.F:=)f(pf)2§0
T =1

gilt. Um Aussagen iiber Mannigfaltigkeitsstrukturen fiir Minimalflichen zu er-
halten, hat man daher den sogenannten.‘“Konformitdtsoperator®,

A™Q,C 3 Fr>F.F e A™Q,C), .
- hinsichtlich entsprechender funktional-/globalanalytischer Figcnschaftén hin unter- -

sucht (vgl. [1, 6, 7]). Eine direkte Kopie dieser Vorgehensweise erscheint in unserem
Fall nicht erfolgvcrsprechend — der Operator N

II,,"‘(MR, RY) > 2>z, 1> (7, - 2,) € B S A™(R, C)

besitzt sicherlich einen zu grofien Bildram A™(R, C), und die involutorische Struktur
. der harmonischen Funktionen aus H™(R, R¥) 1aBt sich im Bild dieses Operators"
(ebenso wie das seiner Ableltung) nicht mehr erkennen und auswerten.

Statt dessen definieren wir als ,,Konformititsoperator* die Abbildung

H Y (Mg, R¥) 5 2> Fi=z2x, € A > F.F € A",

wobei-auch hier die ‘Zuo'rdnung
. . k °
Aﬂ’k SF>F.F 22 (Fi)z € A+m
. : i=1

im Vordergrund steht. Offenbar sind dic Nullstellen beider ,,Konformitétsoperatoren‘

auf der Menge aller harmonischen Funktionen gleich. Dieser einfache Trick ist der

eigentliche Grund zur Einfithrung der 4 .™#-Réume: Die involutorischen Strukturen-
werden beibehalten. Die Ausdehnung dieses Operators auf das ganze F&serbundel,
fiihrt also zur Betrachtung der Abbildung’

K: l]‘lh"'k —>A+ : K(x) (sz) ’

und K~1(0) besteht genau aus den Mnumalflachen in [H,,"’ *. Da Verwechslungen aus-.

geschlossen bzw. harmlos sind, sollauch der Operator A-"".‘ SFES PR —F. FeAm
Konformitétsoperator K heilien. B
Der funktionalanalytische Kalkiil beginnt nun mit folgendem

Fundamentallemma 3.1: Es sei F € A™* ynd IF.I > 0 in R (im abgeschlossenen
“Definitionsbereich). Dann ist der lineare Operator DK(F): A_™* — A ™1, DK(F) (Q)
= F - G surjektiv. ,

. Beweis: Mit den Ergebnissen aus Abschnitt 2 kénnen wir die Vorgehensweise aus
(7 kopieren DK(F) (A_m*) ist ein Ideal in A,™t. Wirc es von -A4,™! verschieden, so

-lage es im Kern eines Auswertungsfunkt,lonals was auf die. Ex1stenz einer N ullstelle
von F fuhren wiirde 1 )
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Theorem 3.2 (hnnktnonalanaly51s des - Konformltatsoperators) Es gellen die
folgenden Bekauptungen . : :

1K A_™E 5 A ™ st fasertreu und-analytisch.
2. Ist F € A_m™*k ohne Nullstellen, so ist K bei F submersiv. '
3.Ist F € A™¥, |F| > 0, so ist ebenfalls K: A™} — A,™! bei F submersw

4. H znszchtlzch aller Nebenbedingungen gill allgemein, daf /ur F €A™} mit K (F)y="0
der Konformztatsoperator .

K:@;’;»A'z;ﬂ baw. K:[H,','j;f, m (K(x (=z,)?)

eine bei F analytzsche Submerszon ist.

Bewcns Die Analytmtat von K folgt einfach daraus dall nach [2] der. Operator )

U Am(R, C")BFHF FEUA"'(R C)

R>1 ~

analytisch ist und wir es hier mit Einschréinkungen_auf differenzierbare Untermannig-
‘faltigkeiten .zu tun haben. Au'sgehend von.der- Aussage 1 reicht es nun, die Surjek-
tivitit des Differentials Yon K in den einzelnen Fasern zu zeigen. Aus dem Funda-
mentallemma 3.1 folgt — indem man die Argumentationsweise.aus [7] ibernimmt —,
daB fir F ¢ AmE mit F-F =0 die lineare Abbildung- DK(F): TpA™E — TOATZI“
. surjektiv ist. Die Unabhanglgkelb der Surjektivititseigenschaft hinsichtlich der
Nebenbedingung betreffend die Integrabilitét. wird hierbei durch den ‘allgemeinen
Surjektivititssatz 2.2 gewahrlelstet mdem man die Argumentatlon aus [7: (II 3] '

T dlrekb itbernimmt W

Als Folgerung erhalten wir eine stratifizierte I \/Ia,n111gfalt1gke1tsstruktur fur Mini-
malflachen auf Mébius-Bindern.

Theorem 3.3 (Mannigfaltigkeitsstruktur fir Minimalflichen): Es sei n = 0 und
2= (U1, .-+ 4s) € N ein fzxzerter Multiindex. Dann ist die Menge

. IM,:""—{MH 1(x,)2=o}

v

aller Mz‘nz'malﬂc’ichen (mit Werten in R, parametrisiert iiber M&bius-Bdndérn My
(R > 1), mit genau n Verzweigungspunkten der jeweiligen Ordnung p,, ..., pty tm Innern
des entsprechenden De/zmtzonsberezchs Mpg) eine differenzierbare Untermanmgfaltzg-
keit von H ™%, M,™¢ = K-10)n Hk. Weiterhin ist die Biindelprojektion pr: M ™
—P, P(x) = R uobez R > 1der kon/orme Typ des Definitionsbercichs Mg von x zst, .
submersiv, der Lonforme Typ kann also frei gestort werden. ;

Beweis: Dies alles folgt aus der Fasertreue,.der Analytmtat sowie der Submer-
sionseigenschaft des Konformititsoperators K:Hj! Am‘ Hieraus ergibt sich
ebenfalls die Beschreibung der Tangentialrdume: : :

T.M,™* = T,Hy*n Kern DK(z) o
= {?/ € I:’llm(MR’ [Rk) I ((a/az)h (Zyz) ) = 0)15:5» y Yt X, = 0} X R

N - 0SjiSui—1

ir z € M,™*, z: Mg — R* mit den V_(_:Al_'_zweigur@sp@mkten Aqy oeny G

- » o )
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g 4. Difichletsches Problem und Variation der harmonischen Fortsetzuhg

Der Sobolev-Raum II"‘+‘/2(6MR, IR) ist ‘auf nahellegende Weise homoomorph zum
Raum aller Sobolev-Funktionen :auf §1, beispielsweise vermdge einer Ubertragung

0:0Mp — 8. Zusammen mit der Embettung in das Kreismodell erhalten wir fol- -

gende Beschrelbung : S -
Hm+i2(81, R) X P 1 Hm+U2(81, R) X H'"+'/2(S‘, R)X P-

U HP (@M, R)  HmHU2(SY, R) X HP+2(SY, R) X P

R>1 K
. - . -
. _ Io

U 11m+1/2(3R [R)

) . R>1,
mit - o
" [7@R),  Imzz=0,|z =R,
0(?/-’ = {y(—le), Imz =0,z = 1R

7GR, 2l =R
6()’1: Ye» R);_’{ yz(‘_}{z), 1z|= 1/R,

nly, ] ) #0,B), o, vsB) = (y1, 7 — 72, B). N L

Dann ist ¢ o n(H™+12(S, R) X {R}) die Dlagonale D in Hm+12(81, R)2 X {R}, und das |

Bild fooon) besteht genau aus den Funktionen auf Krelsrmgrandern welche in- .

volutorisch sind. :
Nun betrachten wir das Dirichletsche Problem d h. die Abblldung

o Hm+l/2(,5'1 [R)x[P —>[Hh = U H™(Mg, R), -

wy, R) =z (z € 11,."'(Mn, R), xlavR = 9(7, R)},
"die wir Dirichletschen Operator nennen,

. Theorem 4.1 (ngenschaften des Dirichletschen- Operators) Der Dirichletsche
Operator w: H""“”(S1 RYX P —~H,™ ist analytzsch fasertreu und faserweise ein
. linearer Homoomorphzsmus i )

Beweis: Wir betrachten die harmonische Foxtsetzung bei varlablen ngberelchen' '

& Hm+12(81, R) x Hm-H/Z(Sl [R) X P> U Hh"'(R [R) T -
. R>1 .

Ve

o o . nGR),. H =R
@l v R) =z @ € Hy (R’[R)’ #6) = {72( —Rz), |2l = L/R v

also z = 8(y,, y2, R) auf 8R. Dann hat man die Da,rstellung w=mogo 77, woraus
folgt, daBl w- fasertreu und als Abblldung w: Hm+12(S1 R) X P — u {H,"(R, R) |

R > 1} analytxsch ist (w ist die Emschrankung von @ auf die Diagonale D). Der Satz .

_ ist daher bewiesen, wenn wir noch Aelgen daB (fiir fixiertes R € P) w(H™+12(S1]R)
"X {R})) = Hy™(Mpg, R) gilt. Dazu sei y € 11”'“/2(81 R) und x deremge Funktnon aus
Hy™(R, R) mit z = w(y), also . ‘

y(IR) =: (), 1ol = R, -
#le) = {y( —Rz) =: p,(2), IZi—l/R ~.
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Dann ist y, = y,0 17, y, = y, o7, und die harmonische Funkblon zor € H™ (R R)
hat die gleichen Randwerte wie z. Es gilt aufgrund ‘der Eindeutigkeit also iiberall
L x=zoOT. Involutorische Randkurven — das ist genau die Diagonale in Hm+4%(S!, R)
X H™+2(81, R) nach Anwendung von ¢ — haben also auch involutorische harmoni-
sche Fortsetzungen. Da die Umkehrung trivialerweise rlchtlg ist, ist der-Satz be-
wiesen @

. § 5. Plateausches Problem und Indexsatz -

Dieser Abschnitt behandelt die Fredholmsche Theorie fiir das Plateausche Problem

— und zwar in der Weise, wie man es in der Arbeit [1] von R. BéuME und A.J.

TROMBA initiiert findet. Es handelt sich hierbei bekanntlich um das Modell, Rand-

- kurven in ihre Spuren und Diffeomorphismen der Berandung aufzuspalten (wie es der

Fragestellung des Plateauschen Problems entspricht). In dieses Randkurvenmodell

kann man nun Minimalflichen als — nach Art und Anzahl eventuell vorhandener

Verzweigungspunkte stratifizierte — Untermannigfaltigkeiten erkennen. Der Opera-

tor, welcher (diesen) Minimalflichen ihre Randkurve zuordnet, wird sodann global- .
analytisch untersucht (,,Indexsatz‘‘).

Diese Beschreibung des Plateau-Douglasschen Problems ist inzwischen fur viele
Fille untersucht worden: Minimalflichen vom Typ des Einheitskreises [1], solche
. vom Typ mehrfach zusammenhingender ebener Gebiete [6;9], solche vom Ge-
- schlecht 1 [7] sowie Flichen konstanter mittlerer Kriimmung [8]. Hierbei handelt

‘es sich in allen.Fillen um orientierbare Flichen. Insbesondere kennen wir die Fred- -

holmsche Theorie dieses Modells fiir zweifach zusammenhangende Minimalflichen -
[6). Unsere bisherige Vorgehensweise, nichtorientierbare Flichen in ein Krelsrmg-
modéll orientierbarer Funktionen einzubetten, legt es nahe, eine Indextheorie ver-
-mége dieser Einbettung zu deduzieren. Wir beschreiben nun dieses Modell fiir unsere
* Situation. Dazu fixieren wir Sobolev-Indizes m’ > m = 2, n € N sowie den Ver-
zweigungstyp g = f,, ..., s € IN® und definieren .

A:={x€ ‘11""“/2(8‘, R¥) | « ist Immersion}, ‘
D:= {u € Hm+%81 81) | w ist Diffeo‘moi'phismus, homotop zu id},
F:=AXDXP; I'=AXD; . ' . -
Ferner sei . . . ) ) '
B H™ +’/2(Sl R¥) X D — H"'“/?(Sl R¥),  Aw,u) = oe ou
‘die Komposmon von Abblldungen A ist offen in H™ “/2(81 RF).

Lemma 5.1: Die Abbildung A hat folgende Ezgenschaﬂen
1. A ist von der Klasse C™ —™,
2. A hat (nur) dichtes Bild. . 4
. 3. D2 hat (auf A) dichtes Bild. . ' -0

Nun betrachten wir die Komposxtlon A=wo (A id) (vgl § 4): T

T &0, H,,,+1/2(Sl R*¥) X [P 2 H ,mk,

A(x,u, R) ist also die harmonische Fortsetzurig der Funkmon « 0w auf das Mobnus-
Band MR, ie. d1e harmonische Fortsetzung auf Mz von (a o u(z/R), x o u(— Rz))

33 Analysis Bd. 9, Heft 6 (1990)
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Lemma 5.2: Die U6ertragungsabbzldung 4 hat - aufgrund von ‘Lemma 5.1 sowie
Theorem 4.1 —. folgende Eigenschaften:

1. A ist von der Klasse C”’ —m, _ S - -
- 2. A und DA “haben dzchtes~led - _ .
3, A ist fasertreu. o o : ) ) . S

. Es sei nun T, =Tna- l([H,!," ") die Menge aller (x,u, R), deren harmonische’

N

Fortsetzung genau n mnere Verzwelgungspunkte der. Ordnungen u besitzt..

Lemma 5.3: I‘,‘ ist eine Untennanmg/altzgkezt der Klasse C™~ ™ von T der R-Ko-'

dzmenszon 2(k |u| —n). ) .o~

Fiir feste Punkte a,, ..., a, € Mp ist nb‘,mlich die’ Auswertimgsa.bbildung auf der .

. Faser.R,

b,0A:T— CHul | -

a,,(A(a, %, R))' = (@[02)" w(ex 0w, B) (@)jmtmem >

G=1,...,84

wegen der chht,hext, des Bildes von F und DI, der Endhchdlmenswnahtat des Bild-
raumes sowie wegen der Surjektivitdt von 6, auf H,™(Mpg, [R") selbst wieder eine Sub-
mersion (der Kla,sse cm—m) I

. Nun erhalten wir ein 1 thlmalfla.chenmodell auf I' indem wir die Konformlt,ats-
relation vermoge A bilden, Ko A:T — A ™.

Lemma 5.4: Die Konformztatsreiatwn K o A hat folgende Ezgenscha/ten
1. K oA ist von der Klasse om'=m, :

2. K oA ist /asertreu
'3 KoA:T,S ATy,. .~

4. Das Differential von K o A hat auf T, dichtes led in A+2“

Dlese Exgenschaften folgen aus Lemma5. 2 und Theorem 3.2 0l

D1e Globalanalysis des Plateauschen Problems wird nun wie folgt entwickelt. er
_betrachten die Nullstellenmenge unter dleser Konformitétsrelation, U,=Tun
(KoA)? (0), und untersuchen folgende Fragen:

l Ist U, =T eme Untermannlgfaltlgkelt'l .

2. Wenn ja: Welche -Eigenschaften } ha.t die PrOJektlon 7, T,— 4, IT,.(zx, u, R)
= « auf der Untermanmgfaltlgkelt W,?

Hinsichtlich dieser Fragen beachten wir, daB es reicht, auf konstanter ]ﬂaser (ReP
fest) zu operieren; die Fasertreue von A, w, sowie K zusammen mit deren Differen-
zierbarkeitseigenschaften (beziiglich-der Variablen R) gestatten eine triviale Uber-

tragung auf das gesamte Biindel (vgl. [7: Theorém B]). Wir fizieren also einen festen,

konformen Parameter B € P und bilden mit der lincaren Homoomorphle

~ - 0’ Hm+ll2(Sl [R") X Hm-i—l!?(,sfl [Rk) _,,Hm+l/2(Sl [Rk) X Hm+1/2(Sl [Rk),

a(y,, Y2) = ()’n "1 .)’2), ‘ A N - ~
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~ .
1

) (vgl. § 4)'da§ ﬁiagramrﬁ

V o e .« : fw\ - ) L s
= AxD—»AxDxumH/z(Sl RYX D
!

Hm+l/2(Sl [Rk)xHynH/z(Sl [R") . : o - _ .
:Hm+l/2(Sl’[}{If)x,Hm+l/2(Sl, [Rk) . . -

H,,"'(R RY). .-
Hierbei soll p(a, u) = (@, 0,id); Aoy w, B, 8) = (a0 1, 0 6) sein,
, —{(zx u ﬁ,v)EA ><D><H"““/2(:S1 [R")xDloo,‘(oc u, B, v)
-~ . (oc o u, oc ou—pfo v) ist 1mmersxert}

(f ist offen), und & soll dle natiirliche Embettung von F in 4X DX H"' +1/2(81 [R¥)

X D sein. Offenbar ist 4 — wogoAo @,und 4 = woooiof: I > H,"(R,R*) hat,
> ein dichtes Bild in H,™(R; R¥); gleiches gilt fiir DA auf I :
_ Nachdém wir nun das Randkurvenmodell I auf diese Weise in daSJenlge fiir. ng- '
. gebiete R eingebettet haben, kénnen wir die Resultate zu letzterem dazu benutzen,
die emgangs gestellten Fragen zu. beant,worten ‘ o

~.° Theorem 5.5 (Manmgfaltlgkextsstrukburen) Die Menge U,=T, de/zmert als

Nullstellenmenge des-.Operators Ko A:T, — ATy, ist eine dz//erenzzerbare Unter-

- mannigfaltigkeit von T, der Klasse C™'~m. U, besteht — vermdge der Anwendung des

. Ubertragungsoperators A — genaw aus dcn M inémalflichen vom topologischen Typ des

Mobius-Bandes, welche genau n Verzweigungspunkte der. Ordnungen u,, ..., u, be--

sitzen. Ferner ist die Bundelproyektzon pr: U, —>P (welche jeder M zmmal/l(whe ihren
kon/or'men Typ zuordnet) suryektw ,

Beweis: Wie erwihnt reicht es, auf konstanter Fa.ser (Re [P fix) zu operleren _
Der Tangentialraum der Mannigfaltigkeit I"-1a8t sich — via ¢ — als Unterhilbert-
raum von H™ +12(§1 R¥)2 x TD? guffassen, Nun wissen wir nach [6], daB dort der
Konformitétsoperator ' ‘ :
T D(K o A): Hm +1/2(S1 ﬂzk)2 X TD? > A'"(R c) . : o
" in einer Umgebung von A(U,) ein abgeschlossenes Bild hat. Deswegen hat auch
" D(K o A) in einer Umgebung von U, ein abgeschlossenes Bild (welches in A,™ liegt):
Da nun D(K o 4) (TT,) & AY,, dlcht 1st, 1st D(K o A) dann auch surjektlv und der
-Satz folgt (Hierbei spielt es keine Rolle, ob wir den Operator z ++ z, - z, oder z >
"2z, - 22, betrachten, da die Multlphkatlon mit 2% im Raum A™(R, (E) ein hnearer
Homoomorphlsmus ist.) B _ . : ,

.Theorem 5. 6 (Indexsatz): Dze Pro;eklwnsabbzldung 1,: IU A4, II(x, u, R)
= & ist Fredholmsch und besilzt den Index 2(n — (k — 2) |,u|) + 1 Falctorzszert man ,~
(2. B. durch eine 1-Punkte-Bedingung) die konforme Gruppe in Kreisringen aus (das-
ist die 1-dimensionale Schar der Drehungen), so ergibt sich dze Formel

mdex 17 = -(n — (Ic —2) |,u|) : LD

N\

.-

33 |
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* Bemerkung: Die Indexeigenschaft kann bewiesen werden, indem man bekannte
. Resultate fiir Ringgebiete benutzt. Ist nimlich . [T = (/1% I72) die PrOJektlorl in
O H™ +l/2(81 R¥)2 x D2, so folgt aus der Benehung index (T, IT®)|kemkoiy = O sowie
aus der Tatsache, daB mit der Projcktion p von A™(R, C) auf 4,7 gilt po K o A:
Kern I1* —~ A%,, ist (auf U,) submersiv, IT' und JT2 sind surjektiv sowie Kern .-
" (po Ko A)kernm = A(Kern K o A) die oblgc Beuehung (z@sammen mit den Kodi-
mensionen von I, — I'und A7,, = A,™) — allerdings mit etwas aufwendigem funk-
tlonalanalytlschen Kalkiil, welcher den Satz B aus [7: S. 345] mehrfach verwendet.
- Man kann jedoch die Vorgehensweise aus (z. B.) [7] kopieren und erhilt fiir den

“ Operator” W I — H™H1(S1, R")XAJ", ¥ = (IT,KoA) die Benehung index ¥ -~

. = index D(K o A)|keran = indéx RH, wobei RH : A,m+! — H”‘+”2(6MR, ) der Rie-
mann-Hilbertsche Operator RH(w) = Re {'W}|an,, ist. Hierbei ist z'(s) die Para-
metrisierung von My nach der Bogenlinge.

Wir zeigen 'nun folgendes

Theorem 5.7 (Rlemahh Hilbertscher Operator): Es sei 4 € H™~ V2(@Mp, C) null-
stellen/rez und y(2) der geometrische Index (Argumentzuwachs) von A auf OMg. Dann ist’

RH:A™ — H™= ”2(8MR, R), RI](w) Re {40} |an,
ein Frcdholmscher Operalor welcher den Index 2,(()) besitzt.
Beweis: er benutzen die Karte von 4,™ aus § 1: N
A" >w  RH, Re {Aw}lom, € H"~V*(@Mp, R)
Io - I ke :
o™(B, Q:)>£[R = A’”(B e:) Re (210}|ok yor € H™ 128K 5(0), C)’
" und erhalten mit ) ‘
T: A™(Kg(0), ©) > H"=12(2K(0),C),  Tlg) = Re{lig o 75} oxwor

eine Darstellung von RH o ®, wobei also index (RH o <D) = index T —1 1st da -
Ao (B,C)XR in A"’(B C) die Kodlmensuon 1 hat Nun ist

T(g) = Re {g}okuo + Re (AFo 7 7)}|6Kn(0)-
Wir sehen leicht_ein, daB der zweite Smhmand,
A™(Kg(0), C) € g > Re {A(g 0 ))loxyo € H™12(8K£(0), R),
ein kompakter Operator ist, denn ’g ot € A™(R, C). Also gilt, da gT;v der Hauptteil
von g + g oz im Ring R ist, goz € A™(R, C) fir alle 2 der Form Q = {z| 1/R < =
< K, K beliebig gro8}. Daraus folgt, daB der Operator
" A™(KR(0); C) 3 g > 0 Tlokno € HOKR(0),C)  (k € N beliebig)

" wohldefiniert und nach _Sobolevschen Elnbettungssataen kompakt ist. Wu‘ erhalten
also, daB index T' = mdex L ist mit s e

-A"'(KR(O), (E) Hm- ‘/2(6K,¢(0) lR) g) Re {ig}|aKR(o,

-Dles ist der bekannte Riemann-Hilbertsche Operator-fiir Krelsgeblete, und dessen.
Index ist wohlbekannt (22(4) + 1).
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A

Nun kénnen wir den Indexsatz beweisen. Ist 2'(s) die Parametrlslerung von dMp,
so ist y{2’ (s)) = 0 aufgrund der gegenliufigen Orlentlerungen Daher ist index ¥
='index D(K o A)l}\ernﬂ = 0. Dann ist / -

¥, I, —>H" +1/2(s1 [Rk)xAm . = PlIr,) -

i ebenfa]ls ein Fredholmscher Operator, welcher den Index 2(n — k |u|) + 4 |u| hat.

Da.nun D(K o A): Iy — A%, surjektiv ist, gilt (mit [7: Theorem B/S. 453])-
index ¥, = index.[I|kempikomnr, = 2(n — (k — 2) |ul). .

Da die Manmgfa.lt,lgkelten U, Unter manmgfaltlgkelten von W, der R-Kodimension 1
smd vermehrt sich der Index von /1, auf U, um diese Zahl I

' Die Anwendungen des Indexsatzes liegen vor allem im Bereich von Aussage‘n gene-

- “srischer Art: Fiir k = 3 hat man z. B. genau im Falle nicht vorhandener — bzw. ein-

facher — Vcrzwelgungspunl\te den Index 0. In diesem Fall gilt — nach Sitzen vom
Sardschen Typ — generische Stabilitit gegeniiber Stérungen der Randkurven, denn
der Opera.tm IT,.ist dann submersiv, gleichzeitig.aber auch- immersiv, sofern man -
noch eine 1-Punkte-Bedingung mit einbezieht. Das will sagen, daB man die konforme
Gruppe’der Normalgebiete, welche stets die eindimensionale Gruppe reiner Drehun-
gen ist, ausfaktorisiert.” Folglich bekommt man mit der-Stabilitit auch die Isoliert-
heit der Losungen mitgeliefert. Das Eintreten von ,,Index 0 kann aber auch mit
Hilfe des Laplace-Beltramischen Operators 4 — Kgauss 12,2 untersucht werden; hier-
zu sei [6: S. 218] zitiert. Interessante Anwendungen des Indexsdtzes findet man auch

-~ bei R. BonMe [2] bei der Frage nach Plateauschen Problemen mit vielen Losungen.
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