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Die GIeichgewiehtsorm eines Férrofluid-Tropfens in zweiter Nãherüng 

K. BEYER	 -.	 - 

Herrn Prof. Dr. Lothar Berg zum 60. Geburtstag gewidmet'	- - 

Die Arbeit enthält die Herleitung einer in zweiter Ordnung gultigen Nähèrungsformel fur die 
Form eines Ferrofluid-Tkpfens in einem homogenen Magnetfeld. 

B pa6oie coepwJ1TcH BbIBOA npn6Mm+eLrIIott 4opMyJlbI BTOOO nopia onucalBa!ouefl - 
(Popmy ianJiu 4eppoMarll[lTIloft HHHOCTl1 BoulopoJHoM MaI'HHTHOM noie. 

The paper contains the deduction of a second-order approximate formula for the shape of a 
ferrofluid drop in-a homogeneous mãgnetië field. 

- 

- 1. Indieser Arbeit leiten vir als Erganzung zu den Uber1giingen in [1] eine in zweiter 
Ordnung gultig . Naherungsformel für die Form eines Ferrofluid-Tropfens in , einem 
homogenen Magnetfeld her. Die freie Oberfläche . S des (inkompressiblen) Tropfens 
ist durch das Prinzip der virtuellen Arbeit 

- S' ± Em' -	0	:•	 -	 '	(1) 

bestimmt, wobei a > Odie Oberflaehenspannuig,S die Obef1äche und Q das Volu-
- men des Tropfens sowie Em die freie magnetisehe EiIergie bezeichnen'. Bei linearem 

Zusammenhang zwischen Fe1dtärke und Magnetisierung A? ist Em gemäB 

•	 - E,= —(H12)fMVzdx-	-	 (2) 

zu berechnen [2]; H Vzbeschreibt das freie Parálleffeld. Die Einfuhrung des Lagrange-
chen Multiplikators 2 in (1) tragt der •Volumenkonstanz der tatsächlichen Vei-

gleichskonfigurationen Rechnung. Tm folgenden shreiben wir die Volumina mit 
Q = 47r/3 vor. Wie in (1) und (2) werden S-und Q in diesem Text sowohi zur Bezéich 
nung eiñer Menge a1 auch ihres Mal3es benutzt.  

Nach.Satz 1 [1] 1asen sich die (bis auf Translationen) eindeutig bestimten - 
•	Losungen von (1) nach dem voraussetzungsgemä6 kleinen Quotienten e H2/4n, 

• anal rtiseh entwickeln. Genauer Parametrisiert man die zur Konkurrenz gelangenden 
-	Fläehendurch	 -	 •	- - 

S = {(i ±u(x)) x: x= (x,y,z) E 52},	 -	 ( 3) 

dann gilt u = s"u. Unter der Voraussetzung . s> 2 konveriert die Reihe bezug-
lich der Sobolev-Metrik lu; H8 (S2)11 = (l!Au ; L2 (52 )11 2 + lu; L2 (52 )11 2 ) 112 . indieser 
Vors'chrift bedeutet A = ( _4)

1 12 und 

.1

 

in	a	1	a2 
•	= 1--	+ 5jfl2 0	 . 

37* 
•	 -	 -	 C-	-
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den Laplace-Operator der Sphare 82, bezogen auf die Kugelkoordinaten 

x=r sin i cos 9,, y=r sin 1 gin çv,' z=r cog . 

Die Losungsflachen besitzen neben einer horizontalen Symmctrieebene Rotations-
synimetrie bezuglieh der z-Achse.	 -	 ¼ 

Wir berechnen hier neben dem schon in [1] angegebenen u1 (dort mit einem fehier-
haften Faktor) auch den zweiten Koffizienten u2 der obigen Reihenentwicklung. 

- 2. Wir beginnen mit den Entwicklungen für Oberflãche 

8 = 8(u) =J, + u)2 (1 + IVuI 2'/(1+ u)2)1/2d82 

=	+f (2u + u2 ± 2- 1 1\7U1 2  dS' + 0(u4 )	 - - 
S. 

(der Gradient, bezieht sich hier sowie später an entsprechcnder Stelle auf die Sphare 
82 ) und Volumen	(1 + u)' d82/3 der Figur (3). 

S. 
Die magnetische Energie (2) läBt sich dureh den Minirhalwert E des (bei fixiertem 

u) quadratischen Variationsproblems	 -

(4) 
RD 

wie folgt ausdrucken (. [11):	 - 

Em = — 42 (7Q12 + E/4)	mit E = _21 f U I V 1 2dx.	-	(5) 

(	1)/4n iSt die nach Voraussetzung konstante magnetischc Suszeptibilitt - 
des Ferrofluids. Vei'einbarungsgemäl3 iSt bei der Integration ilber das (nichtmagne 
tisehe) Komplementiirgebiet CD stetsy gleich ems zu set.zen. Zur Fntwicklung von 
E: . E = E(0) + (E'(0), u-± 2'E"(0) {u2} + 0(u 3) ist •neben der Konfiguration u 

-. (bzw. 8 =8(u)) eine zu u + lv gehorige Schar 8 = S(u + lv) von Nachbarflächen 
einzuführen. Das nach (4) zu konstruieiende Magnetfeld zu St Sei (l, x). Seine par---
tiellen Ableitungen atpIl nach der Variablen I bezeiehnen wir abkiirzend mit i: 

= (0, x)/l. Wie die Felder V hiingen die 1?unktionen von der Konfiguration 
u ab, dazu tritt zusätzlich die (lineare) Abhangigkeit von ihrer Variation v. Irn Text 
sind these Variablen dem jeweiligen Zusammenhang zu entnehmen. Mit oberen Signa-
turen kennzeichnen wir schliel3lich die Einschrankungen tp = ip, tp = auf Q 
bzw. CQ und ihr'e Grenzwerte langs S. 

Die erste Variation des Minimaiwertes E ist durch Differentiation des Integrals 
E(u + Iv) zu bestimmen:	 - 

-	(E'(u), v) = -f VV V dx - 21 f ( VW- I - v + I 2 ) (1 + u)2 v d82 . (6) 
-	S	 -	- 

Ahnlich folgt aus den Variationsgleichungen  

- f It Vip Vp dx + ( - 1) f e/ez dx = 0	 (7) 
Q	 - 

zu (4) dureh Differentiation 

f Vi, Vdx±f(u.VV- —V+(u-1)Vz)V(1+u)2 vd52 =0.' (8) 
S
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Zu (7) gehoren die Eulersehen Gleichungen 

ziø=O	in 1R3\S,
(9) 

-	-	= 0,	 - alp/ + (u - 1) az1an = 0. langs S, 
aus denen im Spezialfall u. = 0 

-	= Ar cos 9	V= (Air2) cos	mit A = (1 - 1u)/(2 +'u) (10)
folgt. Ailgemein gilt wegen der Sprungrelationen: In (8) ist die Linearform 

- f V(1ur -.	+ ( Jit - 1) z) V(1 + ) 2 v d82 

nur von den Randwerten 99 1S abhangig. Das impliziert 

fiVVdx= _2- 1 fV(r	+ +. CU - 1)z) 
-	 S	 -	 -	 - 

XV(r+)(1+u)2vd82, 
wonach (6) in der Form 

(E'(u),v) = 21( /L - 1)f (VV- V	4- ': + v' + ) . + u 2 v dS	(11) 

•	gesehrieben werden kann.	 - 

	

- Erneute Differentiation fiihrt zur zweiten Variation, deren Werte wir hier nur für	- - 
= 0 notieren:	 V•	 - 

E"(0) {v, w} = 2'( i - 1)f (V V + Vr V ±	+	- 

+ w 0/ar(Vr.V + v 2 + p) 
+ 2w(Vr + +	+	)) zdS..	 (12) 

In dieser Formel ist i,b zur Variation w zu bilden; im Hinblick auf (8), (9) ist dazu das 
•	Kopplungsproblem	 - V 

Aip 	in R3 \S2,  
V	

V	 b-/am —/n = div (wV (, tr	+ Cu - 1)z)),	 (13) 

• V

	 - 	 = w(p 1V 1 71 - alp-/an)	längs S2	 V	 V 

zu Ibsen (div und. V bezieheii sich auf die Sphäre S).	
V 

Die Nebenbedingung Q(u) = 4n/3 iSt (lokal) äquivalent zu 
VV 

u = v + 1(v) l is-,	V € 1 s,	
V	

V (14) 
mit /(v) = -f (v2 + v3/3) d52/4't + 0(v4). Führen wir (14) in unsere Entwicklungen 
ein	S. • 

V	

V	

(v) = 2(v ± /(v) 1) = 4 +f(2' 1Vv1 2	v2 - (2/3) v3) d82 + O(v), - - 
S. 

•	 (v) = E(v + /(v) 1)	•	 V	

V	

V 

V	
V	

= E(0) + (E'(0v)	 V	

V	 V 

V	 -	 - 	
(41 (E'(0) )	v2 d52	2-'E"(0) {v2}+ 0(v3), V	

V 

S.
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•	dann geht die Gleichgewiehtsbcdinung (1) in 
•	 -	 -- &E'(v) = 0,	e = H2/4,-roc ,	.	-	(15) 

über; man beachte (5). 

Bernerkung: (15) kann durch die Gleichungen	•'	 -	- 

($'(v). - eE'(v), w)= 0 • für alle w E 1 1 o	•	 (16) - 

-	ersetzt werden, wobei L die lineáre Mille der Funktionen x. (i = 1, 2, 3) bereich-
net.	 -.	 ••	 --

• Be-Weis: Mit der Abkürzung F. =-S - EE folgt aus (15)	 •	 - 

.0 = (F'(u), w + f(v) {w} 1) = (F'(u), w) + /'(v) {w} (F'(u), 1) 

= (F'(u), ii,) - 2(Q'(u), w)	für w € L.I. .-	•-	 •	 - 
und A =. Y(u) 11Q'(u) 1. Die -rëstlichen Gleichgewichtsbedingungen 

• : -.	-	(F'(u) - cQ'(u), xj,) = ' O	(1 = 1, 2 3)	•	- 

sind wegen der Translationinvarianz der beteiligten Funktionale automatisch er-
füllt. In der Tat gilt für trapslationsinvariantesJ	- •	- - 

- •	
• .(J'(u),x - Vx1 Vu/(1	u))	0	(1 = 1,2,3)	-	-	- 

identisch in u, woraus (J'(u), x1) = 0 folgt, sofern (J'(u), w) = 0 für w E L 1 zutrifft I 

Nach[1} besitzt (16)eine eindeutig bestimmte Losung v.€ 1' n L' mit der Ent-
wicklung v = ev1 +,E2V2  +O(E3), v• E 11 nL'. Einétzen und Koeffizientenvergleich 
führt ZU-	 • 

•	 f (Vv1 Vw - 2vjw) d82 = (E'(0), w,	 (17).	-• 

f (V/ v2 Vw - 2v2w) d22 = g(w) 
S.

=f (2v1 2 - (2n)' vj E'(0) 1) w dS2 + E"(0) {v1 , W}: 

(18j, 
Da nach (10), (11) 

- -- - - -.
	(E'(0), v) = 2- 1A 2 f (6P2 (cos 79 ) '-7 ( + 2))v dS2 -	 - 

gilt (Pi Sind die Legendieschen Polynome), bedeutet (17), dalI •	 •	- 

—Av 1 - 2v1 = 3A 2P(cos 0),	d. h. v1	(3/4) A 2P2 (cos 0) 

•	ist. v2 it in zwei Schrittenzu berechnen:	 -• 
1. Losung des Kopplungsproblems (13)	 - 

i=0.	in U\S	 -•	- 

u	-	= 3A	-- (v sin2 0) =	A3(-2P1 ± 12P3), 
an	an	sin z5 00	 20 

= —3v1 cos 0= —(9/20)A(2P1 + 3P3).	-	- - 

4.,
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Die Losung lautet	- 

	

27 A3'	.^	$3fA	3P3	 - 
V = 1O±2 , r '	V' =	 - 

2. Einsetzenin (12)-bzw. (18):  

• E"(0) Ivi , w}	E"(0) {w, v1 } - 
1)f (pz+ zz+	± 

± v1 (a/az± 2)	+	.+	)) wdS2 S 

= 
3A 4 f (-P4_ p22 — (2++A)P2)wdS2 

10
S. 

(furwE 11) bzw.	 S	 — 

g(w)=9A4f(._P4 — (±-A)P2)wdS2
28	5 

S. 

Von (18) lesen wir jetzt 

9	13 
V2	A4 — P'4	+ I-A) P2) 

	

(70	28 - —5
- 

ab. Fal3t man die Entwic1ungen für v und u zusammen, so folgt endgultig 
.3

 

u•= -- A2P2(cos 0) 

9. + -- A42	
-j-	

+ -- A) P2 (cos t9) +	P4 (cos 9)) + O(e) 
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