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.Dle Glelchgewwhtsform emes Ferroflund Tropfens in zwelter Naherung -

N

K.BEYER . ’ )

Die Arbelt entha.lt die Herleltung einer in zweiter Ordnung gultlgen \Ia.herungsformel fir dle
Form eines Ferroflund Tropfens in einem homogenen Magnetfeld . - :

B paboTe COMepPHHUTCA BHBOX npubanukennoit d)opmy.nu BTOpPOro nopnm\a omicuaammen
dopMy Kanau q)eppomammuon MUAKOCTH B OHHOPOAHOM MArHHTHOM TNOJE.

The paper contains the deduction of a second-order approximate formula, for the shape of a
ferrofluid drop in-a homogeneous magnetic field. .
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1. In dieser Arbelt leiten wir a.ls Ergénzung zu den Uberlegungen in [1] eine in zweiter

Ordnung giiltige Naherungsformel fiir die Form eines Ferrofluid-Tropfens in_einem

homogenen Magnetfeld her. Dic freie Oberfliche S des (1nkompre551blen) Ttopfens
ist durch das Prmznp der Vlrtuellen Arbeit . s ,
oS By = =0 - R )

N

bestimmt, wobei & > 0'die Oberﬂachenspa.nnung, S die Oberfla.che und © das Volu-
Zusammenhang zwischen Feldstarke und Magnetlslerung ﬂ ist B, gemdB - |

~

N\

~ ! -

zu berechnen [2]; H Vz' beschrenbt das freie Parallelfeld Die Emfuhrung des Lagrange-

. schen Multiplikators 2 in (1) trdgt der Volumenkonstanz der tatsichlichen Ver-

gleichskonfigurationen Rechnung. Im folgenden schreiben wir die Volumina mit
2= 47:/3 vor. Wie in (1) und (2) werden S-und £ in diesem Text sowohl zur Bezelch-
nung einer Menge als auch ihres Mafes benutzt.

. men des Tropfens sowie B, die freie magnetische Energie bezeichnen. Bei linearem -

- _,—_——(H/2)fﬂVzdx.. B > (2)

Nach.Satz 1 [1] lassen sich die (bis auf Translationen) eindeutig bestlmmten -

Lésungen von (1) nach dem voraussetzungsgemiB kleinen Quotienten ¢ = Hz/4mx

analytisch entwickeln. Genauer: Parametnslert man d1e zur Konl\urrenz gelangenden»

Flachen durch’ -

S = {(1+ux))x x—(x y,z)ESz} : - 3),

.~ ~

dann gilt » = ' e"u,. Unter der Vora,uSSetzung §> 2 konverglerb die Reihe beziig-

‘lich der Sobolev-Metrik |lu; H*(S?)[| = (1A% L?(Sﬁ)ll2 + lu; Lz(Sz)lP)’/2 In dieser

Vorsohnft bedeutet 4 = (—4 )‘/2 und
1 8 . 2 1 o -
sino o ¢ EX) + gin? ¢ Jg®

s7e R
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~ den Laplace-Operator der Sphéife iS2, bezogen auf die Kugelkoordinaten

‘zu (4) durch Differentiation - .

x-rsw:?cosgo, y = rsind sin ¢, z—rcosz?

Die Losungsflachen besitzen neben einer hormontalen Symmetrieebene Rotations-

symmetrie beziiglich-der 2-Achse. . N
Wir berechnen hier neben dem schon in [1] angegebenen u, (dort mlt einem fehler-

haften Faktor) auch den zweiten Koeffizienten u, der obigen Reihenentwicklung.

- . 2. Wir beginnen mit den Entwicklungen fiir Oberfliche °

S = S(u f (I 4 ) (1 4 [Vul2/(I 4 w)2)12 d§e
Y= [ (2u 0?4 271 V) dS* o+ Ofu?)
4 7 Vul) a5 -

(der Gradient bezieht sich hier sowie spiter an entsprechender Stelle auf die Sphire

S2) und Volumen 2 = f (1 + u)®dS%3 der Figur (3).

Dle magnetische Energle (2) 148t sich durch den ‘Minimalwert E des (bei f1x1ertem A
u) quadratischen VarlatlonSprobIcms ; - :

21f,u]Vy:de-}—(,u—l)f@tp/azdx—>Mml . o 4)
R* - .

~

wie fblgt ausdriicken (S [n: .

| En = —H(49/2 + E/4.7z) . mlb E= —2-i f,u Vyirde. . (5)

R . BI .
7= (= 1)/4n 1st die nach Voraussetzung Lonstante magnetische Suszeptlbxhtat
des Ferrofluids. VereinbarungsgemiB ist bei der Integration iiber das (nichtmagne.

tische) Komplementirgebiet CQ stets u gleich eins zu setzen. Zur Entwicklung von
E:E = E(0) + (E'(0), u)-+ 271E"(0) {u?} + O(u3) ist -neben der Konfiguration u

. (bzw. S8 =-8(u)) eine zu u + tv gehérige Schar 8, = S(u + tv) von Nachbarflichen

einzufiihren. Das nach: (4) zu konstruierende Magnetfeld zu S, sei (¢, z). Seine par--
tiellen. Ableitungen 9y/dt nach der Variablen ¢ bezeichnen wir abkiirzend mit 4:
(x) = o(0, z)/0t. Wie die Felder p hingen die Funktionen ¢ von der Konfiguration
u ab, dazu tritt zusidtzlich die (lineare) Abhdngigkeit von ihrer Variation v. Im Text
sind diese Variablen dem jeweiligen Zusammenhang zu entnehmen. Mit oberen Signa-
turen kennzeichnen wir schlieBlich die Einschrinkungen p~ = y,g, p* = Y auf 2

~ bzw. CQ und ihre Grenzwerte lings S.

Die erste Variation des Minimalwertes £ ist durch leferentlatlon des Integra]s :
E(u 4 tv) zu bestimmen: .

(B'(w),v) = — [ Ty Vi de — 2"f (u |Vy~[? — IVw“I"’) (1 + wPovdS?. (6)
' R* i S oo .

Ahnlich folgt aus den Vqriatioﬁsgleichungen
[ uVypVode + (u~1) [ dplozdz =0 ) m
R’ 9 -

-

f,quVq)dx—}—f szp — Vy* + (u — 1) Vz) Vo(I —{—u)zvdS2=0.‘.(8)A
R, . . "
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Zu (7) gehoren die Eulerschen Gleichungen
o 'Ay)=0 '1:11 R3\ S, . .
Y= —p* =0,  pdy/on — oy*/on & (u — 1) 62/on = 0. lings S,
—aus denen im Spezialfall u= 0 ' R _ »
' ‘pm=Arcos®, yt=(A/)cosd mit A=(1—@/@+p (10)
' folgt. A_llgeméin gilt wegen der Sprungrelationen: In (8) ist die Linearform
| 9 — Sf V(uy™ —v* + (u — 1) 2) Vo(1 + w)? 0 dS?

©)

- . . .o~

nur von den Randwerten ¢|s abhingig. Das impliziert N
JuVypVypde= —21 [ V(= = p* + (u - 1)2)

‘R, ) A s A . — -
’ V(™ + ') (1 + w)? 0 dS?,

>

“wonach (6) in der Form ,
B (W), ) = 2730 — D[ O O+ +w.+><1+u> wag: (1)

geschrieben werden kann, - ' -
Erneute lefcrentlatlon fiihrt zur zweiten Variation, deren Werte wir h1e1 nur fiir
" = 0 notieren: . .

BO) o, wh = 2 - 1) [ (V7 9yt + Ty Vi 4 9 +
) ’ . - st

S wdlor(Vy Iyt o )
+ 2w(Vy~ Vot + 97 + p.t)) v dSt. o (12)

‘ In dieser Formel ist 4 zur Variation w zu bllden im Hmbhcl\ auf (8), (9) ist dazu das
' Kopplungsproblem ' '

. 4y =0 in R3\ 82, , ) .
poy=/on — 39t/on = div (w V(uy~ — p* + (u — 1) 2)), .13y
$~ — 9+ = w(dyp*/on — oy~/on) lé{ngs S? ‘

zu 16sen (div und. V bezic’hen sich auf die Sphare S2).
Die Nebenbedingung Q(u) = 4n/3 ist (lokal) dquivalent zu
. . 1

u—’l)-*—f(‘l)) 1|st v E 1|s| .‘ : . : . (14)
mit f(v) = —f (v% + ¥%/3) (382/47z + O(v*). Fiihren wir (14) in unsere Enthcklungen
ein - .

S(v) = S(v + fv) 1) = 4;n + [ (2‘1 |\"'z)|2 — v — (2/3) ?) dS? + 0(1)4), .
[ st " ) " . X -

E@) = E(v + {(v) 1)
L= E(O) + (E(0), v)
— (4n)" (E'(O) I f ? diS? + o lE”(O) o + O(va) ‘ o

2 . A
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dar"m geht die Gleichgewichtsbedingung (1) in . ' -
- 'S'(v) — eB'(w) =0, e = H¥4nax, . . T - (15)

iiber; man beachte (5). . . - , - '

Bemerkun‘g: (15) kann durch die Gleichur_lgen ) - o

'\‘. - (§'(v). —eE(v),w)—O firalle we I+ n LY i o .(18) -

ersetzt werden, wobei L die lmea,re Hiille der Funktionen Tige (z' =1,2,3) berelch-
. net. o - . . : o e . - -

. Bew\_eis: MiQ der Abkiirzung F —-‘S — &F folgt aus'(15) L
= (@), w+ f0) 0l D = (P, 0) + 10 o) Fw, D
=(F'(u), w) — X2 (u), w) fir we Lt~

- und A = F'(u) 1/ (u) 1. Die restlichen Gleichgewfchésbedingungen

T (P - @), x,-ls,'>='0 =123 : -

.\.,

N

md -‘wegen der Translationsinvarianz der betelhgten Funktnon&le automatlsch er-
fiillt. In der Tat gilt fiir translatlonsmvanantes J oo -

(J(u -—Vx.Vu/(l—i—u)_O (z_l23)
1dentlsch inwu, woraus J'( u), xi) = Ofolgt sofern (J'(u), w) = 0 fur w € Ll zutrifft I )

Nach. [1] besitzt (16) eine eindeutig bestimmte Lésung v € I+ n L! mit der Ent- '
chklung v = ev, + €%, +, 0(83), v; € 1 L n.L!. Ein§étzen und Koeffxznentenverglexch
fiihrt zu- ‘ . . )

| f (O Vo~ @) dST= @O,
— - . . . .
) f (V02 w — 2'0210) dS? = g(w) IO .
= f (2002 — (2n) 0, B(0) 1) w dS* + E"(0) foy, ).
” | | (18).

Da naLch (10), (il) , . .
(E'(0), vy = 27142 f (6Py(cos 9) '— (u + 2))vdS® - T
S st ,

gilt (P;-sind die Legendreschen Polynome), bedeutet (17), dall
—dv, — 20, = 3A42Pj(cos 9),  d.h. o, = (3/4) A2Py(cos 9)

ist. ;}2 ist in zwei Schritten‘zu berechnen:
1. Losung des Kopplungsproblems (13)

A9 =0. in [R"\Sz ' ~

. . A 1 o e — s J
P " = s smz9 ag (v sin® ”) 'A( 2P1 + 128y),
b = % = —Bo,c08 0 = —(9/20) ANEP, + 3Py 1
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'Di.e Lésung lautet T ‘ . e .
. 271 4 . 9
= —— b= —— A3 P - —2).
VT T0. T 2\71.)” v 10 A, (r? Preg .
. 2. Einsetzen in (12)bzw.~ (18): T . e

- E"(0) {v,, w} = E(0) {w, v}~ ‘ T B -

- ._21(/1—1)'[(1/);1/): +1/’z'l’z +wz +V’z

-+ n(2/0z + 2) (W ps* + vir + . )_)wd'32
; —3A4f(10P4—%P2 _(2+”+ A)Pz)gdsz,
S .

(fiir w € 11) baw. L

L 7T . /18 \_\
o= [ {855 (3 3 ).
. . St : - N

Von (18) lesén wir jetzt

- 9 (13 [T L
Uy = — AS A - .
- defEnhedn) L
ab. FaBt man die Entwu;klungen fiir v und u zusammen, o folgt endgiiltig
u= % A% P,(cos D) - - : -7

1

+ 5 A“82 ( 50 (218 + % A) P?(co§ 9) + ;—g Pf(cos 19)) + Q(e").
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