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Approximation durch Lösungen elliptiseher Randwertprobleme **• 

auf offenen Mengen II') 

U. HAMANN 

Herrn Prof. Dr. L. Berg zum 60. Geburtetag gewidmet 

Es sei Dc R" ein beschranktésglattés Gebie, .Q1. c T2, cI1 èiii beliebiges Gebiet und'L em 
elliptischer Differentialoperator auf £1. Es wird gezeigt, daB jedeFunktion v € C(Q1) (0 Ic 
<cc) mit Lv = 0 in DL durch Lösungen elliptischer Randwertprobleme bezuglich Q in der 
C1(Q1)-Norm approximiert werden kann, wenn 0 1 die eingeschränkte Kegeleigenschaft besitzt. 
Hycm Q c Rn orpaHnqeHHa2h, riiaAHaA 06JIaCTh, D1 c c £1 rno6an O6JIaCTbH Laumn- 
TnecKutt HnepeHiHaJibHwfl onepaop Ha £1. ,LoxaauBaeTcR qTo Ma)eoe pemeiae ypaB-
Heuii Liv = 0 B 01 MB npoeTpaHCTBa Ck(Q1 ) (0 !!;^ Ic < co) MO)RHO a llnPORCHMHpoBaTb B 
Ck(Q1)HopMe pemeHMHMB aznHnniiecxux HpaeBbFX aajaq oTHocHTenbHo £1, ecjig .Q1 nMeeT 

orpauneoe }coHHMecRoe cBoflcTBo.  

Let £1 c Ro be a bounded, smooth domain, DI c: Q1 c Q an arbitrary domain and L an ellip-
tic differential operator on D. It is proved that every function v € Ck(Q1) (0 ' k < oo) 'w, itl 
Lv = 0 in Q can be approximated , in the Ck(51).norm by solutions of elliptic boundary value 
problems with respect to Q if £11 has the restricted cone property.  

Gegeben ei' ein elliptinches Randwertproblern in' eiñem Gebiet £1 R n mit'dem 
Differentialoperator L sowie ein Gebiet Q1 ==.Q. Wir lassen die' réchte Séite äer 
Differentialgleichung lediglich auf einer vorgegebenen offenen Menge U c Q \ 
variieren - auf Q \ U soil sie stets Null sein ; ebenso sollen die Rand vorgaben auf 0 Q 
Null scm. 9)1(Q) sei'die Mèng der Losungen der so entstehenden Randwertprob1em 
Insbesondere genügen dann alle u E JJ1u(f1) der homogenen Differentia lgleichung 
Lu =0 in der Umgebung Q \ U von Q1 . Mittels dieser Funktionen aus Jl(Q) sollen 
nun Fünktidnen vaus C"( 1 ), die mD1	Q \ U Losung dr homOgerien Differntia1-
gleichung L-v = O'sind, in der Ck(Qi )Norrn approximiert werdOn. Ob sämtliche solche 
Funktioneri v in dieser Weise approxiinierbar sind; hangt von der Struktur des Rande 
Q1 ab. In der vorliegenden 'ATheit wird gezeigt, daB dies für alle k Omoglich ist 
ofern Q1 die sogenannte eingeschrankte Kegeleigenschaft besitzt. 

• In der'Literatur liegen für den Cauchy-Riemann-Operator. 'und fur, den Laplace-
Operator 'zu einer ähnlichen Approxiinationsproblematik zahireiche tiefliegende 
Ergebnisse vor. Diese Resultate beschränken sich aber auf den Fall k = .0. 'Die dort 
verwendeten Beweismethoden gind speziell für these Differentialoperatoren und für 
k = 0 zugeschnitten. Daher rnUsseh für die oben beschriebene' állgemeineré Situation 
andere Beweiswege beschritteu werden.  

Wdhrendes also in diesem vorliegenden Teil II der Arbeit urn die C1(Q1)-4pproxi- 
mation von Losungen der homogenen Differentialgleichung in Q1 geht, wurde mm 
Teil 1[6] die 'gleicheProb1ematik 'für die Approximation inSobolev-Räumen be- 
handelt:	 '	 &	 - 

1) Teil I der Arbeit ersch,ien in Band 9, Heft 3 (1990) dieser Zeitschrift. 

4 Analysis Bd. 10, Heft 1 (1991)
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1. Voraussetzungen and Definitionen 

1.1. Es sei Qc Rn ein beschränktes Gebiet mit einem C-glatten Rand 012. Vom 
Differentialoperator 

L = ' a. (x) D	(a € C0(f)) 
IaI2m 

und vom System 

B = {B5 } 1 m	(B, = Z Bj. (x) D, Bj.. € C(Q) 
IIm, 

von Randoperatoren auf aD forderri wir folgendes: 
1. List auf T2 eigentlich elliptisch (s. z. B. [14: S.146]). 
2. B At normal (B. z B. [14: 8-.214]). 
3mj 2m-1furj=1, ,m 
4. B uberdeckt L auf W (5. z. B. [11: S. 162]). 

Zür Abkiirzung Setzen wir Bu = {B1u Q } 1 .	 S 

1.2.. Es sei U ç: Q eine beliebige, dann aber fest gewahite offene Teilmenge von .Q. 
Wir definieren 9?(Q) = {u E C°°(Q): supp Lu U, Bu = 0). J(Q) besteht gerade 
aus den L6sungen von Randwertproblemen der Gestalt Lu = / in Q, Bu = 0, wobei 
fin 00 00 (U) varnert 

1.3. Es sei L* := f ( 1)11 DA (a(x) .) der irn Sinneder Distibutionentheorie formal 
II2m 

duale Operator zu L. Wir formulieren für thn in einem Gebiet f2 9 Q die folgende 
EindetUigkei18el7en8chaft . de8 Cauchy-Problem8 im Kleinen, .woIei.o) Q;.irgendeine 
mchtleere offene Teilmenge ist 

(U1) 

These Eigenschaft ist beispie]sweise erfüllt, wenn die Koeffizienten von L* auf £ 
reel analytiech sind. 

14. 1st X ein normierter.Raum, so wird mit X' sein Dualraum und mit (F, f) die An-
wendung einçs Funktional FE X' auf. ein Element / € X,bezeichnet. Sind X und Y 
normierte Räume, so sei L(X,, 1') die Menge aHer stetigen und linearen Operatoren 
'von I in Y.Fili' A € L(X, Y) sei A'.,€ .L(Y', X') de! duale Operator. .. 

1.5. .Wir definieren 68(.Q). = 00 00 (Q), wobei die AbschlieBung in der C'()-Norm er-
folgen soil. Die Elemente von (O'(Q))' können als Distributionen der Ordnung 8 auf-
gefaBt werden. Für kompakte Mengen K Al sei 

= {T € (C'(14)' supp T K), 

= {F € (61(Q)) ' : supp F 

Jedes Element aus (O(Q))K '. kann eindeutig zu einem Element aus (C(.))K ' fortge-
getzt werden. In diesem Sinne soil (O(Q))' = (C'(Q))' verstanden werden. 
(8 0, 1 <p < oo) sei die AbschlieBung von C0°°(A2) in der Norm des Sobolev-
Raumes W'(Q) und	 - 

W(Q))K = (* a(Q)) := {/ € W(Q): supp / K}
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W 8 (Q) := (1118 (Q)) ' (s 0; I/p + lip' = 1) soil der Duah'aum von 48(Q) Sein. 
Weitérhin 8ei (W;,8(92))K := {F E W;.8(Q): suppF K}. 

1.6. Wir woilen jetzt die eingeschriinkte Kegeleigenschaft définieren. Dazu iundcha 
die Definition eines Kegels: 

Definition 1: Der Kegel K(x, v, h, c) mit der Spitze in z E R, der Höhe h und der 
durch den' Einheitsvektor v gegebenen Achsenrichtung soil die Menge aller Punktë 
Z = x + 1(v + en) sein. Dabei gelte 0 < £ < h und 0 ^-. 8 < C. und der Vektor n 
durchlaufealle zu v senkrechten Einheit gvektoren. Mittel der positiven Zahi cwlrd 
die GröBe des Offnungswinkels ausgedruckt. 

Definition 2: Das Gebiet P 1 R' besitzt die eingehrankte Kegdeienecha/t, 
fall zu jedém x E aQ éine dffene Uthgebuii U und eiri Kege1'K(O;'v h';c)'exi-
stiert, so daB K(z, v, h, c)	£7 für alle z E P1 n U gilt. 

2.' Hauptergebnis und Literaturüberblick	*• * 

Es sei P1 c	P ein beliebiges Gebiet. Für ganze Zahien k mit 0 'k 'zdo definie-




ren wir
S"(Q1 ) = {v E Ck(i): liv = 0. in Q1}. 

Wir kommen nun zur Formulierung des Hauptergebnisses der vorliegenden Arbéit 
Sata: L* beeitze in jeder Zveammenhangskomponente von 9 \ F2, die Eigenecha/e 

(U)8 . Weiterhin liege in jeder Zu8ammenhangekomponente von 9 \ Q1 eine niehileere 
of/one Teilmenge von U cc P \ Q1 . BeelIzI dann Q1 die einge&ihrankte Kegeleieneehaft, 
80 gilt Sk(Q1) 9)l(Q)o, (Ab8chlie/Jung in der C k(? i )Norm) für alle k mit 0 .k <,00' 

Zujeder Funktion v E , Ck ( 1 ) mit Lv = 0 in Q existiert.unterdiesenVoraussetzun- 
gen also erne Folge (U,)100	9) u(P) mit IIUIIQ, - vjjck ( Q ) -> .O . Dabei ist zu beachten, 
daB, für ailé 1, Lu = 0in der festen Umgebung P \ U von P1 gilt. 

Der Beweis des Satzes beruht auf den folgenden beiden Lemrnata. 
Lemma 1: Ee 8ei P1 = * bi (x) 1)8 ein beliebiger Differentialoperator 

-	 - 
E C"+'(Q) für Ia = r und b1 E ($(Q) für kxl ;5 r - 1. P1	Q be8itze die einge-
chrankte Kegeleigen8chaft. Dann At ee on jedem Element F1 € (Ok(Q)), mit D°F1 
€ (6"(Q))' für jal ^-, r - 1 und P1 1'1 E (Ok(Q))' eine Folje (çv''	C0°°(P1 ) mil 
(P1 9,,	(PIP, f) für alle / € C0k(Q).  

Die Folge ()°° nimmt eine Sch.lusselstellung fUr ' den Beweis des Satzes em. Der 
'Konstruktion dieser Folge dienen dann auch die meisten Anstrengungen der vor-
liegenden Arbeit. Die Existenz soich einer Folge ist der Ersatz für die (m, p)-Stabili-
tat bei der Approximation in Sobolev-Räumen [6]. Weiterhin ist zu beachten, daB 
die Existenz der Folge (p,) 1 nicht an die Elliptizitat des Differentialoperators ge-
bunden ist. Vom Differentialoperator muB lediglich eine genugende G1ttheit' der 
Koeffizienten gefdrdert werden. 

Lemma 2: Besiizt dae beechränkte Gebiet S2, = R" die einge8chrankte'Kegeleigen-
echaft,80 iet jede Fun/ct ion ave C k(Q1 ) (0 k < oo) in Rn on einer Funk! ion au.i C0k(RT) 
/orteetzbar. 

Diese8 Lemma wird in [7] bewiesen. Der Beweis erfolgt dabeidurch Zuruckfiihrung 
auf den Satz 5 in (11: S. 219].  

4*
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In der Literatur wurde folgende Fragestellung hhufig untersucht: Für weiche kompakten 
Mengen K mit nichtleerem Innern sind beliebige im Innern von K harmonische Oder holo-
morphe Fu.nktionen aus C(K) durch in einer Umgebung von K harmonische bzw. holomorphe 
Punktionen approxirnierbar? Die Theorie der gleichmhBigen Approximation durch h9iomorph9 
Funktionen hat eine lange Geschichte. Bereits im Jahre 1885 erzielte C. RUNGE [10] dazu ersté 
Resultate. Weiterhin sind die Untersuchungen von S. N. MEROELJ&N [9] aus dem Jahre 1952 
zu erwähnen. Ihren Hohepunkt fand these Entwicklung 1967 in den Ergebnissen von A. G. 
VITUSEKIN [12]. Alit Hilfe der analytischen Kapazitht hat or an K aquivalente Bedingungen 
dafür angegeben, daB die obige Approximation möglich ist. Für den Laplace-Operator sind von 
M. V. KELDYSH [8], M. BREL0T [1] und J. DENY [4] derartige äquivalente Bedingungen an K 
angegeben worden. 

In den bisher erwähnten Arbeiten 1st es zugelassen, daB für die approximierenden Funktio-
nen u1 für £ -+ no die Gleichung I,u1 = 0 nur in immer kleiner werdenden IJmgebungen von 
K gilt. Mit Losungen von Lu = 0 in ganz .Q = Q1 hat F. E. BROWDEE [2, 3] approximiert. 
Für elliptieche Differentialoperatoren auch hölierer ale zweiter Ordnung zeigte er S°(Q1) 

Ju l o.: Lu = 0 in Q}. Vorauagesetzt wurde für Q1 die eingeschrtnkte Kegeleigensehaft. Ei.nige 
der von ihm verwendeten Beweisgedanken werden in der vorliegenden Arbeit für die Approxi-
mation von Funktionen aus Sk(Q1) mit k> 0 verallgemeinert. Weiterhin zeigen wir, daB es aus-
reicht, für die approximierenden Funktionen u1 Losungen von soichen Randwertproblemen zu 
nehmen, bei denen die rechte Seite der Differentialgleichung lediglich aul elner beliebig kleinen 
offenen Menge U D variiert wird. 

Mit Losungen von Randwertproblemen hat auch G. WILDENHAJN [13: Theorem 4] approxi-
miert. Er zeigte Sm-1(Q1) )lU(Q)IQ1. Da der Beweis auf dem veraligemeinerten Maximum-
prinzip für das Dirichiet-Problem bezuglich Q1 beruht, muBte für W, allerdings Glattheit ge-
fordert werden. Die Behauptung folgt dann aus der Approximation auf geschlossenen Fldchen 
(vgl.[5: Satz 1]).  

3. Vorbereitangen fur die Bewélse 

3.1. Es Sei B* = {B,*} 1 m ein enteprechend der , Greenschen Formel zu B = {B, 1 m ad-
jungiertes System von Randoperatoren (vgl. [5: S. 287]). Wir definieren 

N = Ker ({L, B}) = u € C°°():iu = 0 in D, Bu = 01 
und	 S 

N* = Ker({L*,B*})= WE C00():L*w= OinQ,B*w= 01. 

/ .L N und N' soil f/hdz = 0 für aile hE N bzw.h € N* bedëuten. Wiein[5] 

(s. auch [61) wird dann der Greensclze Operator 0 definiert. Tm . folgenden Lemma 
fassen wir seine weentlichen Eigenschaften zusammen. 

Lemma 3: Für ails ganzen Zahiens OundallereellenZahlenpmit 1 <p <no 
Olt..........	..	 . 

(i) GE L( W9(Q), W8+2m(Q)), 

/ für allef € W 8(Q) mit/I N*, 
(iii) GLii = u UV fur alle u € W8+2m(Q) mit Bu = 0 (it0 € N). 

3.2. Dan folgende Lemma benotigen wir für den Beweis von Lemma 1. Mit d(E1 , E2) 
bezeichnen win den euklidischen Abstand zwischen Mengen E1 , E2 € R'. 

Lemma 4: Es seien £?, U1 R" of/ene Mengen mit Qj n U1 =1= ø. Weiterhin 
ex8tere ein Kegel.K(0, v, h, c) derart, da/3 K(z, v, h, c) Q 1 für alle z € Q1 n U1 gilt. 
Dann ist d( 1 n U1 + tv, eQ1 ) ^ tC/}/C2 + 1 für alle I mit 0 !!9 I h12.



Approximation durch Losungen ell. Randwertprobleme	53 

B ewe iS: Für 0 < S -<^ 4/2 ist wegen F2, n U1 + iv c 

ii U1 + Lv, aQ1 ) =	r U1 + Lv, R \ £7) 
= inf {I z + iv - xI : z,E Q1 n U1 , x E R\ Q1} 

inf {I z + Lv - x l : z E Q1 n U1 , x E RO,	K(z, v, 4, c)} '


=inf{ltv—xl:xER\K(0,v,h,c)} 
= d(tv, R' \ K(0, v, 4, c)) = d(Lv, K(0, v, 4, c)) 
= min {d(iv, M), h - i} 

^ mm (d(lv, M), 4/2). 

Dabei iSt M die Mantelflüthe des Kegels K(0, v, 4, c) sowie (4 - 1) der Abstand i'.vi-
chen iv und der Grundfläche des KegeI. Wir berechnen jetzt d(Lv, M) = mi {I tv - 

x € M}. Zu jedem Punkt x,E M existiert eine Zahi r mit 0 < r < hsowie'ein zu v 
senkrechter Einheitsvektor n, 80 daa x die Darstellung x r(v -f cii) hat. Es gilt 

Lv - x1 2 = jtv - (rv + cnn)1 2 = (1 - r) v - cnn1 2 = (S - r)2 + c2r2 

= (c2 + 1i [(r - 2 ... i)2 + (C2±1)2] 

also d(Lv, M)	 Wegen IC/(C2 + 1) <4/2 für O t 4/2 ist• 

mm {d(tv, M),h/2}	1c/ Ic + 1 I 
3.3. Für den Beweis des Satzes benOtigen wir die folgende Regu1aritäta.ussage 
(8. [2: S. 211]).	 S	 S 

Lemma 5: E8 8i 8 eine behebi9e ganze Zahi, 1 <p<:oo 8owie K= Q eune kom 
pakte Menge. Au8 ILE (W(D)) und L*U .E (W9 (Q))K /olgt dann u E- (WPS+2m(Q))K. 

Die grund1gende Vorgehensweise beim Beweis des irn 2. Abchnitt formulierten 
Satzes beruht auf der folgenden Folgerung aus dem Satz von Hahn-Banach. 

Lemma 6: £8 8ei X ein norinierter Baum, und X0, X eezen lineare Teilmengen von. 
I mit 10 X1 . 181 für jede8 T € I' mit (T, to) = 0 für alle /0 E X0 auch (T, /) 0 
für alle /1 E X, 80 gilt 10 11. 

Im folgenden Abschnitt wird der Beweis des Satzes gefuhrt. Wir nehmendabei an, 
daB unS dazu das Lemma 1 gchoñ zur Verfugung steht. Dieses Lemma wird dann im 
5. Abschnittbewiesen. 

4. Beweis des Satzes	 - -. 

Der Beweis erfolgt in sechg Schrittén	 -	 - 

1. Es Sei T E (Ck(Q1 )) l ein stetiges, lineares Funktional mit 

(T,ulo)=0	 (1)
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für alle tt E J1(Q). Wir wexden (T, v) = 0 für alle v E Sk(Q 1 ) zeigen: MitteisLemma 6 
erhält man dann die Behauptung.	 .	.. 

2. B E L(Ck(), Ck()) sei der durch R/ = lID 1 definierte Einschrankungsopera-
tot. Dann istB' E L((Ck(i,))',(Ck(A))'). Aug Lemma 31(i) erhalten wir für den Green-
chen Operator GE L(W max {0.k+ 1_2m)(), W k+ 1 (Q)). Wegen der stetigen Einbettun-

gen
Omax{04+1 -2m }(p)c W rnax {0 . k + 1_2m}(Q) 

und
Wk+1(Q)c=Ok() fjfr p> n. 

1st
GE L(F6mftx{0.k+1_2m) (Q), Ck()) ..	. ... 

und . .	 . 
'	G E L((Ck()) , (6mX{0 k+1_2m}(Q))1) 

Es gilt also G'B'T.€ (OTh1O.+.1_2rn}(^))'. Weiterhin istR'T E (Ck(Q))'.Wegen (MT, f) 
(T,-Rh =0'für° .11e/€ (Jk()'knit /0 in einer Umgebung- Evon ? 1 ist -R'T 

€ (O"(Q))	•.	 . 

3. Für jede Funktion 9' E C,-(,Q) gilt nach Lemma 3/(m) GL9, = ,p + p, mit einer 
Funktion p, E N = Ker ({L,B}). Aug N Vu(Q) und (1) folgt (R'T, ) = (T, B9,0) 
=0. Damit erhalten wir 

(G'B'T, Lç,) = (R*T, GLç) = (R'T,q + 9'o) = (R*T, q,) für aile 
qEC0°°(Q),	.. .	.	.	.•• 

also L*(G'B'T) = R'T aid .Q mi disttibutionentheretichen Sinne. Da B'T aif 
konzentriert ist, gilt inabesondere L*(G'R',T) = 0. auf . Q \A. -. 

4. Für alle Funktionen 9) E Co o(U) mit p . j 	= Ker ({L*, B*}) 1st nach Lemma 
3/ (ii) LC19,	als bG'E U1(Q) Aug (1) ergibt sich(G'R'T,q') ='(T,R(G)) =0

für alle these 9,. Daraus kann G'B'T = w0 aid U mit einer Funktion u 0'E N ge- 
folgert werden (vgb [5: 5.295]).	...... ..... -. 

•5.Damit gilt L*(G'R'T. -- wi)' 0 aid :Q \ . und.(G'R'T w) 0áid 
U Q \ Q1 . Aug der,vorausgesetzten E1igenschaft (U,) von L* folgt (G'R'T - w0) 

0 aid	 A' \ Q, EsIA 'ist also 

(G'R!T .-, w0 ) E (6max{0.k+1_2m}(Q)), . .	 - .. . 
und

L*(G'B'T - w0 ) = R'T E (Ok(Q))	..	. . 

Aug Ok(Q) c	 folgt (G'R'T .- w) E (Ok(Q)) 1 . Aus der für p, ->. n ate-
tigen Einbettung :Wp'() 6 k(D) ergibt 8ich (Ok(Q))'	WP'(Q) mit p .= p1

(p - 1) <n/(n - 1). Es 1st also (G'R'T - ti'0) E (W-'(Q)). und L*(G'R'T - w0) 
E (W7'(Q)),. Aug Lemma 5 folgt (G'R'T - to0) E (W7_k_1(fl)),. Für j 
f--. 2m - 1 erhält man dann 

IY(G'B'T - to0) E (W-k-1-II(Q))	(W(Q))c (Ck(Q)). 

6. Nach Lemma 1 mit P, := L* und F1 := (G'R'T -w0)existiert dann ëine Folge 
(q's)i°°	C0 00( 1 ) mit	-- .••.	 -.	 -	

--	: - 

lim (L*9,1, /) = (L*(G'R'T - too), /) = (R*T, /) für alle / E C0k(Q).
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Es sei nun v E 8k(21 ) eine beliebige Funktion. Nach .Lethth. 2 1613t sich viueiher 
Funktion ii ,€ C(Q) fortsetzen. ann gilt wegep supp q, Q1 und Li, .Oin Q1 

(T, v) = (T, Ri)) = (R*T, i3) = Urn (Lç j , i)) 

=lim fL*c,,IQ1 i)I Q1 d,=lim'. fIQ1LvdxO,': 
j-o Q1	l-.co Qo 

d. h. (T, v) = 0 I ...	:	.	.:	. 
5. Beweis von Lemma 1 

Die Grundidee dieses Bewei ges besteht darin, daB die einzeliien Teile des Trägers.pi 
Fi E (Ok(Q)) zunächst in das Innere von Q verechoben wérden. Durch anschlie-
Bende Regularisierung ,entsteheri darn Co 00(Qi )1inktionen, die die cgewunschten 
Eigenschaften haben Urn bekannte Aussagen uber die Faltung direkt benutzen zu 
können, werden wir unseren Uberlegungen zunä	 l ehst den Raum R0 zugrunde egen. 
ErstzurnSchjuB'deg Beweiges wird danh die Eiiischrnkungauf .Q éfolgenDerBe-
weis gliedert sich in mehrere Unterabschnitte.	 .:	. 

5.1. Es Sei	 : ................................	:.. 

0.	 'für	 ...	,•.*_:!_._*_.* 
J(x) := 

lc eh! 2I '	.,.t für	IxI < 1	.	. 
und Jó(x) := ôJ(x/ô) für	ö > 0.	 . ....... 

Die Zahi C wird dabei so gewhhlt, daB f J(x) dx = I und damit aLich f .J(x) dx = 1 
für alle 6 > 0 gilt. Weiterhinsei B 1.:= (xE Re,: Ix' - xoI.< ô } . Es ist 

Jo E C0 (R),	suppJ0 = Bo°,	J6 (x) = J5 (- . x), .	........ 

sup {ID1J0(x)I: x E R}\	c/a+' ..................,	.	
. 

fur.alle a > 0 (D1 := .9/ax1 ) und 't 

.—i für'i=='j

fD,.Jo(x)x,dx=	0 für i =1=j	";:').  

5.2.Irn.folgenciensei stets FE (O(R')) 1 c D'(R'): Die Faltung von F mit q E C000(R) 
ist;durch (F:*q) (x) =.(F(y),q'(z —.y)):definiert.Es gilt;  

(F *9,, ') = (F, *	(q(x) = g( _x))' fur alle	,, € ó0o (Rn)	(4) 

6.3. Es sei v0 € R" em 
I 
n fester Vektor. Fur Funktzonen defmnmeren wir den Verscbie.. 

bungsoperator H01 durch (H00 o f) (x) = /(x ± v0). Für F € (6k(R"))j, sei H01 o F 
erklth-t durch	 ...	.,. .	.	..	. 

(H01oF,q)=(F(y),q(y— v) ,(F,.Ho'q) -fürál1e ....EC0(R"). 
Es gilt (supp F — v0 := (z — v0 : x € supp F))	 .. : 

supp (H01 o F) = supp F v,	.(H0 o F) * J\E C0(R).

und

supp((H010F) *J6 )	{x ER:d(x;8uppF — v6). ^ O}. -



56	U. 

5.4 Für / E C0k(R z ) definieren wir den Stètigkeitsmodul 

	

= Z sup (D/(x) - D'f(y)I: x, y  R , ix - yJ ^5 6)	(6 0). 
S	 S 

Es gilt
lim O/(6) = 0	für alle /, E C0k(Rl).	

S	
(5) 

Weiterhin läBt sich leicht da8 folgende Lemma beweisen.	 S 

Lemma 7: E8 8e1 V0 E R' ein fester Ein1ievekior und / E C0 (R') eine beliebige 
Funktion. Dann gilt	

•0 

iiHev. o (J0 * f) - /i j k.a'. ;5 O(t) + O/(ö)	für alle £ 2! 0. 
Dabei 281 il/Ilk R. = IIfIlCk W.) =	sup ID/(x)i 

S IIk ZER	 S	
S S 

Au (F * J6,-,6 , ,) = (F, J0 * p) for alle 6 > 0 und alle %ø E C0 (R) (vgl(4)) ergibt 
sichdas	 S	 -. 

Lemma 8: E8 gilt (F * J5, /) = (F, J6 * /) für;alle F E (Ok(Rt)),,./ E O(1t) und 
aUe6>0. 

Jetzt können wir das folgende Lemma beweisen. 
Lemma 9: E88eiF E (Ok(IV3 )) 1 und v0 ein fe8ter Einheitevektor. Dann gilt


lim ((H_,0,o F) * .lo,f) = (F, /)	für aile / E C0k(Rn). 

Beweis: Aus Lemma 8 und der Definition von H....,1 folgt	
S 

((H_ 1 . 0 F) * J0 , f) = (H_g,o F, .15 * f) = (F, H,,. o . (J0 * f)) 
Aus Lemma 7 ergibt sich .	 S 

(F, H,, o (Jo * f)) - (F, IN = (F, H,,, o (J5 * f) - 1)1	- 

C I IB9V. o (J0 * f) - tllk,a. 

c(o/(o) + O/(t)).	
S 

Die Behauptung folgt dann aus (5) I 

5.5. Das folgende Lemma nimmt eine Schlusselsteliung für den Beweis von Lemma 1 
em. Die Schwierigkeit in seinem Beweis liegt darin, daS / nur stetig ist. Für/ E C01(Rn) 
dagegen iSt die Giiltigkeit dieses Lemmas trivial. 

Lemma 10: E8 eei v0 E Rn ein fester Elnizeil-ovekior, / E C0(R") und a € C01(R). 
Dann gilt furalletL> 0,ô>Oundl	n 

II{D,[H,0. o (J5 * (at))] - aDj[H,,, o (J5 * /)]} - (Dja)fIIoa.	:. 

•	^s 0(1 + £16) (llaII ijj.O,0(t + 6) + IIfIIo.a' 0'(1 + 6)). 
Beweis: 1. Es gilt 

D,[H,. o (J, * (at))] = [H,,, o (D1J0 )] * (af) 
und

D,[H,,, 0 (J0 * I)] = [H,,• 0 (D,J5 )] * /.
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Dann ist

o (J6 * (a!)] (z) - a(x) Dj[Bg, o (J6 * /)] (x) 

= f (D1J) (z + £v0 - y) a(y) 1(y) dy - a(x) f (D,Jo) (x + tv0 - y) /(y) dy 

= f (D1.16) (z + £VO - y) /(y) (a(y)	a(x)) dy =: 1(x, t, 6). 

2. Es gilt 1(y) = /(x) + (1(y) - 1(x)) und 
J. 

a(y) - a(x) = E (y - x) D,a(x)	. 

Ey (y, - x,) (D(x ± ø(y - x)) - D,a(x)) 

(0 < 6 < 1).,.Wfr zerlegen I(x, 1,6) in drei Sunden: .	:. 

= f (D1J) (x + 1v0 - y) /(x) (^' (ys — x) Dia(x)) dy' 

+ f (DJo) (x + tv - y) (1(y) - 1(x)) 	(y, - x,) Dsa(z)) dy 

+ f (D1J).(x + tv	) f(y) Z (Yi - z1 ) (Da(x,+8(y - x)) - Dia(x))) dy. 

= : I(x,t, ô)± I2(x,t, b)'± 13(x, 1,6).	
..	t 

3.̂Es.,gilt 

11 (X, 1,6) = 1(x) (Da(x) f (D1J6 ) (x + 1v0 - y) (yj —xi ) dY). 

Aus (3) folgt	 . 

f (D5J) (x + 1v0 - y) (y, - x,) dy 
= {	

(i, = 1, , n) 

Daraus ergibtsich I1 (x, 1,6) = /(x) Dja(x) fur alle I 0 und 6> 0. Es ist a10 noch 

1112 + 'Slka' ^5 C(1 + 1/6) (IlaII 1.R Oi0(e +. 6)'+ II/IIo.a" O'(t ±6)) 1	(6)


Zn zeigen. 

4. Fui jedes x E W' gilt	
.• 

1 12(x, 1,6)1 ;5' D.a(x)l f I(DJ'o) (x + tv, - )I 1/(y)— /(x)I Iy .— xI dy. 
Ba :4W, 

Esist J(D,J6 ) (x + 1v0 - )l ;5 016 n+ 1 für nile x, y  It" undaile t ^ ,0ö > 0 (s.(2)), 
IN — .xd.	I ,-zl	-±"f'y E B + ,,,, ferner  

sup {l/(y) - /(x)I} 5	sup {I/() -. /(x)}= O0(S + 6),- 
X4IER 

V x+evs	 z—yIe+ô 

Ba 
f ldy=C6".	..	.	 .	.
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Daraug folgt
C 

1I2 (x, I, ó)	' D1a(x)I	01°(t + 5),(t -F- ô Cô 

( I '+ .	jaJ j .. 010(t + ö), 

aI8o	 .	
•0 

11 12(, I, ô )Itoa ..	CO + i/a) IIalII.R O°(t + ô).	 (7) 

Durch ähnliche Uberlegungen erhiilt man	 --•	 . 

II3(, I, Ô)j!o.R ..	C(1 + i/a) II/PIo.R O'(t + ô).	 (8) 
Aug (7) und (8) folgt (6) und damit die Behauptung I 

Aug Lemma 10 fo]gt durch Anw-endurigder LeibnizàcheñProdiiktiegé1das 
Lemma 11: E8 8e1 V0 E Ro ein/e8ierEin/zeitvekior, / E C0k(RI) und a E C0+1(R'. 

Dann gilt /ür alle t ^!! 0, ô> 0 und 1	j,	.	. . 

II{D1[H1,. o (J * (at))] - aD,[Ht . o (J6 f)])— (Dja) I IIk.R' 
^ C(1 + t/O),(IIalI+j..O/(i±ô) +IJ/1Ik.R O,/'(t + a)). . 

5.6. Mttel4 Iemma 7 und 11 kann die folgende Au8øage bewiesen weden. 
Lemma 12: E8 8e1 P = * b. (x) D' ein beliebiger Dif/eren€iakperator, mit b 

I a I r	 ..	 .	. 

E C0k + 1 (R 1z ) für Jaj = r und b, E C0k(Rt1 ) für lI ;5 r - 1. Weilerhin 8ei F E (Ok(R))b. 
ein Element mit D'F E (Ok(R n ))' für Jai r - 1 sowie v0 E R n ein fe8ier Einheilr

.
 

vektor.	,.	 .. 
-I	•*..-	.	%..	.	,,,..	I-	•-'	I 

(i) Es gilt 

lim (P(F * J6) - (PP) *.F6, /) = 0	für alle / E C0k(Rn ). ..........(9) 
.	 . 

(ii) Für a(t) moge	a(t) flir ails I > 0 mit einer Kon8tantenc1 > 0 8owie a(t) 0 
für. 1	+0 geliem. Dann, i81 ..	•.:: . ..	..........., ., 

tim (P((H_ 1,, p P) * Jot ) )) —: (H_ 10 oPF) * JO),); f) = 9	 (10) )-'-+o 
für alle / € C01 (R").	 -. - 

Bewei: 1. Eg gilt für alle / € C0k ( R ?8 ), a > 0 und I 0 

(P((H_,,. o F) * J6) - (H_,,, oFF.) * J6 , ...	 . 

= * (ThF, H,, o (J6. (bj)) - b. (H,,' o (J6 * I))). 
IaIr	.	.......	.	.	.	 . . . 

2. Für Jai ^5 r - 1 ist D'F E (Ok(R n ))' und b,f € Cok(R).Aug Lemma 7 folgt 

urn IIH,,. o (J5 * (bj)) -- (bf)IIk... = 0 
t.o-I.+o 

und
urn IIba(Htv. 0 (J6 * f)) - (b3f)Ijk.a.. = 0.
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Daraus ergibt ioh	 S. . . 

lim iIH,,. o (J6 (bJ)) -. b(H,,, ° ('o - I)) IkR=0.	
. 

	

•	 .	 ..	 •	
5 

Wir erhalten also	.	..	.. .	..	..	.	 . .	. 

lim	E (DaF, H,, o (J5 - (bi)) - b(H,,, o (J6 - /))) = 0	(11) 
&O-++O j aIr—i	 .	-	. 

fur salle / € C006) Insbesondere ist (fur g 0) 
hm	' (DF, J6 - (bj) - b(J5 - /)) = 0	 (12) 

3 Zu jedem Multundex x mit IcI = r existiert em Multundex y mit yj = r - 1 
sowe em), 1	n,mit D = D,Dr E ist b E C0k+i(R) fur ja = :r. Furl ^ 0 
und ö> 0 gilt-.	•	..	.	5 .	 •	..	.5*	5.*..	.5--.*	.,," 

(D*F,H,,, o (J5 - (b.1))- b(H,,, o (J0 - /))) 

•	_.(D"P,;D,[H,,.o,(Jo - (b,/))i - &.D,[H,,..o (J0 */)]	•.. 

	

- (D5b) [H,,, o (J5 - /)])	 -!

Aus Lemma 11 und Lemma 7 sowie der Dreieckungleihung folgt 

o (J0 - (b,/))J - b,D,[H,,, o (J* f)J —(DA) [H,,,ó (J5 - I)] 1k.R" 

^5 Di'	 o (J6 - (bj))] - b3D,[H,,, o (j6'- /)]- (Db) 
111kR 

	

+ II(D,b ) [H,,, o (J0 - I) - /lIIk.R	••	.	•	s	 . : 

C (i +	(II1IkI1.R' O/(t .+	+ II/!I,a 0(1+6)) 

.	+ IIbII+i11(O?(6) + O/(t)) ..	.	•.	 .	 - S 

4. Für t = 0 ergibt siçh daraus	 .	
.5 

lim	- (bj)) - baDg(Jô * /)	(Djba ) (J0 *f)IIk.R = P 6-+•4•o	 5,.	
.	 ,•	 5..	. .. . 

und damit K-DF;Jo *(b/)— b,(J5 */))-0 :( -- +0) für ]a =r, woraus zusam-
men mit (12) die Behauptung (9) folgt. 

.6. Nun zum Bewei von (10). Aus den Voraussetzungen für NO folgt. 0(1) 1/c1 
für alle 1> 0. Aus der Abschätzung im 3. Beweisschritt ergibt sich dann: 

urn IID5[H,v.o (Jo( s ) - (b,/))J — b,D1[H,,, b (Jo(() -* /)] 

- (D/) [H,, o (Jo(s) * /)I 1k.R' = 0 
unddamit	 --	- 

urn (DF, H,,, o (Jo( s) - (bj)) — b. (Ht.. o (Jo( s) - /))) = 0 

für alle x mit joil = r und ails / € 00 (R'). Zusam men mit (11) fólgt hieraus die Be-
hauptung:(10) I .	.	-,	5	

5,. .	 .	 .•	S
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5.7. Aug dem folgenden Lemma wird sich das Lemma 1 a1 Folgerung ergeben. 
Lemma 13: E8 8e P = E b. (z) Da em beliebiger. Differentiakiperator mit b 

E C0k+1(Rn ) /iir jaj = rund b E C0 '(R") für jai	r - 1. Q1 c R" be8itze die em-

ge8chränkte Kegeleigen&wft. Dann gilt es zu jedem Element F E (Ok(Rt )), mit lYE 
E (Ok(R))' für Jai r - 1 und FE E (Ok(Rt ))' ems Folge ( p,)1 0° C°(Q1 ) mil 
Al , /) —- (PP, /) für ails / E C0k(R). 

Bewei g : 1. Die offenen Mengen U (x E.eQ1 ) seien die Umgebungen entsprechend 
der eingeschränkten Kegeleigenachaft. Au g U {U: x E aQ1} Q1 und der Kom-
paktheit von c9.Q l folgt die Existenz endlich vielér U - wir bezeichnen sie mit 
U1 , ..., UN- mit U (U5 : j = 1, ..., N)	aD,. Zn jeder Menge U5 gibt es einen

Kegel K(0, v,, h5, c5), so daB K(z, v5 , h5 , c5) Q1 für alle z €Q1 n U, gilt. Insbeondere 
1st also z + Ic5 €	fur alle tmit0 <I < h5 und alle z € (11 n U,. U0	Q1seieine 
offene Menge derart, daB U U5: j = 0, .. .; N)	Q1 gilt. Weiterhin soil {i1}0N eine

zu {U,}0N gehorige Zerlegung der Einheit für Q1 oem. Es ist also E C00 (U5) (j = 0, 
1, ..., N) und flo(x) +	+ '7N(x) = 1 für alle x E Q1. 

2. Für F € (Ok(Rn )), gilt nach Voraussetzung lYF € (Ok(R))' für	- 1 
und PF € (Ok(Rn))'. Wir definiern F, = Fi j (j = 0, 1, .2., N). Es ist F = r ' F5, 
supp F5	ri U5, lYE, E (6k(Ri) 1 für lrxl ;5 r - 1 und FE, € 

3. Es sei 65 (t) := 2-'d(Q 1 ii U5 + Ic5 , t3Q1 ) für j = 1, ..., N und t 0. Wegen 
ö(t) ^5 1/2 gilt	0 für £ +0. Weitérhin folgt ails Lemma 4 

(e,/21''1) I f, ã,(t)	fur .0	t :!E^ h ./2,	 (13) 
worauS Sich insbesondere ô,(t)> 0 für 0 < I h,/2 ergibt. Für diese £ is supp (H— j.,
o F5)c ( ii U, ± tv5)c t11 , und wegen d( 1 n U, + 1v5, Q1 ) = 261(t) > 0 gilt 
(H.._ 1 , o F,) * Jo,(j) € C0(921). 

4. Aug Lemma 9 folgt 
lim ((H_,,o PF,) * Jo(t),/) = (PF5 , /) V fE C0k(Rn).	 (14) 

Wegen (13) erfüilt ô,(t) die Voraussetzung von Lemma 1 21(u) . Aug diesem Lemma er-
halten wir dann 

urn (P((H_ 10, o F5 ) • Jo,(:)) - (H_,, o FE5 ) * J(s), /> 0 
t-4+0 

für aile f € C0k(Rn ). Daraus und aus (14) folgt 
urn (P((H_gvjo F,) * Jo,(g)), /) = (PF,, /)	für aile / € C01c(Rt3), 

1 
5. Es ist suppF0 U0	Q. Für . P < I !E^: 2d(170, aQ1 ) =: 2- 'ho setzen-wir 

6, (t) 	1. Dann 1st F0 *J> € 00 (Q1 ). Aug Lem ma 12/(i)undLemma9folgt 
urn (P(FO * Jo.(t)), /) = .FF0 , /)	für alle f € C0k(Rl). 

6. Für 0<1	:= mm {2'h1 :i= 0, 1, .. ., N} ist 
N 

:= F0 * Jd, ( g) + E(H- tvj 0 F5 ) * J55(1) € C0°°(Q1), 

und es gilt 
lim(P1,/) = U PF,,f) =(PF,f)	füralle fE C0k(R2). 

0.	
• 

Die Folge (p,) mit W, := pt.11 hat dann die gewünschten Eigenschaften



Approximation durch Lôsungen ell. Randwertprobleme	61 

5.8. Nun zum•Beweis von Lemma 1. Diese g Lemma folgt unmittelbar aus Lemma 13. 
Dazu 1st lediglich folgendes zu tun: 

1. Durch (F, /) (Ft , (Ino)IQ) für alle / € Ok(Rt) ordnen wir jedem F1 E 
ein Element F € (C1c(R))b, zu. Dabei ist flo € C0°°(Q) eine feste Funktion mit	1 
in einer Umgebung von 

2. Die Koeffizienten b1, . des Differentialoperators P1 setzen wir in den Rn fort zu 
b € C0 1 (IV') für alie a mit ja	r.. Dies ist moglich, weil W C-glátt ist. Aug P1 
entsteht dadurch der Differentialoperator P	b(x) D'... 

IIr 
Jet dann (t,j)i0 die Folge aus Lemma 13, so haben die Funktionen q' := VP 1 1 D die 

im Lemma 1 geforderten Eigenschaften •	. 
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