Zeitachrift f0r Analyals
und ihre Anwendungen
Vol. 10 (1991) 1, p. 49—-61

Approximation durch Losungen elliptischer Randwertprobleme --. - -.,.
aut oﬁenen Mengen II')

U. HAMANN
Herrn Prof. Dr. L. Berg zum 60. Geburtstag gewidmet

- ’

Es sei 2 C R® ein beschrinktes, glattes Gebiet, 2, < 2, = Q2 ein beliebiges Gebiet und"L ein
elliptischer D)fferentmlopera.tor auf 2. Es wird gezeigt; daB jede Funktion v € C¥Q,) 0=k
< o) mit Lv = 0 in £, durch Lésungen elliptischer Randwertprobleme beziiglich 2 in der
C¥(Q,)-Norm approximiert werden kann, wenn £, die emgeschrankw Kegelexgenschaft besntzt

Ilycre 2 — R® orpaRuMyeHHas, rIafkaA o6aacts, 2, C 2, C Q Mobas 06aacTs nlL ammn-
tAdeckntt naddepeHuuanbHUA omepaTop Ha 2. JloKaBHBAETCA 9TO Ka)kioe pemienne ‘ypas-
HewuA Lv = 0 B 2, u3 TPOCTPAHCTBA C¥2,) (0 < k < 00) MOKAO aNNpPOKCHMHPOBATL B
C¥(2,)-HOpMe pelIeRHAMN BILIANTHYECKHX KPaeBLX aanaq -OTHOCHTENEHO £2, eCiu .Ql AMeer
orpanuqenuoe KOHMYECKOe CBOACTBO. ) T g . L

Let Q2 C R® be'a bounded smooth domam, Ql - Q, c Qan a.rbltra.ry domam and L an elllp-
tic differential operator on €. It is proved that every function v € C¥,) Ok < ) "with
Lv = 0 in 2, can be approximated in the C¥(£2,)-norm by solutions of elliptic boundary value
problems with: respect to 2 if £2, has the Testricted cone property. R

e o - ' . ' . E " oy o N . .).!.

Gegeben sei ein elllptlsches Ra.ndwertproblem in einem Geblet Qc R* mit’ dem
Differentialoperator L sowie ein Gebiet 2, —— Q. Wir lassen die rechte Seite der
Differentialgleichung lediglich auf einer vorgegebenen offenen Menge U —— 2\ £,
variieren — auf 2 \ U soll sie stets Nullsein ; ebenso sollen die Randvorgaben auf PYe)
Null sein. My (£2) sei-die Menge der Losungen der o entstehenden Randwertprobleme.
Insbesondere geniigen dann alle u € My (2) der homogenen Differentialgleichung
Lu = 0 in der Umgebung 2\ U von £,. Mittels dieser Funktionen aus 9 (£2) sollen
nun Funktionen yaus C“(.Q,), di¢in 2, —— 2\ U Losung der homogenen Differential-
glelchung Ly = 0sind, in'der C¥(2,)-Norm approximiert werden. Ob samtliche solche
Furiktionen » in dieser Weise approximierbar sind; hiingt von der Struktur des Randes
29, ab. In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, daB dies fiir alle k¥ = 0-moglich ist,
sofern £, die sogenannte eingeschrinkte Kegeleigenschaft besitzt.

~In 'der'Litera'.turA liegen fiir den Cauchy-Riemann-Operator.und fiir.den Laplace-
Operator ‘zu - einer dhnlichen Approximationsproblematik -zahlreiche - tiefliegende
Ergebnisse vor. Diese Resultate beschrinken sich aber auf den Fall k. =.0. Die dort
verwendeten Beweismethoden gind speziell fiir diese Differentialoperatoren und fir
k = 0 zugeschnitten. Daher miissen fiir die oben beschnebene a.llgememere Situation
andere Beweiswege beschritten werden.

Wihrend es also in diesem vorliegenden Teil II der Arbeit um die O’“(Q )-Approxx-
mation von Lésungen der homogenen Differentialgleichung 'in £, geht, wurde im
Teil T° [6] die glexche Problema.tlk fiir die Apprommatlon in- Sobolev-Ra.umen be-
handelt.” .

i

1) Teil I der Arbeit erschien in Band 9, Heft 3 (1990) dieser Zeitschrift.

4 Analysis Bd. 10, Heft 1 (1091)



50 ' U.Hamany

\..‘(

ol

1. Voraussetzungen und Definitionen - -

1.1. Es sei 2 R" ein beschrinktes Gebiet mit einem Cw-glatt,en Rand ag Vom
Differentialoperator

L= } a,(z)D° (a, € C°°(Q))

le]S2m

und vom System

= {B)" (Bf = ) Bj.(x) D> By, ¢ Cm(ag))
lalsmy
von Randoperatoren auf 92 fordern wir folgendes:
‘1. L.ist auf { eigentlich elliptisch (s. z. B. [14: S. 146])
* 2.'B it normal (s. z. B. [14: S: 214]) '
3 my < 2m — 1firj=1,.
4 B iiberdeckt L auf 922 (s. z. B [11 S. 162])
Zur Abkurzung setzen wir Bu = {Bju|ao},",

1 2. Es sei U = Q eine beliebige, dann aber fest gewahlte offene Tedmenge von Q.
Wir definieren My (2) = {u € C>(2): supp Lu = U, Bu = 0}. M (L) besteht gerade
aus den Lésungen von Randwertproblemen der Gesta.lt Ly = j in Q, Bu = 0, wobel
fin Co“’(U ) va.rnert . . .

1. 3. Essei L* :— Z’ (—1)el D‘( (%) ) der 1m Sinne der Distfibutionen‘t,héofie f(-)rmjé,l

duale Opera.tor zu L Wir formulieren fiir ihn in einem Gebiet & S 2 die folgende
Erndeutigkeitseigenschaft des Ca'uchy-Problema m Klenum, wobel (Y .Q 1rgendeme.
nichtleere offene. Tellmenge ist:

75 ' N . O n'

(U.) ' L*u = 0inQ, u_Oaufwc.Q=>u—Oaqu

Diese Elgenscha.ft ist belsplelswexse erfullt wenn d1e Koefﬁzxenten von L* a.uf é
reell analytlsch sind. - ,

frae

1 4. Ist X ein normlerter Raum, 80 wmd mlt ‘X’ sein Dua.lraum und mit (¥, f) die An-
wendung eines Funktionals F € X’ auf ein Element f €. X bezeichnet. Sind X und ¥
normierte Riume, go sei L(X, ¥ die Menge aller stetigen und linearen Operatoren’
von X in Y. Fiir A € L(X, Y) sei 4’ € L(Y' X’) der duale Operator. . : .

1.5. Wir definieren C'?(.Q),: 0,,°°(Q), wobei dle AbschheBung in der C'(!—)j-Norm er-
folgen soll. . Die Elemente von (C"(Q)) kénnen als Distributionen der Ordnung 8 a.uf-
gefa.Bt werden. Fiir kompakte Mengen K 2 sei ,
(@) ={T ¢ (C(D))!isupp T S K},
, (CuQ)x’ ={F € (C1Q))':supp F = K}. :
Jedes Element aus ((*(2))’ kann emdeutlg zu einem Element aus (C*(Q2))x’ fortge-
setzt werden. In diesem Sinne soll (Co(Q))x" = (C*(2))x’ verstanden werden. W,%(2)

(8=0,1 < p < o0) gei die AbschlieBung von C,*(£2) in der Norm des Sobolev-
Raumes W, *(2) und

(W Q))x = (W2 (Q)x := {f € W,*(R):8upp f S K}.
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W(Q):= (W,2(Q)) (s =0;1/p + 1/p’ = 1) soll der Dualraum von W ,4(Q2) gein.
Weiterhin sei (W;*(Q))x := {F ¢ W3 () Supp. FcS K).

1.6. Wir wollen jetzt die eingeschrinkte Kegeleigenschaft deflmeren Da,zu zunachst
die Definition eines Kegels: .

-~ Definition 1: Der Kegel K(x, v, k, c) mJt der Spltze in z € R®, der Héhe & und der
durch den’ Einheitsvektor » gegebenen Achsenrichtung goll die Menge aller Punkte
z=x + (v + sn) gein. Dabei gelte 0 < ¢ < h und 0 < 8 < ¢, und der Vektor »
durchlaufe alle zu v senkrechten Einheitsvektoren. Mittels der posmven Zsahl ¢ "wird
die GroBe des Offnungswinkels ausgedriickt.

Definition 2: Das Gebiet £, = R besitzt die emgeschrankte Kegelezgenecha/t,
fa.lls zu ]edem z € 09 eine offene Umgebung U, uind ein Kegel K (0, v;; AL c,) ex1-
stlert 80 daB K(z, Vs, h,, ¢;) = @, fir alle z € @, n U, gilt:

2. Hauptergebms und theraturuberbhck

Es sei 2, = 2 ein beheblges Gebiet. Fur ganze Zahlen k mlt O = Ic < oo deﬁme-
ren wir : S T
SHQ,) = {vé CHQ,): Lv = Om.Q}

Wir kominen nun zur Formuherung des HauptergebmsSes der vorhegenden Arbext

Satz: L* besitze in jeder Zusammenhangskomponente von £2 \ .Ql dze E’?gen&cha/t
(U)s. Weiterhin liege in jeder Zusammenhangskomponente von 2\ 0, eine nichtleere
offene Tellmengevon U c—— 2\ Q,. Besilzt dann 2, die eingeschriinkie K egeleigenschalft,

80 gilt S¥(2,) S My (2)|a, (Abschliefung in der CK2,)-Norm) fiir alle k mit 0 <-k < oo

Zu ]eder Funktion v € C¥(2,) mit Lv = O in 9, existiert unter diesen Voraussetzun-
gen also eine Folge (u,),°° < My(2) mit ]]u,lg ‘— vlleng, — 0. Dsbei ist zu bea.chten,
daB, fiir allé I, Lu; = 0'in der festen Umgebung 2\ U von' 2, gilt. 7

Der Beweis des Satzes beruht auf den folgenden beiden Lemmata.

Lemma 1: Es sei P, = Z by..(z) D¢ ein beliebiger Dz//erentmlopemtor mit by.a.

aisr
€ C*+Y(Q) fiir |&| = r und b, . € Ck (@Q) fir o] £r —1. Q= Q besitze die einge--
gchrinkte Kegeleigenschaft. Dann gibt es zu jedem Element F, €. ((:"‘(.Q))n mat D°F,
€ (CHQ)) fir |o| <7 —1 und P,F, ¢ (('J*(.Q)) eine Folge (@i co,,w(g,) mit
Py, ) = (P F\, ) fiir alle § € Cok(92). ' ' :

Die Folge (¢;),* nimmt eine Schlusaelst,ellung fiir den Beweis des Satzes ein. Der
Konstruktion dieser Folge dienen dann auch die :meisten Anstrengungen der vor-
liegenden Arbeit. Die Existenz solch einer Folge ist der Ersatz fiir die (m, p)-Stabili-
tit bei der Approximation in Sobolev-Riéumen [68]. Weiterhin ist zu beachten, daB
die Existenz der Folge (¢;),* nicht an die Elliptizitit des Dxfferentla,loperators ge-
bunden ist. Vom Differentialoperator muB lediglich eine geniigende Glatthelt “der
Koeffizienten gefordert werden.

Lemma 2: Besitzt das beschrinkte Gebiet 2, — R" die emgeschmnkle Kegeleigen-
schaft, so ist jede Funktion aus C*(,) (0 < k < o0)in R" zu einer Funktion aus Co*(R")
fortsetzbar. ‘

Dieses Lemma wird in [7] bewiesen. Der Beweis erfolgt dabei durch Zuruckfuhrung
auf den Satz b in [11: S, 219]. - :

4*
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_ In der Literatur wurde folgende Fragestellung haufig untersucht: Fiir welche kompakten
Mengen K mit nichtleerem Innern sind beliebige im Innern von K harmonische oder holo-
morphe Funktionen aus C(X) durch in einer Umgebung von K harmonische bzw. holomorphe
Funktionen approximierbar? Die Theorie der gleichméBigen Approximation. durch holomorphe
Funktionen hat eine lange Geschichte. Bereits im Jahre 1885 erzielte C. RUNGE [10] dazu ersté
Resultate. Weiterhin sind die Untersuchungen von S. N. MERGELJAN [9] aus dem Jahre 1952
zu erwahnen. Thren Hohepunkt fand diese Entwicklung 1967 in den Ergebnissen von A. G.
VrryusagIN [12]. Mit Hilfe der analytischen Kapazitit hat er an K dquivalente Bedingungen
dafiir angegeben, daB die obige Approximation méglich ist. Fir den Laplace-Operator sind von
M. V. KELDYSH {81, M BrELorT [1] und dJ. DENY [4] derartige dquivalente Bedingungen an K
angegeben worden.

In den bisher erwéhnten Arbeiten ist es zugelassen daB far die approxnmlerenden Funktio-
nen y fir ! - oo die Gleichung Lw; = 0 nur in immer kleiner werdenden Umgebungen von
K gilt. Mit Losungen von Lu = 0 in ganz 2 >> £, hat F. E. BRoOWDER [2, 3] approximiert.
Fiir elliptische Differentialoperatoren auch héherer als zweiter Ordnung zeigte er S°(€2)

C {u|g,: Lu = 0 in £}. Vorausgesetzt wurde fiir £ die eingeschriinkte Kegeleigenschaft. Einige
der von ihm verwendeten Beweisgedanken werden in der vorliegenden Arbeit fir die Approxi-
mation von Funktionen aus $¥(£2,) mit k¥ > 0 verallgémeinert. Weiterhin zeigen wir, da8 es aus-
reicht, fiir die approximierenden Funktionen %; Losungen von solchen Randwertproblemen zu
nehmen, bei denen die rechte Seite der Differentialgleichung lediglich auf einer beliebig kleinen
offenen Menge U C {2 variiert wird.

Mit Ldsungen von Randwertproblemen hat auch G. WiLDENHAIN [13: Theorem 4] approxn-
miert. Er zeigte S71(Q,) &S %U(Q)lp Da’ der Beweis auf dem verallgemeinerten Maximum-
prinzip fir das Dirichlet-Problem beziiglich £, beruht, muBte fiir 992, allerdings Glattheit ge-
fordert werden. Die Behauptung folgt dann aus der Approxxmatxon auf geschlossenen Flichen
(vgl [5 Satz l]) o : -

3. Yorbereitungen fiir die Beweéise . : o

-3 1. Es gei B"l = {B,*},'“ ein ent,sprechend der, Greenschen Formel zu B = {B;},™ ad-
jungiertes System von Ra.ndopemtoren (vgl.'[5: S. 287]). Wir definieren

N = Ker (L, B)) = fu€ C°°(Q) Lu=0in@ Bu = 0)

und-

e N*—Ker({L“ B*})-—{w€ C°°(.Q) L*w—Om.Q B*w = 0}.

fL'N und f ‘): N* soll f/hdx 0 firr alle h'¢ N bzw.h € N* bedeuten. Wlem[5]

(s. auch [6]) wird dann der GQreensche Operator QG definiert. - Im folgenden Lemma
fa,SSen wir Seme weSenthchen Eigenschaften zusammen.

Lemma 3: Fir alle ganzen Zahlen s = 0 und alle reellen Zahlen p mit 1 < p < 00
gzlt s
(i)Ge L(W ‘(.Q), 4 o+2m(9))
© (i) LGf = f/w' alle/€ Wi (82) mat | ‘1 N*,
(iii) GLu = u + uo fiir allew € W P FEm(R2) mit Bu = 0 (u € N)

3.2. Das folgende Lemma benétigen wir fiir den Beweis von Lemma 1. Mit d(E,, Eg)
bezelchnen wir den-euklidischén Abstand zwischen Mengen E,, E, € R,

Lemma 4: Es seien £2,, Uy R® offene Mengen mit &, nU, = 4. Wezterhm
existiere ein Kegel K(0, v, h, c) derart, daf K (z, v, k, c) = £, fiir alle z€ £, n U, gzlt.
Dann ist d(2, 0 U, + tv, 82,) = tcfYc® + 1 fiir alle t mit 0 < ¢ < b/2.
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Beweis: Fir0 < ¢t < h/2ist wegen Q, n U, + v 2, . *
d(anU +t0,00,) = d(@, 0 U, + to, R\ Q) )
mf{lz—i—tv - z|: z€ Q, nU,,xE R“\.Q,}

=inf{z4+tv—z|:2¢€ Q,ﬁU,,xe R®*\ K(z, 0, b, c)}f
= inf {{tv — 2|: 2 € R*"\ K(0, v, k, c)}

d(tv, R* \ K(0, v, b, c)) = d(tv, 8K(0, v, k, c))

= min {d(tv, M), h — t} e

= min {d(tv, M), h/2}.

Dabei ist M die Mantelfliche des Kegels K (0, v, k, ¢) sowie (b — t) der Abstand Zwi-
gchen ¢y und der Grundfliche des Kegels. Wir berechnen jetzt d(tv, M)'= inf {|to — z|:
z € M}. Zu jedem Punkt z.€ M existiert eine Zahl r mit 0 < r < k‘gowie ein: zu ‘v
senkrechter Einheitsvektor », so da8 z die Darstellung z = r(v - ¢n) hat. Es gilt

v —zf=|tv —(ro+em)P=|(t -r)v —crn|2=( —r)2 433 ..~

K A AR £ B2 I
=‘°2'+”[( B z+1)+<cz 1)*]

0y, -

2
2pa+1 : N fft'“
also d(tv, M) = te[e* + 1. Wegen ic/(c® + 1) < h/2 fiir 0 < t_; };,{'2 ist .
min {d(t.v, M),~h/2}l2 :c/}?VTl . '
?3[21?31' 2(1?]1) Beweis des Satzes benotngen . wir dxe folgende Regulxmtatsaussage
8

Lemma 5: Eesezaemebelwbvge anzeZakl 1<p< oowwwKC.Qemelcom
pakte Menge. Aus u-€ (W,5(Q))x und L‘u € (W, '(9)),‘ folgt dann u €. (W +2m(Q) ).

Die grundlegende Vorgehensweise beim Beweis des im 2. Abschmtt formulierten
Satzes beruht auf der folgenden Folgerung aus dem Satz von Hahn-Banach.”

i

Lemma 6: Es ser X ein normierter Raum, und X,, X, seien lineare Tezlmengen von
X mit Xo— X,. Lst fiir jedes T € X’ mit (T fo) = O fir alle /o € Xo auch (T, f,) =0
fiir alle f, € X,, sogilt Xy 2 X,.

Im folgenden Abschnitt wird der Beweis des Satzes gefiihrt. Wir nehmen dabei an,
daB uns dazu das Lemma 1 schon zur Verfugung steht D1e8es Lemma. wn'd da.nn im
b. Abschmtt bewxeSen : ' o

4. Beweis des Satzes - : Ce e e L e e

Der Beweis erfolgt in sechs Schrittén: : R
1. Essgei T ¢ (C*(.Ql)) ein st,etlges, Imeares Funktlonal mlt ‘
(T, ulo) =0 ' S (1)
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fiir-alle u € My (2). Wir werden (T, v) = Ofiirallev € S"(.Q,) zeigen. Mittels.Lemma 6
erhélt man dann die Behauptung.

2. R¢ L(C“(Q), C*(Q,)) sei der durch Rf = fla, deﬁmerte Emschrankungsopera-
tor. Dann ist R’ € L((C*(R,)), (C¥Q))). Aus Lemma 3/(i) erhalten wir fiir den Green-
schen Operator G € L{W,max(0k+1~ 2”"(.Q) W, k1)) Wegen der stetigen Einbettun-
gen .

Cmax{0.k+1~ 2m)(g)c W max(o k+1 2m;(_Q)

und
' |4 "‘“(.Q)c C“(.Q) fir p>n. . -
ist '
Ge L(émlxlo.l‘+l—2m)(g) Ot(_('j)) LD e,
und . :

TN e . vt . :.

G' € L( Ck _Q)) (Cmnx(Ok-H 2m}([2))) o ‘ TR

Es gllt also @G'R'Te¢ (C'm“‘° k11— 2""(Q)) Welterhm 1st R’T € (C“'(Q)) Wegen (R'T,
= (T, Rf} ‘0 fiir alle’f € C"(.Q) mlt f-— 0 in einer Umgebung von' Q,'ist R'T
€ (C*Q)3.. . o .

3. Fiir jede Funktion ¢ € C’o°°(.Q) gllt nach Lemma 3/(m) GLyp = ¢ 4 @, mit einer

Funktion ¢, € N = Ker ({L, B}). Aus N = My (2) und (1) folgt (R'T, o) = (T, Rep,)
= 0. Damit erhalten wir °

(’R'T, L) = (R'T,GLp) = (R'T, ¢ + @o) = (R'T, @) fir alle
g€ Co (Q)’

also L*(G'R'T) = R’T auf .Q im dlstnbutlonentheoretnschen Smne "Da R T auf .Ql
konzentriert ist, gilt insbesondere L¥G'R'T) = O.auf 2 \'Q;. . . -

4, Fiir a.lle Funktionen ¢ € C,®*(U) mit ¢ | N* Ker ({L* B*}) ist nach Lemma
3/(ii) LOp = ¢, also ‘Gg'c My(R). Aus (1) ergibt sich!(F'R'T, p) = (T, R(G(p)) =0
fiir alle diese ¢. Daraus kann @'R'T = w, auf U mit einer Funktion w,€ N* ‘ge-
folgert werden (vgl: [5: S. 295]) e : .

5. Damit- gilt L¥GR'T — w) =0 a.uf .Q \ Q, und (& R T - wo) = 0 auf
U2\ Q,. Aus der vorausgesetzt,en Exgenschaft (U,) von L‘ folgt (G”R T - wo)
—Oa.ufganz.Q\.Q, Esmtalso . PR

' . (GIR/ - wO) € ((}mn(o k+l 2m}(_Q )D; . . o
wnd
' L‘(G’R T - wo) —RT¢ (c':* Q));; L
Aus C%(Q) = Cmsx0k+1=201(Q) folgt (G R'T .~ wy) € (CH(Q))5,. Aus der fiir p > n ste-
tigen Einbettung: W, Q) = C¥(Q) ergibt sich (C”‘(.Q)) W *1(Q) ‘mit. p’ = p/
(p — 1) < n/(n — 1). Egist also (FR'T — w,) € (W5*7'(2))z,, und LYG'R'T — w,)
€ (Wp*¥'(2))5,. Aus Lemma 5 folgt (G'R'T — w,) € (Wir—*'(Q))s,. Fir |«f
< 2m — 1 erhilt man dann
D@R'T — wy) € (W2=4-1-11Q))5 S (W;4(Q))5, <= (CHQ))z,-

6. Nach Lemma 1 mit P, := L* und F, := (G'R'T: — w,) existiert dann eine Folge
(P = Co™(£2,) mit . : :

lim (L%, f) = (L‘(G'R'T ~ wo) Y = (R'T, fy fiiralle f € Co¥(@).
[ . RS
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Esg sei nun v € S¥(2,) eine beliebige: Funktion. Nach Lemma. 2 1Bt sich v-Zu'einer
Funktlon b€ Co*(12) fortsetzen Dann gllt, wegen supp ¢ = Ql und Ly = 0 Jn 2,

(T, v) = (T, Bo) = (R'T, %) = lim (L*q1, )

= lim fL‘%I.Q, %|o; d& = lim. f"’ilax Lode =0, ) i i
=00 2, 1-s00 9. .
d.h.(T,v)=01 ST R e T L . e A

L SRR AR : B WAL T " - PR e i
P RO N T I » N S P ORI TS e R RN A SN

6. Beweis von Lemma 1 . _
Die Grundidee dleses Bewexses besbeht darm, da.B die emzelnen Teile des Tra.gers von
F, € (C*(.Q))D zunéchst in das Innere von Q, verschoben ‘wérden. Durch anschlie-
Bende Regulanslerung -entstehen dann C,*(£,)-F unktxonen, die die :gewiinschten
Eigenschaften haben. Um bekannte Aussagen iiber die Faltung dirékt benutzen zu
konnen, werden wir unseren Uberlegungen zuniichst den Raum R® zugrunde legen
Erst.zum Schlu8-des Beweises wird dann die Einschriankung auf Q erfolgen DernBe-

weis gliedert sich in mehrere Unterabschnitte. _ s
6.1. Es sei colee e e D Ly e Ltk
S (11 S UL L SR SR TR R LS .
J(z) §.0. . fir " jzf =1, ¥, 3
eVl o fir 2l <l . .

und J,(x) =6" "J(x/é) fiir 6 > 0

Die Zah! C wird da.belsogewahlt daB f J (x) dz —1 und damlt, a.uch f J,,(a:) dz =1
fiir alle 6 > 0.gilt. Weiterhin'gei B! .:= {z'c¢ RP: |2 — z,|:<6}. Egist’ - "

Js € Co=(R"), supp J, = By, Jo(z) = Jg(Lz), . - T o nad weh

. 2
sup {|DpJs(z)|: z € R} C/§n+1n - o ™ @)

fir alle 6 > 0 (D;:= ¢/0zj)und ¥ -, - ¢
fD;Ja(x) mido = { 0 fir 47 C(l-"'.z . 1"-’12) A LA 2 ('3')

6.2. Im folgenden sei stets F € (C*(R"))3,= D'(R"): Die Faltung von F mit ¢ € C,>(R1)
ist; durch (F:xp) (2) = (F(y), p(z — y)).definiert. Eg gllt Poen o .,, T8 ,.,A. .

(F*g, 'P) =(F,p*y) (¢(x) = ¢(= x)) ful' alls g, w € Co°°(R") ( )

f . . "
5.3. Es sei vo € R" ein fester Vektor. Fur Funktlonen defmxeren wir den Verschle.
bungsoperator H,, durch (H,,.o /) (x) = /(z + vo) Fiir F € (C"‘(R"))a sel H,oF
erklirt durch - :

(Hy,0 F, ) = (F(y), p(y'— vé)‘='.<F,-H-_‘-;,"Q"q>)' --«fiir alle ‘?“tp“é ‘Co®(R").
Es gilt (supp F — vy := {x — v,: z € supp F}) ot

supp (H,,0 F) =supp F = v5, " (H,,0 F) # ¢ Co®(R"). * -+
und
supp ((H,,.o F) tJ,) S {x € Rr:d(z; 8upp F — v,) < 6} ..,
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b.4. Fiir f ¢ C*(R*) definieren wir den Stetigkeitsmodul .

6/0) = X sup (IDf(z) — Dfiy)l:zy € R%Jz —y1 <6 (620).
Es gilt : B ' '
lim 0,"(6) =0 firalle fe€ Co“(R"). . (5)
Weiterhin 1d8t sich leicht das folgende Lemma beweisen. ot

Lemma 7: Es set v, € R® ein fester E'mlwuavektor und f € C¥(R") eine belwbzge
Funktion. Dann gilt

Wi (s #f) = flins < 040) + O4(®)  firalle ¢ Z0.
Dabes iat |flzs := [fllcrmm := =2, sup 1D=f()- PR

l...: ,‘.-"

Aus (F » Jo, 'p) (F J,, * 'I’) fiir alle 6 > 0 und alle "3 Co°°(R") (vgl (4)) erglbt
slch das

. Lemma 8:'Be g’dl (F o J,, /) L (P, J, +f) firialle F € (C'*(R"))’D,,- / e»C#(’-R») nd

alled > 0. oo C R AR il T
Jetzt konnen wir das folgende Lemma beweisen. AR
Lemma 9: Es sei F € (CY(R"))3, und v, ein fester Einheitsvektor. Dann gilt

im ((H_y,0 F) #Js, ) = (F, 5 firalle [ € CH(R").
t,8—>+40 N

Bewels Aus Lemma. 8 und der Defuutlon von H ~to folgt '
((H_,,,,o F) «Jy, /) =(H-yp,oF, Josf) = (F Hy, 0. (Ja * /))
Aus Lemma 7 ergibt sich - : : - L
KF, Hy, 0 (Js %)) — (F, /)] = KF, Hw,0 (Js /) — p] .
= CHw,0 (s /) ~ fllers
’ < C(64() + 64(0).
Die Behauptung folgt dann aus (5) 1
5.5. Das folgende Lemma nimmt eine Schliisselstellung fiir den Beweis von Lemma 1

ein. Die Schwierigkeit in seinem Beweis liegt darin, daB f nur stetig ist. Fur/ € C,1(R")
dagegen ist die Giiltigkeit dieses Lemmas trivial. »

Lemma 10: Es gei v, € R" etn fester Einheitsvektor, /6 Co(R") und a € Col(R")
Danngzlt/uralletZO 6>0undl1<j<n

DA B, 0 (45 % (@h)] — aD[[H e, 0 (s + N} ~ (Dja) flome s
=< O(1 + ¢/6) (llall,g=.6,°(¢ + 6) + IIfllo.r~ 6522 + 6)).

Beweis: 1. Es gilt :
Di[Hto.o (Ja * (a/))] = [Hip, 0 (Djd;)] * (af)

und

Dj[Ht,, 0 (Js * )] = [Hi, 0 (Djds)] + 1.
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Dann ist e i
D{{Hy,o (I, » (af)] (z) — a(@) Dj{He,0 (Js + H] (z) -
= [ (D) (& + to, — v) aly) f(y) dy — alz) [ (Dds) (z + to — ) f(y) dy
= [ (D) (z + to, — 9) f(9) (a(w) = alz)) dy = (.1, 8).

2. Bsgilt f) = /o) + (/) ~ f@) wnd

RN
aly) — a(z) = Z (yi — z’.) Dja(z)

gy

-+ Z (}/- - :c.) (D-a(z + !9(.1/ - x)) ta(x))
0<d<l)., Wu‘ zerlegen I(z, ¢, 45) in dz.-_el;Su_mmqu.en. T
I(z,t,é) S A ' e N TR K S
= [ (D) (& + tv, — y) /(x) Z' (y. - ) D.a(Z)) ay

LS

(DI (& + 190 — D) — f@) (): (v — ) D.a(x)) dy

+ [ (Dps).(z + too — Y) () (Z ¥ — =) (Dia(z + Oy — z)) - D; a(x)))

Ix(x,t6)+Iz(x,t6)+13(z,t6) ' e Lo e

3 EBgllt : -| CL ooy KR B f.;,'. y

Lix, 4, = @ (2 Diate) (D) e+ s — 9 (i — =2 dy)
Aus (3) folgt
' 1 fir ¢=35
I(Di‘lé) (z+ tv, — y) (y‘ - x‘)dy = {0 flu‘ i]
Da.raus ergibtsich I1 (x, ¢ 6) = f(z) D,a(x) fiir alle ¢ = 0 und 8-> 0. Es ist also noch
M2 + Islloms < C(1 + t/6) (llallir~8°(¢ +8) + |Ifilo.r~ 65*(¢ + 5)‘) (6)

zu zeigen.
4. Fir jedes z € R" gilt.

..

(#i=1..,n).

g

(2, 8, 6)] < Z.’ |Dia(z)] [ UDils) (= + two — y)| 1f(%)- — () lyi. — =il dy.
=1 . .Bgﬂa.

Esist |(DyJ,) (z + tvy — y)l < ()/6"+1 fur alle z, y € Re und allet =0, 6 >0 (s 2),
lyi —z].< ly = Z| < 4,6 firy € B, femer o

sup {I/(y) — (@)} = Sup. {I/(y) = f(2)} = 6/ (l +. 6),

VeBz o, Wi/
f ldy = Cs°.
B

z+4ve
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Daraus folgt . ' ' R
1Za(=, £, )| < § (@) 55 5..“ 0,°(z FO) (e oy0ay v it '
' (1 + ) llal). s, a,o(z + o), , )
also . : i‘ | I
s ¢, 5)"0 re = C(1 + #/5) [lafji.x- 910(5 + 5) ()
Durch éhnliche Uberlegungen erhilt man e - SRR
IZa(:» & llo.r = C(1 - #/8) [Iflo.gn 65(¢ + ). : 3

Aus (7) und (8) folgt (8) und damit die Behauptung l
A “Aus Lemma 10 folgt durch Anwendung der Leibnizichen ‘Prddiikf'r'é"gél;dasé" -

- Lemma 11: Es set v, € R® ein fester Emlmt&vektor, / € 0’0"(R") und a € C.}“(R")
Dann gqilt fiir alle t = 0, 6>01md1$7,£n ST e

A

KD Hew, 0 (75 » (ah))] - aDj[Hy,0 (7, + I} — (D;a) /||.n-
S (1 + t6) (lallis1n 676 8) - Ufilern 03 1(e + 8)) -

5.6. Mittels Lemma 7 und 11 kann die folgende Aussage bewiesen werden."!
Lemma 12: Es gt P = } b,(x) D* ein beheb1.ger Dz//erenhalopemtor mat b,
la| =7
€ Cp*+}(R") fiir || = r und b, € Cok(R") fiir || < r — 1. Weiterhin ses F ¢ (C‘"(R"))a.
ein Element mit D°F ¢ (C'(R")) fiir Ial <r — 1 sowre vo € R* ein fester Einherts-

vektor. fous o R S PR
(i) Es gult - o ‘ ’ B . .
Jim (P(F «J)) — (PF)#dyy =0 /ur alle /e Oyt (R") R 1)
(u) Fur 6(!) mége c,t'< 8(¢) /ur alle t > 0 mu einer Konetanten c, > 0 sowie 6(!) - 0
fiir 't — 40 gelten. Dann.vst. - - - .. : G g e e e
e lim (P((H_y,0F) ,.Jd(,,) - (H_,,,,o PRy s Jsp; fy =00 - - (10)
t—>+0

BN

fiir alle f € C*(R").
Beweis: 1. Eg gilt fiir alle f € Co¥(R"),6 > Ound ¢ =0

(P((H-to,0 F) s Js) — (H_o,o PRy s dy fy -+ oo ..
=X (D°F H,.,,o (J,, * (b“f)) -b (H,,,,o (J, * /)))
Lt Jelgr .

2. Fiir |a] < r — 1 ist DF € (CH(RA))' und b € CH(R¥). Aus Lerama 7 folgt |
llm ”H,, (J, » (ba/)) - (baf)“kun -0 N

und

lim kR = 0.

t.8—>+0

o(He 0 (s ) — (baf)
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Dar&u’s"ei'gibtsiclr B T

hm ”H,,,, (Ja * (baf)) - b (Htu.o A */) ”,,w- =0.

“

I

Wu‘ erhalten also x o, e RSN R
" lim (D°F Hip,0 (J5 % (0.f)) — bs(Hw,0 (Js+N))) =00 " " (11)
(X ] ]alSr— h v St %
fur alle e 00*(11'-) Insbesondere ist (furt =0, - R
el o Y. FERI Y
.. lim. X (D°F, Jn(b,f) ‘b (Ja*/)) —0 S e (-12)
PR s I«Isr AR ' N o )

»3._ Zu Jedem Multundex & mnt |¢x| =7 emstlert ein Multnndex y ‘mit |y| = r - 1
sowie-ein 7, .1 < j i< n, mit. D‘ D,D’ Es'ist b, € O’o"“(R") fiir |a| =r. Fur t= 0
und § > 0 gilt-. . N

R

(D-F Hy,o0 (s » (b,f)) — b, (H,,,o (J, * /)))

= _<w Dl[Hw.°(J6*(bJ))]—bD;[Htv.O(Ja*/)] AP
SR HioWonply: T
Aus Lemma 11 und Lemma 7 sowie der Drelecksunglexchung folgt, v
P || DB (s * Bu)]) ~ b.Dj{Hue, & (578 )} = (Dib.) [Hig, S (T n />1||. B~
U SIID H..,.o(Jn(b./))]-—bD;[H,,.o(Jum - (Diba)/"utn
+ DA i (s %) = fHlene S e

LI

= 0 (1 ) (Bl e 0¥+ 8)+ Wl 85704 8)
o Blleeime(BAO) + OF@).

4. Fir ¢t = 0 ergibt sich daraus

<

Jim IID;(Jn(b,/)) —bD,(Jnn (be)(Jo*f)”uv-—O

und damit (D‘F Js % (b.f) = By(Jy % f))'— 0 (6 — +0) fiir |a| =7, woraus Zusam-
men mit (12) die Behauptung (9) folgt.

.6. Nun zum Beweis von (10). Aus den Voraussetzungen fiir 6(!) folgt t/é(t) s 1/¢:l
fiir alle ¢t > 0. Aus der Abschitzung im 3. Beweisschritt ergibt sich dann:

Jlim | D{Huvo (Juw'* (b.l))] — b.Dy[Hu, & (Jsys f)]

(Db ) [H,.,.o (Jdm * /)]"u-n- =0
und damit

lim (D°F, H,.,, (.1,(,, * (b,f)) — b, (H.,,o (Jony ./))) =0

t>+0
fiir alle & mit |o¢| = r und a.lle f € Co'(R“) Zusammen mlt (11) folgt hxer&us die Be-
hauptung:(10) B: : A RN . . L
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5.7. Aus dem folgenden Lemma wird sich das Lemma 1 als Folgerung ergeben.
Lemma 13: Es set P = Z' b.(z) D* ein beliebiger. Differentialoperator mit b,

€ Co*+Y(R?) fiir || = rundb 6 Co"(R") fir |a] < r — 1. Q; = R" besitze die ein-
geschrinkte Kegeleigenschaft. Dann gibt es zu jedem Element F € (C"(R"C)a mit D°F
€ (C‘*(R")) fir ) <r — 1 und PF ¢ (C “(R")) eine_ Folge (pi)™ = Co™(2,) mat
{Pyy, fy —> (PF, f) fiir alle f € C*(R").

Beweis: 1. Die offenen Mengen U, (x €.82,) seien die Umgebungen entsprechend
der eingeschrinkten Kegeleigenschaft. Aus U {U.:z € a.Ql} > 98, und der Kom-
paktheit von 802, folgt die Existenz endlich vieler U, — ‘wir bezeichnen sie mit
U,...Uy — mit U{U;:5=1,...,,N} DaQ,. Zu ]eder Menge U; gibt es einen
Kegel X (0, v;, by, ¢4), 80 daB K(z, v,, h,, &) = @, fiir alle z € 2, n U, gilt. Insbesondere
istalso z + tv; € Q, fiiralle & ‘mit 0 < t < h,und alle z€ @, N U;. Uy == £, 'sei eine
offene Menge derart, daB U {U;:j = LN} > Q, gilt. Weiterhin soll {n},¥ eine
zu {U,}o gehorige Zerlegung der Emhelt fur ©, sein. Es ist also 7; € 00°°(U,) G=0,

» N)und no(z) + -+ + nu(x) = 1firalle x € Q..

2 Fir F e (C"‘(R"))z gilt nach Voraussetzung D°F ¢ ((:"‘(R“)) fiir |a| <r-—1
und PF ¢ ( ¥(R"))'. Wir definieren’' F; = Fn; (j =0,1,.:,, N). Es ist F = 3 Fy,
supp F;— @, n U;, D°F, € (é‘(R")) fiir |x| < r— 1 und PF, € (CxRm)'.

3. Es gei () := 2 4(2, n U; + tv;, 2R2,) fiir j = 1,...,N und 12 0 Wegen
o;(t) < /2 gilt 6,(!) > O fiir ¢ > 40. Weitérhin folgt aus Lemma. 4

Ce2WeFF1) e sd0) fir 0 <t < hy2, o (18)
woraus swh insbesondere 4,(¢) > 0 fiir 0 < ¢ < hy/2 ergibt. Fiir dxese ¢ ist supp (H _,
o F))= (@, n U; ES tv,)c: Q,, und Wegen d(.Q, n U, + tv,, 6!2,) = 26,(!) >0 gilt
(H-10,0 Fy) # Js ) € Co™ (91) :

4, Aus Lemma 9 folgt
lim {(H -, 0 PF;) # Jo, ) = (PFy, ) V f € CHR7). . P (14)

t->+0
Wegen (13) erfiillt 6;(¢) die Voraussetzung von Lemma 12/(ii). Aus diesem Lemma er-
halten wir dann

lim (P((H 1,0 F;) # o)) — (H 10,0 PFj) » J,,,“,, /) =0

t—++0

fiir alle f € Co*(B.") Daraus und aus (14) folgt

‘lll-:l <P((H to; © F; ) #Jo’(‘)) /) = (PF,, /) * fiir alle / € Cok(R"),

1=;=N.

b. Es ist supp Foc Uy 2. Fir 0 <t < 2°1(U,, 82,) =: 27k, setzen-wir
8o(2) := t. Dann ist F & J 5 € Co®(£2,). Aus'Lemma 12/(i) und Lemima: 9 folgt

lim (P(Fq * Js,0)), /) =(PF,, f) firalle f¢ Co“(R").

t—+0
6.Fi1r0<t£lo._mm{2‘h'i=0l . N} ist

o= Fox g + Z(H to, 0 Fj) % Jg ) € Co™(2,),

und es gilt ' , .
gmo(Pﬁ‘, ( X PF,, ) (PF, /) fiir alle f € Co¥(R").
+ ' "

Die Folge (y;);® mit y; := ¢, hat dann die gewunschten Eigenschaften B.
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5.8. Nun zum-Beweis von Lemma 1. Dieses Lemma folgt unmttelbar aus Lemma 13.
Dazu ist lediglich folgendes zu tun: . .. "

1. Durch (F, f) = (F, (fo)lo) fiir alle f € C‘*(R") ordnen wir jedem F, € (0*(9))3_
ein Element F € (C"(R"))zs zu. Dabei ist 7, € Co°°(.Q) eine feste Funktion mit n; = 1
in einer Umgebung von' Ql.

2. Die Koeffizienten b, , des leferentlaloperators P, setzen wir in den R* fort zu
b, € Cok+1(R™) fiir alle « mit || < 7..Dies ist moglich, weil 02 C”-glatt ist. Aus Pl
entsteht dadurch der leferentlaloperator P = ) b(z)De..

Valsr

Ist dann (1p,)l die Folge aus Lemma 13 go haben dle Funktionen (p, = tp,l o die

im Lemma 1 geforderten Elgenschafben ) :

BTN - s P —ae i
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