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Uiber ein eindimensionales Mddell der finiten Elastostatik

A. LANGENBACH

The deformation of a rod S = [0,1) is given by a diffeomorphism w: S = S, = [0, w(1)] from
the set {we \sz(o,l): wi(0) =0, wi(s)> 0 (s ¢ S)}. The function lnw’ appears as measure
of deformation. The function w is solution to a second order ordinary differential equation
with the second boundary condition w’(1) = pe R". By an open - and - closed argument we
show that the set of those p for which the boundary problem is uniquely solvable, is all R".
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1. Endliche Deformation eines eingebetteten Zugstabes, Fofmulierung der Aufgabe

Wir betrachten ein mathematisches Modell der in Abb. 1 skizzierten Situation. Ein ela-
stischer. Stab wird durch Druck- bzw. Zugkréfte gestaucht oder gedehnt. Der Verschie-
bung des Stabes wirkt das anhaftende duBere Medium entgegen.
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Abb.1

Wie wihlen folgende Bezeichnungen: S = [0,1] bezeichnet das dem unbelasteten Stab
zugeordnete Intervall. Die Funktion w: S = w(S), we C!(S), beschreibt die Verfor-
mung des Stabes, w(s) =: x e w(S) =: S,,,. Zur Gewihrleistung einer HomGomorphie
zwischen Sund S, fordern wir w'(s) > 0 fir s € S. Mit v, € Cc(s,,) bezeichnen wir
eine virtuelle Verschiebung des deformierten Stabes, mit T,,: S,, - R die im Stab
auftretenden Druck- bzw. Zugspannungen. Dann ist 04y =_fSWTW(x)v,;(.v)dx die virtuelle
Arbeit der elastischen Kréfte des Stabes. Die virtuelle Arbeit der duBeren Kréfte setzt
sich aus den Anteilen 0A; = Pv,, (w(1)) - Rv,(w(0)), der Arbeit der Krifte P und R,
sowie 0A 5 = -J"st(x Wi (x)dx, der Arbeit des Widerstand leistenden anhaftendenMe-
diums zusammen. Die Gleichgewichtsbedingung (Stabgleichung) lautet in Anwendung des
Prinzips der virtuellen Verschiebungen

$Ag = 8A, + 8A, fir alle v, ¢ C!(S,,). (1.1)
Als Referenzkonfiguration wiahlen wir S;4 = S. Die Beziehung

(Lv )(s) = vigls) = v (w(s)) (seS) ] (1.2)
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definiert einen Isomorphismus zwischen den Riumen virtueller Verschiebungen CX(S,,)
und C}(S). Durch Differentiation erhalten wir

vii(s) = vi(w(s)w(s) (seS). | (13)

Wir konnen damit die Gleichgewichtsbedingung (1.1) auf die Referenzkonfiguration um-
schreiben. Es ist nach (1.2), (1.3)

0=8Ao ‘SAI - 8A2

= f{Tw(x)vw'(x) + Q(x) vy (x)}dx - Pv, (w(1)) + Rv(w(0))
St (1.4)

JAT W Dvig(s) + Q(wls)vig(s)w (s)}ds - Pvig(1) + Rvig(0).
S .

Zur vollstdandigen Beschreibung der angenommenen Situation benétigen wir noch zwei
Materialgesetze. Aus der Variationsgleichung (1.4) konnen wir unter bekannten Stetig-
keitsannahmen die Differentialgleichung

- dT, (w(s))/ds + Q(w(s)w'(s)=0 (seS) - (1.5)

und die statischen Randbedingungen T, ,(w(1)) = P, T,,,(w(0))= R gewinnen. Nehmen wir
das Elastizitatsgesetz T,,(w(s)) = o(w'(s)) (se S) an, so erhalten wir unter Beriick-
sichtigung der Annahme w'(s) > 0 (s ¢ S) aus (1.5) die Differentialgleichung

mo(wi(s)w(s)/w'(s)+ O(w(s)) =0 (seS). ) (1.6)

Die Materialfunktion ¢ = ¢ (¢ ) nehmen wir als stetig differenzierbar mit 6’(t ) > 0 (¢ > 0)
und (1) = 0 an. Fiir die ebenfalls stetig differenzierbare Umkehrfunktion gelte 6 *1: R -
(0,). Wir setzen nun a(t) = f; c’(e¥)dy (te R)und nehmen die Riickstellkraft mit
Q(w(s))=q{(s,w(s) - s)(seS)an, inder g: Sx' R —=> R eine Carathéodory-Funktion
sei; es gelte q(s,0) = 0 und g (s, ) sei monoton wachsend fiir fast alle s ¢ S. Mit a’(Int)
=o6’(t) (t> 0) nimmt die Gleichung (1.6) die Form

-da(llnw'(s))/ds + q(s,w(s)-5)=0 (seS) . 1.7)

an. Die Funktion a = a(t) ist stetig differenzierbar mit a’(t) > 0 (¢t ¢ R) und a(0) = 0.
Gehen wir mit dem Elastizitatsgesetz in die statischen Randbedingungen ein, so erhalten
wir z.B. w'(1) = 6 "}(P) =: p, wobei die Funktion p = p (P) stetig differenzierbar mit p'( P)
>0 (PeR)und p(0) =1 ist.

In Anlehnung an das betrachtete Beispiel einer eindimensionaten Aufgabe der finiten
Elastizitdtstheorie betrachten wir in naheliegender Verallgemeinerung die folgende re-
prasentative Randwertaufgabe :

Gesucht ist eine Losung w ¢ W}(‘S') der Differentialgleichung

~da(s,Inw'(s))/ds + q(s,w(s) - s)=0ffa. seS, (1.8)
die der Randbedingung .
“w(0) =0, w(1)=p L 9)

geniigt. Dabei sei S* := (0,1); der Sobolew-Raum W 2(S") ist stetig in den Raum C(S)



Ein eindimensionales Modell der Elastostatik 185

eingebettet und kann als Raum stetiger'Funktionen mit absolutstetiger Ableitung be-
trachtet werden. .

Die Gleichung (1.8) kann einerseits als eindimensionales Analogon der allgemeinen
Gleichungen der finiten Elastostatik gedeutet werden (vgl. [3]), enthilt andererseits die
Gleichung (1.7) de§ eingangs betrachteten Modells eines eingebetteten Zugstabes als
Spezialfall. Dabei fallen jedoch Besonderheiten gegeniiber einem "formalen” eindimen-
sionalen Modell auf:

1. Die durch den Logarithmus vermittelte spezielle Abhingigkeit der Spannungen
vom DeformationsmaB weist auf unterschledlxche Reaktlon des Matenals bei Druck-
bzw. Zugbelastungen hin. :

2. Die durch dle Riickstellkraft des anhaftenden duBeren Mediums vermittelte "Vo-
lumenkraft” q(s, w(s) - s) (se S) hiangt sowohl von der "Euler-Variablen” x wie auch
von der "Lagrange-Variablen” s ab, fillt also nicht unter die hiufig vorausgesetzten
Lagrange-Krifte (dead loads) oder Euler-Krifte (Potentiale).

Die Randbedingungen (1.9) gehdren zu den sog. "gemischten” Randbedingungen, die im
allgemeinen dreidimensionalen Fall erhebliche analytische Schwierigkeiten verursachen.
Wir wollen zeigen, daB die Aufgabe (1.8),(1.9) unter physikalisch akzeptablen Bedingungen
fur beliebige endliche Zug- und Druckkrifte eindeutig bestimmte Losungen besitzt. Da-
bei interessiert das Modell selbst nur mittelbar. Bekanntlich werden die Gleichge-
wichtsbedingungen in der finiten Elastostatik - im Unterschied zur klassischen Elastizi-

. tatstheorie - auf den deformierten Korper bezogen (vgl. [3]), in unserem Beispiel also
auf Sw und nicht auf S. Fiir die liblichen dreidimensionalen Probleme der finiten Ela-
stostatik gibt es keine globalen Resultate, sie sind im allgemeinen auch nicht zu erwarten.
" Anliegen dieser Arbeit ist der Nachweis einer globalen Losung in einem physika-
lisch motivierten Spezialfall mit funktionalanalytischen Hilfsmitteln. Die Nebenbedin-
gung w (s) > 0, die einen‘Homsomorphismus bei der Verformung des Stabes garantieren
muB, ist nichtlinear und verweist auf ein Problem der globalen Analysis. Als Losungs-
verfahren dient uns eine nichttriviale Variante des Satzes iiber implizite Funktionen, die
in Verbindung mit Regularititsresultaten und der topologiséhen Betrachtung des Zusam-
menhangs (der zugelassenen Zugkrifte) zu einem globalen Hilfsmittel wird. Man kann
erwarten, daB dieser Zugang auch in anderen Aufgaben der finiten Elastostatik zum

Erfolg fuhrt.
Die Aufgabe (1.8),(1.9) erfordert eine Nebenbedingung. Es sei

Wtz {we W2(S'): wi(s)>0 (se¢ S)} und zusatzlich we W™ (1.10)

gefordert. Die Funktionen a,9 : S x R > R sollen speziell die im betrachteten Beispiel
geforderten Eigenschaften besitzen. Wir fordern daher folgendes (g € Lo(S")):

(Ay) ac VC2(Sx R), a(s,0) =0 fir se S.

(A3) (0a/0t)(s,t) > 0 fiir (s,t) ¢ S x R.

(Qy4) g:SxR—> R ist Caratheodory-Funktion, q(s,0) = 0 f.f.a. se S.
(Q2) [a(s,ty) - q(s,t3)](t1- t5)20 ffa seSundalle t,t5 ¢ R.

(Q3) |a(sit1) - q(s,t2)] s qo(s)|t; - t5]| ffia. s€Sund alle ti,to € R.

13  Analysis. Bd. 10, Heft 2 (1991)
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Zur- Losung des Randwertproblems (1.8), (1.9) fiir beliebige Parameter p aus einer
Umgebung U(1) benutzen wir den Satz iiber Lipschitz-stetige implizite Funktionen aus
‘der Arbeit [1]. Wir bemerken dazu, daB die Menge W * offen in W2(S ) und die Funktion
wgo = id eine Losung des Randwertproblems (1.8), (1.9) fir den Parameter p = 1 ist. Zur
Formulierung einer Operatorgleichung fiir die Aufgabe (1.8), (1.9) benstigen wir die Sobo-
lew-Raume W2(S") C W, (S°) C C(S) mit jeweils stetiger Einbettung. Es sei noch D(S’)
der Raum der C - Funktionen mit kompakten Triger in §°, D ¥ := {o e WH(S):0(s)>
0(seS )}. ‘ ’

- Bemerkung 1.1: Mit 6" ¢ L ,(S ") bezeichnen wir die Distributionsableitung einer Funk-
tionoe L(S"):fgoh ds= - [go hdsfir alle-h ¢ D(S"). Es ist ¢” genau dann Distribu-
tionsableitung von o, wenn o absolutstetig ist, und es gilt 0'(s) = d o(s)/ds f.f.a. s € S.
Im folgenden formulieren wir ohne Beweis einige Eigenschaften von Superpositions-
operatoren. Lemma 1.1 und Satz 1.1 sind einfache Adaptionen einiger Ergebnisse von
T. VALENT [3].

Bemerkung 1.2 : Fiir 6 € D* ist Ino ¢ W,(S ") und es gilt (Ino) = 07/0. Die Abbil-
dung In: D* = W2(S ) ist stetig.

Lemma 1.1: Fiir -a‘,e CY(S x R) ist der Operator _

A: WAHS )= WAS"), (Ac)(s) = a(s,a(s)) (se S) (1.11)
stetig. Mit

(Ago)(s) =(0ans)s,o0(s)), (A;0)s)=(2a/t)(s, o(s))
fira=a(st) ((s,t) e Sx R) gilt A;0,A 0 ¢ C(S) fiir

oe WXNS’) und d(Ac)(s)/ds = (Ao)s)+ o' (s)(A,0)(s) f.fa seS.

Satz 1.1: Unter der Bedingung (A,) ist der Operator A in (1.11) stetig differenzierbar
und es gilt A(c)1 = tA, o firc,t e WXS"), A0 = 0.

Folgerung 1.1: Die Funktion a: S x R = R geniige der Bedingung (A;). Dann ist der
Operator ' ' ’
A: W’—> Lo(S7) ,(Aw)(s) = -da(s,Inw’(s))/ds ffa. seS
stetig differenzierbar und .
A(wiv=-[A(Inw ) vr/w)] (weW?*, ve WHS)). (1.12)

Beweis: Zu w ¢ W *finden wir ein 8 > 0 derart, daB aus ||v llwz < 8 stets w+veW™
folgt. Fiir solche v ist '

Jw(w+v) - Yw+ (A, (nw)v7w)T ||, s Viwv)livilwg
mit : ' :

V(wy) = [AUn(w’ + v7) - Allnw") = A (Inw ) (v 7w )| /v Iy -



Ein eindimensionales Modell der Elastostatik ] 187

Auf der Menge D™ betrachten wir zunichst den Operator In: D* - WS ') aus der
Bemerkung 1.2 . Dieser ist stetig differenzierbar und

In(o)t = t/0 (o€ DYt eWHS)), In'(o)e §( WS, WHS)).
Nach Satz 1.1 ist dann der Operator
Aln: D* > WHS), (A Ino)s) = a(s,lno(s)) (seS)
stetig differenzierbar und es gilt
" (AIn)Y(o)t = A(lno)In"(o)t = (1 /6)A,(Inoc). (1.13)

Fiir we W *ist nun o == w’e D™, Setzen wir dieses 6 mit T := v'e WS ") in (1.13) ein,
so ergnbt sich V(w,v) > 0 bei [lv ||W2/—> 0, woraus die Formel (1.12) folgt. Fiir w,,,w ¢
W Tmit |lw,, - - wllw,z > 0 erhalten wir aus der Algebra-Eigenschaft von W(S ") fur
ein x > 0 die Abschatzung

Il'll;(yvn)v - QI’(W)VH,_2 < x”A,(ln Wn')/wn' - A/ln w')/w’"w; vl 2z
und folglich | ¥ (w,) - A (W)l > 0, da die Operatoren A,, In : WAS’) > WXS")
stetig sind il :
Lemma 1.2 : Unter den Bedingungen (Q,),(Q3) ist der Operator
K: WHS) > Lo(S), (&w)(s) = g(s,w(s)-s) (seS)
.Lipschitz -stetig.

Beweis : Mit der stetigen Einbettung W‘(S Ncc(S) lwle s xIlWIIWl fiir we
W(S "), ist die Funktion q(s,w(s) - s) (s ¢ S) meBbar und

[Rws - Kws |7, = fs[q(s,w,(s) -s)- q(s,wa(s) - s)]*ds
< fs[qo(s)Jz(w,(s) - wo($))2ds s x2lwy - wy llw? ||q’0|l;2_2 "

Die Randwertaufgabe (1.8) - (1.10) formulieren wir als Operatorgleichung in der
folgenden Weise : :

Gesucht ist ein Element w e Wy = {w e W*: w(0)=0}, welches der Gleichung
Sw) - fp) = » (1.14)

geniigt. Dabei ist pe R*:= {re R: r> 0} 3: W5 > Ly xR, pry§ = U+ &, pry J(w)
= w'(1), pry f(p) = O und pry f(p) =

Unitiitssatz 1.2: Unter den Bedingungen (A,), (A,), (Qq) - (Q3) besitzt die Glei-
chung (1.14) héchstens eine Losung w'e W5,

Beweis : Im gegenteiligen Fall haben wir Eiemente wy,wy € W3 mit
0= [o {lalsnwi(s)) - alsinw3(s))](wi(s) - ws(s))

13*
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+[a(s,wy(s) - 's) - q(s,wa(s) - s))(wy(s) - wa(s))}ds
Fiir beliebige (s, z4), (s,2z5) € S x R* finden wir

(c)a/c)t)(s In(z, + E(z, -z5))
+E(zy- z3)

a(s,Inzy) - a(s,Inz,) = dE-(zy - z5). (1.15)

Aus der Eigenschaft (A5) folgern wir nun die Existenz einer Konstanten gg > 0 mit 0 2
fs polwy'(s) - wy'(s))?ds und folglich ist wy(s) = wy(s) (seS)M

2. Lokale Ergebnisse
Wir definieren die Menge M C R mit Hilfe von Losungen der Gleichung (1.14):
Mm := {p e R*: B(w) - £F(p) = 0 fiir ein we Wo’}. (2.9

"Esist M + O, denn zu p = 1 ist §(id) - £(1) = 0, also 1 ¢ M.
Satz 2.1: Unter den Bedingungen des Unititssatzes 1.2 ist M offen.

Beweis : Zu beliebig fixiertem py € M gibt es nach (2.1) ein wy € W, mit F(wg)
- f(pg)= 0. Wir betrachten diese Beziehung als Ausgangspunkt zur Anwendung von
Satz 4 der Arbeit [1] iber Lipschitz-stetige implizite Funktionen. Wir setzen noch

={ue WHS"): u(0) = 0} fir 1 = 1,2. Die Gleichung ®(x,z) := J(x) - f(z) =
betrachten wir fiir & : U(wg) x V(pg) > L5(S’) x R mit U(wg) = W5 C HE, V(po)
= R*. Zerlegen wir &(x,z) = F(x,z) + K(z)x mit F(x,z) = (Ax,x (1) - z) und K(z)x
= (&x,0), so besitzt F nach Folgerung 1.1 die stetige partielle Frechet-Ableitung
OF/9x: Ulwg) x Vipg) > R(HZ, L5(S ) x R), wihrend K(z)e Lip(HZ, L5(S”) x R)
von z unabhingig ist. Wir zeigen noch die Inklusion [(c)F/c)ix)( wo, po)]_ie Lip(Lo(S ")
x R, H?) und bestitigen damit die Existenz einer Kugel &(pg, r;) C M. Wir haben also
das Randwertproblem '

(aF/ax X wq, polu + K(pglu = (£, p) fiir beliebige (f,p) e L»(S°) x R

zu losen. Wenn wir die Operatoren F, K einsetzen, so erhalten wir die Gleichung

(Roul(s) = - s [gt(slnwo(s)) A ]+q(s,u(s)—s)=f(s) (2.2)
f.f.a. s ¢ S und die Randbedingung
u(1)=p : (2.3)

fir u € HZ. Wir fithren noch die Funktion
P(s) = (0a/0t)(s, Inwg(s))/wg(s) (seS)

ein. Fiir wg € W, ist wg e D*, Inwg e W}(S’), und nach Lemma 1.1 unter den Bedingungen
(Ay), (A5) gilt Pe WXNS ), P(s)2 Py >0 (se S), folglich 85: H2 > L,(S’). Zur
Bestimmung einer schwachen Losung des Randwertproblems (2.2), (2.3) definieren wir
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den Operator
Lo: HE > (HM)", {Lou,h> =J.{P(s)u'(s)h'(s) +q(s,u(s)- s)h(s)} ds. .
S .

Unter den Bedingungen (A,),(A5),(Q,) - (Q3) ist Ly stark monoton und Lipschitz -stetig.
Ist nun u € HZ Losung des Randwertproblems (2.2), (2.3), so gilt
<Lou,h> = [£(s)h(s)ds + P()ph(1) =: <F* > (he HY). (2.4)
. S
Dabei ist £ *e(H})". Der inverse Operator Lgt: (H)®— HZ ist Lipschitz-stetig (vgl.

- [2: Satz 5.11] bei Identifizierung von HZ und (HZ)%).Sei Lg }f *=: u(f,p). Fir (£,.p,)
€ L5(S") x R (v =1,2) erhalten wir die Abschitzung

' ”“(fvPl) - U(fzvpz')”W; < const {||f1 - fallL, * Py - P2|}

» (2.5)
= const |(fy.py) - (fz,p2)||l_2x R -
Speziell fir h ¢ D(S") folgern wir aus (2.4) '
o ,
f{P(s)u\,’(s) "f[q(t,uv(t)‘- t) - f\,(tf_]dt}h'(s)ds =0 firv=12
S o]
und weiter mit geeigneten Konstanten x,
) o
P(s)u,(s) = 2![q(t,u\,('lr) -1) - £ {t)]dt+ x, (seS). (2.6)

Wir ersehen daraus, daB &, ¢ H die Gleichung (2.2) mit. f = £, und die Randbedingung
(2.3) mit p = p,, erfiillt. SchlieBlich gewinnen wir durch Differentiation aus (2.6).die
Abschitzung :

lug" - w3, s °°“S‘-{”"1 -usllw v i - fall, * |ea - P2|}

und mit (2.5) die Inklusion [{dF/dx )wy, po) * K(po)] 'eLip(La(S)xR,HE)N

3. Globale Ergebnisse
Wir ersetzen die Bedingung (A5) durch die Bedingung
(AF) (va2t)(s,t)2a9>0 fir (s,t)eSxR

und leiten einige A-priori-Abschatzungen fiir Losungen der Aufgabe (1.8) - (1.10) her.

Lemma 3.1: Unter den Bedingungen (A,), (AF), (Q4) - (Q3) gibt es zu jedem pg €
R* und zu jeder Umgebung U(py) mit kompakter AbschlieBung in R* Konstanten Mgy, My’
derart, daB N ’ ’

0 <Mgswy(s)sM (seS) | (3.1)

 fiir alle Lésungen w,, € Wy der Gleichung 3w, - f(p) =0 mit p e U(py) gilt.
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Beweis : Sei w, ¢ W," Lésung der Gleichung 3w, - f(p) =0, dnh. wpe W C
W2(S’) geniigt dér Gleichung :

-da(s, In wp'(s))/ds + q(s, wp(s) -s)=0ffa. seS

und den Randbedingungen w,(0) = 0 und w;(1) = p. Fiir beliebiges so ¢ (0, 1] ergibt sich
daraus )
So

0 = f{—da(s,’lnw‘;(s))/ds + q(s,wp(s) - S)}(wp(s) - s)ds

. !
und weiter
a(so, Inwg(s9)) (wy(sg) - s¢)
So

= f{a(s, lnw‘;(s))(xi/,;(s) 1)+ q(s,wy(s) - s)(wp(s) - s)}ds. ' (3.2)

o

Mit der Darstellung (1.15) erhalten wir speziell fiir zy = w‘;(s), z5 = 1 unter Benutzung
der Eigenschaft (A5)

als, Inwg(s)(wg(s) - 1) 2 ag(wy(s) -Dinwy(s) (seS). (3.3)

Beriicksichtigen wir noch die Monotonieeigenschaft (Q,) der Funktion g, so erhalten wir
aus den Abschitzungen (3.2), (3.3) die Ungleichungen

20 firp21

S). ' (3.4)
}1s0 fur p <1 (s¢5) (

21
wp'(s) <1 und wp(s) - s
Dabei sei an die Losung wy = id erinnert. Fiir beliebige sq € [0, 1) gilt ferner
. v v .
0= f{-da(s, In wp’(s))/ds + q(s, wp(s) - s)} ds.
So
Aus p 2 1 und (3.4) ersehen wirf;oq(s, wp(s) -s)dsz0, also

0 zf—da(s, in wp'(s)) bzw. a(sq, In wp'(so)) s a(l,lnp).

So

Die Bedingung (A5°) ergibt dann
t
ca(s,t) = f(c)a/:)t)(s,t)dt 2z agt (t20;s5¢€S),
) o

schlieBlich ag Inw(so) < a(1,Inp)und mit (3.4)
1< wy(s) s exp{a(l,lnp)ag} (seS). © (3.5)
Sei nun 0 < p < 1, sg € [0,1) und folglich nach (3.4) fs‘ q(s, Wp(s)x— s )ds s 0.Wir erse- .
o ,

"hen daraus

0sx f—da(s, Inwg(s)) = - a(l;lnp) + a(s'o,iln wglso)) "(soe (0, 1)

So

Fiir s e Sund t s 0 gilt
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Iz
a(s,t) = -J(c)a/ar)(s,t)dt s -agltl=agt,
5

mit (3.4) also ‘
exp{a(l,lnpVag} s wy(s)s 1 (seS). : (3.6)
Aus den Ungleichungen (3.5) fiir p 2 1 bzw. (3.6) fiir 0 < p < 1 folgt das Lemma @

_ Satz 3.1: Unter den Bedingungen (Ay), (AS), (Qy) - (Q3) ist die Menge 7 aus (2.1)
abgeschlossen.

Beweis : Im Gegensatz zur Behauptung gebe es zu pg € R*\ M eine Folge {p,} ¢ M
mit p,, = po- Nach Fixierung der Umgebung U(pg ) kénnen wir fiir p,, € U(pg) die Ab-

schitzungen (3.1) fiir w,, == w, verwenden. Fiir alle natiirlichen n, r gilt

f{fd a(s, Inw,;, (s)) - a(s, In wn'(s))]/ds
3 .
+ q(s; Whar(s)-s) - q(s,wp(s) - s)}:(w,,,,(s) - w,,(s))ds = 0.

Mit der Darstellung (1.15) folgt daraus unter Benutzung der Eigenschaften (A5°), (Q5) die
Ungleichung ‘

(a(t,1npper) = a(l npy (W (1) - wy(1)
2(20/Mo) [(Wysr(s) - w,y(s))12ds =t (a9/Mo)|Wper = Wpll3ys -
S
Es ist {w,} C H}! demnach Fundamentalfolge und fiir ein wq € Hy gilt [w,, - wy Ilwzt -
0. Den Abschitzungen (3.1) fiir die w,, entnehmen wir
. 0<Myswg(s)s M, ffa seS. : (3.7)

Nach Lemma 1.2 ist.der Operator & : W2(S ') > Lo(S ), ({w)(s) = q(s,w(s) - s),
Lipschitz -stetig. Dann gilt R w,, > &wg in L5(S ). Fir h e D(S’) ist

0 =fa(s. Inw,(s)h(s)ds +fS(w,,(s)h(s)ds.

S S

Aus der Abschitzung (3.7) folgt a(-,Inwg(+)) € Lo(S"). Die entsprechende Abschitzung
(3.1) fiir die Funktionen w,, ermoglicht nun die Anwendung des Lebesgue ‘schen Grenz-
wertsatzes; wir erhalten

0 =[als, Inwg(s)h'(s)ds + [Rwo(s)h(s)ds firalle he D(S”).
S . S .

Die Funktion a(-,Inwg(-)) ist infolgedessen absolutstetig und es gilt
- da(s, Inwg(s))/ds + q(s,wo(s) - s)=0ffa. seS.

Die entsprechende Gleichung fiir w,, konnen wir nach Lemma 1.1 in der Form

i g—:(s”““’"'('s)) - 3—;"'(5»1" Wé(5))—%:-((j—)) +q(s,w,(s) -s)=0ffa seS

schreiben. Mit den Ungleichungen (da/dt)(s,t) 2 ag> O fiir (5,£) ¢ Sx R und 0 < Mg s
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w,(s) s My erhalten wir [g(w,(s))?ds s x flir eine von n ¢ N unabhingige Konstante
x.AuBerdem ersieht man durch Grenziibergang iiber Teilfolgen w,; (s) > v(s) ffa.se S
" und eine gewisse Funktion v. Das Lemma von Fatou liefert v ¢ L,(S"). Sehen wir uns den

Grenziibergang genauer an: es ist

. _ W,;(S) - - a_a. '. =:
Wa (s) = (0a/9t)(s,Inw,(s)) {q(s,wn(s) $)- s (s, lnwn(s))} Vals)

f.f.a:s¢ S. Fiir alle he D(S’) gilt - fs w,(s)h'(s)ds =fs v,(s)h(s)ds, folglich
- fs wo'(s)h'(s)ds =fs v(s)h(s)ds, also v=wgeLy(S").
Die Ungleichungen (3.7) liefern zudem w ¢ W™ Berechnen wir noch den Randwert w¢ (1).
Die Gleichungen
0= -da(s, Inw'(s))/ds + q(s,w(s) - s)=0 ffa.seS

fir w= w, (n'¢e N) und w = wg multiplizieren wir mit einer beliebigen Funktion h e C1(S)
mit 4(0) = 0. Daraus ergibt sich

[att, mp,) - alt, lnwg(1)] (1)

=f{[a(s, Inw, (s)) - a(s, lnwg(s))]#(s)

S

+[q(s, wp(s) - s) - q(s,wo(s) - S)]h(s)} ds.

Der Grenziibergang mit Hilfe des Lebesgue’ schen Grenzwertsatzes liefert a(1,Inwy (1))
= a(1,1n po). Die Funktion a(1,-) ist wegen der Bedingung (A$) streng monoton wachsend
und folglich wg(1) = pg, also pp € M im Gegensatz zur Annahme @

Da die Menge R* zusammenhingend ist, folgt aus den Sidtzen 1.2, 2.1, 3.1 das fol-
gende abschlieBende Ergebnis.

Satz 3.2: Unter den Bedingungen (A), (AF), (Q,) - (Q3) besitzt die Randwert-
aufgabe (1.8) - (1.10) fiir jedes p € R* genau eine Losung wpe W™
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