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Paley-Wiener-Satze auf kompakten topologischen Gruppen 

H.F. BAud-! 

The connection between analyticity of functions on a compact connected 
group and the properties of their Fourier coefficients is lnvestlgated.The 
functions with exponentially rapidly decreasing Fourier coefficients are 
exactly the analytic vectors of the right regular representation with the 
representation space of the functions with absolutely convergent Fourier 
series.They also can be continued analytically in the complexification of 
the group. 
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0. ElnfUhrung 

Sätze vom Paley-Wiener-Typ beruhen auf dem Zusammenhang von Diffe-
rentiation und Fourier-Transformation für Funktionen auf geeigneten 
Gruppen. Sie gehen auf folgenden Satz von PALEY und WIENER [21] aus 
dem Jahre 1934 zurUck. 

Satz: FUr eine Funk tion f auf R sind die folgenden Bedingungen äqui-
valent:

a) Es gibt ein r> 0 , so dafl sich fkomplex analytisch auf den Strei-
fen urn zu < r der komplexen Ebenefortsetzen I413t, und fUr die Fortset-
zung Ic gilt-sup {f1urc (x +iy )1 2 dx : I,' I < r } < co-

b) Die Fourier -Transform ierte f" von f ist exponentiell schnell fal -
lend, d.h. es gibe ein t > 0, so daB f	I f ^(0)12 exp(2klIt)dc <	gilt. 

Auf beliebigen lokalkompakten, abélschen Gruppen G werden durch 
die Fourier-Transformation Differenzierbarkeitseigenschaften der Funk-
tion I auf G in Wachs tumseigenschaften der Fourier-Transformierten I" 
Ubersetzt und umgekehrt. Legt man kompakte Gruppen zugrunde, so 
kommen für I nur Differenzierbarkeitseigenschaften und für f" nur 
Wachstumseigenschaf ten in Betracht. In dieser Arbeit wird nun unter-
sucht, weiche Differenzierbarkeitseigenschaften bis hin zur Analytizitat 
bei Funktionen auf elner kompakten, zusammenhangenden topologischen 
Gruppe durch geeignetes Fallen ihrer Fourier-Koeffizienten gesichert 
werden. Soiche Ergebnisse werden bei EDAMATSU [11]. der Räume diffe-
renzierbarer Funktionen auf kompakten Gruppen untersucht, als wUn-
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schenswert aber unbekannt bezeichnet. Auch BORN [5] geht in seiner 
Dissertation, die sich u.a. mit differenzierbaren Funktionen 'auf lokal-
kompakten Gruppen beschaftigt, nicht auf Zusammenhänge mit der Fou-
rier-Transformation em. 

Wir stellen nun zur leichteren Lesbarkeit die entsprechenden Defini-
tionen und Ergebnissespeziell für den Fall zusammen, daB die unterlie-
gende Gruppe zusammenhangend und kompakt 1st. Die Menge der steti-
gen Homomorphismen von R in G hat die Struktur einer Lie-Algebra und 
wird mit A' = A(G) bezeichnet. Ihre Elementè heiflen einparametrige Un-
tergruppen von G. Eine stetige Funktion F auf G mit Werten in elnem 
beliebigen Banach-Raum B wird nach BOSECK und CzIcHowsKI [8,91 
differenzierbar auf Gin Richtung X€ A genannt, falls für alle g  G der 
G r en z we r t 

Df(g)	Df(g,),)	lim t(f(g A(t)) - 1(g)) 

existiert. Gilt dies für alle X€ A, so heiRt F difFerenzierbar auf G. Sind al -  
le Richtungsableitungen Df D f () stetig und auch differenzierbar 
auf G, so heil3t fzweimal differenzierbar auf G usw. Der Raum der C-wer-
tigen, beliebig oft auf G differenzierbaren Funktionen sei C — (G). Dieser 
Differenzierbarkeitsbegriff stimmt auf Lie-Gruppen mit dem Ublichen 
Liberein. 

Eine B-wertige stetige Funktion I auf G heiflt anaiytisch auf G, 
wenn für alle gE G, n€ f'J und (A 1 .....A) cA'3 em >0 existiert, so daB die 
Funktion 

A l ... ;kn. (t 1 ,...,t) - f(gA1(t1)"A(t))' 

in eine für alle (t 1 .....t) mit I t i  < e (I = I.....n) konvergente Taylor-Reihe 
entwickelbar ist, deren Koeffizientenfunktionen auf G stetig sind. Der 
Raum der C-wertigen auf Ganalytischen Funktionen sei A(G). Die Koeffi-
zientenfunktionen der Taylor-Reihen sind bis auf einen Faktor Ableitun-
gen der betrachteten Funktion 1, so daB jede auf Ganalytische Funktion 
auch auf G beliebig oft differenzierbar ist [2]. 

Wenden wir uns nun der Fourier-Transformation auf einer kompakten 
Gruppe G zu. Sie UberfUhrt C-wertige L 1 -Funktlonen f auf 0 in opera-
torwertige Funktionen F" auf dem diskreten dualen Objekt der Menge 
der Aquivalenzklas sen irreduzibler, unitärer ( endllchdimensionaler) 
Darstellungen von G. Ein Representantensystem {U n } 0 sei feat ge-
wählt. Alle Darstellungen elner Aquivalenzklasse d haben das gleiche 
höchste Gewicht. Deshaib kann c3 fur den Fall, daB dim A < 1st, durch die 
Killing-Form auf A mit elnem Betrag ml versehen werden. Auch Xc A. wird 
so ei n Betrag lxi zugeordnet. Der Fourier- Koeffizient von f an der 
Stelle n , F" (o) f0 f(g)Ud(g)dg. 1st ein Operator auf dem de-dimenslo-
nalen Darstellungsraum V,, von U. 1st die Menge der Fourler-Koeffi-
zienten von F absolut summierbar, d.h. d ilf"(ci)11 1' < m, und f stetig, 
so läf3t sich die Funktion F dutch ihre absolut summierbare Fourier-
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Reihe ausdrUcken, d.h. fUr a11e gc G gilt f(g) = d ,, Tr (f(0)T U 0(g) ) . Die 
Menge der Funktionen dieser Art wird durch 11F11 d, IIf(o)lI Eu elnem 
Banach-Raum, den wir mit K = K(G) bezeichnen. Elne andere Beschreibung 
fUr K ist 

K = !.. • J... , lift = inf {11f1 fl11f2 111 f= F	, f1 ,!'2 cL2 }. 

Die Norm auf K 1st starker als die durch C(G) auf K induzierte uniforme 
Norm. 

Während auf kompakten Lie-Gruppen eine genUgend hohe Differen-
zierbarkeit einer C-wertigen Funktiori F die absolute Summierbarkeit 
ihrer Fourier-Reihe erzwingt, wie SUGIURA [22] und WALLACH [23] ge-
zeigt haben, hat der Verfasser in [2] nachgewiesen, daB es im ailgemeinen 
Fall beliebig oft differenzierbare Funktionen gibt, deren Fourier-Reihe 
nicht absolut summierbar ist. Daher erscheint es sinnvoll, von vornherein 
mit Funktionen aus K zu arbeiten, wenn man EinflUsse der Differenzier-
barkeitseigenschaf ten auf das Wachstum der Fourier- Koeffizienten unter-
suchen will. Eine interessante Eigenschaft B-wertiger differenzierbarer 
Funktionen fauf G gestattet die dann folgenden Definitionen: 

Zu F existiert ein abgeschlossener Normalteiler N, so daB f auf den 
Nebenklassen nach N konstànt und die Dimension von AN A( GIN) end-
lich ist. Das duale Objekt IN von GIN ist dann der Annullator A(LN) 
von N in . Eine Teilmenge r von >. heiBt von endlichem Rang, falls em 
abgeschlossener Normalteiler N von G existiert, so daB dim A( GIN) < = 
und Uc A(,N) gilt, und sie heifit endlich erzeugt, falls zusätzlich GIN 
sogar Lie-Gruppe 1st. Setzt man für g € G, )€ A, t€ R nun 1N (gN) = f(g), 
X N (t)( ON, so g il t D),fN(gN)_Dxf(g). 

Eine C-wertige Funktion f auf G heiBt schnell fallend, falls F" 

schnell fallend 1st, d.h. falls 

supp f" von endlichem Rang und	d,,kI" IIF"(o)II < OD 

ccsupp FA 

für alle keN gilt. Diese Bedingung ist aquivalent dazu, daB F eine beliebig 
oft differenzierbare Funktion ist und f und jede Ableitung von F in K 
liegen. Hingegen istsie echt starker als dieim Lieschen Falle gleichwer-
tige Bedingung IcI 1 IIf"((3 )11 1 - 0 (e .- co) fUr alle k € N. Der Raurn der 
schnell fallenden Funktionen sei S(G) (vgl. dazu [1]). 

Eine C-wertige Funktion f auf G heiBt exponentiell schnell fallend, 
falls F" exponentiell schnell fallend ist, d.h. falls 

supp f von endlichem Rang 1st und

	

	 d, exp(eIoI)IIf"(o) II< csuppf 

für ein e <0 gilt. Der Raum all dieser Funktionen sei•ES(G). Jede Funktion 
aus ihm ist auf G analytisch und natUrlich auch schnell fallend (vgl. [21).
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Eng mit Differenzierbarkeit und Analytizität verknUpft ist die regu 
läre Darstellung der Gruppe G; wir benutzen die rechte regulare Darstel-
lung R von G uber K(G) und nicht uber C(G).ln der vorliegenden Arbeit 
beschaftigen wir uns mit Zusammenhangen zwischen den Räumen der dif-
ferenzierbaren Vektoren K( R) und der analytischen Vektoren K( R) fUr 
R Uber K(G) und den durch die Wachstumseigenschaften der Fourier-
Koeffizienten definierten Räumen S(G) und ES(G). Eine Funktion fer-
weist sich genau dann als analytischer Vektor für R Uber K ( G ), wenn sie 
eine exponentiell schnell fallende Fourier-Transformierte hat. Dann ist 
sie auch differenzierbarer Vektor fur R , und jeder soiche hat wiederum 
eine schnell fallende Fourier-Transformierte. Damit ist eine Charakteri-
sierung der Funktionen, deren Fourier- Koeffizientenexponentiell schnell 
fallen, durch Analytizitätseigenschaften gelungen. Wesentliches Hilfs-
mittel beim Beweis ist die von GOODMAN [13, 14] eingefuhrte Benutzung 
der Quadratwurzel des Operatorabschiusses eines Casimir-Operators. 
Will man den Begriff der analytischen Fortsetzung benutzen, so kann man 
die Komplexifizierung Ge einerkompakten Gruppe G heranziehen [3,10,181. 
Sie l9f3t sich realisieren als die Gruppe der multiplikativen, nicht ver-
schwindenden linearen Funktionale der Hopf-Algebra T(G) der Darstel-
lungsfunktionen (trigonometrischer Polynome [IS: § 27.4]) von G. Die 
kompakte Gruppe G 1st isomorph zur Untergruppe der unitären Elemente 
von Ge. Für Ge gilt die Polarzerlegung G = G exp(i A( G)), d.h. jedes Ele-
ment h der Komplexifizierung zerfällt eindeutig in das Produkt aus einem 
(unitären) Gruppenelement g und elnem positiv definiten Element expiX 
mit X € A. Beispiele sind die Polarzerlegung einer komplexen Zahl z * 0 in 
ein Element aus I und eine positive reelle ZahI sowie die Zerlegung 
elner komplexen, regulären Matrix in eine unitäre und eine positiv definite. 
Die Darstellungen U° lassen sich auf Gc ausdehnen, wobei man die infi-
nitesimale Darstellung dU von U Uber V, benutzt: 

U'(gexpi)): Ud(g)exp(idUo(),)) 

Damit läf3t sich auch die Fourier-Reihe einer C-wertigen Funktion f zur 
Laplace-Reihe ausdehnen, falls ein € > 0 existiert, so daB 

VXeAm1tIAI<€ 
cc I 

1st. Die Laplace-Reihe definiert eine Fortsetzung fc von f auf die offene 
Teilmenge 

G{h€GIhgexp(iX),IXI<€,XEA} 

von G durch 

Ic( h) =	
eZ d 0 Tr(f.(ø)TU(h));
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Für die Definition der komplexen Analytizität werden komplexe em-
parametrige Untergruppen benotigt. Schon im Fall G=T, G C 	( C\ (0), ) 
sind nicht alle stetigen Homomorphismen von (C,+) in (C \{O},) kom-
plex differenzierbar, sondern genau die, die sich als Fortsetzung von 
stetigen Homomorphismen 11 von R in (C\{O},) ergeben, V(z) exp(zz0), 

z0 e C. Fur X€ A(G) definieren wir daher X(z)	z X(l) = expzX € G 
fur z € C und nennen eine C-wertige Funktion I auf der offenen Menge 
Oc GC komplex analytisch. falls für alle he 0 und A €A(G) die Funktion 

z	f(h X(z)) komplex differenaierbar an der Stelle Null ist. 
Im Abschnitt 2 wird abschliel3end gezeigt, daB jede Funktion mit 

exponentiell schnell fallender Fourier-Transformierter eine komplex 
analytische Fortsetzung in Gestalt ibrer Laplace-Reihe besitzt. 

Die Umkehrung dieser Aussage konnte nicht gezeigt werden, weil 
der Ubergang von Differenzierbarkeitseigenschaften der Funktion zu den 
Wachstumseigenschaften der Fourier- Trans formierten auf der Ver-
tauschung der Summationen von Fourier- (bzw. Laplace-) Reihe und Ex-
ponentialreihe beruht, die Zulassigkeit der Vertauschung aber nur für 
exponentiell schnell fallende Funktionen erkannt werden konnte, bel 
denenja die Doppelreihe absolut konvergiert. Im Abschnitt 3 lä13t sich je-
doch für den speziellen Fall, daB die zugrunde liegende Gruppe nicht nur 
kompakt und zusammenhangend sondern audi abelsch ist, durch Kon-
struktion geeigneter einparametriger Untergruppen und die Kenntnis der 
Struktur der Charaktergruppe, d.h. des dualen Objekts, die Vertausch-
barkeit der Summationen erreichen. Dadurch kann gezeigt werden, daB 
die Fortsetzbarkeit elner Funktion F durch ihre Laplace-Reihe nach sich 
zieht, daB letztere komplex analytisch 1st und F eine exponentiell schnell 
fallende Fourier-Transformierte besitzt. 

Im Abschnitt 4 wird der engere Differenzierbarkeitsbegriff von 
Bruhat, Kac und Maurin zugrunde gelegt. Elne auf G differenzierbare 
Funktion I 1st BMK-differenzierbar genau dann, wenn der oben ange -
fUhrte Normalteiler N die Eigenschaft hat, daB GIN nicht nur endlich-
dimensionale sondern sogar Lie-Gruppe ist. Die Ergebnisse auf kompakten 
Lie-Gruppen lassen sich nun ohne Schwierigkeiten ubertragen. Wenn eine 
Funktion beliebig oft BMK-differenzierbar 1st, so 1st sie auch BMK-
differenzierbarer Vektor und hat eine schnell fallende Fourier-Transfor-
mierte mit endlich erzeugtem Trager. 1st sie sogar komplex BMK-analy-
tisch fortsetzbar, so ist sie auch BMK-analytischer Vektor und ihre Fou-
rier-Transformierte 1st exponentiell schnell fallend. 

1. Dlfferenzlerbare Vektoren und achnell fallende Funktlonen 

Es sei R : G - End K die rechtsregulare Darstellung von G Uber K, 
R(g)f(h)=f(hg)(1eK;g,heG),undfürfeKseiRfdiedurchRf(g)R(g)f 
gegebene K-wertige Funktion auf G.
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Definition 1 : Elne komplexwertige Funktion f€K heit3t differen-
zierbarer Vektor für R, kurz f€K(R), falls die K-wertige Funktion RI 
beliebig oft differenzierbar ist. 

Lemma 1 Jeder differenzierbare Vektor I für R 1st auch eine beliebig 
oft differenzierbare Funk tion, wobei gilt 

Df	DRI( e,X1.....A,,)	für n E N, (A,.....A,,) e An 

Beweis: Für n = 0 ist Rf(e) = R(e)f = I. Sel F	D,,	, I. Nach [6: 
Lemma 1.1] 1st dann RF(e) = DR f(e, A,.....A,,) . Zu zeigen 1st also, daB 
fürAA,gEG die Beziehungt'(F(gA(t))-F(g))-DRF(e,A)(g)-..0fUr 
t --> 0 gilt. Die Differenzierbarkeit von RF bedeutet, daB 

t1(RF(),(t))_RF(e))_DRF(e,A)O-0 für t-0 

ist. Da die Norm auf K die uniforme Norm majorisiert, gilt nach Definition 
vonRF 

0t'(RF(),(t)) - RF( e)) - DRF(e,A)D 

Ht'(R(A(t))F-F) - DRF(e,A)O 

2: sugLt1( R(A( t)) F(g) - F(g)) - DRF( e,A)(g) 

t'( F(gA( t)) - F(g)) - DRF(e,A)(g) 

d.h., F D	> 1 1st in Richtung A differenzierbar und hat nach [6: Lem-




ma 1.1] die Ableitungsfunktion DF DRI( e,A,.....A,, . A) I 

Der lineare Raum K(R) 1st also ein Teilraum von C( G). Da die in-
finitesimale Darstellung von R, dR : A - End (Kc( R)) , den Darstel-
lungsraum K ( R) hat und durch dR( A)f = DRI( e,A) realisiert wird (vgl. 
[6]), wird nach Lemma I ein differenzierbarer Vektor I als Element aus K 
durch die Ableitungsoperatoren immer wieder in einen differenzierbaren 
Vektor, also ein Element aus K , überführt. Das heiRt aber gerade, daB I 
elne schnell fallende Funktion 1st. Damit 1st die zweite Aussage des fol-
genden Satzes gezeigt. 

Satz 1: SeA G elne kompakte, zusammenhangende Gruppe. Dann gilt: 
a) Jede exponentiell schnell fallende Funktion auf G 1st ein diffe-

renzierbarer Vek tor für R Uber K(G). 
b) Jeder differenzierbare Vektor für R Uber K( G) 1st eine schnell fal-

lende Funktion wIG.
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Beweis: a) Sei f€ES(G). Dann existieren eine Menge F c von endli-
chem Rang mit supp Ic F und em > 0, so dali rdd exp (døI)IIf(o)li t < CO. 

1st. Nach [6: Lemma 1.21 1st 1 ein differenzierbarer Vektor für R Uber K, 
wenn für jede Ableitung F von I gilt: Die K-wertige Funktion 
RF ist für jedes A EA an der Stelle e in Richtung A diffèrenzierbar, und 
ihre Ableitung 1st DF , d.h. t'( RF( t)) - RF(e)) - DF- . 0 für t - 0. 
Für den Zusammenhang zwischen Rechtsverschiebung, Differentiation 
und Fourier-Transformation gelten folgende Beziehungen (vgl. [1, 2, IS]): 

(R(),(t))F)"(o)r F" (c) U"(A( t)) T ,	 ( 1) 

( DF )^( o ) = F"(o )du°(A)T
	

(2) 

U°(A(t))	exp (t duO (A))
	

(3) 

IIF"(o)dU 0 (), ) 1 II	-5 IIF"(o)II 1 IIdU 0 (A)II:r IIF"(o)II 1 IAHoI .	(4)


Es folgt 

D t '(RF( A(t)) - RF( e)) - DXFV 

= ci>rdt	to) - F"(o)) - (DF)"(o)I1 

F"(o)(t'( U 1 ( ), ( t)) - E) -	U0(A)T ) 
c r

d	F"( o )(t (1/2!) ( dud (À) T ) 2 +	1/3!) (dud (A )T) + OCr

d H F- (c) D Iti .	t	(1/rn!) fldU 0 ( A) ii: OCF	 fl32 

d 0 11 F"()I I 1 lIdU 0 (A)I 2 ItI exp(ItI Hdu'(.A)IiOD) 

d	II F"( o) li i i Al 2 10 1 2 1t1 ex(I ti I XI lol) 
c r 

Da mit F auch jede Ableitung F in ES( G) liegt, existiert em E>0 mit


	

d IF" ( o) II exp( slol ) < o	Sei 8 < s/( 1+1 ),D. Dann läflt sich die

Ungleichung für I t1 <8 fortsetzen zu 

# d	 1'), exp(( 6 + I tIIAI)IoI)(2/6)ItI[XI 2 

ocr

0. 

BetreffsAussage b) siehe die Uberlegungen vor Formulierung des Satzes U 

2. Analytische Vektoren und exponentiell schneil faliende Funktionen 

Wir betrachten nun analytische Vektoren. 

Definition 2: Elne Fuñktión f€K heilit analytischer Vektor fUr R, kurz 
FE K (R), falls Rfeine analytische Funktion von G in K ist. 

15 Analysis Bd. 10. Heft 2 (1991)
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Der folgende Satz vom Paley-Wiener-Typ charakterisiert die analyti-
schen Vektoren der rechtsregularen Darstellung Uber K durch die Eigen-
schaften ihrer Fourier-Koeffizienten 

Satz 2: Sel G eine kompakte, zusammenhãngende Gruppe und fEK(G). 
Dann sind die folgenden Bedingungen äquiva!ent: 

a) fist ein analytischer Vektor fUr R uber K(G). 
b) fist eine exponentiell schnell fallende Funktion auf G. 

Folgerung: Jeder ana/ytische Vektor für R uber K ist eine analytische 
und schnel! fallende Funktion. 

Den Bewels der Folgerung liefern die in [ 2: Abschnitt 31 bewiesenen 
Inklusionen ES( G) cA(G)und ES(G)c S(G)U 

Bewela von Satz 2: Es kann dim A( G) <	vorausgesetzt werden. Sei 
f eine exponentiell schnell fallende Funktion. Dann existiert em <0, so 
daB Z d 0 IIf( o)Ilexp( EII ) < CO ist. Wir mUssen zeigen, daB für alle gEG. 
n€ N, ( X 1  .....X, ) € A" ein 8 > 0 existiert, so daB die Funktion 

m i t	g>1Xt7(t1 t) = Rf(gX 1 (t 1 )" X( t)) 

in eine für alle 1t 1 1 <8 (1=1.....n) konvergente Taylor- Reihe entwickelbar, 
d.h. hier, daB 

**	(1/k!)	jDRf(g,Xi, .... . A 1	 < 
=0	j:r.I,.fl 

n 

ist (vgl. [2: Abschnitt 3]). Da DRf(g) = R(g) D Rf(e) = R(g) Df ist 
(vgl. [6: Lemma 1.1]), läBt sich these Reihe wie folgt abschätzen: 

(6'< /k')	 •.. 

k=o	i.J	'	is 

^	(8'/k!)	 djA1	AjkIIf()t1j 
k'-o	ij,j ,jcZ 

( L6 I ' I )"/k ! ) d0 II f'( o) II	 I	 ( L	max	iA11 ) 
k = o Ocl	 iJ,j 

((L8 ki fl)k/k! )d0 II f II 
k=o o  

d 0 exp(EISI)IIf"(o)11 1	für $ < E lLn 
Ocz 

Also 1st jede exponentiell schnell fallende Funktion auf G ein analyti-
scher Vektor für RUber K(G). 

Sei nun im zweiten Tell des Beweises fein analytischer Vektor für R 
Uber K. Mitels einer Orthonormalbasis ( A ...... A ,} von A kann man den
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zugehorigen Casimir-Operator	-	D.2 mit D 1 = DA bilden. Dieser ist

von der Wahl der Basis unabhangig. Es ist 

(f)'()=(ri,,+28)f"().	 (5) 

IifII 11D12 Ill :5 n max{llDullI IDI	2} ,	 .	(6) 

ll tn fll :5 
flit max{lIDfIl I I DI = 2m}

	
7) 

wobei (o, o + 28) ein 10 1 2 majorisierender Skalar ist, der durch die Killing-
Form definiert 1st, und I Dl r k bedeutet, daB D = D.	D.k(5 € {l..... 

j = I.....k) 1st. Wir betrachten den Operator B, gegeben durch (Bf)"( o) 
= ( , . 28)1/21 "( o) (vgl. [13, 141, [24:Abschnitt 4.4.6]). Da I ein ana-
lytischer Vektor ist, existiert ein € > 0, so daB für 0 < 8 < € die Reihe 

6 k /k!	0D1 •.. D1ID ,also auch	(8k/k!) max llDull 
k=o	 k=o	 IDI=k 

j=i .... . k 

konvergiert. Damit existiert eine Konstante M mit max{ 11 P 11 I I I Di r k} 
:^ Mkund es ergibt sich IIB 21' f 11 

=	
i<p 11	

(f M )2k(2k)! . Weiterhin ver-
wenden wir II B 21 ' f D^ liii + JI B 2 'f II. Daraus folgt für € < I/2iM 

lB tm III rn 
=k-I	

II	

+ k'O (2k)! 

I I1€ 1	(fM)21< (2k)! 2k- I +	(iM)21(2k)! 
(2k-I)! +	(2k-I)! k=I	 krl	 k0	(2k)! 

^ 11111 exp E 

+	 I 
(2-,cM€) 21t 1 M + 
k  

lIfllexp€ + ( Vn 	1)(2IM€) k < 

Wegen (c,,o28) a la 1
2 ist nun auch 

Y d , U f "( o )ll exp (Ell) 

=	 d,lcilm llf"(d)111 m'C)

d0(o,, + 28)m'2 llf(o)il 
czZ OCT 

(llB m fll/m!) E m < CO , - 

d.h., der analytische Vektor fist exponentiell schnelj fallend I 
15*
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Es sind also genau die Funktlonen mit exponentiell schnell fallenden 
Fourier-Koeffizenten die analytischen Vektoren der rechten regulären 
Darstellung Uber dem passénd gewahlten DarstellungsraUm K. Der klassi-
sche Satz von Paley-Wiener [21 ) sagt fUr die Gruppe der reellen Zahlen. 
dafl die Menge der Funktionen I mit exponentiell schnell fallender Fou-
rier-Transformierten I" durch die folgende Eigenschaft. charakterisiert 
ist Es gibt zu I elne komplexe analytische Fortsetzung Ic auf elnen 
Streifen I Im zI < r langs der reellen Achse, so daR sup {f_	Ifc(x*iyI 2 dxl 
IyI<r)	ist. Will man eine derartige Charakterisierung vornehmen, mul3 
man die Komplexifizierung Ge von G betrachten, urn die Moglichkelt der 
Fortsetzung einér analytischen Funktion auf Gin Ge zu bekommen. Ver-
suche in dieser Richtung sind ausgehend von Mackey [171 fur abelsche 
Gruppen z.B. von Hugelshofer [16] und McKennon und Novak [19] und fur 
kompakte Lie-Gruppen von Frota- Mattos [12] unternommen worden. Wir 
haben das folgencle Resultat erhalten. 

Satz 3: Jede exponentiell schnell fallende Funktion auf einer kom-
pak ten, zusammenhangenden' Gruppe G besitzt eine komplex analytische 
Fortsetzung auf eine G umfassende Teilmenge der Form G von G 
Gestalt ihrer Laplace-Reihe. 

Bewela: Sei fe ES( G), d.h.	d If" ( ) II exp( c ki H <	für em e>O, 
wobei dim A( G) < vorausgesetzt werden kann. Dann IäBt sich f durch 
die Lap l ace- Reihe Ic auf G fortsetzen, da deren absolute Konvergenz aus 
(4) folgt. Wir zeigen jetzt, daB Ic komplex analytisch ist. .Dazu unter-
suchen wir die absolute Konvergenz der Taylor-Reihe von fan der Stelle 
g exp iXE G c in Bezug auf die Ableitungsrichtung i eA( Ge). Es ist 

II(IzIm/m!)Dfc(gexpiX)II 
rn-I

IzIm/m! I dIIf"(c) T U(gexp iX) dU()mII1 
M=0

zI ''(! I dIIf"( ø)II (exp II du( A) L) II dU°( )II: 
M=0	cc>.

dIIf"()II1(exp(kIIXI))IdmIIm 
M=0

d0IIf"(c)II1exp(IIIXI+Iz(IIIiI) 
OCT

d0 IIf	)I1 1 exp((I),I+IzIIl)kI)< Z dIIf"()II 1 exp(eIøI)< co, 
dCZ 

falls I z I <( e -'I A 1)/lu I gewählt wird. Also ist I analytisch fortsetz bar U 

3. Der abelsche Spezialfall 

In diesem Abschnitt betrachten wir nur abelsche, kompakte, zusammen-
hängende Gruppen. Für these kann die folgende Verschärfung von Satz 3 
bewiesen werden.
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Satz 4: Fur eine Funktion 1 mit absolut summierbarer Fourier-Reihe 
auf elner abe/schen, kompakten Gruppe Gmit Komplexifizierung Gc sind 
die folgenden Bedingungeñ äquivalent: 

a) f 1st dutch ihre Laplace-Reihe auf eine Menge der Form G 1,c Gc 
fort se tz bar. 

b) Fist durch ihre Laplace-Reihe auf eine Menge der Form G(; G 

analytisch fortsetzbar. 
c) f" 1st exponentiell schnell fa/lend. 

Bewela: Offensichtlich genUgt es nachzuweisen, daB jede Funktion 1 
die durch ihre Laplace-Reihe auf eine Menge der Form GE fortsetzbar ist, 
auch exponentiell schnell fallend 1st. Da Gabelsch ist, reduziert sich das 
duale Objekt zur diskreten, abelschen dualen Gruppe X der (eindimensio-
nalen) Charaktere von G, die Fourier-Reihe von IEK(G) an der Stelle g€G 
zu 1(g) = 2: xcx I (x)(g).Die Lie-Algebra A Ohre Dimension n sei endlich) 
ist abelsch, also isomorph zu R" , die infinitesimale Darstellung dX zu 
XEX liefert an der Stelle A eine rein imaginäre Zahi i( x), die durch 
X(),( t)) = exp(td( A)) = exp(iX( ))gegeben ist.Wir bezeichnen mit 
Qd die additive Gruppe der rationalen Zahien in der diskreten Topologie. 
Folgende Aussagen sind aquivalent [15: Abschnitte 24.28,A.14,A.16,30.511: 
(i)dim A = n ,(ii)r()= n ' ( ... )Qd  ist minimale dividierbare Erweiterung von X. 
Daher kann man folgende Identifizierung für x E X und Xe A vornehmen: 
X = ( r .....r) A = (

 
11-- I, ) ER", woraus sich bei entsprechender 

Normierung
fl	 In	/2	 n	-1/2 

X() = ri 1ilxi = (
	

Ir j i 2 )	,iAi =	.	L11i2) 1=1	 1=1	 1=1 

ergibt. Wir zerlegen nun Q in die 2" Sektoren bezUglich der Vor- 
zeichen der Koordinaten und bezeichnen die zugehorigen Teilmengen von 
X mit X k ( krl .....2's ). Sei nun I eine Funktion auf G, zu der em > 0 
existiert, so daB für alle A mit IA I < 

if(x)(exp iX)I If(x) exp(-()) 1< 
xcX	 xcX 

ist. Für 0 <	< e wählen wir jetzt Ak so, daB für alle X = ( r i,..., r) € X  
die Gleichung X k ( x)	( -c/n) ( it 1 I I r,I) gilt. Dabei ist das Vor-




zeichen der Koordinaten von Ak durch das einheitliche Vorzeichenverhalten 
der Koordinaten der -XE X k bestimmt. Dann ist I Ak1 = -rii ci1; = C < 

während A k ( x) (c/;)	I r 1 I a €, II/ITfUr alle X  X k ist.Daraus folgt 

f()C)exP(c--	1	lf(X)Iexp(-k(X))!^	If()Iexp(-())<co. 
xcXk	 fl	XcX	 XCX 

Damit 1st 1 áber exponentiell schnell fallend, denn es 1st folglich 

if(x)i exp(CI X I/ ^_n	Z if(x)I exp(eIi/) < cb U 
cX	 k1 XEXk
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4. Ein anderer DifferenzierbarkeitBbegrlff 

Der von uns benutzte Differenzlerbarkeltsbegriff von Boseck und Czi-
chowski bewirkt, daI3 eine stetig differenzierbare Funktion auf den Ne-
benklassen nach einem abgeschlossenen Normalteiler N mit dim(GIN) s - 
konstant ist. Deshaib konnten wir uns in den Bewelsen auf den endlichdi-
mensionalen Fall beschränken. GIN muf3 aber keine Lie-Gruppe sein. Der 
engere Differenzierbarkeltsbegriff von Bruhat, Kac und Maurin (vgl. [ 9, 
Abschnitt 2.2.2.5]) bezeichnet hingegen eine Funktion I' auf einer kom-
pakten topologischen Gruppe Gals clifferenzierbar, falls ein abgeschlos-
sener Normalteiler N existiert, so da(3 GIN Lie-Gruppe, f auf den Neben-
klassen nach N konstant und, als Funktion auf der Lie-Gruppe betrachtet, 
im Lieschen Sinne differenzierbar 1st. 1st G selbst Lie-Gruppe, stimmen 
beide Begriffe Uberein; im allgemeinen Fall 1st F k-mal stetig BKM-dif-
ferenzierbar genau dann, wenn f k-mal stetig BC-differenzlerbar 1st und 
ein abgeschlossener Normalteller N existiert, so dafl GIN Lie-Gruppe uncl 
F auf den Nebenklassen nach N konstant 1st [9 S. 65]. 1st H eln von uns 
betrachteter Funktionenrau m. so bezeichnen wir mit H 1 den Tellraum der 
BKM-differenzierbaren Funktlonen aus H. 

Der folgende Satz beschreibt das Verhältnis von differenzierbaren 
Vektoren der rechtsregulären Darstellung uber K und den beliebig oft 
differenzierbaren Funktionen bei Verwendung des BKM-Differenzierbar-
keitsbegriffes 

Satz 5: Für eine stetige Funktion f auf G sAnd folgende Bedingungen 
aquA valent: 

a) fist beliebig oft BKM-differenzierbar. 
b) f 1st schnell fallend, und supp f" ist endlich erzeugt. 
c) fist ein BKM-differenzierbarer Vektor für R Uber K(G). 

Bewels: Theorem 2.1. von [1] besagt in der in dieser Arbeit verwendeten 
Terminologie, daB C 10 (G) = S 1 (G) 1st. Damit folgt aus f€ C°(G) insbeson-
dere auch f E K( G). Eine Funktion f e K(G) 1st konstant auf den Neben-
kiassen nach einem abgeschlossenen Normalteiler N genau dann, wenn 
auch Rf als K-wertige Funktion these Eigenschaft hat. Damit folgt aus 
Satz I die Inklusion K'( R) c C°( G). 

Sel nun umgekehrt ft G ), N der oben angefUhrte Normalteiler. 
Wir betrachten TN :gN - f(g) auf der Lie-Gruppe GIN. Es sei RN die 
rechtsreguläre Darstellung von GIN , X ein beliebiges Element von 
A( GIN). Dann ist nach einer Bemerkung von WARNER [24: Abschnitt 4.4.11 
die Funktion f ein differenzierbarer Vektor für R liber L 2 (G/N), denn für 
eine beliebige k-te Ableitung F von f 1st 

urn !t1(RN(AN(t))_E)FN_DxNFNHS 

= lIm (f t 1 (F'gNx(t)) - F(gN)) - DxNFN(gN)2d(gN)Z 
• 0 GIN
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1 f urn t_1(F(gNx(t)) - F(gN))- DxF(gN)2d(gN)) 1/2 

GI I N t-O 

da FN und DANFN stetig auf der kompakten Gruppe GIN sind. Das be-
deutet aber, daf fur elne beliebige k-te Ableitung F von fund beliebiges 
)EA auch DF D(RF)(e), d.h. F ein BKM-differenzierbarer Vektor von 
R Uber L 2 ( G) ist. Daraus wollen wir nun welter folgern, dal3 fauch diffe-
renzierbarer Vek'tor von R uber K ist, indem wir II t 1 (RX(t) - E)F- DF II 

- 0 für t - 0 nachweisen. Dazu bemerken wir zuerst, dafl mit fauch ASF 
C°( G) und folglich A 5 F€ (L2)r(R) 1st. Weiterhin konvergiert für hinrei- 

	

chend grofles s die Reihe dIo	[22]; ihr Wert sei C. Da F supp f 
o c A( Z, N) 

N) 1st, können wir unter Benutzung der Cauchy-Schwarzschen Un-
gleichung und der Parsevalschen Gleichung folgendermaf3en abschätzen: 

IIt(R(X(t))- E)F - DXFII 

d	)T(t 1 LJ°(X(t)) - E) - dUo(X)) V1 cr 
=	d0(,o + 28 ) 	11 (As FY ( ) T( t 1(u(), (t)) - E) -dU c(>,)) 

cT

3/2 d,	I 123 
Ik A s F)^ (o )T (t-1 U(x (t))- E) - dU" ( X))  ccr

I 2')12 
ccr 

=	(d0II 25)2)1J2(	(d1/22II(AsF	y(t1(ux(t))E) - dU(X))2 II k  

cVt-'(Rxt)) E)A S F_ DX A S F11 2 1 o. 

Damit 1st der Satz bewiesen U 

Weiterhin läBt sich auch das exponentiell schnelle Fallen der Fourier-
Koeffizienten von f aus der BKM-komplex analytischen Fortsetzbarkeit 
von ferschliel3en, falls fauf den Nebenklassen nach einem abgeschlosse-
nen Normalteiler N konstant ist, wobel GIN Lie-Gruppe ist. Dieser Satz 
IäI3t sich aus dem in [12: Th. 11 von FROTA-MATTOS für kompakte Lie-
Gruppen (für G = SU(2) vgl. [4]) erhaltenen Resultat auf die Ubliche Wei-
se gewinnen. Unter BerUcksichtigung von Satz 3 folgt dann auch 

Satz 6: Für eine stetige Funktion F auf elner kompakten, zusammen-
hängenden Gruppe G mit Komplexifizierung G C sind aquivalent: 

a) fist BKM-komplex analytischfortsetzbar auf eine Menge der Form 
Gc G. 

b) f ist durch ihre Laplace-Reihe auf eine Menge der Form GF G 

analytisch fortsetzbar, und supp f" 1st endlich erzeugt. 
c) fist BKM-analytischer Vektor für R Uber K(G). 
d) fist exponentiell schnell fallend, undsupp F" 1st endlich erzeugt.
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