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. Paley-Wiener-Sitze auf kompakten topologischen Gruppen

"H.F. BAucH

The connection between analyticity of functions on a compact connected
group and the properties of their Fourier coefficients is investigated.The
functions with exponentially rapidly decreasing Fourier coefficients are
exactly the analytic vectors of the.right regular representation with the
rebresentation space of the functions with absolutely convergent Fourier
series.They also can be continued analytically in the complexification of
the group.
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0. EinfUhrung

Satze vom Paley-Wiener-Typ beruhen auf dem Zusammenhang von Diffe-
rentiation und Fourier-Transformation fiir Funktionen auf geeigneten
Gruppen. Sie gehen auf folgenden Satz von PALEY und WIENER [21] aus
dem Jahre 1934 zuriick.

Satz : Fiir eine Funktion f auf R sind dle folgenden Bedingungen aqut-
valent: ~

a) Es gibt ein r >0 , so daB3 sich f komplex analytisch auf den Strei-
fen|lm z| < r der komplexen Ebene fortsetzen laBt, und fiir d:e Fortset-
zung fc gilt-sup {f“” [fe(x+iy )2 dx:lyl<r } < .

b) Die Fourier-Transformierte f* von f ist exponentiell schnell fal-
lend, d.h. es gibt ein¢ >0, soda [' g5 |f~(0)2 exp(2lole)do < o gilt.

Auf beliebigen lokalkompakten, abélschen Gruppen G werden durch
die Fourier-Transformation Differenzierbarkeitseigenschaften der Funk-
tion fauf G in Wachstumseigenschaften der Fourier-Transformierten £*
libersetzt und umgekehrt. Legt man kompakte Gruppen zugrunde, so
kommen fiir f nur Differenzierbarkeitseigenschaften und fiir £~ nur
Wachstumseigenschaften in Betracht. In dieser Arbeit wird nun unter-
sucht, welche Differenzierbarkeitseigenschaften bis hin zur Analytizitat
bei Funktionen auf einer kompakten, zusammenhingenden topologischen
Gruppe durch geeignetes Fallen ihrer Fourier-Koeffizienten gesichert
werden. Solche Ergebnisse werden bei EDAMATSsU [11], der Raume diffe-
renzierbarer Funktionen auf kompakten Gruppen untersucht, als wiin-
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schenswert aber unbekannt bezeichnet. Auch BORN [S] geht in seiner
Dissertation, die sich u.a. mit differenzierbaren Funktionen ‘auf lokal-
kompakten Gruppen beschiftigt, nicht auf Zusammenhinge mit der Fou-
.rier-Transformation ein.

Wir stellen nun zur leichteren Lesbarkeit die entsprechenden Defini-
tionen und Ergebnisse speziell fiir den Fall zusammen, daB die unterlie-
gende Gruppe zusammenhingend und kompakt ist. Die Menge der steti-
gen Homomorphismen von R in G hat die Struktur einer Lie-Algebra und
wird mit A'='A(G) bezeichnet. Ihre Elemente heiBen einparametrige Un-
tergruppen von G. Eine stetige Funktion f auf G mit Werten in einem
beliebigen Banach-Raum B wird nach BOSEcK und CzicHowsk! [8,9]
differenzierbar auf G in Richtung X ¢ A genannt, falls fiir alle ge¢ G der
Grenzwert

D,f(g) = Df(g) = lim e (Fg () - Flg))

existiert. Gilt dies fiir alle X e A, so heifit fdifferenzierbar auf G. Sind al-
le Richtungsableitungen D, f := D, f(-) stetig und auch differenzierbar
auf G, so heiB8t f zweimal differenzierbar auf G usw. Der Raum der C-wer-
tigen, beliebig oft auf G differenzierbaren Funktionen sei C*(G). Dieser
Differenzierbarkeitsbegriff stimmt auf Lie-Gruppen mit dem iiblichen
liberein. ) )

Eine B-wertige stetige Funktion £ auf G heiBt analytisch auf G,
wenn fiir alle ge G, ne Nund (X ,...,A ) e A” ein £ > 0 existiert, so daB die
Funktion

;;A;...Rn: (tx""'tn) > f (g)\‘(t‘)...)\n(tn)),

in eine fiir alle (ti,...,tn) mit |t'.| <e(i=1,...,n) konvergente Taylor-Reihe
entwickelbar ist, deren Koeffizientenfunktionen auf G stetig sind. Der
Raum der C-wertigen auf Ganalytischen Funktionen sei A(G). Die Koeffi-
zientenfunktionen der Taylor-Reihen sind bis auf einen Faktor Ableitun-
gen der betrachteten Funktion f, so daB jede auf G analytische Funktion
auch auf G beliebig oft differenzierbar ist [2].

Wenden wir uns nun der Fourier-Transformation auf einer kompakten
Gruppe G zu. Sie uUberfilhrt C-wertige Lx-Funktlonen f auf G in opera-
torwertige Funktionen f* auf dem diskreten dualen Objekt T der Menge
der Aquivalenzklassen irreduzibler, unitarer (endlichdimensionaler)
Darstellungen von G. Ein Represent,ant.ensyst,em{ll""}c’cz sei fest ge-
widhlit. Alle Darstellungen einer Aquivalenzklasse o haben das gleiche
hochste Gewicht. Deshalb kann o fur den Fall, dafl dim A < o ist, durch die
Killing-Form auf A mit einem Betrag |o| versehen werden. Auch e A.wird
so ein Betrag |\A| zugeordnet. Der Fourier-Koeffizient von f an der
Stelle o, f* (o) = F(g)U°(g)dg, ist ein Operator auf dem ds-dimensio- -
nalen Darstellungsraum V_  von uc®. Ist die Menge der Fourier-Koeffi-
zienten von f absolut summierbar, d.h.Zdo Ilf"(o)lll'.< @, un,d f stetig,
so ldBt sich die Funktion f durch ihre absolut summierbare Fourier-
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Reihe ausdricken, d.h. fur alle ge G gilt f(g) -Zd Tr(F (o) U%g)). Die
Menge der Funktionen dieser Art wird durch || fll = Zd IF"(eo)ll, zu einem
Banach-Raum, den wir mit K = K(G) bezeichnen. Eine andere Beschrenbung
fiur Kist

K==L, L, , NIfll = inf {Ie e i) £=F,%F, . £.F cL, }

Die Norm auf K ist stidrker als die durch €(G) auf K induzierte uniforme

Norm.

Wihrend auf kompakten Lie-Gruppen eine geniigend hohe Differen-

zierbarkeit einer C-wertigen Funktion f die absolute Summierbarkeit
ihrer Fourier-Reihe erzwingt, wie SUGIURA [22] und WALLACH [23] ge-
zeigt haben, hat der Verfasser in [2] nachgewiesen, dal es im allgemeinen
Fall beliebig oft differenzierbare Funktionen gibt, deren Fourier-Reihe
nicht absolut summierbar ist. Daher erscheint es sinnvoll, von vornherein
mit Funktionen aus K zu arbeiten, wenn man Einfliisse der Differenzier-
barkeitseigenschaften auf das Wachstum der Fourier-Koeffizienten unter-
suchen will. Eine interessante Eigenschaft B-wertiger differenzierbarer
Funktionen fauf G gestattet die dann folgenden Definitionen:
. Zu f existiert ein abgeschlossener Normalteiler N, so daB3 f auf den
Nebenklassen nach N konstant und die Dimension von AN = A(G/N ) end-
lich ist. Das duale Objekt Y5 von G/N ist dann der Annullator A(Z,N)
von Nin 2. Eine Teilmenge ' von X heiBt von endlichem Rang, falls ein
abgeschlossener‘Normalteiler N von G existiert, so daB dim A(G/N )< o
und T'c A(Z,N) gilt, und sie heiBt endlich erzeugt, falls zusdtzlich G/N
sogar Lie-Gruppe ist. Setzt man fiir ge G, AeA, te R nun f5 (gN) = f(g),
An(e) = X(e)N, so gilt Dy Fn(gN) = Dy Flg).

Eine C-wertige Funktion f auf G heiBt schnell fallend, falls F~
schnell fallend ist, d.h. falls

supp f* von endlichem Rang und > dololk HF~(o)lf, <
cesupp F* .

fiir alle ke N gilt. Diese Bedingung ist dquivalent dazu, daB f eine beliebig
oft differenzierbare Funktion ist und f und jede Ableitung von f in K
liegen. Hingegen ist sie echt stdrker als dieim Lieschen Falle gleichwer-
tige Bedingung lo|X[If*(c)ll, > 0 (0 = ) fir alle k ¢ N. Der Raum der
schnell fallenden Funktionen sei S(G) (vgl. dazu [1]). .

Eine C-wertige Funktion f auf G heiBBt exponentiell schnell fallend,
falls £~ exponentiell schnell fallend ist, d.h. falls

supp f von endlichem Rang ist und > fAdo exp(elo) I F*(o)l, < o

ccsupp

fiir ein e <0 gilt. Der Raum all dieser Funktionen sei ES(G). Jede Funktion
aus ihm ist auf G analytisch und natiirlich auch schnell fallend (vgl. [2]).
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Eng mit Differenzierbarkeit und Analytizitit verkniip'ft ist die regu-
lare Darstellung der Gruppe G; wir benutzen die rechte regulidre Darstel-
lung R von G iiber K(G) und nicht iiber C(G).In der vorliegenden Arbeit
beschiftigen wir uns mit Zusammenhingen zwischen den Rdumen der dif-
ferenzierbaren Vektoren K®(R) und der analytischen Vektoren K “( R) fiir
R iiber K(G) und den durch die Wachstumseigenschaften der Fourier-
Koeffizienten definierten Raumen S(G) und ES(G). Eine Funktion f er-
weist sich genau dann als analytischer Vektor fiir Rilber K( G ), wenn sie
eine exponentiell schnell fallende Fourier-Transformierte hat. Dann ist
sie auch differenzierbarer Vektor fiir R, und jeder solche hat wiederum
eine schnell fallende Fourier-Transformierte. Damit ist eine Charakteri-
sierung der Funktionen, deren Fourier-Koeffizienten-exponentiell schnell
fallen, durch Analytizitdtseigenschaften gelungen. Wesentliches Hilfs-
mittel beim Beweis ist die von GOODMAN [13, 14] eingefiihrte Benutzung
der Quadratwurzel des Operatorabschlusses eines Casimir-Operators.
Will man den Begriff der analytischen Fortsetzung benutzen, so kann man
die Komplexifizierung G¢ einer-koimpai(ten Gruppé G heranziehen {3,10,18].
Sie lafBt sich realisieren als die Gruppe der multiplikativen, nicht ver-
schwindenden linearen Funktionale der Hopf-Algebra T(G) der Darstel-
lungsfunktionen (trigonometrischer Polynome [15: § 27.4]) von G. Die
kompakte Gruppe G ist isomorph zur Untergruppe der unitdren Elemente
von Gg. Fiir G gilt die Polarzerlegung G = Gexp(i A(G)), d.h. jedes Ele-
ment h der Komplexifizierung zerfédllt eindeutig in das Produkt aus einem
(unitdren) Gruppenelement g und einem positiv definiten Element expia
mit X ¢ A. Beispiele sind die Polarzerlegung einer komplexen Zahl z # 0 in
ein Element aus T und eine positive reelle Zahl sowie die Zerlegung
einer komplexen, reguldren Matrix in eine unitdre und eine positiv definite.
Die Darstellungen U° lassen sich auf G ausdéhnen, wobei man die infi-
nitesimale Darstellung dU° von U® iiber V_ benutzt:

U°(gexpir) = U°(g) exp (idU®(A)).

Damit 1aBt sich auch die Fourier-Reihe einer C-wertigen Funktion f zur
Laplace-Reihe ausdehnen, falls ein £ > O existiert, so daf}

Z d,Ilf*(o)" U°(expiX)ll, <® VXieAmit|xl<e
ocZ

ist. Die Laplace-Reihe definiert eine Fortsetzung fc von f auf die offene
Teilmenge '

G, = {hch|h=gexp(i>\),|>\|<e,)\eA}
von G durch

fc(h) =3, 5 d, Tr(Frlo) us(n):
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Fiir die Definition der komplexen Analytizitdt werden komplexe ein-
parametrige Untergruppen benstigt. Schon im Fall G=T, G¢ = ( c\{o}, ")
" sind nicht alle stetigen Homomorphismen von (C,+) in (C\{0},-) kom-
plex differenzierbar, sondern genau die, die sich als Fortsetzung von
stetigen Homomorphismen g von R in (C\{0},-) ergeben, u(z) =exp(zz,),
z e C. Fir Ae A(Gg) definieren wir daher Xz) =z X(1) = expzX e G
fir ze C und nennen eine C-wertige Funktion f auf der offenen Menge
O¢< G komplex analytisch, falls fiir alle h¢ O und )\GA(GC) die Funktion
F,?‘: z > F(hx(z)) komplex differenzierbar an der Stelle Null ist.

Im Abschnitt 2 wird abschlieBend gezeigt, da jede Funktion mit
exponentiell schnell fallender Fourier-Transformierter eine komplex
analytische Fortsetzung in Gestalt ihrer Laplace-Reihe besitzt.

Die Umkehrung dieser Aussage konnte nicht gezeigt werden, weil
der libergang von Differenzierbarkeitseigenschaften der Funktion zu den
Wachstumseigenschaften der Fourier-Transformierten auf der Ver-
tauschung der Summationen von Fourier- (bzw. Laplace-) Reihe und Ex-
ponentialreihe beruht, die Zuldssigkeit der Vertauschung aber nur fiir
exponentiell schnell fallende Funktionen erkannt werden konnte, bei
denen.ja die Doppelreihe absolut konvergiert. Im Abschnitt 3 ldfit sich je-
doch fiir den speziellen Fall, daB die zugrunde liegende Gruppe nicht nur
kompakt und zusammenhangend sondern auch abelsch ist, durch Kon-
struktion geeigneter einparametri'ger Untergruppen und die Kenntnis der
Struktur der Charaktergruppe, d.h. des dualen Objekts, die Vertausch-
barkeit der Summationen erreichen. Dadurch kann gezeigt werden, dafl
die Fortsetzbarkeit einer Funktion f durch ihre Laplace-Reihe nach sich
zieht, daf} letztere komplex analytisch ist und f eine exponentiell schnell
fallende Fourier-Transformierte besitzt.

Im Abschnitt4 wird der engere Differenzierbarkeitsbegriff von
Bruhat, Kac und Maurin zugrunde gelegt. Eine auf G differenzierbare
Funktion f ist BMK-differenzierbar genau dann, wenn der oben ange-
fiihrte Normalteiler N die Eigenschaft hat, daB G/N nicht nur endlich-
dimensionale sondern sogar Lie-Gruppe ist. Die Ergebnisse auf kompakten
Lie-Gruppen lassen sich nun ohne Schwierigkeiten iibertragen. Wenn eine
Funktion beliebig oft BMK-differenzierbar ist, so ist sie auch BMK-
differenzierbarer Vektor und hat eine schnell fallende Fourier-Transfor-
mierte mit endlich erzeugtem Tr‘zigér. Ist sie sogar komplex BMK-analy-
tisch fortsetzbar, so ist sie auch BMK-analytischer Vektor und ihre Fou-
rier-Transformierte ist exponentiell schnell fallend.

1. Differenzlerbare Vektoren und schnell fallendt_a Funktionen

Es sei R: G > End K die rechtsregulédre Darstellung von G iiber K, »
R(g) f(h)=f(hg)( feK;g,heG),undfiir feKsei Rfdiedurch RF(g)=R(g)f
gegebene K-wertige Funktion auf G. '
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Deflnltl_on 1 : Eine komplexwertige Funktion fe¢K heiBt differen-
zierbarer Vektor fiir R, kurz fe K®(R), falls die K-wertige Funktion Rf
beliebig oft differenzierbar ist.

Lemmal : Jjeder differenzierbare Vektor f fiir R ist auch eine beliebig
oft differenzierbare Funktion, wobei gilt

D f=DRf(e,)L’ ..... )\n) fir neN, ()\I,A...)\n) e A,

PUREED

- Bewels: Fiir n=0 ist Rf(e) = R(e)f = f. Sei F = D’i ~~~>\nf' Nach [ 6:
Lemma 1.1] ist dann RF(e) = DRf (e, X ,....x,)) . Zu zeigen ist also, daB
fiir xe A, ge G die Beziehung t"'(F(gX(t))- F(g)) - DRF(e,X\ ) g) = O fiir
t—> 0 gilt. Die Differenzierbarkeit von RF bedeutet, daf

||z“( RF(Xx(¢t))-RF(e)) - DRF( e,x)|| >0 fir t=>0

ist. Da die Norm auf K die uniforme Norm majorisiert, gilt nach Definition
von RF

Je=*(RF(x () - RF(e)) - DRF(e,) I
= Je*(R(XA(£)) F- F) - DRF(e )|

S sugj,:-t( R(X(t)) F(g)- F(g)) - DRF(e,x\)(g)|
g¢ :

> |e Y F(gx(t)) - F(g)) - DRF(e M) (g)|.

d.h.. F=D, ., f istin Richtung X differenzierbar und hat nach [6: Lem-
1 n
ma 1.1} die Ableitungsfunktion Dy F= DRf(e X ...., A, .2) 0

Der lineare Raum K®(R) ist also ein Teilraum von C®( G). Da die in-
finitesimale Darstellung von R, dR: A - End (K®(R)), den Darstel-
lungsraum K (R) hat und durch dR{ A)f = DRF(e,\) realisiert wird (vgl.
[6]), wird nach Lemma 1 ein differenzierbarer Vektor falsElement aus K
durch die Ableitungsoperatoren immer wieder in einen differenzierbaren
Vektor,also ein Element aus K, iiberfiihrt. Das hei8t aber gerade, daB3 f
eine schnell fallende Funktion ist. Damit ist die zweite Aussage des fol-
genden Satzes gezeigt.

Satz 1: Sei G eine kompakte, zusammenhdngende Gruppe. Dann gilt:

a) Jede exponentiell schnell fallende Funktion auf G ist ein diffe-
renzierbarer Vektor fiir R iiber K(G).

b) Jeder differenzierbare Vektor fiir R iiber K(G) ist eine schnell fal-
lende Funktion aif G. o '
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. Beweis: a) Sei f¢ ES (G). Dann existieren eine Menge I' ¢ 3 von endli-
chem Rang mit supp f ¢ Tundeine> 0, so daB3 g;rdc exp (els) N F(o)ll, < -
ist. Nach [6: Lemma 1.2] ist f ein differenzierbarer Vektor fiir R iiber K,
wenn fiir jede Ableitung F= D, . ., fvonf gilt: Die K-wertige Funktion
‘RF ist f.ii'r jedes X eA an der Stelle e in Richtung X differenzierbar, und
ihre Ableitung ist Dy F,d.h. t7*( RF(X(¢t)) - RF(e)) - DyF—> 0 fiir t > 0.
Fir den Zusammenh‘ang zwischen Rechtsverschiebung, Differentiation
und Fourier-Transformation gelten folgende Beziehungen (vgl. (1, 2, 15]):

(ROM(e))F)~(a)= Fr (o) Ur(X(2))T, )

(D F)* (o) = F~o)dU(\)T, @

U°(\(t)) = exp (¢dU° (X)), (3)

NF~(o)du°(X)"ll, s WF (o)l dU°(X) llg s I F*(o) I, 1Nl 0] . (4)
Es folgt |

le=*(RFCA(e)) - RF(e) - DLF|

= T dofler (RO F)*(0) - F*(0)) - (D4F)* ()],

= czcrdgll Fr(o)( e (u°(a(e)) - E) -du(x)" ),

s 3 doll Freo)(e(1/20) (due ()71 + ex1/30) (due (1)) 2+ )|

s S d IFN ) Il 3 e ™R (1/m) Idue(x) 12

m=2

wn

o%:r d°” FA(O)”,'|dU°()\)":°|t| exp(|t|”duo(‘)‘)“m)
SdzrdollFA(o)II,IAIZIolzltl exp(ltlIxllo]) = .
P

Da mit f auch jede Ableitung F in ES(G) liegt, existiert ein ¢ >0 mit
Zd IlF* (o), exp(e'lol) < o . Sei § < ¢/(1+|x|). Dann laBt sich die
Ungleichung fiir | ¢t|<3 fortsetzen zu

8 s C,ZI_'dC,IIFA('o)II,exp((s + |t“.)")|°‘|)'(2/8)|§i|\)\| 2
< ’z:rdan"(O)”-,exp‘(s'|0|)(2'/8) |t||)\|-2__tT0.

Betreffs*Auésage b) siehe die Uiberlegungen vor Formulierung des Satzes B

2. Analytische Vektoren und exponentlell schnell fallende Funktionen
Wir betrachten nun analytische Vektoren.

Definition 2: Eine Funktion fe K heiBt ana”lytisch.er Vektor fiir R, kurz
fe K ““(R), falls Rf eine analytische Funktion von G in K ist.

15  Analysis. Bd. 10, Heft 2 (1991)
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Der folgende Satz vom Paley-Wiener-Typ charakterisiert die analyti-
schen Vektoren der rechtsregularen Darstellung iiber K durch die Eigen-
schaften ihrer Fourier-Koeffizienten .

Satz 2: Sei G eine kompakte, zusammenhidngende Gruppe und feK(G).
Dann sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

a) fist ein analytischer Vektor fiir R iiber K(G).

b) fist eine exponentiell schnell fallende Funktion auf G.

Folgerung: Jeder analytische Vektor fiir Riiber K ist eine analytische
und schnell fallende Funktion. i

Den Bewels der Folgerung liefern die in [ 2: Abschnitt 3] bewiesenen
Inklusionen ES(G)c A(G)und ES(G)c S(G)N

Bewels von Satz 2: Es kann dim A( G) < «© vorausgesetzt werden. Sei
f eine exponentiell schnell fallende Funktion. Dann existiert ein £¢<0, so
daB S d Il f*(c)llexp(elol)<w ist. Wir miissen zeigen, daB fiir alle g¢G,
neN, (Xx ..., X, JeA"eind > O existiert, so daB die Funktion

RF 2™ miv RF (e, e,) = RECgA () 2, (¢,)
in eine fiir alle It’.I <8 (i=1,...,n) konvergente Taylor-Reihe entwickelbar,
d.h. hier, daB3
$% = (17k") DRflg,A: ,...,A L. ||t < ©
go lsiZan " (g iy Ik)l“ Ill Ilkl
j=a...n

ist (vgl. [2: Abschnitt 3]). Da D3Rf(g) = R(g) D, Rf(e) = R(g)D,f ist
(vgl. [6: Lemma 1.1]), 1dBt sich diese Reihe wie folgt abschatzen:

) (8k/k 1) ,ZJ |Ds,, - D, £

8

s S (k/kn) 3OS d | | [ A,
k=0 ijj ocz :
s S S (Lslehk/k D d Il Fr(o)ll, 31 (L= max Ix;l)
k=0 oeS ij,j i=1,...,n
s S S (Lslolm) skt )dg I Fly -
k=0 ocZ
< d, exp(el3|)lIf*(o)ll, fir §<e/Ln.
ccZ

Also ist jede exponentiell schnell fallende Funktion auf G ein analyti-
scher Vektor fiir Riiber K(G).

Sei nunim zweiten Teil des Beweises f ein analytischer Vektor fir R
iiber K. Mitels einer Orthonormalbasis {A;,....,A,} von A kann man den
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zugehorigen Casimir-Operator A = - ¥ Dizmit D= DA’_ bilden. Dieser ist
von der Wah| der Basis unabhingig. Es ist
(8F)(0) = (0.0028) Fr(0) . (s)
18F1 s 1Dl s nmax{IDFI| DI =2}, : (6)
8™ Fll s n™ max{IDFIl | ID| =2m} , (7

wobei (6, 0+235) ein |ol? méjorisierender Skalar ist, der durch die Killing-
Form definiert ist, und |D| = k bedeutet, daB D= D; - D; (ie{l,....n},
j=1... k) ist. Wir betrachten den Operator B, gegeben durch ( Bf)*(o)
=(0,0+28)"2F~( o) (vgl. [13, 14], [24:Abschnitt 4.4.6]). Da f ein ana-
lytischer Vektor ist, existiert ein ¢ > O, so daf} fiir 0 < 3 < ¢ die Reihe

o
-« D, f|l, also auch (8k/k1) max ||DFI|
K ” ' kz=;o IDl=k

Ms

sk/kt S | b,
15i=n !
j=1,... Kk

K

]
o

konvergiert. Damit existiert eine Konstante M mit max{lIDfll/k | | D|= k}
sMKund es ergibt sich IB2Kf [ = [a%F Il s (Vn M )?5(2k)!. Weiterhin ver-
wenden wir | B2%-V Flls| fll + | B2XFf ||. Daraus folgt fiir ¢ <1/2YynM

$ UBT N m . $UBZETUN iy, § UBRFI ok

m-0 m! k=1 (2k-1)! . k-0 (2k)!
2 I Flle2k! & (fnM)ZK 2k ) 2k-1 , R (InM)2K(2k)! 2k
P Oy I M ¢ 7 & P T T

s Ifllexpe+ > (2/n Me)2k-'aM + S (Jn Me)2k
= £=0

— » o]
s lIifllexpe+ (YfnM+1)> (2yn Me)k < oo .
=0 .
Wegen (0,0+28) 2 |lo|? ist nun auch

S 4, IF (o)l exp (slol)

ocl

e <o B '
= S em/mt S dlolm £ Ao,
= ocX

s > e™mt > d (0,0 +28)M72 |FA (o),

o¢ cel

M

8

< (IB™F {l/mt)e™ < =,
m=0

d.h:, der analytische Vektor fist exponentiell schnell fallend B

15*
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Es sind also genau die Funktionen mit exponentiell schnell fallenden
Fourier-Koeffizienten die analytischen Vektoren der rechten regulédren
Darstellung iber dem passend gewidhlten Darstellungsraum K. Der klassi-
sche Satz von Paley-Wiener [21] sagt flr die Gruppe der reellen Zahlen,
daf die Menge der Funktionen f mit exponentiell schnell fallender Fou-
rier—-Transformierten f” durch die folgende Eigenschaft charakterisiert
ist: Es gibt zu f eine komplexe analytische Fortsetzung fc auf einen
Streifen |Im z| < r langs der reellen Achse, so daf3 sup {f | fe(x+iyl dx|
Iylfr} <o , ist. Will man eine derartige Charakterisierung vornehmen, muf}
man die Komplexifizierung G¢ von G betrachten, um die Moglichkeit der
Fortsetzung einer analytischen Funktion auf Gin G¢ zu bekommen. Ver-

suche in dieser Richtung sind ausgehend von Mackey [17] fur abelsche
Gruppen z.B. von Hugelshofer [16] und McKennon und Novak [19] und fur

kompakte Lie-Gruppen von Frota-Mattos [t2] unternommen worden. Wir
haben das folgende Resultat erhalten.

Satz 3: Jede exponentiell schnell fallende Funktion auf einer kom-
pakten, zusammenhidngenden Gruppe G besitzt eine komplex analytische
Fortsetzung auf eine G umfassende Teilmenge der Form G, von Gg in
Gestalt ihrer Laplace-Reihe. :

Bewels: Sei fe ES( G),d.h. Zd,lif~ (o), exp(clol) < o fiir ein £>0,
wobei dimA(G) < © vorausgesetzt werden kann. Dann 1aBt sich f durch
die Laplace-Reihe fc auf G fortsetzen, da deren absolute Konvergenz aus
(4) folgt. Wir zeigen jetzt, daB fc komplex analytisch ist. Dazu unter-
suchen wir die absolute Konvergenz der Taylor-Reihe von f an der Stelle
gexpileG, in Bezug auf die Ableitungsrichtung peA(Gg). Es ist

OZD IClzI™/m?) Dé" fc( g expin)ll
m=-1

s T lzIm/my 5 dolF2(e) U (g exp i) dU® ()™l

m=0

s T dzl™/m zzd;,ufwo)lh(exp ldus(x)ll,) Idue(u) I

m=0

s S lzlm/m s doll F~(ae)ll, (exp(lollkl))lol"’lul”’

m=0 ccZ
s 2 d lif~a)lexpUollXl+lzllallpl)
acZ

s 2 dslfr)liexp((IXI+lzlluDlol) < T dyllif*(o)l,exp(elal) < o,
cgeZ gcZ

falls |zl<( e-IX])/lul gewdhlt wird. Also ist fanalytisch fortsetzbar il

3. Der abelsche Spezialfall

In diesem Abschnitt betrachten wir nur abelsche, kompakte, zusammen-
hingende Gruppen. Fiir diese kann die folgende Verschirfung von Satz 3
bewiesen werden.
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Satz 4: Fiir eine Funktion f mit absolut summierbarer Fourier-Reihe
auf einer abelschen, kompakten Gruppe Gmit Komplexifizierung Gg¢ sind
die folgenden Bedingungen dquivalent:

a) f ist durch ihre Laplace-Reihe auf eine Menge der Form G.s Gg¢
fortsetzbar. . ,

b) fist durch ihre Laplace-Reihe auf eine Menge der Form G.< G ¢
analytisch fortsetzbar.

c) f~ist exponentiell schnell fallend.

Beweis: Offensichtlich geniigt es nachzuweisen, daB jede Funktion f,
die durch ihre'Lap[ace—Reihe auf eine Menge der Form G fortsetzbar ist,
auch exponentiell schnell fallend ist. Da G abelsch ist, reduziert sich das
duale Objekt zur diskreten, abelschen dualen Gruppe X der (eindimensio-

nalen) Charaktere von G, die Fourier-Reihe von feK(G) an der Stelle ge G
zu f(g) = Zxcx f (x)x(g).Die Lie-Algebra A (ihre Dimension n sei endlich)

ist abelsch, also isomorph zu R” , die infinitesimale Darstellung dy zu
xeX liefert an der Stelle A eine rein imagindre Zahl i’i(x),die durch
x(Ax(¢t)) =exp(edy(2)) = exp(itr(yx))gegeben ist.Wir bezeichnen mit
Qg4 die additive Gruppe der rationalen Zahlen in der diskreten Topologie.
Folgende Aussagen sind dquivalent [15: Abschnitte 24.28,A.14,A.16,30.51]:
(i)dim A,=n,(ii)r(x)=n,(iii)Qdistminimale dividierbare Erweiterung von X.
Daher kann man folgende Identifizierung fiir x ¢ X und X ¢ A vornehmen:
x = (ryrp)eQd . X = (1y,....,1,)eR”, woraus sich bei entsprechender
Normierung

Yoo = S = (B o= 2 me)”

i=1 i=1 i=t

ergibt. Wir zerlegen nun QJF in die 27 Sektoren beziiglich der Vor-
zeichen der Koordinaten und bezeichnen die zugehdrigen Teilmengen von
X mit X, (k=1,...,27). Sei nun f eine Funktion auf G, zu der ein ¢>0
existiert, so dafB fiir alle X mit |A|<¢

Z () x(expix)l= Z 1F~(x) exp(-X(x)) ] <o

xecX xeX .
ist. Fir 0 < ¢”" < ¢ wahlen wir jetzt Ag so, daB fiir alle X = ( ry,...,r,) eXy
die Gleichung X, ( x) = ( -¢'/n) (lrygd+...+ir,l) gilt. Dabei ist das Vor-
zeichen der Koordinaten von X, durch das einheitliche Vorzeichenverhalten
der Koordinaten der ye¢ X, bestimmt. Dann ist || = Vn ¢//n = ¢ < &,
wahrend -X, (x) = (¢/¥n) X [r,l2¢elxl//nfiralle ye X, ist.Daraus folgt
2
X

xXex,

f“(x)exp(s'%)

s T 1A ()lexp(-Xe(x) s Z 1 Fr(x)lexp(-R(y))< .
x e Xy, . xeX
Damit ist f aber exponentiell schnell fallend, denn es ist folglich

T 1FA() explelxl A ) = %Z’ 2 IFAx) exp(elxl7/Yn) <o B

xeX k=1 xeX,
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4. Ein anderer Differenzierbarkeitsbegriff

Der von uns benutzte Differenzierbarkeitsbegriff von Boseck und Czi-
chowski bewirkt, dafl eine stetig differenzierbare Funktion auf den Ne-
benklassen nach einem abgeschlossenen Normalteiler Nmit dim(G/N) <
konstant ist. Deshalb konnten wir uns in den Beweisen auf den endlichdi-
mensionalen Fall beschrinken. G/N muf3 aber keine Lie-Gruppe sein. Der
engere Differenzierbarkeitsbegriff von Bruhat, Kac und Maurin (vgl. [ 9,

" Abschnitt 2.2.2.5}) bezeichnet hingegen eine Funktion f auf einer kom-
pakten topologischen Gruppe G als differenzierbar, falls ein abgeschlos-
sener Normalteiler N existiert, so daB3 G/N Lie-Gruppe, f auf den Neben-
klassen nach N konstant und, als Funktion auf der Lie-Gruppe betrachtet,
im Lieschen Sinne differenzierbar ist. Ist G selbst Lie-Gruppe, stimmen
beide Begriffe Uberein; im allgemeinen Fall ist f k-mal stetig BKM-dif-
ferenzierbar genau dann, wenn f k-mal stetig BC-differenzierbar ist und
ein abgeschlossener Normalteiler N existiert, so daBB G/N Lie-Gruppe und
f auf den Nebenklassen nach N konstant ist [9: S. 65). Ist H ein von uns
betrachteter Funktionenraum, so bezeichnen wir mit H, den Teilraum der
BKM-differenzierbaren Funktionen aus H. '

Der folgende Satz beschreibt das Verhidltnis von-differenzierbaren
Vektoren der rechtsreguldren Darstellung iiber K und den beliebig oft
differenzierbaren Funktionen bei Verwendung des BKM-Differenzierbar-
keitsbegriffes.

Satz 5: Fiir eine stetige Funktion f auf G sind folgende Bedingungen
aquivalent:

a) fist beliebig oft BKM-differenzierbar.

b) fist schnell fallend, und supp " ist endlich erzeugt.

c) fist ein BKM-differenzierbarer Vektor fiir R iber K(G).

Bewels: Theorem 2.1. von [1] besagt in der in dieser Arbeit verwendeten
Terminologie, daB C®(G) = §,(G) ist. Damit folgt aus fe C;°(G) insbeson-
dere auch fe¢ K(G). Eine Funktion f ¢ K(G) ist konstant auf den Neben-
klassen nach einem abgeschlossenen Normalteiler N genau dann, wenn
auch Rf als K-wertige Funktion diese Eigenschaft hat. Damit folgt aus
Satz 1 die Inklusion K?(R)CC?’(G). '

Sei nun umgekehrt fe C;”(G), N der oben angefiihrte Normalteiler.
Wir betrachten f,, :gN —> f(g) auf der Lie-Gruppe G/N. Es sei Ry, die
rechtsreguldre Darstellung von G/N ., X, ein beliebiges Element von
A(G/N). Dannist nach einer Bemerkung von WARNER[24: Abschnitt 4.4.1]
die Funktion fein differenzierbarer Vektor fiir R iiber L2(G/NA), denn fiir
eine beliebige k-te Ableitung F von f ist

lim |7 (Ry AN (eD- E)Fy= Dy By,

i

>0 G/N|‘_'(FN'(8N>\N(t)) - FN(gN_))'- DxNF&(gN)Pd(gN))“z
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( lim e (Fy (N Ay (£)) = By (gN)) - Dy Fyy (gN)[2d (),
G/N 't=0

da Fy und DRNFN stetig auf der kompakten Gruppe G/N sind. Das be-
deutet aber, daB fiir eine beliebige k-te Ableitung F von f und beliebiges
XeA auch D, F= DX(RF)(e), d.h. f ein BKM-differenzierbarer Vektor von
Riiber L,(G)ist. Daraus wollen wir nun weiter folgern, daf} f auch diffe-
renzierbarer Vektor von R iiber K ist, indem wir || ¢ 7*(RX(t) - E)F-DyF |
— O fiir t > 0 nachweisen. Dazu bemerken wir zuerst, dafl mit fauch A®F ¢
Clm( G) und folglich A% Fe (L, T(R) ist. Weiterhin konvergiert fiir hinrei-
chend groBes s die Reihe é N)d:lo [-4s5[22]); ihr Wert sei C.DaT :=supp f

o e Al
< A( >, N) ist, konnen wir unter Benutzung der Cauchy-Schwarzschen Un-

gleichung und der Parsevalschen Gleichung folgendermaBen abschétzen:

e *(R(X(2))- E)F - D, F|

= 3 d,|[Fre)(em uC(e) - E) - du () I,

S dy(0,0+25)* (8% F) (o) (e U () - B) -au )],

A

S d7 a7 (AT F) (o) (e UM (2))- E)- du®m))|,

(Zd,lor =2 3 (dar2)as Frtor(eueuen-£) - aus)2)

i

clle=r (RO () = E)asF - D asF|, - o.
Damit ist der Satz bewiesen i

Weiterhin 1dBt sich auch das exponentiell schnelle Fallen der Fourier-
Koeffizienten von f aus der BKM-komplex analytischen Fortsetzbarkeit
von ferschlieBen, falls fauf den Nebenklassen nach einem abgeschlosse-
" nen Normalteiler N konstant ist, wobei G/N Lie-Gruppe ist. Dieser Satz
1aB8t sich aus dem in [12: Th. 1] von FROTA-MATTOS fiir kompakte Lie-
Gruppen (fiir G= SU(2) vgl. [4]) erhaltenen Resultat auf die iibliche Wei-
se gewinnen. Unter Beriicksichtigung von Satz 3 folgt dann auch

Satz 6: Fiir eine stetige Funktion f auf einer kompakten, zusammen-
hdngenden Gruppe G mit Komplexifizierung G¢ sind dquivalent:

a) fist BKM-komplex analytisch.fortsetzbar auf eine Menge der Form
G e G

b) fist durch ihre Laplace-Reihe auf eine Menge der Form G _c G
analytisch fortsetzbar, und supp f" ist endlich erzeugt.

c) fist BKM-analytischer Vektor fiir R iiber K(G).

d) fFist exponentiell schnell fallend, und supp f* ist endlich erzeugt.
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