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Eine Beziehung zwischen den Algebren verallgemeinerter Distributionen
. von-Colombeau und Ivanov

O. FOLLINGER

We show a relation between an algebra of generalized distributions, which is generated by
homogeneous distributions and defined by Ivanov, and the algebra of generalized distribu-
tions defined by Colombeau. .
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0. Einfiihrung. Im Jahre 1954 bewies L. Schwartz in seiner Arbeit "Sur I’ impossibilite
..."[61, daB es nicht moglich ist, den Raum der Distributionen in eine Differentialalgebra
einzubetten, die die Multiplikation der stetigen Funktionen verallgemeinert. Verschiedene
Autoren haben spéter speziellere Produkte zwischen Distributionen definiert, etwa durch
die Angabe von Kriterien fur die Existenz des Produktes (Hoérmander, Wladimirov, Am-
brose u.a.) oder durch die Benutzung von épeziellen Regularisierungen (Mikusinski,
Hirata, Ogata u.a.). Siehe dazu die Arbeit von Oberguggenberger [4] und die in ihr zitierte
Literatur. In der vorliegenden Arbeit soll dhnlich wie in derjenigen von Oberguggenberger
die Beziehung eines von Ivanov [3] definierten Produktes homogener Distributionen zur
Algebra von Colombeau untersucht werden. Dabei werden insbesondere Strukturaussagen
liber die Algebra von Colombeau gewonnen.

1. Die Algebra von Colombeau. Zur Definition der Algebra von Colombeau &j(R”) benutzen
© wir die folgenden Indexmengen Aq {(geN):

Ag(R") = {‘D € CO”(R")II¢(x)dA' = 1,]A‘°‘.®.(A’)dx =0VaeZl 1slals q}.
Lemmal: Seien k linear unabhiangige stetige Linearformen L; (i=1,...,k) auf C;°(R™)
gegeben, ¢ =(c,,...,c;) e C¥und B= {(D € C°°°(IR")| L (@) = c; fir alle i}. Dann ist B + Q.

Beweis: Wir wihlen linear unabhingige Funktionen ®; ¢ CS°(R™) mit L (®;) * 0 so,
daB3 die L ;, eingeschrankt auf V= Lin{‘l}l,...,ok}, linear unabhingig sind. Folglich ist der
OperatorL: V= CkX L(®) =(L(®),...,L (@), nach Konstruktion invertierbar. Sei c ¢ CX.
Dann besitzt das Gleichungssystem L(®)=c (® ¢ V) die Losung @, = L™ *(c), @, ¢ CZ(R")
und es gilt ©, ¢ B

Folgerung2: Es gilt A,(R") + O fiir alle'q ¢ N,

Lemmai kann auch zur Konstruktion von Elementen aus Aq benutzt werden, die weite -
re lineare Gleichungen erfiillen, sofern die Funktionale in diesen nur linear unabhiingig sind.
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Fiir eine stetige Funktion f: R” = C sei
for R?> €, f(x)= Ynf(x/e), (1, FAX) = F(x -y), fo = (1 f)e.

Wir werden nun die grundlegende Definition der Colombeauschen Algebra geben.

Definition: Wir betrachten die Algebra

Fiir alle kompakten K C R?und x ¢ Z
existiert ein g € N, so daB folgendes gilt :
Fiir alle @ ¢ A, existieren n,¢ > 0, so daB
|D°‘f(<DE,,\)] scedVxeK, e e(O n) ist

E(R7) = { fe Map(A4,, C=(R™)

sowie das in ihr enthaltene Ideal

Fiir alle kompakten K C R"und a e Z7

existiert ein /¢ N, so daB folgendes gilt:
Furallequ(qzl) ®eAggibtes n,c>0,s0 daB
|DEF(®.,x)|sceTVxe K e €(0,m) ist

N(R"”) = { fe E(R")

Dabei ist D f die partielle Ableitung der glatten Funk_tion-f(d)t, +): R"— C fur festes @ .
Die Quotientenalgebra G)(R™) = E(R")/N(R™)wird als Algebra von Colombeau bezeichnet.
Die Elemente von ihr werden verallgemeinerte Distributionen genannt.

Der Raum der Distributionen D'(R")ist vermoge T(®,x) = <T,t,®> in Gj(R?)ein-
gebéttet und C®(R") ist eine Differential-Unteralgebra von &)(R™). Eine ausfiihrliche
Beschreibung der Algebra )(R”)findet man in [2,5]. Im weiteren werden die verallge-
meinerten Distributionen und ihre Reprasentanten miteinander identifiziert. Auf Grund des
Resultates von Schwartz [6] ist klar, daB C(R") keine Unteralgebra von &J(R™) sein kann.
Colombeau [2] stellt eine Beziehung zwischen diesen Algebren mit Hilfe des Begriffes
der assoziierten Distribution her. Eine Distribution T ¢ D(R™) heiBt assoziiert zu einer
verallgemeinerten Distribution F e £)(R™), wenn fiir ein g ¢ N die Beziehung

lim [F(®,,x)¢(x)dx = <T,¢> fiir alle ® ¢ Ag(R"), ¢ ¢ D(R")

gilt. Damit ist T eindeutig und reprasentantenunabhingig definiert. Colombeau bewies in
[2], daB fiir eine Distribution T die Beziehung lim._,, [T(®, x)d(x)dx = {T,¢> gilt.
Also ist jede Distribution zu sich selbst assoziiert.

2.Homogene Distributionen in £j(R). Ivanov [3] definierte eine Multiplikation in einem von

homogenen Distributionen aufgespannten Unterraum von D’(R). Dabei werden insbeson-
 dere Distributionen mit gleichem singul'éreh Trager miteinander multipliziert. Eine Dis-

tribution 7€ D'(R™) heiBt homogen vom Grad k € N, wenn Ty se> = t KT, fiir alle

¢ e D(R?) gilt. Sei H,(R) der von

§(n-1) = :'\t’,,_ll §, vp.x"™ = —1L1;,dd\ — Inlx| (m,neN)

und den komplexen Konstanten aufgespannte Unterraum von D’(R) und H(R) die von

H,(R") erzeugte freie Algebra. H,(R) ist als Unterraum des Raumes der Distributionen in

Ci(R) eingebettet und es gilt das folgende

Theorem 3: Die Algebra H(R) ist.in G(R) als Unteralgebra eingebettet.
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Beweis: Es geniigt zu zeigen, daB H(R) n N(R) = {0} ist. Sei Se¢ H(R), S # 0, ein
Monom der Homogenitit ke N (unter Homogenitit eines Monoms verstehen wir die Summe
der Homogenititen der einzelnen Distributionen), das heiBt

n . n
S=1IT;, T;e {S(P"‘), v.p.x M| m,psN}, hom(T;) = k;, k = 2 k;.
i=1 i=3
Dann gilt bei x = 0 die Beziehung
|S(<De’0)| =I<T1v®s>"'<rn'®e>|
=le R T, 00 e M (T, 00 = e K< T, 00 KT, 0| =ce ™k

(1)

unabhidngig davon, ob @ € A, oder @ ¢ A, ist. Also gilt fiir ein beliebiges Monom S die Be-
ziehung S ¢« N(R). Sei'nun S ¢ H(R) beliebig gewihlt, das heiBt

§=3" ¢;S; (0%c;eC;S;ecH(R)ein Monom). ()

Summen von Monomen unterschiedlicher Homogenitit sind keine Elemente von N(R) auf
Grund des unterschiedlichen Verhaltens fiir ¢ > 0. Summen von Monomen gleicher Homo -
genitédt ergeben wieder verallgemeinerte Distributionen, die die Gleichung (1) erfiillen. Eine
solche Summe ist nur dann Element von N(R), wenn ein q existiert, so da in (1) ¢ = 0 fiir
alle ® ¢ Aq ist. Wir zeigen, daB fiir alle g ¢ N eine Funktion ® ¢ Aq existiert, fir diec # 0
ist. Seien dazu die S; in (2) Monome der Homogenitit k ¢ N und g € N fest. Sei weiterhin
T={7,....T, Tuy,..., Ts| r,s ¢ N} C H,(R) die Menge der Distributionen, aus denen sich
S zusammensetzt, so daB S, = T, ... T, ist, und die S; seien fir i # 1 Produkte von Distribu-
tionen aus T, jedoch nicht gleich S,.Da die Elemente von T sowohl voneinander als auch von
den definierenden Funktionalen der Mengen A, linear unabhingig sind, folgt aus Lemmal
die Existenz eines @ ¢ A, mit <7,,0> =..=<T,, 0> =1und {T,,,,0> = ... =<{T,0> = 0.
Dies ist die gesuchte Funktion® e A @

Theorem 4: Ein Element S ¢ H(R) besitzt genau dann eine assoziierte Distribution,
wenn S € Hy(R) ist. -

Beweis: Es geniigt zu zeigen, daB S ¢ H(R)\ H,(R) keine assoziierte Distribution
besitzt. Sei S zunachst ein Monom der Homogenitét p € N. Dann gilt

K 1
T 2(,]-[ T:)( ,HS,»> (k,JeN, k+1>1), T; =870, Sj =v.p.x " (n;m;eN).
i=1 =1

Aus k +1>1 folgt p> 1. Wir berechnen zunéchst die Bilder der Einbettungen von 8(7 " ynd
v.p.x "™ in GJ(R). Dabei ist
B (1, 0).> = (-1)" e m@(n 1) (x /g) (3)
vp.x~ M (1, D) = (-l)ms‘"’flnl.\' s el @M u)dy. (4)
Wir betrachten nun e Cg~(R) mit $(0) # Ound ® € A, . Es ist dann

Cli__@ofs(o:,.\-)q;(.\»)d.\-

lim f( ,:k‘<8( mi= (1, D) >)(vjf1“<v:p..\" m (1,,0), ))q,:(.\”)dx - -

K 1 . :
:“_To f(i=l(_l)n;~1s-n,'Q)_(n,'—:)(_’\,/E)le;Il(_l)nyjlnl_\, +euj|®(f"f)(uj))¢(x)d-\‘
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ko !

= lim s‘M'N“(—l)M*Nf( .H(D(""")(-.\'))( 'nﬁn(elx +sp~|)(D(’"j)(p.))q;(e.\')dx.
£—>0 i=1 j=1 J J

Dabeigilt N =3 X n, M= Zjlq(mj - 1)und p =M + N > 1. Wir erhalten Summen von

Termen der Form

K 1
c(lns)’s'P‘*f< ;Eo("i_‘)(vx)lelﬁnlx + o mj)(uj)dpj)w(sx)dx, (s)

wobei ¢ nur kombinatorische GroBen in k und / enthiélt. Fiir ¢ — 0 verhalten sich die Terme
in (5) wie O((lns)’s"’"), konnen in der Summe also nur verschwinden, wenn jeder ein-
zelne Summand verschwindet. Es geniigt also zunichst, einen dieser Terme zu betrachten.
Da p > 1ist, kann der Term in (S) nur dann verschwinden, wenn die Integrale

1(0) = f(iﬁw(ni_l)(—x))(jf[flnl.v gl Q(mj)(uj)duj)Q)(s.\’)dx,

betrachtet als nichtlineare Funktionale auf Ag.fiir alle g e N identisch verschwinden. Not-
wendig daflr ist, daB fiir g ¢ N und fiir alle ¢,® € A, die Gateaux - Ableitung (D (@) (®)
=d/dt1(Q + ttp)|,=0 von I verschwindet. Dies liefert ein Funktional, angewendet auf ¢, das
linear unabhingig von den definierenden Funktionalen der Menge Ag ist. Mit Lemma 1
kdnnen wir nun schlieBen, daB fiir alle g ¢ N ein ¢ ¢ Aq mit(Dg I(®))(®) = 1 existiert.
Also verschwindet /(®) nicht identisch und es existiert ein ® ¢ Aq, fiir das der Grenzwert
von (S) fir ¢ &> 0 nicht existiert, das heiBt S besitzt keine assoziierte Distribution. Ein
allgemeines Element von H(R)\ H,(R) hat die Form

s=5"

wobei S; ¢ Hy(R)fir mindestens ein i ist. Summen von Monomen verschiedener Homoge-
nitat konnen fur £ = 0 auf Grund ihres unterschiedlichen Grenzwertverhaltens nicht ver-
schwinden. Fiir Summen von Monomen gleicher Homogenitit, von denen keines Element
von Hy(R) ist, kann wie fiir ein Monom argumentiert werden. Es bleibt der Fall zu be-
trachten, daB S = T + R ist, wobei T ¢ HO(R)natiirlich eine assoziierte Distribution besitzt
und keiner der Summanden von R ein Element aus H,(R) ist. BesidBe S in diesem Fall eine
assoziierte Distribution, so auch R = § - T. Das steht aber im Widerspruch zu der oben
gezeigten Behauptung. Also besitzt S 'keine assoziierte Distribution B

c;S; (cieC,S,-eH([R)), . (6)

1

3. Die Algebra von Ivanov. Ivanov definiert in [3] eine andere Algebra iiber H,(R). Er be-
trachtet dazu denVektorraum F, =lin{z ", Z | n ¢ N} der in der oberen Halbebene har-

monischen Funktionen z "”, Z ™" und nutzt den Fakt, daB dieser Raum isomorph zu H,(R)
ist. Die Isomorphie wird durch die Beziehungen

v.p. X M 1/,(z27 ™+ 77M) ynd (-~ "/(n_i)!s(n-l) &1y, (z77-77M)
angegeben. Sei Fdie von F, erzeugte Funktionalgebra. Durch Ausdehnung des angegebe-

nen [somorphismus wird iiber H,(R) die Struktur einer Algebra H,(R) definiert. In dieser
Algebra gilt zum Beispiel die Beziehung

Bupxt e 1 (27 - 2T (2T e 2 = 1 (27 27) & - 1,50,

folglich ist Sv.p.x * = -1/,8(*)in H,(R). Daraus erhilt man mit Theorem 3, daB H,( R) keine
Unteralgebravon Hy(R)ist; da in H,(R) die Beziehung 8 v.p.x "' % 8(*) gilt. Der Beweis von
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Theorem 4 zeigt weiterhin, daB 8 v.p.x ~* keine assoziierte Distribution besitzt, insbeson-
dere auch nicht zu 81 assoziiert ist. Fiir die Algebra Hl(R) gilt nun der folgende

Satz 5: Der Vektorraum H(R)ist als Unterraum in &F(R) eingebettet. Er ist keine
Unteralgebra von &f(R).

Beweis : Ein beliebiges Element S ¢ H,(R) der Homogenitit k hat die Poisson-Dar-
stellung S =3,,;_x a4,z 727/, a;;¢ C. Da

2z = (z7 '+ Zz )+ (z7 -2 ) und 22 = (22T - (27 - 27Y)

gilt, kann S als Summe von Produkten_} von Elementen aus HO(IR)dargestellt werden, das
heiBt H,(R) ist in H(R) als Unterraum eingebettet. Da letzterer nach Theorem 3 in j(R)
eingebettet ist, gilt dies.auch fiir H;(IR). Der Rest der Behauptung ergibt sich aus der Be-
merkung vor dem Satz B

Zur Definition einer Multiplikation in H,(R) benutzt Ivanov eine multiplikative Regu-
larisierung. Wir geben deshalb die folgende ' i

Definition : Sei G eine Algebra iiber Hy(R). Eine lineare Abbildung X: G— H,(R) heiBt
Regularisierung, falls folgendes gilt:

1. Die Einschrankung von X auf H,(R)ist die identische Abbildung.

2.KerX € {Te G| T ist in O konzentriert }.
Eine Regularisierung heiBt multiplikativ, falls \(ST) = X(A(S)X(T)) fir alle S,T e G gilt.

Ist A eine multiplikative Regularisierung, so kann wie folgt eine Multiplikation o in
H,(R) definiert werden: i
o:Hy(R) x Hy(R) > H,(R), S oT=A(ST).

Ivanov zeigt nun in [3] den foigenden

Satz 6: Es existiert genau eine multiplikative Regularisierung \o: H(R) = Hy(R), so
daB die mit ihrer Hilfe definierte Multiplikation o in Hy(R) die Struktur einer assoziativen
kommutativen reellen Differentialalgebra beziiglich d/dx erzeugt ("reell” bedeutet, daB
reellwertige Testfunktionen in R abgebildet werden). Dabei gilt

H{R) B~ H(R)/I J Hy(R), X4 = jopr,

wobei pr die Projektion auf die Faktoralgebra H{R)/I, j ein kanonischer Isomorphismus
und | das von §2 erzeugte Hauptideal in H(R) ist .

Der Beweis ergibt sich aus der Folgerung nach Theorem 9 in [3] 8"

Nach Theorem 4 ist klar, daB die Elemente des Ideals / keine assoziierten Distributi-
onen besitzen. Unser Ziel ist es, eine Regularisierung x: H(R) - H,(R) zu definieren.
Die ldee dazu ist einfach: Fiir eine beliebige kommutative Algebra iiber einem .Vektor-
raum existiert ein kanonischer Homomorphismus p der freien kommutativen Algebra in
diese Algebra, der eindeutig durch die Bedingung gegeben ist, daB seine Einschrinkung
auf den Vektorraum die Identitat ist. Sei u: H(R) = H,(R) dieser Homomorphismus.



230 ©O.FOLLINGER

Satz 7: Die Abbildung x = A, ou: H(R) > H,(R) ist eine multiplikative Regularisie-
rung. Die Elemente von Ker x besitzen keine assoziierten Distributionen.

Beweis : Die Abbildung x ist nach Konstruktion, eingeschrénkt auf H,(R), die Identitit.
Wir benutzen jetzt, daB die Elemente von £j(R) auf offene Teilmengen von R einge-
schrinkt werden konnen [2]. Wir betrachten die Einschrankung x,: H{(R\{0}) = H(R\{0})
von x.Auf R\ {0} sind die Elemente von H( R)glatte Funktionen, deren Gesamtheit in Q( R)
als Differential-Unteralgebra eingebettet ist [2], und es gilt

H(R\{0}) = Lin{f,,| £n(x) = x ™ x ¢ R, m e N} = Ho(R\{O}).

Hierauf ist x, nach Konstruktion die Identitit, also liegen diejenigen Elemente von H(R),
die auf R\ {0} nicht verschwinden, nicht in Kerx. Folglich ist x eine Regularisierung.

Fiir den Beweis des zweiten Teils der Behauptung miissen wir Kerx genauer charak-
terisieren. Dabei gilt Kerx = Lin{Kerp + p"'KerX,} = Lin{Kerp + §2H(R)}. Aus rein
algebraischen Griinden ist klar, daB Kery die lineare Hiille all derjenigen Hauptideale ist,
die von einem beliebigen Element der Form

.ﬁSi'"" - §Mo .08 (S;eHy(R); m,,....m,,neN) (7
171

erzeugt werden. Dabei bezeichnet o die Multiplikation in H(R) und [ die Operation in
H(R), wobei das Ergebnis als Element von H(R)verstanden wird. Sowoh! fiir Z;’:‘ m;=0
als auch fiirY;L, m; = 1 ist die Differenz in (7) gleich Null. Fiir 3,7, m, > 1 ist die Differenz
entweder Null, oder das von ihr erzeugte Hauptideal ist eine Teilmenge von H(R)\ H,(R).
Da auch 82H(R) Teilmenge von H(R)\ H,(R) ist, gilt die Behauptung nach Theorem 4 B

Damit ist gezeigt, daB bei der Definition der Multiplikation in H,(R) mit Hilfe von x
oder A, genau diejenigen Elemente der iiber H,(R) betrachteten Algebra wegfaktorisiert
werden, die keine assoziierten Distributionen besitzen.
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