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Eine Beziehung zwischen den Algebren veraligemeinerter Distributionen 
von Colombeau und Ivanov 

0. FbLLINCER 

We show a relation between an algebra of generalized distributions, which is generated by 
homogeneous distributions and defined by lvai,ov, and the algebra of generalized distribu-
tions defined by Colornbeau. 
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0. Einl'Uhrung. Im Jahre 1954 bewies L. Schwartz in seiner Arbeit "Sur I' impossibilite 
[6], daB es nicht moglich ist, den Raum der Distributionen in eine Differentialalgebra 

einzubetten, die die Multiplikation der stetigen Funktionen verailgemeinert. Verschiedene 
Autoren haben später speziellere Produkte zwischen Distributionen definiert, etwa dutch 
die Angabe von Kriterien fir die Existenz des Produktes (l-lormander, Wladimirov, Am-
brose u.a.) oder dutch die Benutzung von speziellen Regularisierungen (Mikusinski, 
Hirata, Ogata u.a.). Siehe dazu die Arbeit von Oberguggenberger [4] und die in iht zitierte 
Literatur. In der vorliegenden Arbeit soil ähnlich wie in derjenigen von Oberguggenberger 
die Beziehung eines von ivanov [3] definierten Produktes homogener Distributionen zur 
Algebra von Colombeau untersucht werden. Dabei werden insbesondere Strukturaussagen 
uber die Algebra von Coiombeau gewonnen. 

1. Die Algebra von Colombeau. Zur Definition der Algebra von Coiombeau ( R') benutzen 
wit die folgenden lndexmengen Aq (q E N): 

Aq (Rn ) =10 € C°(R°)IJ'(x)dx = 1,fx'I(x)dx = 0 V a E Z?, i :5 l al :^ q). 

Leinmal: Selen k linear unabhangie stetige Linearformen L (i = I.... . k) aufC°(R') 
., gegeben, c = (c 1 ,..c k) C"u,id B	E C'(R") L 1 (D) = c 1 für alle ). Dann 1st B . Ct). 

Beweis: Wit wählen linear unabhangige Funktionen D € C'(R")mit L-((I) 1 ) * 0 so, 
daB die L, eingeschrankt auf V= Lin{D 1,•, (I < }, linear unabhangig sind. Folglich ist der 
OperatorL: V_.C', L(1) =(L1(D).....Lk(€D)), nach Konstruktion invertierbar.Sei c € Ce'. 
Dann besitzt dasGleichungssystem L(D) c(D € V) die Losung cI L 1 (c), CI € C(Rn1) 
und es gilt tI) 0 € BI 

Folgerung2: Es gilt A q (R') t	dr alle q E N. 

Lemma I kann auch zur Konstruktion von Elementen aus A  benutzt werden, die weite - 
re lineare Gleichungen erftillen sofern die Funktionale in diesen nur linear unabhangig sind.
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Für eine stetige Funktion f: R" - C sei 

ft	C, f(x) = '/f(x/c), (tf)(x) = f(x -y), f	=(tXf)E. 

Wir werden nun die grundlegende Dfinition der Colombeauschen Algebra geben. 

Definition: Wir betrachten die Algebra 

Fir alle kompakten K C R" und a € Z	1 

E(R) fi€ Map (A,, c(R)) existiert em q N, SO daB folgendes gilt: 
Für alle D E A existieren i, c> 0, so daB 
IDf(D,x)I C  q V X  K, s €(0,) istJ 

sowie das in ihr enthaltene Ideal 

Für alle kompakten K C R' und a E Z	 1 
existiert em lEN, so daB folgendes gilt:	I N( R") = fr E( R") Für alle q € N (q ^t 1), € A q gibt es ,c > 0, so daB 
IDf((I),x)I ^ c 0 V X  K, t €(0,i) 1st	J. 

Dabei ist Df die partielle Ableitung der glatten Funktion f( cD,): R"- C für festes D. 
Die Quotientenalgebra 4( R") E( IR'1)/N( Rhl )wird als Algebra von Colombeau bezeichnet. 
Die Elemente von ihr werden veraligemeinerte Distributionen genannt. 

Der Raum der Distributionen D(R') ist vermöge T(I,X) = <T, t.I> in 4(R') em - 
gebettet und C(R")ist elne Differential - Unteralgebra von 4(R"). Eine ausfUhrliche 
Beschreibung der Algebra 4(R')findet man in [2,51. Im weiteren werden die verallge-
meinerten Distributionen und ihre Reprasentanten miteinander identifiziert.Auf Grund des 
Resultates von Schwartz [6] 1st klar. dali C( R") keine Unteralgebra von 4(R11) sein kann. 
Colombeau [2] stellt eine Beziehung zwischen diesen Algebren mit Hilfe des Begriffes 
der assoziierten Distribution her. Eine Distribution T E D'(R1') heilit assoziiert zu einer 
veraligemeinerten Distribution F€ 4(R'), wenn für ein q € N die Beziehung 

lim 1F((I,x)(x)dx = <T,4> für alle (I) € A(R"), 4 € D(lR') 
C - O• 

gilt. Damit ist T eindeutig und reprasentantenunabhangig definiert. Colombeau bewies in 
[2], daB für eine Distribution T die Beziehung lim.0fT(D, x)(x)dx = <T,4> gilt. 
Also 1st jede Distribution zu sich selbst assoziiert. 

2. Homogene Distributionen in 4(R). lvanov [3] definierte eine Multiplikation in einem von 
homogenen Distributionen aufgespannten Unterraum von D(R). Dabei werden insbeson-
dere Distributionen mit gleichem singularen Trager miteinander multipliziert. Eine Dis-
tribution T€ D(R'1 ) heilit hornogen vorn Grad k E N, wenn <T,4 1/t > = t 'k < TO für alle 

€ D(R") gilt. Sei H0(R) der von 

- d"1 - (_l)mnl dm - dx",	V.P.X -m - (rn-I)! dxtm lnIxI (m,n €N) 

und den komplexen Konstanten aufgespannte Unterraum von D'(R) und H(R) die von 
H0(R) erzeugte freie Algebra. H0(R) 1st als Unterraum des Raumes der Distributionen in 
4(R) eingebettet und es gilt das folgende 

Theorem 3: Die Algebra H(R) ist in 4(R) a/s Unteralgebra eingebettet.
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Beweis: Es genugt zu zeigen, daB H(S) n N(S) = {O} ist. Sei S € H(S), S * o, em 
Monom der Homogenitat k € N (unter Homogenitat eines Monoms verstehen wit die Summe 
der Homogenitaten der einzelnen Distributionen), das heiBt 

s=HTj, Ti €{Pv.p.x	Im, p EN}, horn (Ti ) k,k	k1.

Dann gilt bei x = 0 die Beziehung 

IS(,o)I = 1<	<Tr,,D>I	 (1) 
= € kI<7,c1>... <7,cD>	CE 

unabhangig davon, ob D € A oder 'D i A q ist. Also gilt für ein beliebiges Monom S die Be-
ziehung S € N(S). Sei nun Se H(R) beliebig gewahlt, das heiBt 

S =	c1S1 (0 c, e C Si € H(S) ein Monom).	 (2) 

Summen von Monomen unterschiedlicher Homogenitat sind keine Elemente von N(S) auf 
Grund des unterschiedlichen Verhaltens für e - 0. Summen von Monomen gleicher Homo -
genitat ergeben wieder verailgemeinerte Distributionen, die die Gleichung (1) erfüllen. Eine 
soiche Summe ist nur dann Element von N(S), wenn ein q existiert, so daB in (1) c 0 für 
alle b € A q ist. Wir zeigen, dalI für alle q € N eine Funktion G E A  existiert, für die c * 0 
ist. Seien dazu die S i in (2) Monome der Homogenitat k € N und q € N fest. Sei weiterhin 
T r T1 ,..., 7., ..... T1 r,s € N} C H0(S) die Menge der Distributionen, aus denen sich 
S zusammensetzt, so dal3 S 1 = ... T, ist, und die S i seien für i * I Produkte von Distribu-
tionen aus T, jedoch nicht gleich S. Da die Elemente von T sowohi voneinander als auch von 
den definierenden Funktionalen der Mengen A  linear unabhangig sind, folgt aus Lemma I 
die Existenz eines cI)E A q mit <Tb> =	<7,.,D> = lund <T 1 ,I> =	=	= 0.
Dies ist die gesuchte Funktion 'D e AqU 

Theorem 4: Ein Element S € H(S) besitzt genau dann eine assoziierte Distribution, 
wennSeH0(R) 1st. 

Beweis: Es genUgt zu zeigen, dalI S € H(R)\H0 (R) keine assoziierte Distribution 
besitzt. Sei S zunächst ein Monom der Homogenitat p € N. Dann gilt 

T 
= (	

)(ns) (k,l €N, k + 1>1) T = 6(n11) S = v.p.x i (n 1 ,m eN). 

Aus k +1>1 folgt p> l.Wir berechnen zunächst die Bilder der Einbettungen von 8'	und 
V .P.X "' in	(R). Dabei ist 

= (-1)'"cD	- (-x/€)	 (3) 
-m ,( , )> =	 1) m € m flnlx + E V I( m)d.	 (4)€

Wir betrachten nun 4) € C(R) mit 4)(0) * 0 und ) €A q . Es ist dann 

ifS(I,x4) (xd.• 

	

('ik	 \f.J 
= lini J ( .n<(S (:1 1 ( t X cI)E >)c .fl<v :p.x	'(tX D )E>)4J ( x ) dx .. t-o	ii	 J=1 

= u rn fl(l) hh 1 1 £h11(1)( v/€))( J .H(-1)"JinIx + C-O	2=1	 =1
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= lim 5M	+1 (1) M+NS( H(n)i)(v))(flSlfl(EIv +.I)c'(.))(sx)dv. 

Dabei gilt N	, M	- 1)und p = M + N > 1. Wir erhalten Summen von
Termen der Form 

c (in E) T E -P k fl n3 (_X))(flflflIx + vj I (mJ()d.)(EX)dX	 (5) 

wobei c nur kombinatorische Gröen in k und 1 enthält. Fur s - 0 verhalten sich die Terme 
in (5) wie 0((lns)sP*1), konnen in der Summe also nur verschwinden, wenn jeder em-
zelne Summand verschwindet. Es genügt also zunächst, einen dieser Terme zu betrachten. 
Da p > 1 1st, kann der Term in (5) nur dann verschwinden, wenn die Integrate 

I() 
= f(	(ni1)(x))(flflIx 

+ ji 
betrachtet als nichtlineare Funktionale auf A q , für alle q € N identisch verschwinden. Not-
wendig dafur ist, daB fir q € N und für alle € A q die Gateaux -Ableitung (DGI(D))(p) 
= d/dt i((1.' + t cp) 0 von I verschwindet. Dies liefert ein Funktional, angewendet auf p, das 
linear unabhangig von den defiñierenden Funktionalen der Menge A  ist. Mit Lemma I 
können wir nun schlieBen, dal3 für alle q € N ein p e A q mit(DG I(b))(cp) 1 existiert. 
Also verschwindet I((1) nicht identisch und es existiert em ci> E A q , für das der Grenzwert 
von (5) für E -> 0 nicht existiert, das heiBt S besitzt keine assoziierte Distribution. Em 
aligemeines Element von H(R)\ H0(R) hat die Form 

S	cis, ( 1 €c, s € H(R)),	 (6) 

wobei S 1 e H0 ( R) für mindestens ein list. Summen von Monomen verschiedener Homoge-
nität können für s - 0 auf Grund ihres unterschiedlichen Grenzwertverhaltens nicht ver-
schwinden. Für Summen von Monomen gleicher Homogenitat, von denen keines Element 
von H0( R) ist, kann wie für ein Monom argumentiert werden. Es bleibt der Fall zu be-
trachten, daB S = T + R 1st, wobel T€ H0(R)natürlich elne assoziierte Distribution besitzt 
und keiner der Summanden von Rein Element aus H0(R) ist. BesäBe Sin diesem Fall elne 
assozilerte Distribution, so auch R S - T. Das steht aber im \VIderspruch zu der oben 
gezeigten Behauptung. Also besitzt S kemne assoziierte Distribution U 

3. Die Algebra von Ivanov. Ivanovdefiniert in [3] eine andere Algebra UberH 0(R).Erbe-
trachtet dazu den Vektorraum F, = lin{z ", 2- 11 1 n e N} der in der oberen 1-lalbebene har-
monischen Funktionen z ", 2' und nutzt den Fakt, daB dieser Raum isomorph zu H0( R) 
1st. Die Isomorphie wird durch die Beziehungen 

-rn	112(Z-m + z) und (j) fl	 8(n- 1)	1/2,(z1 - 1-.fl) 

angegeben. Sei Fdie von F, erzeugte Funkt ion algebra. Durch Ausdehnung des angegebe-
nen Isomorphismus wird über H0(R) die Struktur elner Algebra H1 (R) definiert. In dieser 
Algebra gilt zum Beispiel die Beziehung 

8 V.P .X -i = 1/.(Z 1 - z-) 112 (Z	^2-1) = '/4 . (z 2 - 2-2)	
- 

folglich ist 8 v.p.x 1 = - 1/2 8' in 111(R). Daraus erhalt man mit Theorem 3, daB H1(R)keine 
Unteralgebra von H0(l) ist, da in H0(R) die Beziehung 8 v.p.x j * 8'gilt. Der Beweis von
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Theorem  zeigt weiterhin, daB 8v.p.x	keine assoziierte Distribution besitzt, insbe son -
dere auch nicht zu 6 assoziiert ist. Für die Algebra H1(R) gilt nun der folgende 

Satz 5: Der Vekrorraum -'( R) ist a/s Unterraum in ( R) eingebettet. Er ist keine 
Unterakebra von 

Beweis : Ein beliebiges Element S c 11,(R) der Homogenitat k hat die Poisson -Dar -
stellung S - Y 1+J = k. a IJ z 'Z-', a 1 € C. Da 

2z 1 =(z	.i.2_1)+(z_1_ i - ') und 21'=(z1+Z1)-(z1 -21) 

gilt, kann S als Summe von Produkten von Elementen aus H0(R)dargestellt werden, das 
heiBt !-!1(R) ist in H(R) als Unterraum eingebettet. Da letzterer nach Theorem 3 in 3(R) 
eingebettet ist, gilt dies auch für H1(R). Der Rest der Behauptung ergibt sich aus der Be-
merkung vor dem Satz U 

Zur Definition einer Multiplikation inH0(R)benutzt lvanov eine multiplikative Regu-
larisierung. Wir geben deshaib die folgende 

Definition: Sei G eine Algebra Uber H0(R). Eine lineare Abbildung A: G-H0(R) heiBt 
Regularisierung, falls folgendes gilt: 

1. Die Einschrankung von A auf H0(IR)ist die identische Abbildung. 
2. KerA C {TE GI T ist in 0 konzentriert}. 

Eine Regularisierung heiBt multiplikativ, falls A(ST) A(A(S)X(T)) für alle S,T€ G gilt. 

1st A eine multiplikative Regularisierung, so kann wie folgt eine Multiplikation ° in 
HO (R) definiert werden: 

o:l-10 (R) x H0(R) --> H.(R), So T VS T). 
lvanov zeigt nun in [3] den folgenden 

Satz 6: Es existiert genau eine multiplika five Regularisierung A 0 : H1( R) - H( R), so 
daI3 die mit ihrer Hi/fe definierte Multiplika tion o in H0 ( R) die Struktur einer assoziativen 
kommutativen reel/en Differentialalgebra beziiglich d/dx erzeugt ("reell" bedeutet, daI3 
reeliwertige Testfunktionen in R abgebildef werden). Dabel gilt

pr H,( R)---- H1(R)/I	'	/-10(R), A 0 rjopr, 

wobei pr die Projekt ion auf die Faktoral ebra H1( R )/1, j ein kanonischer Isomorphismus 
und I das von 8 2 erzeugte Hauptideal in H1 ( R) ist. 

Der Beweis ergibt sich aus der Folgerung nach Theorem 9 in [3] U 

Nach Theorem 4 ist klar, daB die Elemente des Ideals 1 keine assoziierten Distributi-
onen besitzen. Unser Ziel ist es, eine Regularisierung x: H(R) - 1-10(R) zu definieren. 
Die Idee dazu ist einfach: Für eine beliebige kommutative Algebra über einem -Vektor-
raum existiert ein kanonischer Homomorphismus i der freien kommutativen Algebra in 
these Algebra, der eindeutig durch die Bedingung gegeben ist, daB seine Einschrankung 
auf den Vektorraum die ldentitat ist. Sei i: H(R) - H1(R) dieser Homomorphismus.
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Satz 7: Die Abbildung x = A 0 o i: H( R) - H0( R) ist eine multiplika tive Regularisie - 
rung. Die Elemente von Kerx besitzen keine assoziierten Distributionen. 

Beweis Die Abbildung x 1st nach Konstruktion, eingeschrankt auf H0 ( R), die ldentität. 
Wit benutzen jetzt, dai3 die Elemente von 4(R) auf offene Teilmengen von R einge-
schränkt werden k6nnen[2].Wir betrachten die Einschrankung x0:H(R\{O}) - IL'(R\{O}) 
von x.Auf R\ 10) sind die Elemente von H(IR)glatte Funktionen, deren Gesamtheit in 4(R) 
als Differential- Unteralgebra eingebettet ist [2], und es gilt 

H(R\O)) Lin(f;I fm( X ) X -m x eR, m E N} = 

Hierauf ist x0 nach Konstruktion die ldentität, also liegen diejenigen Elemente von 
die auf R\{0} nicht verschwinden, nicht in Kerx. Folglich ist x eine Regularisierung. 

Für den Beweis des zweiten Tells der Behauptung müssen wit Kerx genauer charak-
terisieren. Dabei gilt Kerx = Lin{Keri + 'KerX 0 ) Lin{Kerii + 8'H(R)J. Aus rein 
algebraischen Griinden ist klar, daB Keri die lineare HUlle all derjenigen Hauptideale 1st, 
die von einem beliebigen Element der Form 

12

S1m'o...oS," (Si eH0(R); m1.....m0,n N)	 (7) 

erzeugt werden. Dabei bezeichnet o die Multiplikation in H(R) und TI die Operation in 
H1( IR), wobel das Ergebnis als Element von H( R)verstanden wird. Sowohl fdr j1 m- = 0 
als auch fur=1 rn = 1 tst die Differenz in (7) gleich Null. Fur m1 > I ist die Differenz 
entweder Null, Oder das von ihrerzeugte Hauptideal 1st elne Teilmenge von H(R)\H0(R). 
Da auch 2H(R) Teilmenge von H(R)\H0(R) 1st, gilt die Behauptung nach Theorem 4 I 

Damit 1st gezeigt, daB bei der Definition der Multiplikation in H0(R) mit Hilfe von x 
Oder A0 genau diejenigen Elemente der Uber H0(R) betrachteten Algebra wegfaktorisiert 
werden, die keine assoziierten Distributionen besitzen. 
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