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Abelsche Sätze für die Laplace -Transformation von Distributionen 

H-i. GLAESKE und D. MULLER 

Herrn L. Berg zum 60. Geburtstag gewidmet 

The notion of similarity of distributions as x - O and x - —, respectively, is defined and 
by means of this idea well - known Abelian theorems for the Laplace transform are trans-
fered to that one of distributions. 
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1. Elnleitung 

Die Ubertragung Abelscher Sätze fur die Laplace -Transformation von Funktionen (siehe 
z.B. Berg [2: §44] und Doetsch [4: §23, 33, 34]) auf die Laplace-Transformation von 
Distributionen hangt von dem zugrunde gelegten Asymptotikbegriff für Distributionen 
ab. Die ersten Resultate in dieser Richtung stammen von Lighthill [10], der Distributio-
nen betrachtete, deren Einschrankung auf eine Umgebung des in Rede stehenden Punktes 
Funktionen sind, und er fiihrte das asymptotische Verhalten der Distributionen auf das der 
zugeordneten Funktionen zurUck. Soiche Distributionen werden nach Milton [ii] semire-
gulargenannt. Abelsche Sätze für these findet man auBerdem bei Jones [7], Zemanian [16] 
und Lavoine [8]. Lavoine [9] fUhrte den Begriff der Aquivalenz von Distributionen 
Am Nullpunkt ein und er bewies damit Abelsche Sätze für die Laplace-Transformation 
singularer Distributionen. Weitere Resultate findet man bei Milon [11]. SchlieBlich seien 
die Begriffe der Quasiasymprotik, eingefUhrt von Zav'yalov [15] sowie Drozhzhinov und 
Zav'yalov [5], und der Begriff der S-Asymptotik (siehe Stankovi [141) erwähnt. 

In dieser Arbeit wird der Begriff der Ahnlichkeit von Distributionen liAr x - 0+ und x 
-+ + eingeführt (siehe MUller [12]), der gut geeignet scheint, die bekannten Abelschen 
Sätze für die Laplace-Transformation von Funktionen auf Distributionen zu Ubertragen. 
Nach der Einfdhrung dieser Begriffe im Abschnitt 2 werden im Abschnitt 3 Abelsche Sat-
ze reeller Art und ein Abelscher Satz nichtreeller Art bewiesen. 

Bezeichnungen: In der ganzen Arbeit seien a,b und c reelle Zahlen mit a < 0 und b,c 
> 0. Funktionen werden, falls nichts anderes gesagt wird, als komplexwertig angenommen. 
Mit C wird die Menge der stetigen Funktionen auf der reellen Achse R, mit C oo die Menge 
der beliebig oft differenzierbaren Funktionen auf R und mit C[a,b] die Menge der auf[a,b] 
stetigen Funktionen bezeichnet. J. sei die Menge der auf R definierten Funktionen mit 
Trager in [o,oDJ und es seien C = C n J sowie C + [a,b] = C [a,b] n J.,.. 

Mit L'(a, b) werde die Menge der auf jeder kompakten Teimenge von (a, b) inte-
grierbaren Funktionen bezeichnet und L 1 (a, b) sei die Menge der auf (a, b) meBbaren und 
absolut integrierbaren Funktionen.
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Wie Ublich sei D der Raum der Funktionen aus Cmit kompaktem Trager und fl' 
dessen Dual. Der Wert des Funktionals ft fl' auf p € werde mit (f, p> bezeichnet.D., 
sei der Raum der Distributionen aus fl' mit Trager in [0, o ] ( fur die Definitionen siehe z. 
B. [3]). 

1st 1 eine auf R definierte Funktion, so bezeichnén wir zur Abkurzung mit I, die durch 
f+ = Hf definierte Funkt ion, wobel Hdie I-leaviside-Funktion auf R ist. 

Wie ublich selen N und No die Mengen der positiven bzw. nichtnegativen ganzen 
Zahien ,	die Menge der positiven reellen Zahien und C die Menge der komplexen Zahien. 

2. Ahnlichkeit von Distributionen 

Der Begriff der Ahnlichkeit von Distributionen verailgemeinert den Begriff der asympto-
tischen Gleichheit von Funktionen. Hierzu werden wie iib!ich zwei Funktionen f,g asymp-
totisch gleich fiirx - 0+ und x-	genannt (in Zeichen: 1(x) g(x) für x- 0+ bzw. x 
-	), wenn sie in einem Interval! (0, r) bzw.(R,cz' ) (r,R € R + ) elne Darstellung der Form€
1(x) g(x)(1 + E(x)) mit E(x) --> 0 für x- 0+ bzw. x -+cobesitzen. 

Definition 2.1: Zwei Distributionen f, g	heiBen ähnlich fur x- 0+ (in Zeichen:

fg fur x- 0+), wenn die folgenden Bedingungen erfUllt sind: 

1. Es gibt ein Interval! [a, b], eine Zahi k E No sowie Funktionen 1,g0 € C + [a, b], so 
daB in (a, b) die Darstellungen 

I =D kf	 k JZO 0  und g = D 	 (2.1) 

gelten, wobel D der Differentiationsoperator in D' ist. 
2. Es gibt eine reellwertige Funktion m 0 e C+[a, b], die auf [a, b] nicht das Vorzei-

chen wechselt, so daI3 die asymptotischen G!eichheiten 

10(x) m0(x) und g0(x) m0(x) für x -> 0+	 (2.2)


gelten. 

Bemerkungen: 1. Aus der asymptotischen Gleichheit iweier regulärer Distributionen, 
die durch stetigereellwertige Funktionen erzeugt werden, für x -+ 0 fogt offensichtlich 
deren Ahnlichkeit fur x - 0*. Es gibt jedoch regtiläre Distributionen, die durch stetige re-
ellweruige Funktionen erzeugt werden, die ähnlich sind für x -* 0 und deren erzeugende 
Funktionen nicht asymptotisch gleich sind für x -+ 0*. 2. Man kann zeigen, daB die Rela-
tion der Ahnlichkeit von Distributionen Air x -* 0 symmetrisch und transitiv ist. 

Hilfssatz 2.1: Falls I, g € D und D k-1 = D kg in	' mit einer Zahi k e N gilt, so 1st€
I g.

Beweis: Wir betrachten nur den Fall k I. Der ailgemeine Fall folgt dann vermittels 
vollstandiger Induktion. Wegen D k1 = D kg in fi' folgt f= g + a mit einer beliebigen Kon-
stanten a. Für jedes p € D mit supp p C (- coO) gilt dann 0 = <I - g, cp> = af°,,,p(x )dx 
und daraus folgt a r 0, d.h. I gin D' 

Mit Hilfe der Definition 2.1 und diesem Hilfssatz ergibt sich der
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Satz 2.1: Eine Distribution f e D. ist genau dann der Delta -Distribution ähnlich für 
x - 0+, wenn es ein Intervall [a, b ], eine Zahi k € No und eine Funktion f, € C.[a, b] der-
art gibt, daf3 die Beziehungen 

f=DI<*2f0 in (a, b)	 (2.3)

und

x)..xk1/(k+l)! für x-+0+	 (2.4) 

gelten. 

Beweis: Offensichtlich ist für alle a,b € R mit a <0< b und jedes k € No in (a, b) die 
Beziehung 

S = + 1)!) (2.5) 

erfUlit. Unter den Annahmen (2.3) und (2.4) folgt daraus f S für x - 0+. 1st umgekehrt 
f S fur x - 0+, so gelten die Beziehungen (2.1) und (2.2), wobei g durch S und (da 8 
nicht erste Ableitung einer stetigen Funktion sein kann) k durch k + 2 zu ersetzen sind. 
Nach Hifssatz 2.1 folgt aus (2.5) g0(x) xjt1/(k + 1)! in[a,b] und mit m0 = g0 auf[a,b] 
folgen die Beziehungen (2.3) und (2.4)1 

Analog zur Definition 2.1 kann man die Ahnlichkeit zweier Distributionen ft r x - +o 
erklären. Da die Darstellung (2.1) dann aber in einem Intervall [c, co) gelten mull und these 
Darstellung für k> 0 nicht eindeutig ist, mull man zusätzlich garantieren, daB jede in Fra-
ge kommende Funktion fo für x - +o das gleiche asymptotische Verhalten besitzt. Das 
führt zur 

Definition 2.2: Zwei Distributionen f,g € D.heiBen ahnhch fUr x —+ +, wenn die 
folgenden Bedirigungen erfüllt sind: 

1. Es gibt ein Intervall (c,), eine Zahl k E N0 , sowie Funktionen 4,g0 € C[c,co), so+ 
dalI in (c, co) die Darstellungen (2.1) gelten. 

2. Es gibt eine reellwertige Funktion m0 € C[c, o ), die nicht das Vorzeichen wech-
sell, so daB für x - +co die Relationen (2.2) gelten. 

3. Die Funktion m, erfüllt für x. --> +co genau eine der folgenden Bedingungen: 
(a) x 1 = o(m0(x)) und m0(x) = o(xl+1) für ein i€ No mit 15 k 2. 
(b) Entweder m0(x) O(l)oder	0(m0(x)). 

Bomorkungen: 3. Aus der dritteii Bedingung folgt, daB alle in der Darstellung f Df0 
in Frage kommenden Funktionen f0 fUr x - . dos gleiche asymptotische Verhalten be-
sitzen. 4. Man uberzeugt sich wieder davon, dal3 die Relation der Ahnlichkejt von Distri-
butionen für x - - CO symmetrisch und transitiv 1st. S. Auf Grund dieser Definition ergibt 
sich sofort, daB eine Distribution f E genau dann der Delta - Distribution ähnlich ist fur 
x - co, wenn fin einem Intervall [c, co) verschwindet. 

Die Beziehungen des Begriffes der Ahnlichkeit von Distributionen zu denThnderen 
oben erwähnten Asymptotikbegriffen sollen an anderer Stelle untersucht werden. 

16 Analysis, Rd. 10, Heft 2 (1991)
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3. Abelsche Stze 

Wie Ubiich heiBt eine Funktion f: R - C Laplace - transformierbar. wenn suppf C [O,co), 

fE L c (R + ) und exp(-u0 )f e L 1(R+) für ein u0 E R gilt. Die Funktion F 

F(p) = Il[f](p) =J' °exp(-px)f(x)dx, Re (p) > u0	 (3.1) 

heif3t Laplace - Transformierte von f. 
Die Laplace-Transformation von Distributionen soil wie in Schwartz [13] verstanden 

werden. Wenn f E D ist und für ein u0 € R durch exp(-u0 )feine temperierte Distribu-
tion definiert wird, dann heil3t fLaplace - transformierbarund ihre Laplace -Transformierte 
Fr S[ f ] wird durch 

<f,exp(-p)><exp(-u0)f,exp(-(p-u0))> , Re(p)>u	 (3.2) 

gegeben. Hier 1st Yj c C eine Funktion mit nach unten beschränktem Trager, die in einer 
Umgebung des Tragers von f den Wert I annimmt. Der Wert F(p) ist unabhangig von der 
Wahl von u0 und i. Wenn f eine Laplace -transformierbare Funktion ist, deren Trager in 
[O,cc')liegt, so 1st die dutch F erzeugte reguiare Distribution Laplace-transformierbar und 
die durch (3.1) und (3.2) definierten Funktionen stimmen Uberein. 

Vorbereitend beweisen wir den 

Hilfasatz 3.1: 1st f E D. Laplace - transformierbar, so gilt in Z die Darstellung 

F =D'f0 , i<k€N,	 (3.3)


wo 4 eine stetige Laplace - transform ierbare Funktion mit suppf0 C [O, cz ) ist. 

Beweis: Aus [16: Theorem 8.4 -1] ist bekannt, daB es Zahien n € N. und M, u0 E R. 
gibt, so daB F = VI Lf] in der Halbebene Re(p)> u0 holomorph ist und dort die Ungleichung 
IF(p)I s MIp j '1 erfuilt. Die Funktion G(p) = p ' 2F(p) ist dann ebenfalis in derHaib -  
ebene Re(p)> u0 holomorph und dort gilt IG(p)I:5 M1p1 2 . Nach [2: Satz 32.1] gilt dann 
in dieser Halbebene mit elner geeigneten stetigen Funktion 4 € .1 die Beziehung G = 
S[4]. Damit wird F(p) = p fl * 2 Q ( p ) S[D 724](p) und nach dem Eindeutigkeitssatz 
fur die Laplace-Transformation (s. [16: Theorem 8.3-1]) folgt f= D'324und foiglich die 
Darstellung (3.3)1 

Wir beweisen vorerst zwei Abelsche Sätze reeller Art. 

Satz 3.1: Wenn die Laplace - transformierbaren Distributionen f, g €	ahnlich sind

für x - O, dann sind ihre Laplace - Transformierten asymptotisch gleich für p —+ + . 

Bewels: Wir bètrachten vorerst den Fall, dal3 mindestens eine der Funktionen f0 , g0 
aus Definition 2.1 reellwertig ist und ohne Beschränkung der Ailgemeinheit konnen wir 
annehmen, daB dies g0 ist. Damit gilt 

f0(x)=g0(.v)furx-'0+.	 (3.4)


Nach l-Iilfssatz 3.1 gelten dann mit zwei Lapiace - transformierbaren Funktionen 1,g1 e C.,.
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in D. die Beziehungen 

f D"f und g D'3g1 , 1< m,n EN.	 (3.5) 

Es sei k0 € N. aus (2.1) entnommen. 
Fall I: max (m,n) < k.lst Ider durch Ih(x) =JXh(t)dt definierte Integrationsopera-

tor, so setzen wir "2 
= 1k rn1 und g2 = 1k:1g1. Danngilt f2 ,g2 € C. und in	ist 

frD kf2 undgDkg2.	 (3.6) 
Wegen (2.1) und (3.6) gilt nach Hilfssatz 2.1 f2 = f und g2 = g0 auf [a, b] und deshalb we- 
gen (3.4) f2(x) g2(x) Air x- 0+. Nach dem Integrationssatz für dieLaplace -Transfor-
mation von Funktionen (s. Berg [2: Satz 44.1]) folgt 

F(p)-'.. G 2(p) furp-++cn;	.	.	 (3.7) 

Aus (3.6) und (3.7) ergibt sich die Behauptung, da nach dem Differentiationssatz für die 
Laplace - Transformation von Distributionen V, ED kf2] 

= 'F2 (p) und V, [D kg2] 
= 

kQ2(p) 

gelten. 
Fall 2: max(m,n) ^: k. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, 

daB m ^ n gilt. Mit den Funktionen f,, go aus (2.1) und der Funktion g1 aus (3.5) definieren 
wir die Funktionen h I` - flg1, 

2 = j m -kf und g2 = I'" kg0 aus C. Die Funktion h jst 
nach dem lntegrationssatz für die Laplace-Transformation Laplace- transformierbar uhd 
in	gilt 

g = D tmh	 (3.8)€

In (a, b) ist 

fD mf2 undgrDmg2.	 (3.9) 
Wendet man auf i und g0 (m - n) - mal den Integrationssatz fur asymptotische Gleich-
heiten (s. Berg [1: Satz 2.3 ]) an, so erhält man f2(x) - g2(x) für x- 0+.Aus (3.5), (3.8), 
(3.9) und Hilfssatz 2.1 ergibt sich f2 = 1 und 92 h auf [a, b]. Damit sind 1(x) und h(x) 
für x - 0+ asymptotisch gleich und wie im Fall 1 schliefit man 

F(p)-H(p) fUrp - +o.	 (3.10) 

Aus (3.8) und (3.10) folgt die Behauptung wieder mit dem Differentiationssatz für die La-
place -Transformation von Distributionen.	 - 

Jetzt seien sowohl f, als auch g0 in (2.1) komplexwertige Funktionen. Mit 9 € D wird 
eine Distribution m € D. definiert durch 

= (_1)kJ'm0(x)q(x)dx 

Da rn einen kompakten Trager besitzt, ist m Laplace -transform ierbar.ln (a, b) ist offen-
bar m D k0 d.h. fund g sind der Distribution m für x--> 0+ ähnlich. Aus dem ersten 
Ted des Beweises folgt F(p) M(p) und G(p) M(p) für p -+ 

B&.apiol 1: Es sei	 - 

f D 2 sinx + 8(x - kit). 

16*
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In (-7c/2,7t2) gilt dann f = D 2 (sinx * x). Wegen 8 D 2x und sin _x I x	2x für x

-+0* 1st f 25 Air x- 0* und damit gilt nach Satz 3.1 lim p . , F(p) 2L[8] 2. Das-
selbe Resultat erhalt man nati.irlich auch durcli Berec}nung von F S[f}. 

Analog zu Satz 3.1 ergibt sich fur p - 0+ der folgende 

Satz 3.2: Es seien 1, g ED. Laplace - transformierbar rur Re(p) > 0 und ähnlich für 
x —++. Falls 

lim_.,. 0 IG(p)l =
	 (3.11)


1st, so gilt F(p) G(p) Air  - 0+. 

Beweis: Mit den Bezeichnungen von Definition 2.2 nehmen wir vorerst an, daf3 die 
Funktion g0 auf [c,') reeliwertig ist. In D. definieren wir die Distributionen 

= f - D[1...( . - c)1] und g1 = g - Dk El, ( . - c)g0]. 

Die Trager von f und g liegen offenbar im Intervall [0, ci. Da 

G(p)G1(p)+pk[l+(x_c)go(xUP) 

ist, wobei G 1 eine ganze Funktion ist, gilt wegen (3.11) 

lim. +0 [1 + (x - c)g0(x)](p) = +. 

Damit kann [2: Satz 44.4] angewendet werden und man erhalt 

- c)f0(x)](p)	[1+(x - c)g0(x)](p) furp -+0k. 

Mittels des Differentiationssatzes der Laplace -Transformation ergibt sich für P	0' 

F(p) - F1(p) =	( x - 

G(p) - G 1(p) = p k [1(x - c)g0(x UP) . 
Da F und G ganze Funktionen sind und wegen (3.11) die rechten Seiten betragsmäBig ge-
gen +co streben für p - 0+ folgt die Behauptung für reeliwertige g0. 

1st g0 nicht reeliwertig auf [c,co), so gilt nach Definition 2.2 

g0(x) = Reg0(x) + io (Re g0(x)) für x -	(°. 

Mit demselben klassischen Satz wie oben folgt hieraus 

2[g0](p)" [Reg0](p) fUrp —*0+ 

und das liefert mittels des ersten Teils des Beweises die Behauptung des Satzes I 

Beiapi.1 2: Es sei 
f 1..(x) * D[1.(x - 1)IsIn11x1h/2]. 

Im Intervall (1,°') gilt f Df0 mit f0(x) - x I sin 11xIl'2.Wegen I sin 1/xI 1 '2	- 
für x -+ * folgt f0 ( x) - x für x -+ *ca. Da mit 1st f	I.( x) Air x -+ -CO und wegen


- p - ' folgt nach Satz 3.2 F(p) p 1 für p -+0*.
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SchlieBlich beweisen wir elnen Abelschen Satz nichtreeller Art. 

Satz 3.3: Die Distribution f E D. sei Laplace - transformierbar und genUge den fol-
genden Bedingungen: 

(a) f D	in ( a, b), rO E C, k E N0. 

Dann gilt im Winkelraum Iargpl ^ 4) < 7t/2 die Beziehung 
F(p)-.F(q +1)k-q-i fürp -+co. 

Beweis: Nach Hilfssatz 3.1 gilt mit einer Laplace -transform ierbaren Funktion 1 E C. 
und einer Zahl m, 2 :^ in E N, die Darstellung f D f1 

F all l: m < k. Wir definieren f2 € J. durch f, = Ik - mf• Dann gilt in 

frD kf	 (3.12) 

Nach Hilfssatz 2.1 gilt f2 = f, in [a, b]. Wegen Eigenschaft (b) ergibt sich f2(x)	für

x - 0+ und folglich nach Doetsch [4: Satz 33.3]. 

F2(p)	r(q + 1)p q ' furp -' co , Iargpl !^ 4) < it/2.	 (3.13)


Aus (3.12) und (3.13) folgt die Behauptung. 

Fall 2: m ,^ k. Man definiert jetzt f2 € J. durch f2 = J m -kf0 und nach Hilfssatz 2.1 
folgt diesmal f2 = 1 auf [a, b]. Wendet man [1: Satz 2.31 (m - k)-mal auf die Funktionen 
1 und x -? an, so erhält man f2(x) x q + iii -k/(q 

+ 1),, -k für x -+ 0+, wo (z),, das Poch - 
hammer - Symbol (z)0 1, (z),, r(z + n)/ ['(z), n € N ist. Damit folgt nach Doetsch [4: 
Satz 33.3] 

F(p) F(p + Op' _ m --7-  
1 für p - co, Iargpl :^ 4) < it/2 

und der Satz ist bewiesen U 

Mit diesem Satz und Satz 2.1 erhält man die 

Folgerung 1: 1st f€	Laplace - transformierbar und fir x -+ 0+ der Delta -Distribu-




tion àhnlich, so gilt im WInkelraum I arg p 1 :^ 4) < 7t/2 die Beziehung F(p) - I für p -+ co. 

Schliel3lich beweisen wir die 

Folgerung 2: Es sei fe D. eine in ( - 00 , b) regulare Distribution, der die integrierbare 
Funktionfentspricht, undesgeltef(x)-.' x q Air x-+0, q > -1. lstfLaplace -transfor-
mierbar. so gilt in Iargpl :5 4) < it/2 die Relation F(p) r( +1)p q- 

1 fur p -+ co 

Beweis: In (-b/2, b12) gilt I = D(J0'f( t) dt) = DI!. Nach [1: Satz 2.31 gilt (If )(x) 
- xf '/(q + 1) für x -+0 k und mit Satz 3.3 folgt die Behauptungi 

Schluf3bemerkungen: Für die Anwendungen in der Theorie der Losung linearer Diffe-
rent ialgleichungen sind Taubersché Sätze oder wenigstens Abelsche Sätze für die tim-
kehrtransformation der Laplace - Transformation von Interesse. Soiche Sätze können auch 
bewiesen werden. Das soil an anderer Stelle geschehen.
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SchlieBlich mochten die Verfasser Herrn L. Berg danken, der insbesondere an der 
Bildung des Begriffes der Ahnlichkeit von Distributionen Anteil genommen hat und ihnen 
interessante Hinweise gab. 
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