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Ober eine Erweiterung des Liouvilleschen Satzes 

E. Ho 

A generalization of Liouville's theorem is proved for a bounded function w: C -C if, in 

addition, n' behaves locally like a quasiregular function and the growth of its dilatation 

is restr icted.	 -	-	- 
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1. Einleitung 

In der Arbeit werden zwei Beweise, ein analytischer und ein geometrischer, für folgenden 

Satz gegeben. 

Satz 1: Es sei w r w(z) eine Abbildung der komplexen Ebene C in sich mit folgen-
den Eigenschaften: 

(i) Fiirjede Zahi R > 0 1st w in ( z Iz I < R) quasiregular. 
(ii) Für die daher fast liberal) erklärte Funktion p, p(z) .^- 1, mit 

P(Z) [I w ( z )I + I w ( z )I]/[I w ( z )I - Iw(z)I]	 (1) 

gilt (z = x + iy mit x, Y f R vorausgesetzt) 

urn Ilfl2R i'S I  I 2p( z)dx dy] = 0.	 (2) 
R—t-ai	i<IzkR 

NO w ist beschränkt. 
Dann kann w nur eine Konstante sein. 

Der Begriff quasiregular (siehe [7]) wird hier ansteile von quasikonform benutzt, urn 
nicht den Gedanken aufkomrnen zu lassen, daB w eine eindeutig urnkehrbare Abbildung 

ist. Man sieht leicht, daB w im Falle w E 0 die Eigenschaften (i) und (ii) besitzt und da-

her der Liouvillesche Satz für analytische Funktionen ein Spezialfali von Satz 1 ist. Die 
Eigenschaft (ii) charakterisiert die Einschrankung des Wachstums von einern spezielien 
Mitteiwert der Dilatation p aus (1). Irn Unterschied zu den quasiregularen Abbildungen 
von C ist p selbst nicht notwendig beschränkt. Damit ergibt sich eine Beziehung zu den 

im Mittel quasikonformen Abbildungen (siehe [ 1 1) . Dazu soil foigendes Beispiel betrachtet 
werde n.
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Beispiel 1: Sei 

I z	fur IzI:51 
w(z)

If(r)e'fur r r izI >1, z re 

wobei f(r) in [1, ) durch 
In r 

ln [f ( dl f (r1) - 'dt mit einem (3 > 0	 (3) 

gegeben wird. Für p ergibt sich wie in [3: Abschnitt 121 p( z) 1(r)/[f(r)rJ inr +1, 
so dalI der Grenzwert in (2) sich mitteis 

urn ln2R [r 1 (int3 r + i)dr]d	2i urn [l.'R("" R + lnR)]	(4) 
o 1	 (3 * I 

berechnet. Dieser Grenzwert ist für 0<3<1 gleich 0, und in diesem Fall foigt aus (3) die 
Unbeschrànktheit von w, wie es nach Satz I sein mUi3te. Andererseits 1st für (3 > 1 zwar 
der Grenzwert in (4) von 0 verschieden, jedoch ist w diesmal eine beschränkte, im Mittel 
quasikonforme Abbildung von C. Man sieht also, daB die in diesem Beispiel betrachtete 
Abbildung w mit der Eigenschaft (i) und mit unbeschränkter Dilatation p nur im Fall 3 
nicht durch Satz I in irgendeiner Weise erfaBt werden kann. 

In [3] sind ebenfails Abbildungen mit der Eigenschaft (i) betrachtet worden. Die dot-
tige Einschrankung für die Dilatation p 1st jedoch andersartig als bier in (Ii). Im Hinblick 
auf soiche Fragen soil im Abschnitt 4 eine Veraligememnerung von Satz I gegeben werden. 

Satz I 15I3t sich auch für beschrankte Losungen der Beltrami-Gleichung w(z) 

1(z)w (z) anwenden, wobei hi(z)1 sich in der in (ii) erlaubten Veise auch der Zahi I nA-
hern kann. Ebenso sind Veraligemeinerungen der Ergebnisse dieser Arbeit auf allgemei-
nere elliptische Differentialgleichungen wUnschenswert, worauf hier nicht eingegangen 
werden soil.	 - 

2. Der analytische Beweis 

Diese Uberiegungen sind dutch [4: Beweis von Lemma 21 motiviert worden. Zunächst 
wird foigendes Lemma abgeleitet. 

Lemma 1: Sei für fast alle r mit I 5 Izi r die Funktion P P(r) dutch 27rP(r) 

fcp( re)d als ein Mitteiwert der mefibaren und Iokai beschränkten Funktion p erklärt. 
Dann 1st

Co.	 (5) 

Beweis Nach der Cauchy- Schwarzschen Ungleichung gilt 

[[R
	

(R	\2 

If [f.2 p( re) d]r 'dr	[rP( r)] 'dr ^	r 'dr)	in2R. 

Hicraus foigt wegen (2) sofort WE
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Wie in [4: Gleichung (10)1 erhalt man mit Hilfe des Gaul3schen lntegralsatzes für el-

ne beliebige in [OR] stetig differenzierbare Funktion cp	cp(r) mit cp(R) 0 die Bezie-

hung
R 271	 R2i 

I p Z(t( %4.)drd	-J' J(r)(r)Im(w)drd% ,	 (6) 

wobei R >0 beliebig gewählt wird und w, und w,4 die fast i.iberall existierenden partiellen 

Ableitungen von w(re) nach r bzw, sind. Ferner erweist sich r 'lm(ç w) als Funk-

tionaldeterminante wi 2 - iw 1 2 von w, und für die in (1) definierte Funktion p p(re) 

gilt die Ungleichung 

IwI 2/1m(wel s rp(re').	 (7)

die aus (1) nach Erweitern mit 1%4,, 1 lwl durch eine einfache Rechnung folgt. 
Wendet man auf die rechte Seite von (6) die CauchySchwarzsche Iingleichung an, 

so ergibt sich 

R 2 

f fp2((•• w8)drd3 
00	 (8) 

1

R2,r	 R2,r	 1/ 

1 Jp2(r)lm( wa)drdJ j .2 I I2Iwi2[Im( w&)]1drdI 
2 

Aus (7) und (8) erhält man wegen (iii) (es ist J IV12 ^ C' mit C' C12,t) 
R 27c	 R 

I fq, 2 (r)Im(iiTw)drd ^ Cfp .2(r)rP(r)dr ,	 (9) 

wobei P(r) in Lemma I definiert wurde. Diese Abschätzung gilt nach entsprechenden 

Approxi mat ionsbetrachtuflgen auch fur die Funktion p mit 

fIitP(t)1'dt =const	für0sr:5p 
p(r) =

f[tP(t)i 1 dt	 für p<r!5R, 

wobei p beliebig aus (0, R) gewahlt wird. Seat man these Funktion p in (9) em, so liefert 
p 2Tt 

p2(p)J So lm(w)drd eine untere Schranke für die linke Seite. Die rechte Seite von 

(9) ergibt hingegen C J' [rP(r)] 1dr = Cp(p). Damit folgt 

P2it	 - 

Jf lm(w)drd s C/p(p) C{1[tP(t)]'dt} 
1, 

Der GrenzUbergang R	fi.ihrt wegen (5) zu lm(itw&) E 0, da wegen (i) sicherlm(ü'.) 

a 0 gilt. Also ist w eine Konstante. 

3. Der geometrische Beweis 

Zunächst benbtigt man für die Abbildung n' die Darsteilbarkeit als w(z)A[h(z)], wobej

h(z) eine umkehrbar eindeutige Abbildung der z-Ebene in die ç-Ebene liefert und A
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A(() fur alle c h(C) eine nichtkonstante anaiytische Funktion 1st. Diese Darstelibarkeit 
erweist sich als eine besondere Eigenschaft der inneren Abbiidung (vgl. [9] und-siehe z.B. 
auch [Ci: Kapitel 5]). Die inneren Abbildungen kbnnen mitteis folgender Definition elnge-
fuhrt werden (siehe [6,91). 

Definition: Eine Abbildung eines Gebietes G heil3t innere Abbildung, wenn jede offene 
Teiimenge von G durch these Abbildung in eine offene Menge iibergeführt wird und kein 
Kontinuum (c G) auf einen Punkt abgebildet wird. 

Der geometrische Beweis wird im folgenden indirekt geführt, d.h., es wird angenom-
men, daB w nicht konstant sei. w ist deshalb eine innere Abbildung, weil jede offene Teil-
menge von C sich als Vereinigung von beschränkten offenen Teilmengen von C darstellen 
läi3t und these beschränkten Teilmengen aufgrund der Quasiregularitat (und Nichtkon-
stanz) von w stets in offene Mengen Uberfuhrt werden und die Vereinigung dieser Bud-
mengen wieder offen ist. Des weiteren kann kein Kontinuum auf einen Punkt w 0 abgebil-
det werden, denn die Menge der z e C mit w( z) = w 0 ist aus gleichen GrUnden hochstens 
abzahlbar. 

Der nachste Schritt des Beweises soil die Gleichheit h(C) = C bringen. Sei BR = 

h({z: I < I z I < R}) für 1 <R :5 m • Dann liefert [5: Ungleichung (12)] (vgl. auch mit den Er-

gebnissen aus [81) für den konformen Modul von BR die untere Schranke f[rP(r)T'dr, 
da der Homoomorphismus h fast Uberali die gleiche Dilatation p wie w besitzt. Aus 
Lemma I folgt dann, daB B. nur das AuBere von h({ z: I z I = 1)) sein kann. Damit erhält 
man h(C) C. Wegen (iii) ist daher die analytische Funktion A für alle 1 C beschränkt, 
d.h., A und w sind Konstanten. Dieser Widerspruch zeigt die Richtigkeit von Satz 1. 

4. Eine Veraflgemelneiung von Satz 1 

Beim geometrischen Beweis zeigt sich auch eine Beziehung zum Typenproblem bei Rie-
mannschen Flächen, auf weiches R. Kühnau den Autor aufmerksam gemacht hat. So kann 
man beim Nachweis der Gieichheit h(C) C auch von [2: lJngleichung (10)/S. 261 ausge-
hen. Unter der Voraussetzung

1-1 
lim IIf[,. dr =	 . (10) 

R—.c.,Ji  

läI3t sich ebenfalls h(C) = C zeigen. Diese Voraussetzung ist eine Abschwachung von (2), 
da aus (2) über (5) wegen (7) schlieBlich (10) foigt und in Beispiel I die Voraussetzung (10) 
sogar für 3 = I erfUllt ist. Allerdings eignet sich (10) im Hinblick auf im Mittel quasikon-
forme Abbildungen nicht so wie (2). 

Voraussetzung (10) kann für folgende Veraligemeinerung von Satz I genutzt werden. 

Satz 2: In der Ebene seien n paariveise verschiedene Punkte z 1 . z2 .....z,c C gege-
ben und ii gel eineAbbildung von CU{}\{z 1 , z2 .....z} in C mit den folgenden Eigen-
schaften:
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(i) Furjedes i >0 mit 2	< 12.1	Z k I fLir al/c j,k	l,2. n mit j Xk ist die 

Abbildung iv in ci_i{\*J*1 (z: I  -zI <	} quasireguiär. 

(ii) Für die in C U{co} \(z1 , Z 2 -- zn) mittels (1) fast überall definierte Dilatation 

p moge J rJp(z re)d' dr für aIle j 1.2..... n divergieren, wobel wie in (I) 

gewählf wird. 

(iii) w ist beschränkt. 

Dann kann u- nur elsie !,onstante sein. 

Beweia: Wenn tv nicht konstant ware, so 1st w wiederum eine innere Abbildung. Al-

so gilt w(z) A[h(z)] mit einem Homoomorphismus	h(z) und einer analytischen Funk- 

C U{c}\U'{z: lz -z I <	em n -fach zusammenhangendestion A = A(C).  Es jst h(  
Teilgebiet von CU{co} für alle	aus (i). Aus (ii) folgt dann wegen (7) und (10), daB 

h({z: 0< lz -z1 1 < ' 	ein zweifach zusammenhangendes Gebiet ist, bei dem die innere 
Randkomponente zu einem Punkt C., entartet oder die äul3ere Randkomponente bit-
det. Damit kann A wegen (iii) zu einer auch in cj analytischen Funktion ergänzt werden. 

Also ist A in CU{co} analytisch. Hieraus ergibt sich wieder ein Widerspruch zur Nicht-

konstanz von w  

Zum AbschluB soil noch ein Beispiel betrachtet werden. 

Beispiel2: Sei mit e 2.71... 

1/z	fUrlzlzIle 
W(Z) = lg(r)e	fUrr Izi <1/c, z 

wobei 

-g(r)/[g(r)r] p(re 1 ) ( 1 - Inr)in( -e In r) in (0, Ile) 

gilt und g0/e) = e ist. Damit liefert das Integral in Satz 216) 

or = .. L1	ds	- co 
2,t j o r(l - lnr)ln( -elnr) - 27t j ..	(I - s)in( -es) - 

Dagegen ist w nicht beschränkt, was aus der Divergenz von 

I - In E(r)	
*e 

-	
at	 für r - +0 

f-	r t(l - lnt)In( -e Int) 

folgt. Dabei wachst die für r — 0 unbeschränkte Funktion p etwas starker als es in [31 
zugelassen ist. In [31 wird nämlich gefordert, daB das MaO IM(c)l von M(s) = {z: p(z) > 

(2 - s)/s) nicht gröBer ais C0 e a e für alle positiven E mit r < t 
1st, wobei E O € (0,1], 

a > 0 und C0 a 0 feste Konstanten sind. Bei diesem Beispiel ist M( £ ) für 0 < s < 2/3 stets 

eine offene Kreisscheibe mit dem Mittelpunkt in 0 und dem positiven Radius r . (s) < 1/c, 

der sich als eindeutig bestirnmte Losung von 

[i - ln r ( s )] In [ e In r (s)]	(2 - E VE (11) 

erweist.Aus (11) folgt dann zum einen r(E) —+ =0 für r	+0 und zum anderen durch Urn-
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stellen 1-[(2 -	In I[e In r '(c)] =In r(t), d.h. 

In! M(t)I = 2 4 In Tr - [( 4 -2t )/s] ln '[-elnr(t)] 

Es gibt abet keine Konstanten Ec€ (0,1 J. a > 0 und Co a 0 mit 

In C0 + a - alt 2: 2 mit - [(4 - 2s )/E] In ' [ -e In r ( t 

fur alIe 0 < E < t 0 wie man dutch eine indrekte Schlul3weise mittels E -* 0 wegen r *( z
 +0 leicht verjfjzjert. 
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