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Uber eine Erweiterung des Liouvilleschen Satzes

E. Hoy

A generalization of Liouville's theorem is proved for a bounded function w: C - C if, in
addition, w behaves locally like a quasiregular function and the growth of its dilatation
is restricted.
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1. Einleitung

In der Arbeit werden zwei Beweise, ein analytischer und ein geometrischer, fiir folgenden
Satz gegeben.

Satz 1: Es sei w = w(z) eine Abbildung der komplexen Ebene C in sich mit folgen-
den Eigenschaften:
(i) Fiir jede Zah! R >0 ist w in {z:lz| < R} quasiregular.
(ii) Fiir die daher fast iiberall erklirte Funktion p, p(z)21, mit

p(z) = [|wal2)| + [wz (2)[]/ [Iwa( 2)] - lws (2)]] (1)
gilt (z =x +iy mit x,y¢ R vorausgesetzt)

(iii) w ist beschrankt.
Dann kann w nur eine Konstante sein.

Der Begriff quasiregulir (siehe {7]) wird hier anstelle von quasikonform benutzt, um
nicht den Gedanken aufkommen zu lassen, daB w eine eindeutig umkehrbare Abbildung
ist. Man sieht leicht, daB w im Falle w; = 0 die Eigenschaften (i) und (ii) besitzt und da-
her der Liouvillesche Satz fiir analytische Funktionen ein Spezialfall von Satz 1 ist. Die
Eigenschaft (ii) charakterisiert die Einschrankung des Wachstums von einem speziellen
Mittelwert der Dilatation p aus (1). Im Unterschied zu den quasireguliaren Abbildungen
von C ist p selbst nicht notwendig beschrinkt. Damit ergibt sich eine Beziehung zu den
im Mittel quasikonformen Abbildungen (siehe [1)). Dazu soll folgendes Beispiel betrachtet

werden.
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Beispiel 1: Sei

z fur |zls1
w(z)= . .5
f(r)e'® fur r=lzl>1, z=re'” ,

wobei f(r) in [1,)durch
Inr
In[f(r)]= f(r3°l)"d1 mit einem B >0 ) 3)
[«

gegeben wird. Fiir p ergibt sich wie in [3: Abschnitt 121 p(z)= £(r)/[f (r)r]=1nBr+1,
so daB der Grenzwert in (2) sich mittels

2N R Ba
-2 co-a B8 - . -2 In R
In Rof [!r (In r*])dr:ldal ZnR]_l}mco[ln R(——[%1 . lnR)] (4)

berechnet. Dieser Grenzwert ist fiir 0<B <1 gleich 0, und in diesem Fall folgt aus (3) die
Unbeschranktheit von w, wie es nach Satz 1 sein miiBte. Andererseits ist fir § > 1 zwar
der Grenzwert in (4) von O verschieden, jedoch ist w diesmal eine beschriankte, im Mittel
quasikonforme Abbildung von C. Man sieht also, daB die in diesem Beispiel betrachtete
Abbildung w mit der Eigenschaft (i) und mit unbeschrinkter Dilatation p nur im Fallp =1
nicht durch Satz 1 in irgendeiner Weise erfaBt werden kann.

In [3] sind ebenfalls Abbildungen mit der Eigenschaft (i) betrachtet worden. Die dor-
tige Einschrinkung fiir die Dilatation p ist jedoch andersartig als hier in (ii). Im Hinblick
auf solche Fragen soll im Abschnitt 4 eine Verallgemeinerung von Satz | gegeben werden.

Satz 1 148t sich auch fiir beschrankte Losungen der Beltrami-Gleichung w;(z) =
u( z)w,(z) anwenden, wobei lu(z)| sich in der in (ii) erlaubten Weise auch der Zahl } na-
hern kann. Ebenso sind Veraligemeinerungen der Ergebnisse dieser Arbeit auf allgemei-
nere elliptische Differentialgleichungen wiinschenswert, worauf hier nicht eingegangen

lim
R—>c

werden soll.

2. Der analytische Beweis

Diese Uberlegungen sind durch [4: Beweis von Lemma 2] motiviert worden. Zunichst

wird folgendes Lemma abgeleitet.

Lemma 1: Sei fiir fast alle r mit 1 s |zl = r die Funktion P =P(r) durch 2nP(r)=
27T .
fo p(ret®)d9 als ein Mittelwert der meBbaren und lokal beschrankten Funktion p erklirt.

Dann ist

Jim [Flrp(r)]) dr = oo (s)
Beweis : Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung gilt

R[can ‘R - ‘R Voo
f [fo p(re‘a)d8:|r ‘dr}‘[, [rP(r)] ‘dr 2 (', r'dr] = In*R.

1 H

Hieraus folgt wegen (2) sofort (5)8

1

2
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Wie in [ 4: Gleichung (10) ) erhalt man mit Hilfe des GauBschen Integralsatzes fur ei-
ne beliebige in [0, R] stetig differenzierbare Funktion @ = @(r) mit @(R) = 0 die Bezie-
hung )

R2x R2m .
( ' @*(r)Im (% wy)drd9 = ‘f f?'(r)¢(r)|m(WW3)drd3 , 6)
o 0 0 o

wobei R >0 beliebig gewahlt wird und w, und wg die fast iiberall existierenden partiellen
Ableitungen von w(re'®) nach r bzw. 9 sind. Ferner erweist sich r 'Im(#%; wy) als Funk-
tionaldeterminante |w |2 - |W2|2 von w, und fiir die in (1} definierte Funktion p = plret®)
gilt die Ungleichung

fwgl2/Im (%, wg ) s rp(re'd) . (7)
die aus (1) nach Erweitern mit |w,| + iwzl durch eine einfache Rechnung folgt.

Wendet man auf die rechte Seite von (6) die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung an,
so ergibt sich

R2x

ffcpz(r)lm(ﬁ wg)drd$
o O (8)
R2x Y,

R2x
s Jfcp’(r)lm(vv,wa)drd{)ffqo'z(rﬂwlz|w9|2[:lm(w;w9)]"drd3
[l o o

Aus (7) und (8) erhilt man wegen (iii) (es ist lw|2 s C"mit C" = C/2n)

R 2w R
J fcpz(r)lm(tV,wa)drdS < Cfcp'z(r)rP(r)dr, 9

o

wobei P(r) in Lemma 1 definiert wurde. Diese Abschitzung gilt nach entsprechenden

Approximationsbetrachtungen auch fiir die Funktion ¢ mit

f:[tP(r)]_’dt = const fir0srsp
o(r) =
[ELep(e) e fir p<r<R,
wobei o beliebig aus (0, R) gewshlt wird. Setzt man diese Funktion @ in (9) ein, so liefert
(pz(p)f:,rozﬂlm(tvrws)drd{) eine untere Schranke fiir die linke Seite. Die rechte Seite von
(9) ergibt hingegen C_[:I:ri’(r)]-’dr = Colp). Damit folgt

o2 —1
! [ Im (W wg)drd9 < C/p(p) = C{f:[tP(!)]"d!} .

Der Grenziibergang R —> fiihrt wegen (5) zu Im (W wg) = 0, da wegen (i) sicher Im (W, wyg)
2 0 gilt. Also ist w eine Konstante.

3. Der geometrische Beweis

Zunichst bendtigt man fur die Abbildung w die Darstellbarkeit als w(z)=A[h(z)]. wobei
U= h(z) eine umkehrbar eindeutige Abbildung der z -Ebene in die (-Ebene liefert und A =
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A(T) fir alle Te h(C) eine nichtkonstante analytische Funktion ist. Diese Darstellbarkeit
erweist sich als eine besondere Eigenschaft der inneren Abbildung (vgl. [9] und-siehe z.B.
auch [6: Kapitel 5]). Die inneren Abbildungen konnen mittels folgender Definition einge-
fuhrt werden (siehe [6,9]).

Definition: Eine Abbildung eines Gebietes G heiBt innere Abbildung, wenn jede offene
Teilmenge von G durch diese Abbildung in eine offene Menge iibergefiihrt wird und kein
Kontinuum (¢ G) auf einen Punkt abgebildet wird.

Der geometrische Beweis wird im folgenden indirekt gefiihrt, d.h., es wird angenom-
men, daB w nicht konstant sei. w ist deshalb eine innere Abbildung, weil jede offene Teil-
menge von C sich als Vereinigung von beschrinkten offenen Teilmengen von C darstellen
148t und diese beschrinkten Teilmengen aufgrund der Quasiregularitat (und Nichtkon-
stanz) von w stets in offene Mengen uberfiihrt werden und die Vereinigung dieser Bild-
mengen wieder offen ist. Des weiteren kann kein Kontinuum auf einen Punkt w,, abgebil-
det werden, denn die Menge der z¢ C mit w(z)=w, ist aus gleichen Griinden hochstens
abzahlbar.

Der nichste Schritt des Beweises soll die Gleichheit h(C)=C bringen. Sei Bg =
h({z:1<|z|<R}) fiir <R s . Dann liefert [5: Ungleichung (12)] (vgl. auch mit den Er-

gebnissen aus [8]) fir den konformen Modul von Bg die untere Schranke J-f[rP(r):]-ldr,
da der Homdomorphismus h fast iberall die gleiche Dilatation p wie w besitzt. Aus
Lemma 1 folgt dann, daB B, nur das AuBere von h({z: IFAE 1}) sein kann. Damit erhalt
man h(C) = €. Wegen (iii) ist daher die analytische Funktion A fiir alle {¢ C beschrénkt,
d.h., A und w sind Konstanten. Dieser Widerspruch zeigt die Richtigkeit von Satz 1.

4. Eine Verallgemeinerung von Satz 1

Beim geometrischen Beweis zeigt sich auch eine Beziehung zum Typenproblem bei Rie-
mannschen Flichen, auf welches R. Kiihnau den Autor aufmerksam gemacht hat. So kann
man beim Nachweis der Gleichheit A(C) = € auch von [2: Ungleichung (10)/S. 26] ausge-
hen. Unter der Voraussetzung

R 27T R
Rl_i)n;pﬁ {![lm(ﬁws)]_'lwalzds} dr = © - (10)

148t sich ebenfalls h(C) = € zeigen. Diese Voraussetzung ist eine Abschwichung von (2},
da aus (2) iiber (5) wegen (7) schlieBlich (10) folgt und in Beispiel 1 die Voraussetzung (10)
sogar fiir 3 = 1 erfillt ist. Allerdings eignet sich (10} im Hinblick auf im Mittel quasikon-
forme Abbildungen nicht so wie (2).

Voraussetzung (10) kann fiir folgende Verallgemeinerung von Satz 1 genutzt werden.

Satz 2: /n der Ebene seien n paarweise verschiedene Punkte z,.z,....,z,¢ C gege-
ben und w- sei eine Abbildung von CU{®}\{z,, z,...., z,,} in € mit den folgenden Eigen-
schaften:
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(i) Fur jedes & >0 mit 2% < Izj -z, \ fur alle j, k= 1,2,...,n mit j ¥k ist die
Abbildung w in C'_i{m}\'-lj"., {z:1z -z;1 < ¥ } quasiregular.
(i) Fir die in € U{®}\{z,.2,...., z,,} mittels (1) fast iiberall definierte Dilatation
p moge Jf[rj;mp(zj *reis)dé*):]_‘dr firalle j =1.2.....n dive}gieren, wobei € wie in (i)
gewdhit wird.
(iii) w ist beschrankt.

Dann kann w nur eine Konstante sein.

Beweis: Wenn 1 nicht konstant wire, so ist w wiederum eine innere Abbildung. Al-
so gilt w(z) = A[h(z)] mit einem Homdomorphismus { = h(z) und einer analytischen Funk-
tion A =A(L). Es ist h(C U{OO}”\U}-Z‘{Z: lz-z 1< 's“}) ein n-fach zusammenhingendes
Teilgebiet von CU{o} fiir alle ¥ aus (i). Aus (ii) folgt dann wegen (7) und (10}, daB
h({z: 0<lz-zi<¥ }) ein zweifach zusammenhangendes Gebiet ist, bei dem die innere
Randkomponente zu einem Punkt {; entartet oder g; = © die duBere Randkomponente bil-
det. Damit kann A wegen (iii) zu einer auch in {; analytischen Funktion erganzt werden.
Also ist A in € U{o} analytisch. Hieraus ergibt sich wieder ein Widerspruch zur Nicht-
konstanz von wil

Zum AbschluB soll noch ein Beispiel betrachtet werden.

Beispiel2: Sei mit e =2.71...

1/2 firlzl21/e
&(r)e ® firr=1zl<lfe, z = rei®,

w(z) = {
wobei
-2(r)/Le(r)r])=plre®) =(1-inr)in(-elnr) in(0, 1/e)

gilt und g(1/e) = e ist. Damit liefert das Integral in Satz 2/(ii)

i/e -1
L dr . _1_[ __ds
2o r(1-Inr)in(-elnr) 27 (1 - s)n( -es)

Dagegen ist w nicht beschrinkt, was aus der Divergenz von

Ve
1-1Inglr)=- < dt fir r = +0
= , t(1-Int)in(-elnt)

folgt. Dabei wichst die fir r = +0 unbeschrinkte Funktion p etwas stirker als es in [3]
zugelassen ist. In [3] wird namlich gefordert, daB das Ma8 [M(e) von M(e) ={z: p(2) >
(2 - €)/¢} nicht groBer als C‘oe“‘e""/t fur alle positiven € mit £ < g, ist, wobei g, € (0,11,
a >0und C, 2 0 feste Konstanten sind. Bei diesem Beispiel ist M(g)fiir 0 < £ < 2/3 stets
eine offene Kreisscheibe mit dem Mittelpunkt in 0 und dem positiven Radius r *(e) < 1/e.

der sich als eindeutig bestimmte Losung von

(1 -]nr‘(s)]ln[-e]nr‘(s)]=(2—£)/z (11)

erweist. Aus (11) folgt dann zum einen r*(g) = +0 fur ¢ = +0 und zum anderen durch Um-
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stellen 1-[(2 - e)/e]In*[-ein r=(c)] = In r(c), d.h.
InIM(e)l =2 +lnm - [(4 - 2e)/e]in [-elnr=(e)] .

Es gibt aber keine Konstanten £,¢(0,1). @ >0 und C, 2 0 mit
INCy+a-afe 2 2+lnx - (4 -2e)/e]in"*[-elnr*(c)]

fiir alle O < € < g5, wie man durch eine indirekte SchluBweise mittels ¢ = +0 wegen r *(z)

—~ +0 leicht verifiziert.

LITERATUR

L1) BUNYTA, MN.A. : Hex OTOPNE IXKCTPEMAABHBIE 3aRaNy 118 OTUCpaxeHnR, XBass -
KoM@OpMHaMN B cpeanesm. Cu6. maTt. x. 6 (196S), 717 - 726.

[2] BONKOBBICKHA, N.U.: Hccneaosamuns o npoSneme THIA OIMOCBIAINOE UM -
HoBOA noBepxKocTss. Tpyasm MaT. muct. mm. B.A. Crexnona 34 (1950), S-167.

[3] DAVID, G.: Solutions de I’ equation de Beltrami avec llpllgs= 1. Ann. Acad. Sci. Fenn.,
Ser. Al. Math. 13 (1988), 25 - 70.

[a]) KECEﬂbI\IAH. B. M. O reopesme BepMumuTefNMaA A0S NOBPEPNMOCTER € XBAZMKOMN-
DOPMMBIN FAVCCOBNM OTOCpaxemnes. Mat. samerxm 35(1984), 445 - 453,

Ls) KUHNAU, R.: Uber gewisse Extremnlprobleme der quasikonformen Abbildung. Wiss.
Z. Martin-Luther Univ. Halle-Wittenberg., Math.-Nat. Reihe 13 (1964), 35 - 39.

[6] KUNZI, H. P.: Quasikonforme Abbildungen. Berlin - Gottingen - Heidelberg: Springer-

"+ Verlag 1960.

L7) MARTIO, O., RICKMAN, S., and J. VAISALA: Definitions for quasiregular mappings.
Aun. Acad. Sci. Fenn., Ser. A I. Math. 448(1969), 1- 40.

[8] RODIN, B.: The method of extremal length. Bull. Amer. Math. Soc. 80(1974), 587 -
606.

[9] STOILOW, S.: Lecons sur les principes topologiques de la théorie des fonctions ana -
Iytiques. Paris: Gauthier-Villars 1938.

Received 06.11.1989

Author's address:

Dr. Erich Hoy .

Sektion Mathematik der Martin-Luther-Universitat
Postfach

D(Ost) - 4010 Halle



