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Zur Darstellung von Losungen bei
Systemen partieller Differentialgleichungen,
insbesondere bei isolierten Singularitédten
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For specific systems of elliptic partial differential equations and the associated systems
of formally hyperbolic equations in complex variables the solutions can be given using
certain differential operators. These operators map holomorphic functions into the set of
solutions of the system. In this article we consider the relation between a solution and
the holomorphic functions generating it. In particular we determine the generators of the
zero solution. Finally we give a general representation theorem for the solutions defined
in the neighbourhood of an isolated singularity.
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1. Einfiihrung

Vorgelegt sei das System homogener elliptischer Differentialgleichungen zweiter
Ordnung in zwei reellen Variablen

Au; + Z (a.k(z y) + bix(z, y) + cin(z, y)u;.) 0, :=1,...,73,

wobei a;k, bix und ¢ fir 1 < 4,k < j analytische Funktionen in einem Gebiet D €
R? bezeichnen. Dieses System kann mit den Matrizen a = (a:),b = (b), ¢ = (cix)
und dem Vektor u = (u,...,u;) auch in der Gestalt

Au + a(z, y) + b(z,y) + oz, y)u = (1.1)

angegeben werden.
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Fihrt man nun die komplexe Variable z = z + iy ein (Z bezeichnet dann die
konjugiert komplexe Grofle), so kann das System (1.1) auch in der Form

iy + (2, 2)i, + b(2, 2)ig + &(z, 2)ii = 0 (1.2)

angegeben werden mit 4(z,2) = u(z,y), 4a(z,2) = a(z,y) + b(z,y), 4b(2,2) =
a(z,y) — ib(z,y), 4&(z, 2) = c(=z,y), wobei jeweils 2z = z 4+ Z und 2iy = z — % zu
verwenden ist und 28/8z = §/8z — i8/8y, 28/8z = 8/8z + 18/8y gilt.

Setzt man die Koeffizienten a,bund cin (1.1) zu komplexen Werten von z und y
fort und verwendet z =z + iy, { = z — iy, so kann mit i(z,{) = u(z,y), 4d(z,() =
a(z,y) + ib(z,y), 48(z,¢) = a(z,y) — ib(z,v), 4&(z,¢) = c(=,y), fir 2z = z +
¢,2iy = z—( dem System (1.1) folgendes System formal hyperbolischer Gleichungen
zugeordnet werden:

8% . .
526¢ + a(z, () +b(z () +c(z,()u= 0. (1.3)

D sei nun ein einfach zusammenhangendes Gebiet der z-Ebene und es gelte D :=
{z | Z € D}. Sind die Koeffizienten in (1.3) in D x D holomorph, so wird D nach
I. N. VEKUA [6] ein Fundamentalgebiet von (1.3) genannt.

Gilt ( =z (d. h. z und y sind reell), so erhalt man aus (1.3) das System (1.2).
Somit stellt jedein D x D holomorphe Lésung (z,¢) mit ¢ = Z eine in D definierte
Losung von (1.1) dar.

Im folgenden bezeichne H(j x k;G),j,k € N, die Menge aller j x k Matrizen,
die im Gebiet G (G C C oder G C C?) ! definiert sind und deren Elemente dort
analytische Funktionen sind, M(j x k; C) die Menge aller j x k Matrizen, deren
Elemente aus C sind, und 0 die Null-Matrix bzw. den Null-Vektor.

Das Gebiet D soll immer so gewahlt werden, da8 es einerseits Fundamentalgebiet
ist und andererseits die betrachteten Funktionen erklart sind.

1. N. VEKUA gibt in {6], p. 163, unter Verwendung der RIEMANN-Matrix—Funk-
tion einen allgemeinen Darstellungssatz fir die in D x D definierten Lésungen von
(1.3) an. In [3] wird ein notwendiges und hinreichendes Kriterium dafiir hergeleitet,
dafB es zum System (1.3) Differentialoperatoren der Form

Kat= 3 auls, 0 ni=2oh, O0Z

mit ay € H(j x ;D xD) fir k = 0,...,n, b € M x5;DxD) fir k =
0,...,m, n,m € N, und den folgenden Eigenschaften gibt:

e, % 0inDD, b, £ 0in DD,
® K,gist fir alle g € H(j x 1;D) eine Losung von (1.3)in D x D,
o Kpnh ist fiir alle h € H(j x 1;D) eine Losung von (13)in DxD.

!N und C bezeichnen die Menge der natirlichen bsw. komplexen Zahlen, N, := N u {0}.
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Die Operatoren K, und K,, werden BAUER-Matrix-Operatoren erster bzw. zweiter
Art genannt und kurz als BP~Operator bzw. BJj-Operator bezeichnet.
Das System (1.3) kann immer auf die verkiirzte Form

Lw=0 (1.4)
mit
Lw := wg + A“A,w( + Bw
transformiert werden (vgl. [3]). Aus dieser Arbeit ibernehmen wir nun folgenden

Existenzsatz fir BAUER-Matrix-Operatoren :

Satz 1.1 o) Zum System (1.4) ezistiert in D x D genau dann ein BAUER-Matriz-
Operator erster Art, falls es ein n € N gibt, so dafi mit

A,=A , B,=B,
Al:llAk—l,x = B;‘A;lAk,ka + B;lBh,n k= n,...,1, (15)

Bir = B+ (A M),

gilt:
Bo=0 in DxD.
Der B} -Operator K, ist dann gegeben durch

Kn=Foy-...-Fo (1.6)

mit 8
F],:=E+A;1Ah',, k=0,...,n-1.
b) Ein BAUER-Mairiz-Operator zweiter Art ezistiert zu (1.4) in D x D genau
dann, wenn es ein m € IN derart gibt, daff

By=0 in DxD
mit _ .
An= A" B =A(B—(A7'4,))A™! . (17
und

A,T.}1Aj—l,( = Bj_l!i;lli,"(éj <+ B;IB,',( ,

. . _ J =m,..., 1 1.8
Bj—l = BJ + (A"_lA"—l,()z ) ( )

gilt. Der BAUER-Matriz—Operator K,, ist dann gegeben durch

I-(m = A_lﬁ‘m_l Ceee Fo

mit

32  Analysis, Bd. 10, Heft 4 (1991)



482 P.BERGLEZ

Wir betrachten nun Lsungen von (1.4) in der Gestalt

w, = Kog bzw. w; = Knbh, (1.9)
g9 € H(j x ;D) ,h € H(j x 1;D) und deren Summe
w=Kng+ Knh. (1.10)

g und k werden erzeugende Funktionen oder kurz Erzeugende genannt. In [3]
wurden zwei Beispiele fiir Systeme von Differentialgleichungen mit BAUER-Matrix-
Operatoren angegeben und gezeigt, dal man mit (1.10) die gesamte, in D x D defi-
nierte Losungsmannigfaltigkeit von (1.4) erhalt.

Im folgenden soll nun der Zusammenhang zwischen einer Losung und den sie
erzeugenden Funktionen untersucht werden. Dabei ist zwischen der eingliedrigen
Losungsdarstellung (1.9) und der zweigliedrigen Form (1.10) zu unterscheiden. Be-
sonders wichtig ist die Frage, mit welchen Erzeugenden die Null-Lésung in der
Form 0 = K,g + K.h gewonnen werden kann. Diese spielen dann bei der Unter-
suchung der Form der Erzeugenden einer in der Nahe einer isolierten Singularitat
definierten und dort eindeutigen Lsung von (1.4) eine entscheidende Rolle. Fir eine
einzelne Differentialgleichung findet man entsprechende Ergebnisse in den Arbeiten
von K. W. BAUER (1] und R. HEERSINK (4] sowie in [2].

2. Die Erzeugenden einer Lésung

Fir viele weitergehende Fragestellungen ist es notwendig, die Erzeugenden einer
Losung angeben zu konnen. Hier soll sowohl fiir eine eingliedrige Losungsdarstellung
als auch fiir die zweigliedrige Darstellung der Zusammenhang zwischen einer Losung
und den sie erzeugenden Funktionen aufgezeigt werden. Insbesonders werden die
Erzeugenden der Null-Losung genauer untersucht. Dazu bendtigen wir einige Re-
lationen fiir die Matrizen A,.,B;.,A;‘ und Bi. Ax und By seien fir k = 0,.
durch (1.5) gegeben, A; und B; fir j =0,...,m durch (1.7) und (1.8). Fiir k > n
und 7 > m gelte

Beyi = Bi— (A Aw:)e,
AghAkis = BunA'Aw:Br — Bun.Bily,
Bjsn = Bj—(4j 4A;).,
AjhAjne = BinA7'A;Bjl — B Bil.
Durch vollstandige Induktion iiber 5 € N,7 < m und k € N,k < n zeigt man die
Giiltigkeit von

A7 Am-j¢ = AaBZly-... Bil;-(Batj-...- Ban A7V,

_ -1 - -1
Bm-j = AnBoyy-... Bn+: n+:+an+J .+ Ban AL,

und

AL Anks = Amé;ix'--"B-% (0:ZVVRUNIY : Y. i T
B, AnBrhic  BoiiBmiri1Bogh oo - Bap AL,
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Damit folgt sofort das

Lemma 2.1 Die Bedingungen By = 0 und B, =0 in Dx D von Satz 1.1 sind
dquivalent zu den Forderungen Bpyni1 =0 bzw. Boymy1 =0in D x D .

Fir £ > n und j > m werden noch die folgenden Differentialoperatoren (fir
0<k < nund 0<j< m siehe Satz 1.1)

o .
F = E+Ak‘4u, F; =

definiert. Damit kann nun der naéhstehende Satz bewiesen werden.

Satz 2.1 a) Zu (1.4) gebe es in D x D sowohl einen B}-Operator K, als auch
einen Bj}-Operator K,,. Zu jeder Losung w € H(j x 1;D x D) von (1.4) in der
Form (1.10) sind dann die Funktionen Fpypm-...-Fog und Fpyn-... - Foh eindeutig
bestimmt gemdf

Fn-}-m"--'Fog = F,,+,,,-...-F,.w,

i i i . 2.1
Fopnvoo.-Foh = Fpyn-... Fn(Aw), (21)

und besitzen die Form

n+m+1l

Fotm ... Fog = avg® mit o€ H(G x5;D) , (2.2)
k=0

- _ min+l _

Foin ..o Foh = Y Bub®™ mit B, e H(x D) . (2.3)
k=0 .

b) Im Fall einer eingliedrigen Lésungsdarstellung in der Form (1.9) sind die
Erzeugenden g und h eindeutig bestimmt durch

g = Gi-...-Gow; mit G,.=—B;‘8% (k=1,...,n), (2.4)

h

Gi...-Gm(Aws) mit é,:—B;‘% (G=1,...,m). (25)

Beweis: a) Zunichst zeigt man durch vollstandige Induktion iber j € N,j < m,
die Giltigkeit von
- meio
Fopjmr oo Fo(Knh) = 3 bp=7n®), (2.6)
k=0
wobei die Koeffizienten by~ mit 5™’ = 0 folgenden Bedingungen geniigen:
L'I+J'b;¢n-j = _bm-_ftx - A;ijAﬂ'HJb'k"—_lj ’ k= o,... | — jl
0 = bz:;,x + Av:}-jA'W.‘i-tb::;" ,

32*
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mit Lp := e + A;lA]."‘!fl( + Bitb. Der Ausdruck in (2.6) ist eine Losung des
Systems L,4;w = 0 (vgl. [3], Lemma 2.1.a). .
Setzt man in (2.6) j = m, so folgt sofort Fnym ...  Fa(Kmh)=0in DxD.
Nunmehr ist der Ausdruck

n4+m+1

Fatm oo Fow=Fpppm-...-Fog= 3. ar(z,¢)g™ (2.7)
k=0

eine Losung von Lnymts = 0. Da nach Voraussetzung zum betrachteten System in
D x D auch ein Bf—-Operator existiert, ist dort Bo = 0 zu fordern. Dies ist nach
Lemma 2.1 aquivalent zur Bedingung Bayms1 = 0 in D x D . Damit hangen die
Koeffizienten «y in (2.7) nur von der Variablen z ab und man erhélt (2.2).
Entsprechend zeigt man die Giiltigkeit der Relationen (2.1) und (2.3).

b) n—fache sukzessive Anwendung von Lemma 2.1.b aus [3] liefert unter Verwen-
dung von By = 0 in D x D die Gleichung (2.4), der Ausdruck (2.5) folgt entspre-
chend B

Im weiteren soll unter der Voraussetzung, dafi zum System (1.4) ein Bp-Operator
K, und ein Bf}-Operator K, existiert, die Null-Lésung von (1.4) naher untersucht
werden. Funktionenpaare (¢(z),%(¢)) € H(j x 1;D) x H(j x 1; D) , die die Null-
Losung von (1.4) in der Darstelluug 0 = Knp + Knt liefern, werden N-Paare
genannt. Es gilt der folgende

Satz 2.2 a) Das Problem

kZ":ak(z,co)gé*)(z) + hf:bh(z,co)hs,"’(c.,)=o, Ge€D, (2.8)
=0 =0
Y oz, 0z + Shlm OB =0, weD,  (29)
k=0 k=0
W (z) = &, k=0,...,n, (2.10)
b ) = du, k=0,...,m-1, (2.11)

besitzt fir beliebige cx,di € M(j X 1;C) eine eindeutig bestimmte Losung (go, ko) €
H(F x1;D) xH(x1;D).

b) Dieses Paar (go,ho) stellt esn N-Paar zu (1.4) dar.

c) Umgekehrt ist jedes N-Paar zu (1.4) Losung eines solchen Problems (2.8) -
. (2.11).

Beweis: a) Verwendet man g{*)(zo) gemaS (2.10), so besitzt das System (2.9) von
gewohnlichen Differentialgleichungen mit den Anfangswerten (2.11) eine eindeutig
bestimmte Losung ho € H(j x 1;D) (vgl. [5]). Die Grofe hf,"')(c.,) =:d,, ist dann
eindeutig bestimmt. Nunmehr betrachten wir das System (2.8) mit hg‘)((o),k =
0,...,m — 1, aus (2.11) und dem soeben bestimmten h((,"')((o). Zusammen mit den
Anfangswerten gg')(zo) = cx,k =0,...,n — 1, ist dadurch eine Funktion g, €
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H(j x 1;D) eindeutig bestimmt. Damit ist auch gf,")(zo) =: ¢, festgelegt. Indem
man in (2.8) z = zo und in (2.9) ¢ = o setzt, zeigt man sofort, dal &, = c, gilt.

b) Nach I. N. VEKUA [6] , p. 164, sind die Existenz und die Eindeutigkeit der
Losung w € H(j x 1;D x D) des Goursat-Problems

Lw=0, w(z)=2e(z), w(z()=v(),

mit ¢ € H(j x 1;D) , % € H(j x 1;D) beliebig, gesichert. Hier gilt mit dem in a)
bestimmten Paar (90, ko) :  w(20,¢) = (Kngo + Kmho) |.:_.,o= 0 und w(z,{o) =
(Knago + Kmho) |¢=¢o= 0. Damit folgt w(z,{) = 0in D x D . Das bedeutet aber,
daB (go, ko) ein N-Paar ist.

c) Folgt unmittelbar aus der Definition der N-Paare Bl

Das im vorigen Satz angegebene, die N-Paare charakterisierende Anfangswert-
problem (2.8) - (2.11) kann auf Grund der Méglichkeit, die auftretenden BAUER-
Matrix-Operatoren gemaf Satz 1.1 zu faktorisieren, unter Verwendung von

vo(z, o) = —g;bh(z,co)h“)(co), n(2, o) = g0(2)
Bo(z0C) = —A(0) S ax(z0()g®(0), (2020 = ho((),
k=0

in folgende Form tbergefiihrt werden:

Fo_pus |C=(o = uh-x(Z,Co), k=1 n (212)
ui(20, o) = &x, T
mit
e =(Fnoci-...: Fog(z))z:::
und
F-‘m-kﬁk |z=:¢ = ak—l(th C)v
_ = k=1,...,m, 2.13
#n(z0,(0) = di, 219
mit

& = (P - ‘..-Foh(())zia' :

Zunachst wird, beginnend bei k = 1, das Problem (2.13) sukzessive gelost. Man
erhalt fur k=1,...,m

ir(20,¢) = A7  4(20,€) [z‘im-k(lo,Co)Jh + /‘: Am-i(20,€)iin-1(20, f)df] - (214)
Mit k = m ergibt sich somit ho({) = @m(z0, (), die Losung des Problems (2.9),(2.11).

Jetzt ist man in der Lage, hg"')((o)‘ zu berechnen und die L3sung des Problems
(2.12) in der Form

wa(z1Go) = A74(2, o) [Anca(a )i + [ Anca(6 Guna(€ G ], (2:19)
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k=1,...,n, anzugeben. Mit k = n erhilt man die Ldsung go € H(j x 1;D) von
(2.8), (2.10).
Damit gilt der folgende

Satz 2.3 Zum System (1.4) gebe es in D x D sowohl einen Bjf-Operator K, =
Th=0ak(2,()0%/8z* als auch einen Bj}-Operator K, = To_obi(z,¢) x 8%/8¢*.
Seien zo € D und (o € D beliebig, aber fest und ¢, € M(j x 1;C), k=0,...,n,
d" € M(J X 1;0),k = 01 cee, M — 1, sowie dm = _A(ZOa CD) x ():2=o (lk(Zo,(o)C). +
s bi(20, {o)dx) . Dann gilt: .

a) Das N-Paar (go,ho) zu (1.4) in der Darstellung 0 = K,go + Knho kann

angegeben werden in der Form
90(2) = ua(2,60), ho(C) = thm(20,¢), (2.16)
mit U,y gemdaf (2.15) und (2.14) und
& = Fok-i-...- Fog(z) =z mit 9™ (20) = ex,

dy = F,,._,._l-...-i*oh(c)|::g mit  R%*)(¢o) = di .

b) Das allgemeinste Erzeugendenpaar (§,hk) zu einer Lsung w von (1.4) erhalt
man durch

9(2) + 90(2),
h(¢) + ho(¢)

3(2)
k(¢)

mit go und ho gemap (2.16).

Im speziellen soll nun ein System von elliptischen Differentialgleichungen der
Form (1.1) betrachtet werden, wobei die Koeffizienten reellwertige Funktionen der
reellen Variablen z und y sind. In komplexer Notation kann es immer in der Form

v+ a layv, + @ '@, v + Pfu =0 (2.17)

mit geeigneten Matrizen « und B angegeben werden, wobei 8 = B gilt. Durch
W = av geht dieses System tiber in die Gestalt

W+ A Ay + B =0 (2.18)

A = aa?,
1

v ]
I

aalapat — aet —aalaalaza + afat.
Nun betrachten wir das System formal hyperbolischer Differentialgleichungen

wye + AT A,we + Bw =0 (2.19)
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la(z, )" (2,(),

a:(z,0)a™*(z,¢)a(z,¢)a (2, €) — ax(z,{)a(2,()
—a(z, Q)™ (2, O ([ez, O"), @ (2, O)ex(2, {)a™"(2:¢)
+a(z,{)B(z, C)a_l(z’ (),

wobei f* die zu f konjugierte Funktion bezeichnet (vgl. {6], p. 64). Nach Satz
1.1 besitzt dieses System in D x D genau dann einen BP-Operator K,, wenn mit
(1.5) By = 0in D x D erfillt ist. Der Operator K, ist dann durch (1.6) gegeben.
Wegen der speziellen Struktur der Koeffizienten des Systems (2.19) gilt (vgl. (1.7))
An=A", Bpy=B".Damit gibt es dann zu (2.19) auch einen Bj~Operator K,
(d. h. m = n), der in der Form

Knh(C) = A—l(zr O)[Knh(2)]

mit K, wie oben geschrieben werden kann.
In der Folge lassen sich nun alle Lésungen von (2.17) durch

v(z,2) = (a—l(z: ) Kng(z) + [a—l(z’ 9 K,,h(z)].)(___!

mit g,h € H(j x 1;D) darstellen. Alle reellwertigen Lisungen von (2.17) erhalt
man dann mit

A(z,()
B(z,()

v(z,2) = (a7 (2,0) Kng(z) + [a7}(z,0) Kng(2)] ) _, » (2.20)

geEH(F x1;D).

Die Aussagen der Sitze 2.1.a und 2.3 konnen natirlich auch fir das System (2.17)
ibertragen werden. Wegen des besonderen Interesses an den reellwertigen Losungen
von (2.17) sollen hier aber nur die Resultate fir diese Losungsklasse formuliert wer-
den.

Satz 2.4 a) Bei vorgegebener reellwertiger Losung v von (2.17) in der Form (2.20)

ist die Funktion (F3, ... Fog)¢=z eindeutig bestimmt durch
n+1
(Fon-... - Fog(z))e=2 = 3, ax(z)g®)(2)
h:o

= ‘(Fz', LY Fna(z, ()v(z$ ())(=’

mit o € H(j % 7;D) .
b) Die allgemeinste Erzeugende § einer reellwertigen Lésung von (2.17) erhalt
man mat
9(2) = 9(2) + go(2),
wobes go die Erzeugende der Null-Lésung von (2.17) bezeichnet und mit u, von
(2.15) angegeben werden kann durch

go(z) = 'u.,,(z,(o) I(o=§ .
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Dabes muf noch gelten
un(2€0) leo=5= Bin(20,¢) | =1,
0=

wobes %, nach (2.14) zu bestimmen ist.

3. Darstellung von Losungen in der Nahe
isolierter Singularititen

In diesem Abschnitt werden Losungen von Systemen elliptischer Differentialglei-
chungen untersucht, die an gewissen Stellen isolierte Singularitaten aufweisen. Dabei
wird die Existenz der jeweiligen BAUER-Matrix-Operatoren vorausgesetzt.

Fir das Weitere vereinbaren wir die Bezeichnungen

U(z)
U(zl)
p > 0. Schlitzt man U(z) so auf, daB man z, durch eine geeignete Kurve mit dem

Rand von u (z1) verbindet, so entsteht ein einfach zusammenhingendes Gebiet, das
mit U ,(21) bezeichnet werden soll.

{zllz-z1|<p},
{z| 0<| 2z~ 2 |<p},

Satz 3.1 a) Zu jeder vorgegebenen, in U(z,) eindeutigen Lésung w(z,Z) von
wyy + A7 (2, 2)A.(2,2)wg + B(z,2)w =0 (3.1)
gibt es zwei Funktionen g und h in der Gestalt

o € H(G x1LU(z)) ,

9(z) = log(z —z)gi(z) + 90(2) ) o € M(Gx 1-L'l(z1)) (3.2)
b € H(Gx LU(m)) ,
h(¢) = log(¢ — ZNha(() + ho(C) , ho z ’Hg : 1,&2133 (3.3)
so daf§

w(z,2) = (Kng + Kmh)=r -
b) Der Ausdruck (Kng + Kmh)¢=z mit g und h gemaf (3.2), (3.8) stellt genau
dann eine in U(2,) eindeutige Lésung w von (3.1) dar, wenn (g1, —h,) ein N-Paar
ist.

Beweis: a) Es sei w(z,() die ( im allgemeinen mehrdeutige ) Fortsetzung von
w(z, Z) zu unabhingigen Variablen z und {. Nach I. N. VEKUA ([6] p. 163, 169)
laBt sich w(z,({) dann immer darstellen durch

w(z) C) = R(ZO’CO;z)C)a
= ¢
+ L R(t, ¢o; 2, C)ep(t) dt + /( R(zo,miz OW(r)dr (34)
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mit a € M(j x 1;C) und ¢, in der Form

¢(z) = log(z — z1)p1(2) + po(2), (3.5)
P(¢) = log(¢ —Z)¥(¢) + Pa({), (3.6)

wobei @1 € H(j x L;U(z1)) ,p0 € H(F x 1;U(z1)) %1 € H(j x L,U(z1)) ,%0 €
H(j x 1;U(z)) gilt und R die RIEMANN-Matrix-Funktion zu (1.4) bezeichnet.
Die Groflen a, ¢ und % sind dabei durch w eindeutig festgelegt gemafl

a = w(ZOv Cﬂ) ]
(p(Z) 810(27(0)/33 + Anl(zaCD)As(zt Co)w(Z,Co) * (37)
¥(¢) = Bw(2,()/5¢. (3.8)

(i) Der erste Summand auf der rechten Seite von (3.4) ist in U(z) x U(z)
holomorph und kann dort dargestellt werden durch

I

w, = R(Zo,Co; Z, ()C( = Knél

mit einer Funktion
& € H(G x 1;U(=x)) (3.9)

(vel. [3], Beweis zu Satz 3.3).
(i) Der zweite Summand

w3 =/I:R(t,Co,Z,C)(P(i)dt

ist in U,(z1) x U,(z) holomorph und kann in der Form
wy = Kngz mit §3 € H(] X l;a,(zl))

angegeben werden (vgl. ebenfalls [3]). Gleichung (3.7) stellt nun einen Zusammen-
hang zwischen den Funktionen ¢ und §; her. Es gilt:

(% + A-‘A,w,)
8z

n+l

Z[Gk,x + ap-1 + A‘IA,a,,]ggk)(z) le=¢o
k=0

v(z)
{=(o

mit anpyq :=0,a-4:=0.
Mit ¢ gemadfB (3.5) liegt ein System von gewohnlichen Differentialgleichungen
(n + 1)-ter Ordnung fir g, vor, das eine Losung der Form

9a(z) = log(z — 21)§a(2) + $a(2) (3.10)

mit §, € H(j x 1;U(z1)) , 92 € H(j x 1;Uu(21)) besitat.
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(iii) Der dritte Summand in (3.4)
¢
ws = [ Rz 7z, O(r) dr,

derin U,(z) x U,(z) holomorph ist, kann nach (3] dort dargestellt werden in der
Form L. X i

ws = Knphy mit hy € H(57 x L;U,(z1)) .
Die Erzeugende h, ist dabei wegen (3.8) durch folgende Differentialgleichung mit
der Funktion v verknupft:

m41

S (ke + b-1)R$(¢) = 9(¢) mit bpyq :=0,b_y :=0.

k=0
Verwendet man 3 gema8 (3.6), so existiert eine Funktion h; in der Form
ha(¢) = log(¢ ~ 7)ha(¢) + Ka(¢) (3.11)

mit k, € H(j x 1; U(=)) ke € H(F x ;U (zl)) die dieser Gleichung geniigt.

Die Funktionen §, und &, sind in U(zl) bzw. L((zl) mehrdeutig. Somit er-
halten wir mittels w(z, C) = K (gl g + ga) + Knhz, 41,3 und h; gemaB (3.9),
(3.10) und (3.11), die in U,(z) X U,(z) holomorphe Losung w = wy + w2 + ws
von wy + A"'A,w¢ + Bw = 0 bzw. durch w(z z) = [Ka($r + 2) + Kmha)—s
die in U,(z,) definierte Losung von w + A 'A;wy + Bw = 0. Da w(z,z) =
wi(z, 2) + wa(2,2) + ws(z, 2) eine in U(z) eindeutige Funktion ist, gilt dies aus
Stetigkeitsgriinden auch fir [Kn(§: + §2) + Kmh2)¢=r . Damit ist Te.ll a) bewiesen.

b) Auf die Funktionen g und & in der Form (3.2), (3.3) wenden wir die Operatoren
K. bzw. K,, an. Den so erhaltenen Ausdruck w = K.g + Knh formen wir um auf
die Gestalt

i" = 108(2 - zl)Kngl + Ql(za C) + Kngo
+ log(( - z_l)Kmhl + §7(zi () + Kmho y

wobei @, und &, eindeutig bestimmte, von logarithmischen Gliedern freie Funktio-
nen bezeichnen.
Fir ¢ = z setzt man nun log(z — z;) = log r + i und erhalt so

w(z) 2) = log T(Kngl + km"l)(:x
+i<P(Kngl — Kby )(:z
+&1(2,2) + 82(2,2) + (Kago + Konho)=x .
w ist in 2(z;) genau dann eindeutig, falls Kng, — Kmhy = 0, d. h. falls (91, —h1)

ein N-Paar ist. w besitzt dann die Form

w(z,2) = log|z— 2z | (Kngi)c=z + 81(z,2) + ®3(2, 2)
+(Kug0 + Kmho)(=! |



Zur Darstellung von Losungen p. Dgi. 491

Nach Satz 2.1.b sind im Fall einer eingliedrigen Darstellung einer Losung w in
der Form w, = K,g bzw. w; = Kk die Erzeugenden g bzw. h auch in einem nicht
notwendig einfach zusammenhangenden Gebiet durch die Funktionen w; bzw. w;
gemas den Gleichungen (2.4) und (2.5) eindeutig bestimmt. Damit folgt unmittelbar
der folgende

Satz 3.2 Jede Losung w; = Kag l¢=z und wy = K.h l¢=z von w,; + A7 A, wy +
Bw = 0, die in U(z,) definiert ist und in 2, eine isolierte Singularitdt besitzt, kann
mit einer Funktion g € H(j x 1;U(z,)) bzw. h € H(j x L;U(z)) dargestellt wer-
den.

Auch in diesem Abschnitt soll besonders auf Systefne elliptischer Differential-
gleichungen mit reellwertigen LOosungen eingegangen werden. Dazu betrachten wir
wieder Gleichung (2.17)

va+a o, +a e v+ fv=0
mit 8 = 8. Mit den Ergebnissen von Satz 3.1 folgt nunmehr der

Satz 3.3 Ist v(z,Z) eine in U(z) definierte und dort reellwertige Lésung von (2.17),
so lapt sich diese in U(z,) darstellen durch

v(z,2) = (@7}(2,¢) Kng(2) + [a7(z,O) Kng(2)] ") _,
mit K,, gemaf (1.6) und g in der Form

9(z) = log(z ~ 21)g1(2) + go(2) .

Dabei gilt go € H(j x L;U(z)) und g € H(G x 1;U(z1)) ist gegeben durch gy(z) =
un(z, (o) |¢o=55, Un gemap (2.15), wobei noch

“ﬂ(zr (0) |(o=5= —ﬁ,.(zo,C) l‘::% ’

i, nach (2.14), gelten mup.
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Book review

P.MEINHOLD and E. WAGNER: Partielle Differentialgleichungen (Mathematik fiir In-
genieure, Naturwissenschaftler, Okonomen und Landwirte: Vol. 8). Leipzig: B.G. Teub-
ner Verlagsges. 1990, 116 pp., 12 Fig.

The present volume on partial differential equations, which has been already appeared in
the sixth edition, gives an elementary introduction into that fields and applies to engi-
neers and scientists. It is the goal of this introduction to give an insight into several ty-
pical problems and to present classical methods of solution. Longer and harder proofs
are omitted. Instead of it the methods are illustrated by numerous examples.

After a general introduction in Chapter 2 fundamentals of the theory of linear partial
order differential equations are discussed. Particularly the importance of related cha-
racteristic systems for the solution of the Cauchy initial-value problem is accentuated.
Chapter 3 is devoted to linear second order differential equations. For the dimension 2
there is explained their classification and their reduction to the normal form of elliptic,
parabolic and hyperbolic type, respectively. Then classical approaches to obtain parti-
cular solutions together with their superposition in the form of series, integrals and
convolutions are discussed. Chapter 4 is devoted to random and initial-value problems
for essential problems as the heat equation, the wave equation and equations of elliptic
type. The Fourier method is very central. The volume closes with Chapter 5 where an
insight into the potential theory and main fundamentals of harmonic functions is given.
Systems of differential equations are not explained, and nonlinear problems are lightly
touched at the end of the volume.

In spite of the small extend of this volume the authors presented - to the reviewer’'s
way of thinking - a very informative first introduction into the field, which certainly
meets the wishes of the ment readers.

Wiirzburg W. Velte



