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Einige Bemerkungen Uber die Existenz orientierter Mannigfaltigkeiten 
mit vorgeschriebener mittlerer KrUmmungsform 

F. DUZAAR and M. FUCHS 

Given an integral ni -current To in R1?11 and a tensor H of type (n,, I) on R1*' with va-
lues orthogonal to each of its arguments we prove under suitable smallness conditions 
the existence of an integral nt-current T with boundary rDT aI having prescribed mean 
curvature form H. 
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1. Einführung 

In dieser Arbeit diskutieren wir die Frage nach der Existenz (orientierter) nt-
dimensionaler Mannigfaltigkeiten E in R" 4 , wobei sowohi der Rand a = r 
als auch die mittlere Krümmung vorgegeben sein sollen. Zunächst ist jedoch 
zu klären, was man im Fall beliebiger Dimension und Kodimension unter dem 
Begriff der mittleren Krümmung zu verstehen hat. Bezeichnet etwa IL(x) den 
differentialgeometrischen Krümmungsvektor (= Spur der zweiten Fundamental-
form) von F, im Punkt x, so erscheint es naheliegend, auf "+k ein Vektorfeld X 
vorzuschreiben und E in der Weise zu konstruieren, daB einerseits OJ = r und 
andererseits ffix) = X erfüllt wird. DaB ein soiches Vorgehen in der Regel schei-
tern mufi, erkennt man unschwer bereits für Kodimension k = 1 und der Wahl 
X(x) = (x)em+ t mit einer skalaren Funktion i: hat nämlich E in jedem Punkt 
x die mittlere Krümmung H(x) = 7(x)em+ l , so folgt Tr = Rm X {O}, d. h. 

ist eben und der mittlere Krümmungsvektor identisch 0. Zu einer sinnvollen 
Begriffsbildung gelangt man dann, wenn man die mittlere Krümmung definiert 
als eine vektorwertige Funktion H(x, E), die vom FuBpunkt x E R" 4 " und den 
m—dimensionalen Ebenen E abhängt mit der zusàtzlichen Eigenschaft 

H(x,E) E E1. 

Mit dieser Interpretation ist eine Mannigfaltigkeit E Lösung des Problems, wenn 
neben aE = r die Beziehung

H(x)=H(x,T5)	 (1.1)
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in jedem Punkt x E E erfüllt ist. Mit Hilfe des Divergenzsatzes [16] laSt sich (1.1) 
äquivalent formulieren als 

j{divzX + X H( ,TE)} dNm = 0	 (1.2) 

für alle Vektorfelder X 6 C(R", R"), spt(X) n r = 0. Hierbei steht 7m für 
das rn—diinensionale Hausdorif MaB im Rm+k (für die Definition sei auf [6, 2.10.2] 
verwiesen). 

Urn (1.2) als Euler—Gleichung eines Variationsfunktionals zu erkennen, schrän-
ken wir die Struktur von H etwas ein und verlangen 

H 6 C (Rm+k,Am(Rm+k,Rm+k)) 

mit
H(-, C) 6 Span [ej,. . . ,e]L	 (1.3) 

für alle einfachen rn—Vektoren = 1 A. . . A. Die mittlere Krümmungsform 
H(x, . ): AmR k	Rm+k ist also für jeden Basispunkt x eine lineare Abbildung 
auf den rn—Vektoren in Rm4M mit Werten in die im Sinne von (1.3) auf 
ihren Argurnenten senkrecht steht. Gulliver (7] folgend definieren wir die zu H 
gehörende skalare mittlere Krürnmungsform h durch 

1st h geschlossen, also h = dc für eine in—Form cs, so besitzt unser Problem 
Variationsstruktur: Bezeichnet ['fl den zu r gehörigen (m - 1)—Strom (wir setzen 
I' als orientiert voraus) und ist T = (M, 9, T) ein ganzer rn—Strom mit 8T = 
r'fl (man vergleiche Abschnitt 2 für Notationen), so ist die erste Variation des 

Funktionals
G(T) M(T) + T(c) 

in Richtung eines Vektorfeldes X (wie in (1.2)) gegeben durch 

(SG(T), ) 
= IM {divMx + X . H( . , )} dT, 

JUT = (m L9, und motiviert durch (1.2) definieren wir: der ganze Strom T (mit 
aT = [ I'fl) hat vorgeschrzebene mitilere Krirnmungsform H, falls 

(G(T), .)	0	 (1.4) 

gilt, und lokal in der Nähe eines reguláren Punktes x aus dem Träger von T bedeu-
tet dies, daB der geometrische mittlere Krümmungsvektor flu (x) der unterliegenden 
Mannigfaltigkeit gegeben ist durch H(x) = H(x, T (x)). Man beachte, daB die 
mittlere Krümmungsforrn eine von der Orientierung abhängige Gröfie ist, d. h. 
der Strom —T hat mittlere Krümmungsform —H, der mittlere Krümmungsvektor 
wird hierdurch natürlich nicht beeinfiuf3t.
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Zur Lösung von (1.4) bietet es sich an, das Funktional G in geeigneten Kiassen 
ganzer rn-Ströme zu minimieren. Wie in 1 71 bemerkt ist dies im Falle einer globalen 
Schranke

IcsI<l - e (1.5) 

mit e > 0 ohne Schwierigkeiten möglich. Denkt man andererseits aber an kon-
stante Krummungsformen H(x,.) = H(e), so ist (1.5) eine viel zu starke Forde-
rung. In den Arbeiten ( 3-5 1 haben wir (1.5) durch geometrisch sinnvollere Bedin-
gungen ersetzt und anstelle des Anteils T(c) im Funktional G(T) das sogenannte 
h-Volumen diskutiert und unter anderem Existenzsätze unter Einbeziehung von 
Almgren's Optimaler Isoperimetrischen Ungleichung (1] bewiesen. 

In der vorliegenden Note beschreiten wir den Mitteiweg, wobei wir uns an der 
aus dem parametrischen Kontext bekannten Konstruktion der "kleinen Lösung" 
orientieren, vgl. [8-15,17,18] für eine Beschreibung der parametrischen Methoden. 

Angenommen die Randmannigfaltigkeit F ist kompakt und in einer offenen 
Kugel BR in R"k enthalten. Verlangt man 

m+1 -e 
hI

	

	 (1.6)
R 

mit C > 0 für alle x E	, so gibt es eine Stammform a mit 

a11< 1 VXE RR- , (1.7) 

und es liegt nahe, G auf den Strömen mit Träger in BR zu minimieren, was nach 
(1.7) mSglich ist. Ergänzt man (1.6) noch durch 

hX I mR C auf0BR, (1.8) 

so gilt ein Maximum-Prinzip, d. h. die Minimaistelle T hat positiven Abstand zu 
ÔBR und man bekommt die Euler-Gleichung (1.4). Somit lautet unser Haupter-
gebnis:

Unier den Bedingungen (1.6), (1.8) und für orientierie Rnder 
r mit dist(r, ÔBR ) > 0 gibt ci eine (verallgemeinerte) orientierie 
m-dimensionale Mannigfaltigkeii m;t Rand F und vorgeichriebe-
ner miitlerer Krümmungsform H. 

Es sei bemerkt, daB entsprechende Aussagen möglich sind, wenn statt Kugein an-
dere strikt konvexe Körper betrachtet werden. Allerdings erscheint dann die Suche 
nach einer Stammform ce mit geeigneter Kleinheitsbedingung wenig aussichtsreich. 
In diesem Zusammenhang liefert die Analyse des h-Volumens auf sytematischerem 
Weg Existenzsätze.
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2. Notationen, Formulierung des Variationsproblems 

Seien in > 2, k > 1 ganze Zahien, B bezeichne die abgeschlossene Einheitskugel 
mit Mittelpunkt 0 in R". Die Funktion H: R" .- Am (Rm , Rm+k) sei von 
der Kiasse C 1 und habe die Eigenschaft 

H(viA... AV,) E Span[v 1 ,... ,Vm)1 

für alle z, vi, . . ,	E Rm1. Zu H definieren wir die skalare Krümmungsform 
h: R 1	. Am41 Rm durch 

hz(voA ... Avm) :=voHz(viA ... Avm) 

und verlangen dh = 0. Dann wird durch 

((z), C I A ... A) := j tm (h(tz), zA 1 A... A) di 

eine Stammform zu h erklärt, d. h. es gilt dcl = ii. Für Differentalformen w: U 
U offen in R"', n E N, seien 

sup i(w(z),T1A...	 (2.1) 

und
wi := sup IwI,	 (2.2)

EU 

im Falle von vektorwertigen Formen ist der Absolutbetrag rechts in (2.1) als Eu-
klidische Norm zu verstehen. 

Wir erinnen kurz an einige Notationen aus der Geometrischen MaBtheorie (vgl. 
[6,161): T e V(R1+k), n E N, heiBt rekiifizlerbarer n-Strom mit ganzer Vzel-
fachheit, falls gilt

T(w) = JM, () 9 dH' ,
	

w  

mit einer abzählbar n-rektifizierbaren Menge M C R", einer lokal fl't -integrier-
baren Dichtefunktion 8: M —* N 0 und einer 7Ct-me0baren Funktion 

wobei ((x) in lf'-fast alien Punkten x E M gegeben ist durch 

((x) = ri (x)A . . . A-n(X) 

für eine Orthonormalbasis {r(x)} des approximativen Tangentialraumes T.M. 1st 
.9T rektifizierbarer (n — 1)-Strom mit ganzzahliger Vielfachheit, so nennen wir T 
einen ganzen Strom. Es sei 

F' := {T E V,, (Rm + k ) : T ist ganzer Strom, M(T) + M(ÔT) <oo}
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In diesem Zusammenhang sei darauf hingewiesen, daB die Masse M(T) eines rekti-
fizierbaren n-Stromes mit ganzer Vielfachheit nicht von der speziellen Normierung 
(2.1), (2.2) der n-Formen abhängt. 

SchlieBlich fixieren wir T0 E Im (den Rand) und defInieren 

C := IT E r : spt(T) C B, aT = OT0} 

und
G(T)	M(T) + T(c),	T E C, 

wobei wir natürlich C	0 annnehmen, was beispielsweise durch die Forderung 
spt(To) C B garantiert wird. 

Satz 2.1: Das Variai:on3problem 

G( . )-. Min in  

bei;tzt eine Lösttng, vorausgeetzt man verlangi 

sup IHI<m+1.	 (2.3) 
EB 

Beweis: Es ist für z E B, ,	= bil 

(( z ),iA ... Aem)	1.t- dt sup J (h(x),xAe i A ... Am)I 

= (m + 1)_I sup (h(x), 11(x)Ae i A ... 
xEB 

wenn fl(x) den Anteil von x senkrecht zu Span[ 1 ,. . . , ] bezeichnet. Also gilt 

(rn+ I) - ' sup IXIIhrI. 
rEB 

Mit (2.3) folgt
SUP IzI < 1 - e 

8 

für ein c E (0, 1), also
G(T) ^! eM(T), 

so daB eine G-Minimalfolge {T} in C eine Teilfolge besitzt, die in Vm(Rm+)
gegen T E C konvergiert. Da die T alle Träger in B haben, gilt trivialerweise 

- T(cs). Zusammen mit der Unterhalbstetigkeit der Masse M erhalten wir 

G(T) !^ liminfG(T). 

Foiglich ist T eine gesuchte Minimaistelle. 0 

35 Analysis. Bd. 10. Heft 4 (1991)
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3. Ein Maximumprinzip 

Der Beweis des folgenden Satzes orientiert sich an [8]. 
Satz 3.1: Fur die rnittlere Krümmung3form H, gelte 

IHI<m+1	aufB	 (3.1) 

und
IHzI<rn	aufôB.	 (3.2) 

Auflerdem .ei der Träger von no kompakt im Inneren von B enthalten. lit dann 
T die in Satz 2.1 erkliirte Lôsung des Variationiproblems 

G(.)-'-+Min in C, 

30 folgt fur alle genigend kleinen r > 0 

-C' ({z E	: Izi ^! 1 — r} n spt(T)) = 0, 

d. h. T hat kompakten Triger im Inneren von B, 

Beweis: Sei dist(ÔT0 , ÔB) > go; für 0 < t < go und z E B definiert man 

I z,	IzI<1—t
F(t,z) :=

1. (1—t)z/zI, Izi > 1—t 

Dann gilt mit beliebigem 0 < g < 00, daB F(g, .)#T E C und 

G(F(g, )#T) — G(T) 
= M(F(g, . )# T) - M(T) + (F(g, . )# T)(cx) - T(a) 

= Li^i-e {DF(9, )	- 

+J	{((F(9, .)),DF(g, - )#	) — ()} dT. 
Für z aus dem Integrationsbereich ist 

DF(g,z)# T (z)I	 zIm	 (3.3) 

und (mit G(z) := z/IzI)
—4	 —4 

(cs(F(p, z)), DF(g, z) T (z)) — (cr(z), T (z)) 

- 
J--(c(F(s, z)), DF(s, z)#	(z)) di 

-IzI as 

=
 f

e	1	 —4

_I:	
ttm(h(tF(s, z)), F(s, z)ADF(s, z)# T (z)) dt} di
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= L kI	
{1o:t1 - s)G(z)), C(z)ADG(z)# (z))(1 -	dtIds 

= j- {j um(h(uG(z)), G(z)ADG(z)# T (z)) du} ds 

=
 - J (1 - s)m (h((1 - s)G(z)), G(z)ADG(z)# T (z)) ds 

1- IzI 

I zI" sup Ihr IJ° (1—s)mds. 
I'I?'-Q	-II 

Kombiniert man dies mit (3.3), so folgt insgesamt 

G(F(9, )#T) - G(T)
'p 

IzI_m {((i -	- zim ) + c(p) I	(1 - )m ds} dT(z) 
J1 - 

(1 - t)m + c( 1Z1 m	 )(1 - t)m) dtd T(z) =	 1 
l? 1 -o	Ji-i i dt 

=
 j Zm 

1	
in(1 - t)"' (-1( i - t) - i) dt dir(z), 

z I^ 1 - p	Ji-11	 m 

wobei wir c(ê) := sup1>11>1 _ IhI gesetzt haben. Nach (3.2) gibt es ein e > 0 mit 
c(ç) !^ rn(1 - e ) für alle 0 << 1, d. h. 

G(F(e, )#T) - G(T) <ef	IzI m ((1 -	- Izi m ) dLT(z) 
kI?1-o 

und im Falle
r({z ED: Izi 2! 1— })>0 

ist die rechte Seite der vorstehenden Ungleichung kleiner als Null, was der Mini-
malität von T widerspricht. 0 

4. Die Euler—Gleichung 

In diesem Abschnitt zeigen wir, daB die Lösungen unserer Variationsaufgabe die 
vorgeschriebene mittlere Krümmungsform H besitzen. 

Satz 4.1: Der Krlmmung3vekior H erfi1le 

H I< m + 1	aufB	 (4.1) 

und
IHI <in	aufôB.	 (4.2) 

T bezeichne die Löiung von

G( . )-.-* Min inC. 

35*
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Dann gilt fur alle Vekiorfelder X E C(Rm , R) , spt(X) fl spt(ÔT) = 0, die 

Eulergleichung (T = r(M,O, ), IIT = 1fLO) 

JM{M (,)}T	 (4.3) 

Korollar 4.1: Fur Punkte x E spt(T) \ spt(aT) gilt der Allard'3che Regula-
r1tt33atz. 

Bemerkung: Wie in [3, Theorem 7.1] gezeigt, bleibt die Aussage von Satz 
4.1 richtig, wenn (4.1) durch 1 H. 1 !^ in auf OB ersetzt wird. Allerdings sind dann 
kompliziertere Argumente nötig. 

Bewes: Für X wie im Satz und Itl genügend klein und 
(x, t)	x + X(x) 

folgt aus dem Maximum-Prinzip ( . t) # T E C, also 

dt 
G(ço( . ,t)T)ij=o 

=	 divMXI 	(w(.,t)#T)(c)it=o 

= IM divMX dT + {IM° i)), Dço( . , t)# 

= IM divMX di + JMX O) T(z)) dT(z) 

.A8XA ... ATm)dT, 

wobei &(z) die totale Ableitung von a in z bedeutet. Bei festem z gilt die Bezie-
hung

m+1 
(d(z),e i A .. .	=	(-1)''(c'(z)e,iA.. . A j_ 1 A,+ 1 A .. . 

und mit := X(z)A T (z) erhält man sofort 

(dcs(z), X(z)A T(z)) = (a'(z)(X(z)), T (z)) 

+	(-1('(z)rj(z), X(z)A7-1(z)A... Arj_1(z)Arj+i(z)A... AT(Z)). 

Gleichzeitig ist für E Am(Rm), e =	...

((z), i A ... Aae,x(z)A...Aem) 

=	
((z), 1 A.. . AX(z)A . . . A) +	('(z)i, 1 A. . . AX(z)A ... 

= —(d(z),e1A... A) +	(-1)'(z),X(z)AeiA . . . _A+1A... Atm)
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wobei wir
(.\(z),71A. ..?lm.1)	(0,(z),X(z)A,71A. 

definiert haben. Man beachte hierbei die Formel 

	

(dA(z), 1 A.. A) =	(-1)1('(z)ej, 1 A	 .. Atm) 

	

=	 A_1A1A. 

Insgesamt ergibt sich: 

j(c'(z)X,)d1zT + 

= fM(TT+JM(TiT 
= fM(TT 
= 

denn .A hat offenbar kompakten Träger disjunkt zu spt(ÔT). Dies beweist die 
Euler-Gleichung (4.3). 0 

Für den Beweis des Korollars vergleiche man [2,16]. 
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