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Einige Bemerkungen iiber die Existenz orientierter Mannigfaltigkeiten
mit vorgeschriebener mittlerer Kriimmungsform

F. DUZAAR and M. FUCHS

Given an integral m-current T, in R™**qnd a tensor H of type (m,1)on R with va-
lues orthogonal to each of its arguments we prove under suitable smallness conditions
the existence of an integral m-current T with boundary T = 3T, having prescribed mean

curvature form H.
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1. Einfihrung

In dieser Arbeit diskutieren wir die Frage nach der Existenz (orientierter) m—
dimensionaler Mannigfaltigkeiten £ in R™**, wobei sowohl der Rand 8L = T
als auch die mittlere Kriimmung vorgegeben sein sollen. Zunéchst ist jedoch
zu kliren, was man im Fall beliebiger Dimension und Kodimension unter dem
Begriff der mittleren Krilmmung zu verstehen hat. Bezeichnet etwa H(z) den
differentialgeometrischen Kriimmungsvektor (= Spur der zweiten Fundamental-
form) von T im Punkt z, so erscheint es naheliegend, auf R™* ein Vektorfeld X
vorzuschreiben und £ in der Weise zu konstruieren, daf einerseits 3 = I' und
andererseits H(z) = X erfiillt wird. DaB ein solches Vorgehen in der Regel schei-
tern muB, erkennt man unschwer bereits fir Kodimension ¥ = 1 und der Wahl
X(z) = n(z)em+1 mit einer skalaren Funktion #: hat ndmlich ¥ in jedem Punkt
z die mittlere Krimmung H(z) = 7(z)ems1, so folgt T:Z = R™ x {0}, d. h.
¥ ist eben und der mittlere Krimmungsvektor identisch 0. Zu einer sinnvollen
Begriffsbildung gelangt man dann, wenn man die mittlere Krimmung definiert
als eine vektorwertige Funktion H(z, E), die vom Fuipunkt z € R™* und den
m—dimensionalen Ebenen E abhingt mit der zusatzlichen Eigenschaft

H(z,E) € E*.

Mit dieser Interpretation ist eine Mannigfaltigkeit £ Lsung des Problems, wenn
neben 9T = I' die Beziehung

H(z) = H(z,T.Z) - (1.1)
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in jedem Punkt z € ¥ erfullt ist. Mit Hilfe des Divergenzsatzes [16] 1aBt sich (1.1)
dquivalent formulieren als

/: {diveX + X - H(+, T,T)} dH™ = 0 (1.2)

fir alle Vektorfelder X € CJ(R™"*, R™**), spt(X) NT = 0. Hierbei steht H™ fiir
das m~dimensionale Hausdorff MaB im R™** (fiir die Definition sei auf [6, 2.10.2]
verwiesen).

Um (1.2) als Euler-Gleichung eines Variationsfunktionals zu erkennen, schran-
ken wir die Struktur von H etwas ein und verlangen

H € C5 (R™* \"(R™*, R™*))
mit
H(J:,f) espan[flr"':fmll (13)
fur alle einfachen m-Vektoren £ = £1A. .. Aéy,. Die mittlere Krimmungsform
H(z, - ): AnR™* — R™* ist also fiir jeden Basispunkt z eine lineare Abbildung
auf den m-Vektoren in R™** mit Werten in R™"*, die im Sinne von (1.3) auf

ihren Argumenten senkrecht steht. Gulliver {7] folgend definieren wir die zu H
gehorende skalare mittlere Kruimmungsform h durch

hao(boN .. . A&m) :=Eo- H(z,&1N ... AER).

Ist h geschlossen, also h = da fir eine m-Form «, so besitzt unser Problem

Variationsstruktur: Bezeichnet [['] den zu I gehorigen (m — 1)-Strom (wir setzen
—

I’ als orientiert voraus) und ist T = (M, 6, T') ein ganzer m-Strom mit T =

[I'] (man vergleiche Abschnitt 2 fiir Notationen), so ist die erste Variation des

Funktionals

G(T) := M(T) + T(a)
in Richtung eines Vektorfeldes X (wie in (1.2)) gegeben durch

(6G(T),X) = [ {divarX + X H(-, T)} dur,

pr = H™L 6, und motiviert durch (1.2) definieren wir: der ganze Strom T (mit
8T = [I']) hat vorgeschriebene mittlere Krummungsform H, falls

(6G(T), -y =0 (1.4)

gilt, und lokal in der N&he eines reguldren Punktes z aus dem Trager von T bedeu-
tet dies, daB der geometrische mittlere Kriimmungsvektor H (z) der unterliegenden
Mannigfaltigkeit gegeben ist durch H (z) = H(z, ;(:c)) Man beachte, dafl die
mittlere Kriimmungsform eine von der Orientierung abhangige Grofle ist, d. h.
der Strom —T hat mittlere Krimmungsform —H, der mittlere Krimmungsvektor
wird hierdurch natiirlich nicht beeinflufit.
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Zur Lésung von (1.4) bietet es sich an, das Funktional G in geeigneten Klassen
ganzer m-Strome zu minimieren. Wie in [7] bemerkt ist dies im Falle einer globalen
Schranke

el <1-¢ (1.5)

mit € > 0 ohne Schwierigkeiten mdglich. Denkt man andererseits aber an kon-
stante Krimmungsformen H(z,£) = H(€), so ist (1.5) eine viel zu starke Forde-
rung. In den Arbeiten [3-5] haben wir (1.5) durch geometrisch sinnvollere Bedin-
gungen ersetzt und anstelle des Anteils T(«) im Funktional G(T') das sogenannte
h—Volumen diskutiert und unter anderem Existenzsatze unter Einbeziehung von
Almgren’s Optimaler Isoperimetrischen Ungleichung (1] bewiesen.

In der vorliegenden Note beschreiten wir den Mittelweg, wobei wir uns an der
aus dem parametrischen Kontext bekannten Konstruktion der "kleinen Losung”
orientieren, vgl. [8-15,17,18] fiir eine Beschreibung der parametrischen Methoden.

Angenommen die Randmannigfaltigkeit T ist kompakt und in einer offenen
Kugel Bg in R™** enthalten. Verlangt man

m+1-c¢

<
fhz] < R (1.6)

mit ¢ > 0 fiir alle z € Bp, so gibt es eine Stammform o mit
laz| < 1 Vz € Bg, 1.7

und es liegt nahe, G auf den Strémen mit Trager in Bgr zu minimieren, was nach
(1.7) méglich ist. Ergédnzt man (1.6) noch durch

he) < 225

auf 0Bg, (1.8)

so gilt ein Maximum-Prinzip, d. h. die Minimalstelle T hat positiven Abstand zu
8Bg und man bekommt die Euler-Gleichung (1.4). Somit lautet unser Haupter-
gebnis:

Unter den Bedingungen (1.6), (1.8) und fir orientierte Rdnder
T mit dist([',0Br) > 0 gibt es eine (verallgemeinerte) orientierte
m-dimensionale Mannigfaltigkest mit Rand T und vorgeschriebe-
ner mittlerer Krimmungsform H.

Es sei bemerkt, daB entsprechende Aussagen moglich sind, wenn statt Kugeln an-
dere strikt konvexe Korper betrachtet werden. Allerdings erscheint dann die Suche
nach einer Stammform a mit geeigneter Kleinheitsbedingung wenig aussichtsreich.
In diesem Zusammenhang liefert die Analyse des h-Volumens auf sytematischerem
Weg Existenzsitze.
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2. Notationen, Formulierung des Variationsproblems

Seien m > 2, k > 1 ganze Zahlen, B bezeichne die abgeschlossene Einheitskugel
mit Mittelpunkt 0 in R™**. Die Funktion H: R™* — A™(R™*, R™**) sei von
- der Klasse C! und habe die Eigenschaft

H.(n1A ... Avy) € Span[uy, ..., vn)*

fur alle z,vy,...,vm € R™*. Zu H definieren wir die skalare Krimmungsform
h: R™ o At R™F durch

ho(voA ... Avm) 1= v - Hy(niA ... Avg)
und verlangen dh = 0. Dann wird durch
1
(a(2), EA - .. Abm) :=/0 ™ (h(tz), ZAELA . . . NEm) dt

eine Stammform zu h erklart, d. h. es gilt do = h. Fur Differentalformen w: U —
A"R™* U offen in R™**, n € N, seien

lw.] = sup Hw(z),nA ... AR} (2.1)
Ty Ty=byy
und
jwl := suplwsl, (22)
zeU

im Falle von vektorwertigen Formen ist der Absolutbetrag rechts in (2.1) als Eu-
klidische Norm zu verstehen.

Wir erinnen kurz an einige Notationen aus der Geometrischen MaBtheorie (vgl.
(6,16])): T € Do(R™*), n € N, heiBt rektifizierbarer n-Strom mit ganzer Viel-
fachheit, falls gilt

T = [ @081, we DR,

mit einer abzahlbar n-rektifizierbaren Menge M C R™**, einer lokal H"-integrier-
baren Dichtefunktion 8: M — N, und einer H"-meflbaren Funktion
¢:M > A (R™),
wobei ((z) in H"-fast allen Punkten z € M gegeben ist durch
((z) = ri(z)A ... ATa(Z)

fir eine Orthonormalbasis {;(z)} des approximativen Tangentialraumes T- M. Ist
IT rektifizierbarer (n — 1)-Strom mit ganzzahliger Vielfachheit, so nennen wir T
einen ganzen Strom. Es sei

I":= {T € D,(R™**) . T ist ganzer Strom, M(T) + M(8T) < oo} .
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In diesem Zusammenhang sei darauf hingewiesen, daBl die Masse M(T') eines rekti-
fizierbaren n-Stromes mit ganzer Vielfachheit nicht von der speziellen Normierung
(2.1), (2.2) der n-Formen abhangt.

SchlieBlich fixieren wir To € I"™ (den Rand) und definieren
C .= {T cI™: Spt(T) C B, oT = aTo}

und

G(T) := M(T) + T(a), TecC,

wobei wir natiirlich C # 0 annnehmen, was beispielsweise durch die Forderung
spt(To) C B garantiert wird.

Satz 2.1: Das Variatsonsproblem
G(-)~ Min inC
besitzt eine Losung, vorausgesetzt man verlangt

sup|H,|<m+1. (2.3)
z€B

Beweis: Es ist fiir z € B, § - & = é;;

(a(2),&an ... Ném) < /1 t™ dt sup [(h(z), ZAGA . Alm )
o T€B

= (m+ 1) sup (h(2), Te(=MEA . AEw)]
z€
wenn Il¢(z) den Anteil von = senkrecht zu Span[{, ..., ] bezeichnet. Also gilt

(a2),E1A . AEm) S (m+1)7} sup [z]lhs]

Mit (2.3) folgt
supla,f < 1—e¢
z€B

* fiir ein € € (0, 1), also
G(T) > eM(T),

so daB eine G-Minimalfolge {T,} in C eine Teilfolge besitzt, die in D, (R™")

gegen T € C konvergiert. Da die T, alle Trager in B haben, gilt trivialerweise

Tu(a) = T(a). Zusammen mit der Unterhalbstetigkeit der Masse M erhalten wir
G(T) < liminf G(T5,).

Folglich ist T eine gesuchte Minimalstelle. O

35 Anulysis. Bd. 10, Heft 4 (1991)
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3. Ein Maximumprinzip

Der Beweis des folgenden Satzes orientiert sich an (8].
Satz 3.1: Fur die mittlere Krummungsform H gelte
[Hj<m+1 auf B (3.1)

und
|H.|<m auf 8B. (3.2)

Auferdem sei der Trager von 8Ty kompakt im Inneren von B enthalten. Ist dann
T die in Saiz 2.1 erklirte Losung des Variationsproblems

G(:)~ Min n(,
so folgt fur alle genugend kleinenr > 0
H™ ({z € R™* ;2] 2 1~ r} nspt(T)) =0,

d. h. T hat kompakten Triger im Inneren von B,
Beweis: Sei dist(8Tp, 3B) > go; fur 0 < t < go und z € B definiert man

z, lz] <1-—1t¢

F(t,z2) := {
(1-t)z/lzl, 2| 21—t

Dann gilt mit beliebigem 0 < p < o, da8 F(p, - )T € C und

G(F(e, - )#T) - G(T)
= M(F(e, )#T) - M(T) + (F(e, - )4T)(a) — T(e)

/|z|zx-e { DF(e, - )4 ?‘ - 1} dur

+./|z|21_‘P {(a(F(g, ), DF(e, - )# T) - {a, }')} dur.

Fiir z aus dem Integrationsbereich ist

[DF(e.2)e T(2) <1 - @) lel™ (3.3)

und (mit G(z) := z/|z|)

(a(F(e,2)), DF(e,2)4 T (2)) — {a(2), T (2))

= /:m %(Q(F(s'z))’DF(s’z)# T(2))ds

= ,/:_lzl ;% {/: t™(h(tF(s,2)), F(s,z2)ADF(s,z)4 ?(z)) dt} ds
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¢ 0
- /;—lzl ds {
e 0 -, —
= /l_méi{/o u™(h(uG(z)), G(2)ADG(z)s T(z))du} ds
_/:M(l — s)™(((1 — 5)G(2)), G(2)ADG(2)¢ T (2))ds

4
|z]™™ sup |h.] | I(1 —s)™ds.
1-|z

lz|21-¢

/01 ™ (h(t(1 — $)G(2)), G(z)ADG(2)g T (2))(1 — s)™* dt} ds

IA

Kombiniert man dies mit (3.3), so folgt insgesamt
G(F(p, -)T) - G(T)
< -m 1 m m e 1 m 4 d
< /le_o |27 3 ((1 = &)™ = [2I™) + () [ L1 emds | dur(a)

»/|z|21_9 |2]™™ /:M (dit(l —t)™ +c(o)(1 - t)"‘) dt dur(z)

/lzlzl—o I /:Izl m(1 =" (%(1 —t)- 1) dt dur(z),

wobei wir ¢(g) 1= sup,5|z>1-, |hz| gesetzt haben. Nach (3.2) gibt es ein € > 0 mit
c(p) <m(1—¢) fur alle p <« 1, d. h.

G(Flo, WT) = G(T) e [ |7 (1= )" = [¢l™) dur(2)

21-e

und im Falle
pr({z€B:|z|>21-p})>0

ist die rechte Seite der vorstehenden Ungleichung kleiner als Null, was der Mini-
malitdt von T widerspricht. O

4. Die Euler-Gleichung

In diesem Abschnitt zeigen wir, daB die Losungen unserer Variationsaufgabe die
vorgeschriebene mittlere Krimmungsform H besitzen.

Satz 4.1: Der Krummungsvektor H erfulle
|H;l<m+1 auf B (4.1)

und

|H.| <m auf 0B. (4.2)

T bezeichne die Losung von

G(-)~ Min inC.

35+
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Dann gilt fir alle Vektorfelder X € CY(R™*, R™**), spt(X) Nspt(8T) = 0, die
Eulergleichung (T = 7(M,0, T), ur = H™L )

/M {divMX +X-H(., ?)} dur = 0. (4.3)

Korollar 4.1: Fur Punkte z € spt(T) \ spt(8T) gilt der Allard’sche Regule-
ritatssatz.

Bemerkung: Wie in [3, Theorem 7.1 gezeigt, bleibt die Aussage von Satz
4.1 richtig, wenn (4.1) durch |H,| < m auf GB ersetzt wird. Allerdings sind dann
kompliziertere Argumente notig.

Beweis: Fir X wie im Satz und [t| geniigend klein und
p(z,t) =z + X(z)
folgt aus dem Maximum-Prinzip ¢(-,t)4T € C, also

£G(o(-, D¢ Thimo

[, divarX duz + dt( o( )¢ T) (@m0

[ divieXdur + 5 { [ (alo( .00, Dol 04 Thdpr
jdlvMXde+/ ()X (2)), T (2)) dur(2)

/ Zn/\ NG XA .. ATR)dpr,

wobei a'(z) die totale Ableltung von a in z bedeutet. Bei festem z gilt die Bezie-
hung
m+1l

(da(2), E4A .. Empr) = D (=1) "N ()6, 6N ALia A A - Abma)

=1

und mit £ := X(z)A E"(z) erhalt man sofort
(da2), X(2)A T (2)) = (&/(2)(X()), T (2))
+ Z(—l)’(a'(z)rj(z),X(z)/\ﬁ(z)/\ o AT (AT (2)A L ATR(2))

Gleichzeitig ist fir £ € Ap(R™*), £ = &A ... Abm,

SHa2), 64N .. NG, X(2)A .. . Nem)

=1

= i e (a(z), 6. AX(2)A .. A&m) + i(a'(z)ﬁ;,ﬁll\ AX(DA L AER)

i=

(@A) A AEm) + 3D () X(EAGA Gt At .. Abm)
=1
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wobei wir
(Mz),mA . mer) = {a(z), X(2)AMA ... m_y)
definiert haben. Man beachte hierbei die Formel

(dA(z), 4N .. . Abm) i(—l)l_l(x(z)fh SN ANGaAGA L A
i=1

m

= (=170 (M=) eA - AGAEA - AEm) -

=1

Insgesamt ergibt sich:

/M(a'(z)X, T)dur + /M(a, ; A AOLXA. .. Tp)dur

— —

—/M(dA, T)d;;T+/M(da,X/\ T)dur
—

= /M(da,XA T)dur

_
[, X-H(. T)dpr,
M

denn A hat offenbar kompakten Trager disjunkt zu spt(8T). Dies beweist die
Euler-Gleichung (4.3). O

Fiir den Beweis des Korollars vergleiche man (2, 16].
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