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und quasikonforme Abbildungen

S. KIRSCH

Two principles of variation to characterize univalent p“—anulytical functions, which map
a manifold connected quatrilateral on a certain rectangle with horizontal slits, are derived.
Several connections between these quasiconformal mappings for various p are concluded.
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§1. Einleitung

In der z-Ebene, z = x +iy, sei ein beschrinktes, von stiickweise glatten Jordan- Kurven
berandetes Gebiet G gegeben, welches auBen von der doppelpunktfreien Kurve I'und innen
von endlich vielen weiteren Kurven ¥,,..., Yx . deren Gesamtheit v sei, berandet wird. Auf
[ seien vier verschiedene Punkte F,,..., P, in mathematisch positiver Orientierung ausge-
zeichnet, die [ in aufeinanderfolgende Bogen [[,..., I, zerlegen. Das Gebiet G l4Bt sich als
"gelochertes” topologisches Viereck mit den Ecken F,,..., P, auffassen.

Sei p 21 eine in G definierte, meBbare und beschrankte Funktion. Weiter bezeichne
A, die Gesamtheit aller quasikonformen Abbildungen W = U +iV von G, d.h. aller orien-
tierungserhaltenden Homdomorphismen, die

1. in G quadratisch integrierbare verallgemeinerte Ableitungen

W, = 14(W, - iW,)) und W; = 14(W, +iW))
besitzen und fast iiberall, d.h. bis auf eine Menge vom zweidimensionalem Lebesgueschen
MaB Null, in G der Ungleichung

|Wi] S(",—‘)/(p°x)|"vz| (1)
geniigen, und bei denen

2. als Bild ein Gebiet erscheint, dessen duBerer Rand mit dem Rand eines gewissen
Rechteckes {(U,V): 0 <U <1, 0 <V < h'} zusammenfilit, wobei dessen Ecken F,,..., P,
den Ecken W, =ih", W, =0, W, =1, W, =1 +ih’ paarweise entsprechen.

Mit w = u +ivbezeichnen wir diejenige Abbildungsfunktion aus A,, die die Beziehung

W, =(p_‘)/(p‘x)Wz )
bzw., in reeller Schreibweise, die beiden Beziehungen

uy =pv, und u, =-pv, (3)
fast iiberall im Gebiet G erfiillt und eine quasikonforme Abbildung von G auf ein horizontal
geschlitztes Rechteck {(u,v): 0 <u<1,0<v < hp} vermittelt. Die Unitdt von w ergibt
sich iibrigens auch aus Satz 1. Die sich einstellende GroBe h, bezeichnen wir als p-Modul
von G. ' '
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Zunidchst werden zwei mit dem Dirichletschen Prinzip zusammenhingende Extremal-
prinzipien hergeleitet, die die Abbildungsfunktion w und den zugehirigen p-Modul von G
charakterisieren. Beweistechnisch folgen wir [13], wo u.a. diese beiden Extremalprinzipien
fur den Fall vy = ® fomuliert wurden. Unter einschneidenden Voraussetzungen iiber p und
fir speziellere Klassen von Testfunktionen findet man letztere aber auch schon in [7].

Mit Hilfe des Extremalprinzips (4) wird das Extremalproblem

h”—> min

WeAp
gelost, das fiir den Fall y = @ auf O. Teichmiiller [12] zuriickgeht und in zahlreichen Ar-
beiten behandelt wurde (vgl. dazu die in [7] angegebene Literatur sowie [2]). Das Extre-
malproblem und auch einige andere Folgerungen lassen sich natiirlich auch mittels verall-
gemeinerter Grotzschscher Flachenstreifenmethode bzw. der hiermit eng zusammenhin-
genden Methode der extremalen Linge einer Kurvenschar behandeln.

Insbesondere erhalten wir als Folgerung Variationsungleichungen, die Beziehungen
zwischen den Extremalabbildungen w zu verschiedenen meBbaren und beschrinkten Funk-
tionen p herstellen. Diese Variationsungleichungen (Satz 3) und die anschlieBenden Fol-
gerungen sind den in [6: Satz 2, Folgerung 2] hergeleiteten Beziehungen bei einem ande-
rem Funktional sehr dhnlich, wobei mit Satz 4 eine gewisse Prizisierung von Folgerung
(30) gegebenwird. Die erhaltenen Variationsungleichungen gestatten es,Extremalprobleme
in gewissen Klassen im Mittel quasikonformer Abbildungen zu studieren (vgl. [3, 81).

§2. Extremalprinzipien

Wie liblich bezeichne W,!(G) den Sobolevschen Raum aller in G meBbaren reellwertigen
Funktionen £, die nebst ihren verallgemeinerten Ableitungen £, und £, iiber G quadratisch
integrierbar sind. Wir betrachten noch folgende Teilrdume von W (G):

K\(G) = {fe WG): F=0auf T, und £ = 1 auf I, }

K, (G) = {fe W, (G): f =0 auf T und f =1 auf T, sowie f konstant auf 7, ..., 'Yk}~

Da die Funktionen aus W,!(G) i.a. nicht stetig auf GuTu v fortgesetzt werden kénnen, sind
die Randwerte im verallgemeinerten Sinne zu verstehen. Offensichtlich gelten die Inklu-
sionen u € K,(G)und v/h, € K,(G).

Satz 1: Es gelten stets die Beziehungen

hy < |fo P19 12dxdy fiir alle f € K,(G) (4)
und

b3t s [[o p IVFI2dxdy fiiralle f e K,(G). (s)
Das Gleichheitszeichen in (4) und (5) steht genau fir f = u bzw. fir f = v/h,.

Es sei hier angemerkt, daB die Dualitét der Optimierungsaufgaben (4) und (5), die
formal in der Vertauschung der Rolle der Paare "'gegeniiberliegender” Seiten des “gels-
cherten” topologischen Vierecks G und der Ersetzung von p durch P! zum Ausdruck
kommt, sich im Falle v = ® in ein von R.T. Rockafeller und W. Fenchel entwickeltes
Dualitdtskonzept der konvexen Optimierung einordnet, das auf einer Storung der primalen
Optimierungsaufgabe (4) und der Verwendung konjugierter Funktionale basiert (vgl. [1: S.
S5 und S. 91ff.]).
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Beweis von Satz 1: Aus Analogiegriinden beschrinken wir uns nur auf den Beweis von
(4). Fiir die Funktionaldeterminante Jvon w = u +iv gilt wegen (3) die Beziehung J = u, v,

- uy vy = pt|Vul?, so daB

ffa plIVul2dxdy = ffG Jdxdy = h, (6)
ist. Weiter gilt '
=[P VuVrdxdy =0 ¥V feKJ(G)={fe WHG): f=0auf I, u T, }. O

Das sieht man folgendermaBen ein. Aus (3) folgt zunichst

I= ffo(vyfx - vy £y) dxdy. (8)
Ohne Einschrankung der Allgemeinheit kann angenommen werden, daB f der Menge aller
in G erklirten, reellwertigen und zweimal stetig partiell differenzierbaren Funktionen mit
(suppf) n (I; uT;) = O angehdrt, die dicht in K (G) liegt. Mittels partieller Integration
erhalten wir dann

1= [[g v(fyx - fiy)dxdy - [, vof/os ds, (9)
wobei das erste Integral ersichtlich verschwindet. Da v jeweils konstant auf [, I, und v,,
oy Yeeund £=0 auf T} v T} ist, gilt somit (7). Fiir jedes f ¢ K,(G)ist f - u e K(G). In Ver-
bindung mit (6) und (7) ergibt das

[fo pt1veizaxdy = [f5 p19(F - u)2dxdy +[[5 p~*IVul2dxdy 2 hy,

was (4) beweist. Das Gleiheitszeichen kann in (4) offenbar nur im Falle f = u stehen il

§ 3 Folgerungen und Bemerkungen

Setzt man in (4) und (5) zulidssige Funktionen ein, so erhilt man obere und untere Schran-
ken fiir den p-Modul von G. Sei jetzt G dergestallt, daB I' mit dem Rand eines Rechtecks
R={(x,y):0<x<1und 0 <y < h} zusammenfillt und y C {(x,y): 0 <h s y sh < h} gilt.
Schreibt man das Integral in (4) in der Form

[frelvrizdxdy (10)
mit
. {1/p(.\')ﬁ.irxe G (1)
0 firxe R\G,

und fragt wie in [7] nach seinem Minimum unter allen fe¢ K,(R) C K,(G), die nur von der
Variablen x abhingen, so wird man iiber die Integration der fir f entstehenden Eulerschen
Differentialgleichung auf die Beziehung

f(x) = pro“dx/foipo"dx (x€[0,1]) mit g, =J;hp dy (12)
gefihrt.

Analog kann mit (S) verfahren werden. Schreibt man das Integral in (5) in der Form

[Jrolvrizdxdy _ (13)

mit



544 S KIRSCH

:{p(z) fuirzeG (14)

0 firze R\ G

und fragt nach seinem Minimum unter allen Funktionen fe¢ K,(R) C K,(G), die nur von der
Variablen y abhéngen und auf [ 4, & ] konstant sind, so wird man jetzt iiber die Integration
der fiir f = f{y) entstehenden Eulerschen Differentialgleichung auf die Beziehung

XJostdy fiirye[0, 4]
fly) = )‘Lhco"dy fir ye [, 5] (15)

h —
1- lfyog‘dy fiirye[h,hj

mit
J¢ h —
Xt= [Jostdy + i o5tdy und og(y) = [, pdx fiir y € [0, A0\( 4, B)

gefiihrt.
Setzt man die Funktionen (12) und (15) entsprechend in (10) bzw. {13) ein, so erhalten
wir aus (4) und (5) die

Folgerung 1: Das Gebiet G geniige den zu Beginn dieses Abschnittes gemachten Vor-
aussetzungen. Dann gilt die Ungleichung

(R pasf ey + fi([s pax < np <1/ floay)ox (1)

mit der in (11) erkldrten Funktion . Die Integration versteht sich dabei jeweils lings ach-
senparalleler Strecken.

Fiir den Fall v = Q ist (16) schon bekannt (vgl. [7: Formel (23)] und die dort zitierte
Literatur).

Man kann nun in (4) und analog in (5) weitere spezielle Ansitze flir zuldssige Funkti-
onen f machen. Dazu setze man z.B. f= ya(x) +c(x) ¢ K(R) C K,(G) in (10) ein und
vergroBere (10) dadurch, daB man a2(x) durch den Ausdruck auf der rechten Seite der
Ungleichung

a%(x) s (J;:;a'(:»:)d,\')2 3 (J:Pz a'z(x)dx)( o‘p;'dx) , xe[0,1]

mit a(0) = 0 und p,(x) =f°hy 2o dy ersetzt.Wird nun das nach dieserVergroBerung von (10)
erhaltene Integral minimiert, und zwar zunichst beziiglich aller Funktionen ¢ = ¢(x) mit
c(0)=0=c(1) - 1 und anschlieBend beziiglich aller Funktionen a = a(x) mit a(0) =0 = a(1),
so erhdlt man durch Einsetzen der Losungen der zugehorigen Eulerschen Differentialglei-
chung fiir aund c in dieses Integral eine Verschirfung der rechten Ungleichung in (16) fiir
den Fall p, /p, * const, und zwar

hy, s 1/;p;‘dx -A a”n

mit

4o Usea?elestax)(foestay) - (Joes'oes'ax)®

(Joesax)?(Jo os* ax)(1 +(fo 00 ax)(Jo 05" ax))
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pilx) =f°hy ‘ody (i =0,1,2) und in (11) erkldrter Funktion p. Die Integration versteht sich
dabei jeweils lings achsenparalleler Strecken.

Die Extremalprinzipien (4) und (5) gestatten weiter Aussagen iiber die Monotonie von
h,, beziiglich des Gebietes. Wegen

K,(G)C K(G®) imFalle G > G° T, 2T° und I, 2 T2,

K,(G) € K,(G®°) im Falle G > G°, T, 2T und T, 2 T2 sowie vy = Y°
erhalten wir in Verbindung mit (4) und (5) die

Folgerung 2: Seien G und G° zwei den Voraussetzungen von Abschnitt 1 sowie den
Relationen G > G®°und G\ G° + O geniigende Gebiete. Dann ist

h{G) > h(G®) fiir den Fall T, 2 T2 und T, 2 I? (18)

und
h{G) < h(G®) fiir den Fall T, 2 T und T, 2 TQ sowie y = y°. (19)

Bezeichnet J = |W, |2 - |W; |2 die Funkfionaldeterminante einer beliebigen Abbildungs-
funktion W = U +iVe A, so gilt wegen der Inklusion U e K,(G) und der Ungleichung (1) die
Abschitzung

hP S.[[G p_llvulzdxdy =ffc; P_‘lwf +W;Pd)w{d_y

S,Uo P (W | + W, |)2dx dy = ffc Jdxdy s h".

Offenbar ist h, = h* genau dann, wenn W fast iiberall in G das System (2) bzw. (3) erfiillt
und U = u, also W= wgilt. Damit ist der folgende Satz bewiesen.

(20)

Satz 2: Unter allen Abbildungen W e A, fallt das Funktional h* genau fur W = w mini-
mal aus.

In [4] wurde das Extremalproblem A’ — min fiir den Fall ¥ = @ in einer Teilklasse von
A, glatter quasikonformer Abbildungen gelost, bei dem eine einparametrige Kurvenschar
variiert.

Es sei jetzt noch eine zweite, den Voraussetzungen von Abschnitt 1 geniigende Funk-
tion p gegeben. Dazu sei v = u +iv diejenige Abbildung, die analog zu w = u +iv definiert
wird, wobei p durch p zu ersetzen ist. Unter Beriicksichtigung von (3), (6) und (7), wobei
dort f = u -u e K,(G) gesetzt wird, gilt

0 Sffc: plV(v -v)l2dx dy =ffo plVu/p - Vu/pl2 dxdy

=f[o pt1Vul2dxdy - 2f[; ¥ VuVudxdy + [[ pIVulzp2dxdy
(1)
=.HG p I Vul2dxdy - 2,”‘0 P Vul? dx dy ’J‘J‘G plVul¥p2dxdy

= hy - hy -ffc (p - p)IVulZp2dx dy .
Analoge Uberlegungen fiihren auf

0 sﬂc pV(u ~u)l2dxdy '

36 Analysis, Bd. 10, Heft 4 (1991)
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=,”G p \Vul?dxdy - 2ffc p~ YuVudxdy *ffG pVul? dx dy
”G p IVul2dxdy - 2”6 p~tIVul2dx dy *ﬂc piVul2 dx dy

= hy - by + [f o (P - PITUIZ/(Pp) dxdy .

Vertauscht man noch in (21) und (22) die Rollen von w und 1, so erhalten wir zusammen-

(22)

fassend den folgenden Satz.

Satz 3: Fiir die zu den Abbildungen w und w. gehérenden Moduln hg, und hy gelten die

Abschatzungen

[o (o - p)ulp2dxdy s by - by s [[o (b - p)ITul?p2dxdy (23)
und

[fo 0 - p)IVulz/pp)dxdy < b, - by s [[ (- p)IVul¥(pp) dxdy, (24)

wobei die Gleichheitszeichen in (23) und (24) genau fiir v =0 bzw. u =u stehen.

Fiir hinreichend glatte Funktionen p und p ist die rechte Ungleichung von (23) zuerst
in [8:S. 204] angegeben worden.

Im folgenden setzen wir p =Q 2 1 und p = Q 2 1, Q # Q innerhalb einer Lebesgue-
meBbaren Menge & ¢ Gund p =p 2 1 in G \®. Die Ungleichungen (23) und (24) werden
dann besonders einfach. Die Abbildung w hingt dann vom Parameter Q ab, und wir schrei-
ben w =wg = Ug *+ivg, hp = h(Q). Ist das Lebesguesche MaB von w(®) und w,(®) gleich
I1(Q) bzw. I(Q), dann ergibt sich aus Satz 3 die

Folgerung 3: Es gelten fir £ > Q die Abschatzungen
Kaya s ~(hQ) =Ko _ gy s 1(0)/0 (25)

und
1Q)ya < ~(hQ)-h&)[o _ gy < HR)/O. (26)

Ferner ist QI(Q) eine eigentlich monoton wachsende und I1(Q)/Q eine eigentlich monoton
fallende Funktion von Q. Der p -Modul h(Q) ist eine fiir Q 2 1, mit eventueller Ausnahme
einer Menge vom linearen Lebesgueschen MaB Null, zweimal differenzierbare und konvexe
Funktion von Q und erfullt fiir Q 21 die Gleichung

dh(Q)/dQ = -1{Q)/Q. (27)
Uberdies konvergiert das Integral
[ 1o do. (28)

Die Monotonieaussagen folgen aus (25) und (26). Die Behauptungen zu (27) ergeben
sich aus (25) in Verbindung mit der Tatsache, daB monotone Funktionen differenzierbar
bis auf eine Menge vom linearen Lebesgueschen MaB Nullsind. Da h(Q) als absolut stetige
Funktion von Q das unbestimmte Integral seiner Ableitung ist, folgt (28) aus (27). Nun gilt
(27) fiirQ 21, und h(Q)ist sogar stetig differenzierbar, da wegen der lokal gleichmiaBigen
Konvergenz von 1 gegen w auch /() gegen /(Q) fir nach Q strebendes £, bei eventuel-
ler Auswahl einer Teilfolge, konvergiert (vgl. [9: Folgerung 3.16 (1)]).
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Der p -Modul h(Q) ist sogar reell-analytisch von Q 21 abhiingig, wenn man z.B. zu-
sédtzlich fordert, daB & aus endlich vielen einfach zusammenhingenden und paarweise
disjunkten Punktmengen besteht, die von analytischen Jordan-Kurven berandet sind, und
P =P =1lin G\@ gilt.Das ergibt sich aus [S: Abschnitt V], dort allerdings fiir ein analoges
Beispiel durchgefiihrt.

Aus der linken Seite von (26) ergibt sich noch aus dem Grenzfall - c die Beziehung

Q) s h(Q) ‘alimal,!(O). (29)
Dann gilt also
1(Q)~> 0 fiir Q> 0. ’ (30)

Fiir die GroBe /(Q)selbst 14Bt sich in Abhingigkeit von Q i.a. keine einheitliche Mono-
tonieaussage treffen. Das sieht man an folgendem einfachen Beispiel: Sei G das Rechteck
{(x,9):0<x<1,0<y<h}, p=0Q>1in & = {(~, y): E<x<1,0<y<h}undp=1in G\®.
Die Abbildungsfunktion Wo =ug *ivg ist in diesem Fall explizit analytisch angebbar;

namlich
— X fir0O<xsE
+ 1 -
up(x) = 5 O(__E) und vo(y)=—y—f'u'r0<y<h.
E100x-8) [ £ o(1-0)
E+Q(1-E) ’

Die Abbildung wg bezieht G auf das Rechteck {(u,v): 0 < u<1,0 <v < h(Q)} mit h(Q)=
h/(g + Q1 - £)). Fiir den Flicheninhalt von wo(®) gilt 1(Q) = Qa1 - E)/(E +Q( 1 - £))2,
der im Falle 1/2 <£ < 1 eine eigentlich monoton wachsende Funktion von Qfiir1s Q s E/(1 - £)
und eine eigentlich monoton fallende Funktion von Q fiir Q > £/(1- E) ist. Aus der linken
Seite von (26) und der Monotonie von QJ(Q) 14Bt sich noch entnehmen, da

1(Q) - hQ) (31)

eine eigentlich monoton wachsende Funktion von Q ist.

Es soll noch eine préazisierende Aussage zum Sachverhalt (30) unter der Voraussetzung
formuliert werden, daB G \® von hinreichend glatten Jordan-Kurven begrenzt wird. Der
Einfachheit halber sei & ein kompakt in G liegendes einfach zusammenhingendes Gebiet,
das von einer analytischen Jordan-Kurve f der Ldnge L mit der Parameterdarstellung z =
z(s), s € [0,L] begrenzt wird. Es bezeichne |G| den Flicheninhalt von 6. Bekanntlich
existiert eine Konstante c > 1, so daB fiir beliebige Punkte z, und z, auf ® die Abschitzung

Az, z,)sclz, - z,] (32)

gilt. Dabei bedeutet A(z,, z,) die Lange des kiirzeren Bogens von z, nach z,. Unter diesen
zusidtzlichen Voraussetzungen gilt der

Satz 4: Zu jedem Q >1 gibt es eine Konstante X, 0 < Ao < k1), fur die

Jalvo - 2olds s c(2181 1(0)/Q) (33)
gilt.

Der Ungleichung (33) entnimmt man, daB vg - Ao in der L(R)-Norm und damit auch
dem eindimensionalem Lebesgueschen MaBe nach fiir Q — @ gegen Null konvergiert.

36*
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Nach dem Satz von F. Riesz [11: S. 109] kann eine Teilfolge von v ausgesondert
werden, die auf 8 (mit eventueller Ausnahme einer Menge vom Lebesgueschen MaBe Null)
gegen eine Konstante konvergiert. Zunachst beweisen wir folgenden

Hilfgsatz: Sei f eine in & harmonische Funktion mit Lipschitz -stetiger Fortsetzung
auf Q. Es existiert also eine Konstante M, so daB
|f(z,) - £(2,)] s MA(z,,z,) fiir beliebige Punkte z, und z, auf (34)

ist. Dann gilt die Abschatzung

[fo|9f12dxdy s 2c2M2161. (35)

Beweis: Es bezeichne z = z({) eine schlichte konforme Abbildung des Einheitskreises
D auf G. Dann ist A({) = (z(¥)) in D harmonisch und stetig in der AbschlieBung von D.
Wegen der Invarianz des Dirichletschen Integrals bei konformer Abbildung erhalten wir nach
Anwendung der bekannten Formel von Douglas [14] sowie von (32) und (34) die Abschédtzung

h it - 2 2
JI(,,IszIzdxdy = ffDIVthl dEdn = ‘/mﬂ £ ‘,‘_ : ¢! dt, dt,
f(z,) - f(z,)]2 z,)|2| 2, - 2,
=1
A“".,[f A(z,,z ) i z, -2z, |e"1 - eifz dt dt,

(36)

w

dr ,dt,

27{

\t,

2c2M2ffD|2'(C)|2d§dT)

2c2M36)

mit z,, = z(e¥n) (n =1,2) und R = {(t,,1,): 0 < t,<2n(n =1,2)} B

Beweis von Satz 4: Ohne Einschrankung der Allgemeinheit kann man annehmen, da

= Q konstant in einer £ - Umgebung von R ist. Hat man fiir diesen Fall (33) bewiesen, so

ergibt sich die Giiltigkeit von (33) flir den allgemeinen Fall durch den Grenziibergang ¢ >0

in Verbindung mit bekannten Konvergenzsitzen (vgl. [9: Hilfssatz 3.5(1) und Folgerung

3.16(1)] sowie [11:S. 301]). Analoge Uberlegungen wie beim Beweis von Satz 1 fiihren unter

Beriicksichtigung, daB wp = ug *+ivg das System (3) in 6 mit p = Q erfiillt, auf die Bezie-
hung

fo Fovo/os ds = [[4, 07 Vug v dxdy, (37)

die zunichst fiir alle in & einschlieBlich des Randes zweimal stetig differenzierbaren Funk-
tionen fgilt. Die Erweiterung der Giiltigkeit von (37) fiir Funktionen f ¢ W,'(®) mit verall-
gemeinerten Randwerten aus L2(6)gelingt - wie liblich - mit Hilfe eines Approximations-
argumentes, vgl. [1: S. 301]).

Als affines Bild einer geschlossenen analytischen Jordan-Kurve kann wo(®) mit einer
beliebigen zur reellen Achse parallelen Geraden {(u,v): v =X € R'} hochstens endlich viele
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Punkte gemeinsam haben, wobei die Anzahl der Schnittpunkte fiir alle X € R* eine nur von
wo(8) abhidngige Konstante nicht libersteigt. Daraus folgt, daB die auf [0, L] stiickweise
konstante Funktion g, ,

1 im Falle vg(s) 2 X

(38)
-1 im Falle vg(s) <X,

PON

fiir jedes reelle X hochstens endlich viele Sprungstellen besitzt und ein X 5 aus Stetigkeits-
griinden so gewahlt werden kann, da3

fg Zap(s)ds =0 (39)

gilt. Wegen 0 < v < h(1) muB 0 <Xp < h(1) gelten. Andernfalls ergibe sich zu (39) ein
Widerspruch. Unter Beriicksichtigung von (39) iiberzeugt man sich leicht, daB die Funktion
f mit

f(z) =f:g>\o ds,se[0,L)und z(s)e® (40)

der Beziehung (34) mit M =1 geniigt.

Setzt man die in (40) erklidrte Funktion ins Innere von £ harmonisch fort und wendet
sie auf (37) an, so erhalten wir schlieBlich nach partieller Integration und Anwendung der
Schwarzschen Ungleichung sowie des Hilfssatzes die Abschadtzung

Jalvo - 2ol ds = [g or(vo - Ro)ds

fovp/os ds| = Q 'Vu,Vfdxdy
2 Q & Q

(JJg© *Vuo|2dxdy -[[g,0 | VF|2dx dy
s c(21811(0)/Q )2,

Damit ist Satz 4 bewiesen i

)1/2
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Book review

V. 1. ARNoOL'D: Huygens & Barrow, Newton & Hooke. Basel - Boston - Berlin: Birkhduser
Verlag 1990, 120 pp., 6 col. pl.

This booklet the Russian original of which was published in 1989 contains more than the
title promises. Its content is better characterized by the subtitle Pioneers in mathemat-
cal analysis and catastrophe theory, from evolvents to quasicrystals. The well-known
author who distinguished himself by important papers and several books (so on mathemat-
ical methods of classical mechanics, textbooks on ordinary differential equations) gives an
original and very lively description of the fundamental developments in mathematics and
physics in the 17th century, from the modern point of view. ’

The focus of the book is on Chr. Huygens (1629 - 1695), the great Dutch scientist, I.
Barrow (1630 - 1677), Newton’s teacher, 1. Newton (his Principia naturalis were published
in 1687), and R. Hooke (1635 - 1703), the universal English scientist. Its five chapters
form an arch from the theory of gravitation over the mathematical analysis (including the
controversy between Leibnitz and Newton) and the wave theory of Huygens to the mod-
ern problems of chaotic movements in selestial mechanics, the uncommon structure of
quasi-crystals and the topology of Abelian integrals.

It is again surprising to realize how many fundamental ideas have been traced out al-
ready by the early founders of modern mathematics and mathematical physics. The
author’s power of representation gives new and surprising insights into old problems and
up-to-date developments. Numerous interesting notes on historical and other details
supplement the text. This book can be highly recommended to mathematicians and
natural scientists.
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