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Uber den p -Modul eines mehrfach zusammenhangenden Vierecks 
und quasikonforme Abbildungen 

S. KIRSCH 

Two principles of variation to characterize univalent p'- analytical functions, which map 
a manifold connected quatrilateral on a certain rectangle with horizontal slits, are derived. 
Several connections between these quasiconformal mappings for various p are concluded. 

Key words Quasiconformal mappings, p -modul of a quatrilateral with holes, variational 
inequalities 

AMS subject classification: 30C 

§1. Elnleitung 

In der z -Ebene, z = x + iy, sei ein beschränktes, von stUckweise glatten Jordan- Kurven 
berandetes Gebiet G gegeben, welches aul3en von der doppelpunktfreien Kurve rund innen 
von endlich vielen weiteren Kurven 'Yi" , deren Gesamtheit y sei, berandet wird.Auf 
F seien vier verschiedene Punkte P4,..., P4 in mathematisch positiver Orientierung ausge-
zeichnet, die F in aufeinanderfolgende Bogen 1. .....1 zerlegen. Das Gebiet C läI3t sich als 
"geldchertes" topologisches Viereck mit den Ecken P1 ,.., P. auffassen. 

Sei p a 1 eine in C definierte, mel3bare und beschränkte Funktion. Weiter bezeichne 
A,, die Gesamtheit aller quasikonformen Abbildungen W U + iVvon G, d.h. aller orien-
tierungserhaltenden Homoomorphismen, die 

1. in C quadratisch integrierbare veraligemeinerte Ableitungen 
W=1/(WjW)undW1/(W+iW) 

besitzen und fast jiberall, d.h. bis auf eine Menge vom zweidimensionalem Lebesgueschen 
MaB Null, in C der Ungleichung 

!^	4p.t)I1'VzI	 (1)
genugen, und bei denen 

2. als Bud ein Gebiet erscheint, dessen 5ul3erer Rand mit dem Rand eines gewissen 
Rechteckes {( U,V): 0 < U < 1, 0 < V < h'} zusammenfállt, wobei dessen Ecken P1 ,.., P4 
den Ecken W, = ih', 1	0, !i4 = 1, W4 =1 +ih' paarweise entsprechen. 

Mit w u + ivbezeichnen wir diejenige Abbildungsfunktion aus A,,, die die Beziehung 
W2 =(-i)4
	

(2) 

bzw., in reeller Schreibweise, die beiden Beziehungen 
u	pv, und u, =

	
(3) 

fast iiberall im Gebiet C erfUilt und eine quasikonforme Abbildung von 0 auf ein horizontal 
geschlitztes Rechteck ((u, v): 0 <u < 1, 0 < v <h} vermittelt. Die Unität von w ergibt 
sich iibrigens auch aus Satz I. Die sich einstellende GrbL3e l,, bezeichnen wit als p-Modul 
von C.
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Zunächst werden zwei mit dem Dirichletschen Prinzip zusammenhangende Extremal-
prinzipien hergeleitet, die die Abbildungsfunktion wund den zugehorigen p-Modul von G 
charakterisieren. Beweistechnisch folgen wir [13],wo u.a. these beiden Extremalprinzipien 
für den Fall y = 0 fomuliert wurden. Unter einschneidenden Voraussetzungen Uber p und 
für speziellere Klassen von Testfunktionen findet man letztere aber auch schon in [7]. 

Mit Hilfe des Extremalprinzips (4) wirddas Extremaiproblem 
h' --> mm WcA 

gelost, das für den Fall y 0 auf 0. Teichmiiller [12] zurUckgeht und in zahlreichen Ar-
beiten behandelt wurde (vgl. dazu die in [7] angegebene Literatur sowie [2]). Das Extre-
maiproblem und auch einige andere Folgerungen lassen sich naturlich auch mittels vera!!-
gemeinerter Grdtzschscher Flächenstreifenmethode bzw. der hiermit eng zusammenhän-
genden Methode der extremalen Lange einer Kurvenschar behandein. 

lnsbesondere erhalten wir als Folgerung Variationsungleichungen, die Beziehungen 
zwischen den Extremalabbildungen w zu verschiedenen mefibaren und beschränkten Funk-
tionen p herstellen. Diese Variationsungleichungen (Satz 3) und die anschlieBenden Fol-
gerungen sind den in [6: Satz 2, Folgerung 21 hergeleiteten Beziehungen bei einem ande-
rem Funktional sehr ähnlich, wobei mit Satz 4 eine gewisse Prazisierung von Folgerung 
(30) gegeben wird. Die erhaltenen Variationsungleichungen gestatten es, Extremalprobleme 
in gewissen Kiassen im Mittel quasikonformer Abbildungen zu studieren (vgl. [3, 8]). 

§2. Extreinalprinzipien 

Wie ublich bezeichne W(G) den Sobolevschen Raum aller in G met3baren reeliwertigen 
Funktionen 1, die nebst ihren verailgemeinerten Ableitungen f,, und l,, Uber G quadratisch 
integrierbar sind. Wir betrachten noch folgende Teilräume von W(G): 

K 1 (G) = {r€ W 1 (G): f = 0 auf r und 1 1 auf r3} 

K 2(G) = {f e W(G): f = 0 auf 172 und f I auf 1 sowie f konstant auf Y1,..., 
Da die Funktionen aus W(G) ia. nicht stetig auf GuFu y fortgesetzt werden konnen, sind 
die Randwerte im verailgemeinerten Sinne zu verstehen. Offensichtlich gelten die Inklu-
sionen U E K 1 (G)und v/he € K2(G). 

Satz 1: Es gelten stets die Beziehungen 

h,, :^ 
JJGP IVfldxdy uiirailefeK1(G)	 (4) 

und
h1 :^ff0 p I 7fl 2 dxdy fUrallef€K2(G).	 (5) 

Das Gleichheitszeichen in (4) und (5) steht genau Air f = u bzw. für! = v/he. 
Es sci hier angemerkt, dal3 die Dualität der Optimierungsaufgaben (4) und (5), die 

formal in der Vertauschung der Rolle der Paare 'gegenliberliegender" Seiten des "gelö-
cherten" topologischen Vierecks C und der Ersetzung von p durch p' zum Ausdruck 
kommt, sich im Falle -i- cb in ein von R.T. Rockafeller und W. Fenchel entwickeltes 
Dualitatskonzept der konvexen Optimierung einordnet, das auf einer Storung der primalen 
Optimierungsaufgabe (4) und der Verwendung konjugierter Funktionale basiert (vgl. [1: S. 
55 und S. 91 MD.
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Bewels von Satz 1: Aus Analogiegrunden beschranken wir uns nur auf den Beweis von 
(4). Für die Funktionaldeterminante Jvon w u +ivgilt wegen (3) die Beziehung J = 
-	p1IVuI2, so daB 

Sf 
p.1J12jjy 

j'fcidxdy h
	

(6) 

ist. Welter gilt 

I fJ' pVuVJ1dxdy = 0 V 1€ K 0(G) = if  W(G): f = 0 auf 1 u r3 }.	(7) 

Das sieht man folgendermaBen em. Aus (3) folgt zunächst 

I = JJQ( vyf,, - v,, 1,,) dx dy.	 (8) 

Ohne Einschrankung der Ailgemeinheit kann angenommen werden, daB I der Menge aller 
in 5 erklarten, reeliwertigen und zweimal stetig partiell differenzierbaren Funktionen mit 
(suppf) n (I u r'3 ) = t angehort, die dicht in K0(G) liegt. Mittels partieller Integration 
erhalten wir dann 

= fJ' v(i, - f) dx dy - Srur V al/as ds,	 (9) 

wobei das erste Integral ersichtlich verschwindet. Da vjeweils konstant auf r2, T. und y, 
Ik und f 0 auf 1 u r3 ist, gilt somit (7). Für jedes 1€ K 1 (G) 1st 1- u € K0(G). In Vet-

bindung mit (6) und (7) ergibt das 

J'Jc p h IV(f ) I 2 xdy+Jfo p h IVul 2 bcIy 2.. hp, 

was (4) beweist. Das Gleiheitszeichen kann in (4) offenbar nut im Falle I = u steheni 

§ 3 Folgerungen und Benierkungen 

Setzt man in (4) und (5) zulassige Funktionen em, so erhält man obere und untere Schran-
ken fur den p-Modul von G. Seijetzt Gdergestallt, daB r mit dem Rand eines Rechtecks 
R = ((x,y): 0< x <lund 0 <y < h} zusammenfällt und -r C {(x,y): 0 < h :s y s h <h) gilt. 
Schreibt man das Integral in (4) in der Form

(10) 

mit
J1/p(x)ftirx€G	 (11) 
to	fürx€R\G, 

und fragt wie in [7] nach seinem Minimum unter allen f€ K1(R) C K 1 (G), die nut von der 
Varmablen x abhangen, so wird man Uber die Integration der fur !entstehenden Eulerschen 
Differentialgleichung auf die Beziehung 

1(x) = foCpo_tdx/fpo_1dx (x € [0,1]) mit p0 f'pdy	 (12) 

gefiihrt. 
Analog kann mit (5) verfahren werden. Schreibt man das Integral in (5) in der Form 

SSR ° I Vf I 2 dx dy	 (13) 

mit



544 S. KIRSCH 

Jp(z) fiirz€G 

	

10	fUrzeR\G
	 (14) 

und fragt nach seinem Minimum unter allen Funktionen 1€ K 2(R) C K 2(G), die nur von der 
Variablen y abhangen und auf [h , 7] konstant sind, so wird man jetzt iiber die Integration 
der fur f = 1(y) entstehenden Eulerschen Differentialgleichung auf die Beziehung 

Xfidy fury€[O,h] 

	

1(y) -	xf_1dy fUry€[h,i]	 (15) 

1 Xf>dy für yE E T , hi 
mit

1=f1dy+J'!_1dy und o0(y)=Jpdxfdry€[0,h]\(h,) 

gefUhrt. 
Setzt man die Funktionen (12) und (15) entsprechend in (10) bzw. (13) em, so erhalten 

wir aus (4) und (5) die 

Folgerung 1: Das Gebiet Ggenuge den zu Beginn dieses Abschnittes gemachten Vor-
aussetzungen. Dann gilt die Ungleichung 

i(s Pdx)-'dY I j(s Pdx) 'dY ^	I 1/f(fohpdy)1dx	(16) 

mit der in (11) erklärten Funktion p. Die Integration versteht sich dabei jeweils Rings ach-
senparalleler Strecken. 

Für den Fall y = 0 ist (16) schon bekannt (vgl. [7: Formel (23)] und die dort zitierte 
Literatur). 

Man kann nun in (4) und analog in (5) weitere spezielle Ansätze Air zulassige Funkti-
onen I machen. Dazu setze man z.B. 1 ya(x) + c(x) E K1(R) C K1(G) in (10) ein und 
vergroBere (10) dadurch, daB man a 2(x) durch den Ausdruck auf der rechten Seite der 
Ungleichung 

a2(x) (foXa(x)dx) 2 (: a'z(x)dx)(f I p2 _ 
dx) x [0,1] 

mit a(0) = 0 und p2(x) fy2p dy ersetzt.Wird nun das nach dieserVergroBerungvon (10) 
erhaltene Integral minimiert, und zwar zunächst bezüglich aller Funktionen c c(x) mit 
c(0) 0 c(l) -1 und anschlieBend bezUglich aller Funktionen a = a(x) mit a(0) = 0 
so erhält man durch Einsetzen der Losungen der zugehorigen Eulerschen Different ialglei-
chung für a und c in dieses Integral eine Verscharfung der rechten Ungleichung in (16) für 
den Fall p 1 /p0 * const, und zwar 

h !; 1/fp;1dx - A	 (17) 

mit
, "l 

A = u	_22.1d)(fl;Id) - (ft ' p. ;ld)2 ^ 

0 PO 
(Jl_Id) 2 (f l..i d)(l +(flpodx)(5p;1dx))
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p(x) = £"y 'p dy (j = 0,1,2) und in (11) erklärter Funktion p. Die Integration versteht sich 
dabei jeweils langs achsenparalleler Strecken. 

Die Extremaiprinzipien (4) und (5) gestatten weiter Aussagen liber die Monotonie von 
h,, beziiglich des Gebietes. Wegen 

K,(G) C K,(G°) im Falle G J G°, r 1710 und 173 

i<2(G) C K2(G O ) im Falle G J G°, 172 2 r: und 174 2 r sowie r = 

erhalten wir in Verbindung mit (4) und (5) die 

Folgerung 2: Seien G und G° zwei den Voraussetzungen von Abschnitt 1 sowie den 
Relationen G 3 G° und G \G° * 't genUgende Gebiete. Dann 1st 

h(G) > h(G°) fur den Fall F1 2 r° und F. 2 F'	 (18) 
und

h(G) < hp(G O ) fur den Fall 172 D 1720 und 174 z 17,0 sowie r =yO. () 

Bezeichnet J = I' 12 - I . 12 die Funkt'ionaldeterminante einer beliebigen Abbildungs- 
funktion W = U +i Vs A,,, so gilt wegen der Inklusion U E K1(G) und der Ungleichung (1) die 
Abschatzung 

h9 5j'J'c p h I 17UI 2 dxdy =ffo pi!	I2dxdy 

^j'fGp(IW±I .IWI)2dxdy JJ0 Jdxdy ^ h'.
	 (20) 

Offenbar ist h,, = h' genau dann, wenn Wfast iiberali in G das System (2) bzw. (3) erfihllt 
und U = u, also W wgiit. Damit ist der folgende Satz bewiesen. 

Satz 2: Unter allen Abbildungen We A, [alit das Funktional h' genau fur W w mini-
mal aus. 

In [4] wurde das Extremaiproblem h' --> min fur den Fall i 'l in einer Teilkiasse von 
A,, glatter quasikonformer Abbildungen gelost, bei dem eine einparametrige Kurvenschar 
varliert. 

Es sei jetzt noch eine zweite, den Voraussetzungen von Abschnitt 1 genUgende Funk-
tion 4 gegeben. Dazu sei to = is + iv diejenige Abbildung, die analog zu w = u + iv definiert 
wird, wobei p durch 0 zu ersetzen ist. Unter Beriicksichtigung von (3), (6) und (7), wobei 
dort f = u - u € K0 (G) gesetzt wird, gilt 

0 :5J'fpIv(vo)J2dxdy=ff0ppvu/pvis/4)I2dxdy 

.ffptIuI2dvdy -2JJ' '7u'7udxdy +J'fpIc?LI2/;p2dxdy
(21) 

JiG ff'IVuIdxdy - 2ff	IVuI2dxdy ffc pIVuI2/Ø2dxdy 

= h -hi, ffc(p)IVuI2/ø2dxdy. 

Analoge Uberlegungen fiihren auf 

0 5fjp_1IV(u_u)I2dvdy 

36 AnalysiS, Bd. 10, Heft 4 (1991)
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=ffcP 1 I 2 xdY -2j'50p'Vuvudxdy +Jjop_ulVuI2dxdy	
(22)

ffp- 1 1Vu1 2 dxdy 2fp_u lvul 2 dxdy +ffcp_9VltI2dxdy 

=	- h * J'J• (, -p)I7uI2/(4,p)dxdy. 

Vertauscht man noch in (21) und (22) die Rollen von w und m, so erhalten wir zusammen-
fassend den folgenden Satz. 

Satz 3: Für die zu den Abbildungen w und m. gehorenden Moduln h,, und h, gelten die 
Abschatzungen 

çj (4, - p)IVuI2/4,2dxdy	:5 h,, - h, 
:5 JIG 

(4,- p)IVuI 2/p 2 dxdy	(23) 

und
jf0(4,p)IvuI2/(p4,)dxdy :; h,,-h4, :5 

ff04,_pIvuI2/,pdxdy,	(24) 

wobel die Gleichheitszeichen in (23) und (24) genau für v = 0 bzw. u = u stehen. 

Für hinreichend glatte Funktionen p und 0 1st die rechte Ungleichung von (23) zuerst 
in [8: S. 2041 angegeben worden. 

Im folgenden setzen wir p = Q 2t I und 4, D 2t I, Q * innerhaib einer Lebesgue-
nieBbaren Menge (3 c G und p 4, a 1 in G \3. Die Ungleichungen (23) und (24) werden 
dann besonders einfach. Die Abbildung w hangt dann vom Parameter Q ab, und wir schrei-
ben w w0 = u0 + iv0 , h,, = h(Q). 1st das Lebesguesche MaB von w0() und wq(®) gleich 
1(0) bzw. I(), dann ergibt sich aus Satz 3 die 

Folgerung 3: Es gelten für R > Q die Abschatzungen 

:5. -(h(Q) h())/(Q _) :^ J(Q)/Q	 (25) 
und

:^ -(h(Q) - h())/(Q _) :^ 1(Z)/Q.	 (26) 

Ferner ist Q1(Q) eine eigentlich monoton wachsende und I(Q)IQ eine eigentlich monoton 
fal/ende Funktion von Q. Derp -Modul h(Q) 1st eine für Q a 1, mit eventuelier Ausnahme 
einerMenge vom linearen Lebesgueschen Ma13 Null, zweimal differenzierbare und konvexe 
Funktion von Q und erfüllt für Q a I die Gleichung 

dh(Q)/dQ = -1(Q)1Q.	 (27)
Uberdies konvergiert das integral 

f,-J(Q)/Q dQ.	 (28) 

Die Monotonieaussagen folgen aus (25) und (26). Die Behauptungen zu (27) ergeben 
sich aus (25) in Verbindung mit der Tatsache, daB monotone Funktionen differenzierbar 
bis auf eine Menge vom linearen Lebesgueschen MaB Null sind. Da h(Q) als absolut stetige 
Funktion von Qdas unbestimmte Integral seiner Ableitung ist, folgt (28) aus (27). Nun gilt 
(27) furQ al, und h(Q)ist sogãr stetig differenzierbar, da wegen der lokal gleichm5l3igen 
Konvergenz von m gegen wauch 1(e) gegen 1(Q) Air nach Qstrebendes I, bei eventuel-
ler Auswahl einer Teilfolge, konvergiert (vgl. [9: Folgerung 3.16(1)]).
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Der p-Modul h(Q) ist sogar reell-analytisch von Q a I abhangig, wenn man z.B. zu-
satzlich fordert, daB €3 aus endlich vielen einfach zusammenhangenden und paarweise 
disjunkten Punktmengen besteht, die von analytischen Jordan-Kurven berandet sind, und 
p 4' = I in G \€3 gilt.Das ergibt sich aus [5: Abschnitt V], dort allerdings Air ein analoges 
Beispiel durchgeführt. 

Aus der linken Seite von (26) ergibt sich noch aus dem Grenzfall	die Beziehung 

1(0) :^ h(Q) - urn h(Q).	 (29)

Dann gilt also 

/(Q)-+OfürQ-+x.	 (30) 

Für die GroBe J(Q)selbst I513t sich in Abhangigkeit von Q i.a. keine einheitliche Mono-
tonieaussage treffen. Das sieht man an folgendem einfachen Beispiel: Sei C das Rechteck 
{(x,y):0<x<1,0<y<h},p=Q>Iin€3={(x,y):<x<1,o<y<h}undplinG\€3 
Die Abbildungsfunktion w0 = u 0 + iv0 ist in diesem Fall explizit analytisch angebbar; 
namlich

x flit 0 <x :5

y UQ(X){ +Q(x-)	 und VOW 
+Q(1)fur<x<1 

Die Abbildung w0 bezieht C auf das Rechteck {(u, v): 0 < u < 1, 0 < v <h(Q)) mit h(Q) 
h/( + 0(1 - a)). Für den Flächeninhalt von w0 (€3) gilt 1(Q) = Qh(1 - )/( + 0(1 - 
der im Falle 1/2 < < I eine eigentlich monoton wachsende Funktion von 0 für I :^ Q :5 /(1 - 
und etne eigentlich monoton fallende Funkt ion von 0 für 0 > Al- ) 1st. Aus der linken 
Seite von (26) und der Monotonie von Q1(Q) IäBt sich noch entnehmen, dal3 

1(Q) - h(Q)	 (31)
eine eigentlich monoton wachsende Funktion von 0 1st. 

Es soil noch eine präzisierende Aussage zum Sachverhalt (30) unter derVoraussetzung 
formuliert werden, daB C \€3 von hinreichend glatten Jordan-Kurven begrenzt wird. Der 
Einfachheit halber sei €3 ein kompakt in C liegendes einfach zusammenhangendes Gebiet, 
das von einer analytischen Jordan-Kurve 2 der Lange L mit der Para meterdarstellung z = 

Z( S ) ' s E [0, L] begrenzt wird. Es bezeichne 101 den Flächeninhalt von €3. Bekanntlich 
existiert eine Konstante c > 1, so dal3 für beliebige Punkte z und 22 auf 2 die Abschatzung 

t(z 1 ,z 2) cIz 1 - 2 21	 (32) 
gilt. Dabei bedeutet tt(z 1 , z 2 ) die Lange des kUrzeren Bogens von 21 nach Z2• Unter diesen 
zusatzlichen Voraussetzungen gilt der 

Satz 4: Zujedem Q >1 gibt es eine Konstante A 0 , 0 < A0 < h(1), fur die 

jsI vo - A0Ids , C(2 101 1(Q)/Q)12	 (33)
gilt

Der Ungleichung (33) entnimmt man, daB v0 - A0 in der L1 (2)-Norm und damit auch 
dem eindimensionalern Lebesgueschen MaBe nach für Q -	gegen Null konvergiert. 

36*
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Nach dem Satz von F. Riesz [11: S. 1091 kann eine Teilfolge von v0 ausgesondert 
werden, die auf S (mit eventuellerAusnahme einer Menge vom Lebesgueschen Mal3e Null) 
gegen eine Konstante konvergiert. Zunächst beweisen wit folgenden 

Hilfssatz: Sei f eine in 0 harmonische Funktion mit Lipschitz -ste tiger Fortsetzung 
auf V. Es existiert also eine Konstante M, so daI3 

f(z1 ) - f( z2 )l s M(z 1 ,z 2 ) fur beliebige Punkte z 1 undz2 aufS	 (34) 

ist. Dann gilt die Abschatzung 

fJ®Ivfl 2 dxdy :, 2c 2M 2 I0I.	 (35) 

BeweiB: Es bezeichne z =z(ç) eine schlichte konforme Abbildung des Einheitskreises 
D auf 8. Dann ist h(ç) f(z()) in D harmonisch und stetig in der Abschliel3ung von D. 
Wegen der lnvarianz des Dirichletschen Integrals bei konformerAbbildung erhaltenwir nach 
Anwendung der bekannten Formel von Douglas [14] sowie von (32) und (34) die Abschatzung 

j'JIVz fl 2 dxdy = j'JD I VrhIddi 127j'fR 
h(e iti) - h(e1t2)12 

	

e'c - cit2	dt1 dt2 

_f(z2)I 2 (zj,z2)I 2 I _ 1 - Z2	2 
1/2,JJ	(z =	 1,z2)	z - z 2	eitl - eit2	

(36) 

cM/Jf 
Z i z2 2 dt2 RIeiti_e2I 

= 2c2M2fj'oIz(2ddl 

= 2c2M2R3I 

mit z, rz(eIt1) (n 1,2) und R = {(t 1 , t 2 ): 0	t, < 27t (n = 1,2)) U 

Beweis von Satz 4: Ohne Einschrankung der Allgemeinheit kann man annehmen, daB 
p = Q konstant in einer C - Umgebung von 13 ist. Hat man für diesen Fall (33) bewiesen, so 
ergibt sich die GUltigkeit von (33) für den allgemeinen Fall dutch den Grenzübergang s - 0 
in Verbindung mit bekannten Konvergenzsätzen (vgl. [9: Hilfssatz 3.5(I) und Folgening 
3.160)] sowie [11:S. 301]) . An a logeuberlegungen wie beim Beweis von Satz I ftihren unter 
BerUcksichtigung, daB VQ = u 0 + iv0 das System (3) in 0 mit p = Q erfüllt, auf die Bezie-
hung

f2 fàv0/às ds =fJQ 1 VuQ Vfdxdy , (37) 

die zunächst für alle in 0 einschliel3lich des Randes zweimal stetig differenzierbaren Funk-
tionen I gilt. Die Erweiterung der Gültigkeit von (37) für Funktionen 1€ W2 ((Y) mit verall-
gemeinerten Randwerten aus L2(€))gelingt - wie Ublich - mit Hilfe eines Approximations-
argumentes, vgl. [1: S. 301]). 

Als affines Bild einer geschlossenen analytischen Jordan-Kurve kann w0(3) mit einer 
beliebigen zur reellen Achse parallelen Geraden ( ( u, v): v = ), € R1 } hbchstens endlich viele
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Punkte gemeinsam haben, wobei die Anzahl der Schnittpunkte für alle A E R' eine nur von 
w0(S) abhangige Konstante nicht Ubersteigt. Daraus folgt, daB die auf [0,L] stUckweise 
konstante Funktion g>, 

g>( s) - { 
I im Falle v0(s) 2: A 

-1 im Falle v0(s) < A 

für jedes reelle A hochstens endlich viele Sprungstellen besitzt und ein A 0 aus Stetigkeits-
grUnden so gewahlt werden kann, daB 

fg 0(s)ds = 0
	

(39) 

gilt. Wegen 0 < v0 < h(1) muB 0 < A0 < h(I) gelten. Andernfalls ergabe sich zu (39) em 
Wlderspruch. Unter BerUcksichtigung von (39) iiberzeugt man sich leicht, daB die Funktion 
fmit 

f(z) =ji'g 0 ds, st[0 ,L] und z(s)€	 (40) 

der Beziehung (34) mit M = 1 genUgt. 
Setzt man die in (40) erklärte Funktion ins innere von V harmonisch fort und wendet 

sie auf (37) an, so erhalten wit schlieBlich nach partieller Integration und Anwendung der 
Schwarzschen Ungleichung sowie des Hilfssatzes die Abschatzung 

fv0 - AoIds = J'2 gx0(v0 - AQ)dS 

= Iffvo/asds I = I 
jjQ1VuVfd.dy 

(ffQIuoI2dxdyffohIfI2d.vdy)i/2 

^ c(2I3II(Q)/Q)1/2. 
Damit ist Satz 4 bewiesen U 
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Book review 

V. 1. ARNOL'D: Huygens & Barrow, Newton & Hooke. Basel - Boston - Berlin: Birkhäuser 
Verlag 1990, 120 pp., 6 col. p1. 

This booklet the Russian original of which was published in 1989 contains more than the 
title promises. Its content is better characterized by the subtitle Pioneers in mathemat-
cal analysis and catastrophe theory, from evolvents to quasicrystals. The well-known 
author who distinguished himself by important papers and several books (so on mathemat-
ical methods of classical mechanics, textbooks on ordinary differential equations) gives an 
original and very lively description of the fundamental developments iii mathematics and 
physics in the 17th century, from the modern point of view. 

The focus of the book is on Chr. Huygens (1629 - 1695), the great Dutch scientist, I. 
Barrow (1630 . 1677), Newton's teacher, I. Newton (his Principia naturolis were published 
in 1687), and R. Hooke (1635 - 1703), the universal English scientist. Its five chapters 
form an arch from the theory of gravitation over the mathematical analysis (including the 
controversy between Leibnitz and Newton) and the wave theory of Huygens to the mod-
ern problems of chaotic movements in selestial mechanics, the uncommon structure of 
quasi-crystals and the topology of Abelian integrals. 

It is again surprising to realize how niamiy fundamental ideas have been traced out al-
ready by the early founders of modern mathematics and mathematical physics. The 
author's power of representation gives new and surprising insights into old problems and 
up-to-date developments. Numerous interesting notes on historical and other details 
supplement the text. This book can be highly recommended to mathematicians and 
natural scientists. 

Leipzig	 G. Vojta


