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Zum Bernsteinschen Satz für Quasiminimalflachen 
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A generalization of Bernstein's theorem is proved for (parametric) surfaces with a quasi-
conformal Gauss map. 
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1. Einleitung. In der vorliegenden Arbeit soil der folgende Satz bewiesen werden. 

Satz: Es sei S C R3 eine einfach zusammenhangende, regulare (also orientierbare) 
und vollständige Fläche mit einer dreimal stetig differenzierbaren Parameterdarstellung 
x =(x1(u, v), x 2(u, v),x 3(u, v)), wobei die Gauflsche Krummung K von S stets nichtpositiv 
und die GauBsche Abbildung von S noch Q-quasikonform mit einem Q e [1,3) sei. Wenn 
das Bud bei der GauBschen Abbuldung vollstandig in einer Heniisphare liegt, so kann S nut 
eine Ebene scm. 

Flächen mit nichtpositiver Gaut3scher Kri.irnmung und quasikonformer GauBscher Ab-
bildung werden nach [13] Quasiminimalflächen genannt inVerailgemeinerung des Begriffes 
Minirnalfiäche, die ihrerseits eine konforme OauBsche Abbildung besitzen. Man kann ohne 
Beschrankung der Aligemeinheit annehmen, daB es sich in Satz I urn die untere (si.idliche) 
Hemisphäre handeit. Satz 1 veraligerneinert somit den Bernsteinschen Satz für Minimal-
flächen, nämiich, daB jede Minimalfläche in expliziter (nichtparametrischer) Form 

x3 = f(x 1 ,x2 ) für alie x 1 ,x2 E 	 (1) 

eine Ebene sein mull. Dazu wird auf [3] oder auch auf [2: Chapter!!!], [10], [11: § 7511 
und [12] verwiesen. Andererseits hangt Satz 1 eng mit einem Ergebnis von L. Simon (siehe 
[141 oder [7:Chapter 15.6]) zusammen, der den Bernsteinschen Satz auch für Quasi-
minimalflächen veraligemeinert hat. Allerdings wird im Gegensatz zum Satz I die Dar-
stellung (1) benutzt, jedoch keine weitere Einschrankung an Q a I benotigt, wie es im Satz I 
der Fall ist.VerknUpft man die Gaullsche Abbildung mit der stereographischen Projektion 
in die komplexe g-Ebene, so läflt sich Satz I noch etwas ailgemeiner formulieren. 

Satz 2: Es sei S C R 3 eine einfach zusammenhangende, regulare, orientierbare und 
vollstandige Fläche mit einer dreimal stetig differenzierbaren Para me terdars tellung, wobei 
die Gauf3sche Krummung von S stets nichtpositiv und die GauL?sche Abbildung von S noch 
Q-quasikonform mit einem Q€ [1,8) sei. Wenn die stereographische Projektion des spha-
rischen Bildes von Sin der Kreisscheibe tw: I IV 12 ^ C} liegt und die Ungleichungen 

QC 4(1 - (I + C)-2)
	

(2) 

sowie 

0< C <3,828424... ..	 (3) 
felten, so muL? S eine Ebene sein.
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2. Hilf8nuttel. In diesem Abschnitt werden für die Beweise der Sätze I und 2 einige Hilfs-
mittel zusammengestelit. Auf S werden im folgenden geodatische Polarkoordinaten r,& 
mit 0 !^ r < co und o !; 4 !^ 2t eingeführt. Wegen K s 0 kann man these Koordinaten nach 
der Wahl eines festen Punktes P0 mit r = 0 auf S sogar global einfUhren (siehe dazu [41 
oder auch [6: Kap.VI, § 5]). Auf Grund der Vollstandigkeit von S wird S umkehrbar 
eindeutig auf die Ebene mit den (gewohnlichen) Polarkoordinaten r,& abgebildet. Die 
Koordinatenfunktlonen xj = x(r,) mit j = 1, 2,3 genUgen bekanntlich den Gleichungen 

j-1	
XJrXj	0,	= G 2 = G(r,&)	 (4) 

mit einer nichtnegativen Funktion G = G(r,&), die ihrerseits die Eigenschaften 
G(0,&) = 0, G,(0,) =

	
(5) 

hat, wie man aus[ 4 :S. 3021,[5:Kap.4.61 und [6:Kap.Vl,4] entnehmen kann. Die GauB-
sche KrUmmung K berechnet sich aus (siehe ebenda) 

K Grr/G '	 (6) 
so dal3 damit für die Funktion 

L(r)J02"G(r,)d	 (7) 

wegen K ^ 0 noch L"(r) ^- 0 für alle r € [0,00) gilt. 
Es sei nun g = 91 + i92 g1(r,) + ig2(r,&) die Funktion, die durch VerknUpfung der 

Abbildung der Ebene mit den Polarkoordinaten r,4 auf S mit der Gaul3schen Abbildung und 
der stereographischen Projektion in die g-Ebene entsteht, wobei g 1 und g2 reellwertig seien. 
Dann ist die Q-Quasikonformitat der Gaul3schen Abbildung aquivalent zur Ungleichung 

^ (o +..) 
Ig1g2g2,-g1	

Vr>0,E[0,27t],	(8) 

wie man mittels (4) zeigen kann. Desweiteren gilt für T = 921 918 - 91 r 928wegen (6) noch 
(1 + g1 2 ) 2 Grr14 = T,	 (9) 

so daB aus K :5 0 sogar T ^ 0 folgt. 

3. Beweis der Sätze lund 2. Da Satz I ein Spezialfall des Satzes 2 Stir C = list, genUgt es, 
Satz2 zu beweisen.Wie in [l 0: Formel(10)]erhalt man mit 1-lilfe des Stokesschen Integral-
satzes bei Benutzung von T 92 ,. 91 - 91 r g2 o die ldentität 

R 27X	 R 27 

•ffp 2(r)Tdrd& jJ' p(r)p'(r)(g1 g2 ,-g2 g1 )drd	 (10) 

für jede in [0, RI stetig differenzierbare reeliwertige Funktion p = p(r)mit p(R) = 0. Die 
rechte Seite von (10) kann mit Hilfe der Ungleichung 

Ip(r)p(r)I 191924D - 92 91A !^ O QGp 2(r) + p2(r)IgI2Ig1214QG 

nach oben abgeschatzt werden, wobei die Konstante 0 > 1/8 sein soll. Nutzt man noch die 
sich aus (8) ergebende Ungleichung IgJ2 !g QGT, so folgt schliel3lich 

R2t	 Rzir 
ffp2(r)T(1 - I g I 214 13 ) drd :^ 3Q5fp2(r)Gdrd	 (11) 

Der Integrand auf der linken Seite kann mittels (9) in p 2(r)Grr(l + 1g1 2 ) 2 (1 - IgI2/4)/4 
umgeformt werden. Man definiert nun eine ZahI C > 0 als Losung von (1 + C )2( l - C143) = 1. 
Eine soiche existiert für alle 0 > 1/8 und ist zudem eindeutig bestimmt. Des weiteren gilt
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dann für alle komplexen g mit 0 :5,Igt2 :5 C sogar (1 + 1g1 2) 2 (l - IgI 214) ? 1. Auf these 
R275	 Rzir 

Weise folgt aus (11) schlieBlich f fp 2(r)Grr drd s 43Qf fcp' 2(r)Gdrd bzw.wegen (7) 

fRp2( r )L(r)dr ^ 4QfRq,2(r)L(r)dr (12) 

Das ist eine notwendige Bedingung für die Q-Quasikonformitat derGaul3schen Abbildung. 
Im folgenden wird die noch freie Gr613e 0 > 1/8 so gewahlt, daB O Q < I gilt. Dann ergibt sich 
Q 8, und aus(l +C) 2(1 - C143) rI folgt die Ungleichung (2). Die obere Schranke von C 

in (3) erhält man durch das Losen von (1 + C )2(1 - C14) = 1, d.h. im Grenzfall 3 = 1. 
Nun mul3 nur noch gezeigt werden, daB die Gültigkeit von (12) im Fall 3 Q < 1 auf L"( r) 

0 fiThrt. Die Ungleichung (12) 1t nach entsprechenden Approximationsbetrachtungen auch 

für die Funktion p mit p(r) =f L 1/2(t)dt const für 0 ^ r :5 p und p(r)J',L 1/2(t)dt 
für p< r!5 R, wobei p€ (0,R) beliebig gewahlt wird. Die linke Seite von (12) ergibt nach 
zweimaliger Anwendung der partiellen Integration wie in [10: Beweis von Lemma 1] die 
GröBe

2(s:L 1/2(r)dr) 2 4L 2(p)fL t12(r)dr + 4(R -p). 

RR	 R Andererseits gilt f 1P ' 2(r)L(r)dr = fdr R - p, d.h., aus (12) folgt mit I =fL1'2(r)dr 

noch -2it1 2 - 4Lh/'2(p)I +(4 - 4 13 QXR - p) !s 0. Das is  wegen 1>0 und 3Q < I aquivalent zu 

I a L"(p)/ir + (L(p)/it 2 + (2 - 213Q)(R - p)/)1/2. (13) 

Da die Funktion L( r)/r wegen L( 0) = 0 und L"( r) 0 in [0, R] monoton nichtfallend ist, gilt 
I Sfp112 L 112(p)r 1 '2 dr 2(p/L(p))1/'2(R'2 - p1/2). Zusammen mit (13) ergibt dies 

2(9/L(p))'2(R1'2 - p1/2) ;! _L1'2(p)/,t + (L(p)/ic 2 + (2 213Q)(R - p)/,t)1'2 

Die Division durcl ' Ri/2Und der GrenzprozeB R--> m liefern dann p/L(p) z- (1 - 
d.h., die Funktion L(r)/r ist für alle r a 0 nach oben beschrankt. Daraus folgt wie in [10: 
Beweis von Lemma 11 durch das Einsetzen einer stUckweise linearen Funktion in mr für 
T p(r) schliel3lich L"(r) 0.Wegen (7) und (9) verschwindet daher die Funktionaldeter-
minante der Abbildung g = g1(r,&) + ig2(r,E überall. Somit ergibt sich g Z const, also die 
Behauptung des Satzes U 

4. B.merkungon. 1. Der hier dargestellte Beweisgang hat wesentlich die Vorgehenaweise 
in [10] benutzt. .ledoch ist des Ergebnis in [10] nur ein Spezialfall des Satzes von L. Simon 
(siehe [14] oder [7 Chapter 15.6]). Auch in der vorliegenden Arbeit sind nur Teilresultate 
bewiesen worden, wie besonders durch die Grenzfälle C - m (d.h. 0 - 8-0) und C -. 
3,828424 ... -0 (d.h. 0 - 1 . 0) deutlich wird. im zweiten Fall ist ein Vergleich mit [12] 
angebracht, wo Satz 2 fur 0 = I und fur beliebig grolles (aber endliches) C bewiesen wird. 

2. Es soil I,ier such bemerkt werdet,, dalI der Beweis von Satz 2 nicht ohne weiteres 
f,.ir wesentlich grollere 0 und C ais 8 bzw. 3,82... durchfuhrbar 1st. Beispielsweise gilt fur 
die Funktion L, L(r) 2t(r *r'1 ) mit n ' 2, die Ungicichung 

L (r)q' 2 (r)dr '	4n-i)Jo L(r)q .2(r)dr,	 (14) 
wobei 'p = 'p(r) eine beliebige in [OR] stetig differenzierbare reeliwertige Funktion mit 

p(R) = 0 1st und R = 0 beliebig gewählt werden kann. Vergleicht man (14) mit (12), so ist 
ersichtlich, dalI die jeweils auf der rechten Seite vor dem integral stehenden Konstanten 
von verschiedenen Richtungen der Zahi 4 uneingeschrankt nahe konimen kbnnen. Es ist 
allerdings offe,,, ob es eine Flache S mit einer solchen Funkt ion L gibt und ob these Fläclte. 
den Voraussetzungen von Satz 2 (ohne die oberen Schranken fUr 0 und C) genUgt.
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3. Die hier behandelte Problematik hangt dig mit dein Typenproblem fur die F1che S 
zusammen. S ist nämlich wegen K s 0 entweder vain parabolischen oder hyperbolischen 
Typ. Im ersten Fall gilt Satz 2 sogar fUr olle 0 s I und C > 0. Es 1st also nur zu zeigen. 
daB S vom parabolischen Typ ist. Dafur erweist sich nach [I) die Divergenz von f "L 1 (r) dr 
als hinreichend. Mit der hier benutzten Methode laflt sich sogar der parabolische Typ von 
S nachweisen, wenn nur Si L(r)dr fur alle a 1 divergiert. 

4. In [9] findet man einen anderen Weg, urn ous (12) dos Verschwinden von L"(r) zu 
erhalten. Dort wird gezeigt, daB zu jeder ZahI c 4 eine Zahl R 0 und eine in [0,1?] stetig 
differenzierbare reeliwertige Funktion 4 4( r ) mit 4i(R)=O existiert, so daBfi.2 ( r)L"( r) dr AR >cfq2(r)L(r)dr gilt, wenn die Flbche S regular, dreimal stetig differenzierbar und voll-
standig sowie die Caul3sche Krummung von S stets nichtpositiv und nicht identisch Null ist. 

S. Die Voraussetzungen "orient ierbar" und "einfach zusammenha age nd" kdnnen in den 
Sätzen I und 2 nur dutch "zusammenhangend" ersetzt werden, ohne dalI sich in diesen Sat-
Zen noch etwos andern wiirde. Diese gangige (iberlegung wird beispielsweise in [11: § 53 
und § 1471 und in [12,13] ebenfalls verwendet. 

6. Do die notwendige Bedingung für die Quasikonformitat von g in (12) mit Hilfe von 
Integralen gegeben 1st, liegt es such nahe, nach Abschwachungen von (8) zu suchen, ohne 
dalI (12) verletzt wird. Ein soicher Gedanke hat in [8] Anwendung gefunden. 
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