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Abstract. We discuss existence and uniqueness of solutions of a non-stationary integro-
differential equation of Barbashin type, subject to natural boundary conditions. We show 
that the boundary value problem may be reduced to either a linear Fredholm integral equa-
tion, or a system of two linear Volterra integral equations. In the latter case one may apply 
fixed point principles in K-normed spaces to prove solvability and continuous dependence. 
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Considérons l'équation intégro-différentielle linéaire non stationnaire 

ôx(t, s) 
= c(t, s)x(t, s) + J k(i,s,)x(t, ) d + 1(1, s)	 (1) 

—1 

((t, 5) E Q = [a, b] x [-1, lj), satisfaisant les conditions aux limites 

x(a,$) = 4(s) (0<s	1)	et	x(b,$) = (s) (-1 <S <0).	(2) 

Ici les fonctions

c:Q-1R,	k:Qx[-1,1]--1R 

f:Q	IR,	0 :(0,1]—li, 
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sont des fonctions données mesurables. 
Ce problème a été étudié pour l'équation (1) dans le cas stationnaire c(t, s) = c(s) et 

k(t,s,a) = k(s,a) dans [2]. Le but de cette note est d'appliquer les methodesutilisées 
dans [2] pour l'étude du cas non-stationnaire.	0 

Supposons pour le moment que la farnille d'opérateurs A : [a, b] —p £(L([-1, 1])) 
définie par

	

A(t)x(s)	c(i, s)x(s) + J k(t, s, a)x(a) da	 (3) 

soit fortement continue; cela implique, en particulier, que c € L(Q). Si l'opérateur (3) 
est régulier dans L([-1, 1]) (voir [1, 4]), alors la question de solvabilité du problème 
(1)/(2) se raméne a l'étude d'une equation "unidimensionelle" de Fredholin (voir Théo-
rème 1 plus avant). En réalité, dans ce cas l'opérateur de Cauchy U = U(t, T) pour 
l'équation différentielle

dx

	

= A(t)x + f(t)	 (4) 
dt 

dans L([-1, 1]) s'écrit sous la forme [1, 41 

U(t, r)x(s) = ê(t,r, s)x(s) + J h(t,r, s, a)x(a) da,	 (5) 

oil
ê(t,r,$) = exp {Ice

}  

et h = h(t, r, s, a) est une fonction mesurable. Ainsi la solution de l'équation différenti-
elle (4) satisfaisant la condition initiale x(a) = Za peut s'écrire sous la form 

x(t) = U(t, a)xa 
+ I 

U(i, )f()	 (6) 

ici ii est utile d'identifier la "valeur initiale" x 0 € L([-1, 1]) avec la fonction x(a,.) 
[-1,1] - JR dans (2). 

En vue de (2), nous nous interéssons au problème aux limites 

x(a)=xc	et	x(b) = Xb
	 (7) 

pour l'équation (1), ou 

Xa 
= {

stir (0, if	et	x	1 y sur (0, 1) 
= sur [-1,0); 1ii' sur [-1,0)
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ici les fonctions z E L((-1, 0)) et y E L((0, 1]) sont a préciser plus Lard. De l'égalité 
(6) on a

m(t,$) + Jh(ta7 s)z(a)du	 (O <s	1) 
x(t,$) (8) 

m2 (t,$) +	(i,a,$)z(s) +J h(t,a,s,a)z()d	(-1	$ < 0) 

oil

m1 (t, s)=	(i; a, s)c6(s) +/ h(t, a, s, a	cr )q) d 

+ 
I 

e;

r	a +Jh(trsa)f(a)d} dr 

M2 (t, s) =
	

h(i, a, s, 

/ 

+ .j { f(r,$)(t,r,$) +1 
Pour définir les fonction y et z ii suffit donc de résoudre le système d'équations intégrales 
enyetz

y(s) = m i (b,$) + J h(b,a,s,a)z(a)d	 (0< $ < 1) 

0_i (9) 

(b,a,$)z(s) + j h(b, d, s, a)z(a) da.=	(s) - m2 (b,$)	(-1	s <0). 

De plus, posant
h(b, a, s, a)p(s,a) = (10) .(b,a,$) 

et	
r(s)	

(sm2b,$)
(11) 

la resolution du système (9) est équivalente a la resolution de l'équation intégrale 

]Z(S) +	p(s,a)z(	da = r(s). (12)
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Ainsi, la resolution du problème au bord (1)/(2) se ramène ala resolution d'une equation 
de Fredhoim de seconde espèce. Pour donner le résultat précis, denotons par L(Q) 
l'espace de toutes les fonctions I : Q - JR telles que la fonction I 1(1,.) soit continue 
de [a, bj en L([-1, 11). 

Théorème 1. Soieni C: Q -p 1!? ci k: Q x [-1, 11 - JR des foncizons mesurables, 
ci soil lafamille d'opérateurs (3) fortement continue ci régulière dans L([-1, 1]). Alors 
pour toutes fonctions 0 E L,((0, 1]), 0 E L([—1, 0)), ci I E L(Q), le probleme (1)/(2) 
admet une solution (unique) is ci seulemeni is l'équation 8ntégrale (12) admet une so-
lution (unique) dans L([-1,0)). 

Remarquons que dans les conditions du Théorème 1 la solution x du problème 
(1)/(2) est telle que I x(t,.) et t ôx(i, .)lot sont des fonctions continues a valeur 
dans L([-1, 1]), c'est-à-dire, x E L(Q) et ôx/ôI E L(Q). 

L'équivalence du problème (1)1(2) a une equation intégrale de Fredhoim permet 
d'appliquer la théorie classique de Riesz - Schauder, d'oü découle le théorème suivant. 

Théorème 2. Soieni lei conditions du Théorème 1 satisfaiies. Si A = —1 n'appar-
tient pas au spectre tie l'opéraieur 

Pz(s) = ] P(s,a)z(a)da,	 (13) 

oil le noyau p p(s, a) est défini par (10) alors pour toutes fonctions 0 E L,((0, 1]), 0 E 
L([-1, 0)), et  e L(Q), le problme (1)/(2) admet une solution unique. Cette solution 
s'obiieni par laformule (8). D'autre part, is A = —1 appartient au spectre de l'opéraieur 
(13), et la famille d'opérateurs intégraux 

K(i)x(s) = Jk(tsa)x(a)da	 (14) 

est compacte dans L([-1, 11), alors le problme (1)/(2) admet une solution seulement 
si la fonction r = r(s) donnée par (11) esi orihogonale aux solutions v de l'équation 
intégrale

V(S) + ] p(a,$)v(a)da 0. 

Dans cc cas le problème (1)/(2) admet un nombre fins de solutions linéairemeni indépen-
danies. 

La methóde décrite dans l'étude du problème (1)1(2) permet de considérer seule-
ment le cas des fonctions bornées c = c(t, s) dans (1). En effet, le homage de c est une 
condition nécessaire pour la continuité forte de la famille d'opérateurs (3) a valeurs dans 
£(L([-1, 1])). La transformation du problème (1)/(2) a une equation intégrale "bidi-
mensionelle" permet de couvrir aussi le cas d'une fonction c non bornée. 11 est important



Problèmes aux limites	99 

de considerer l'équation (1) avec c non bornée du point de vue d'applications en physique 
et mécanique. Par exemple, certains modèles pour la propagation de radiation a travers 
l'atmosphère d'une planète [3, 8, 91, ou bien pour le transfer de dispersion radio-active 
a travers des membranes dans une centrale nucléaire [10] se ramène a la resolution de 
(1) avec c E L i ([a, b]) ® L([-1, 1]), mais c V L <,0 ([a, b] x [-1,1]). Analogiquemeñt a 
[2], on peut transformer le problème (1)/(2) a l'équation 

	

z(t, s) = Lx(t, s) + g(t, s),	 (15) 

(0 <s < 1) 

Lx(t,$) =	a—i	 (16) 

	

if 6(t), T, s)k(T, s, a)x(T, or) dadT	(-1 s <0) 

ff(r, s)C(t,r, s) dr + ê(t, a, s)(s)	(0 <	1) 

g(i,$)=	°

Jf(r, s)(t,r, s) dr + (t, b, s) 10 (s)	(-1 <s <0). 

C'est pourquoi nous pouvons comprendre la resolution du problème (1)/(2) comme celle 
de l'équation (15). 

Introduisons les notations 

u(t,.$) = x(t,$)
et	

(is)	g(t,$)	
(a	t^ b,0< s ^ 1). 

v(t ) s) = x(t, —s)	 77(t) s) = g(t, —s) 

Posons également pour a t,r b et *0 < s,a 1 

a(t, r, s, a) = ê(t, r, .$)k(r, s, a) 

b(t, r, .s, a) = (t, r, .$)k(r, s, —a) 

c(t, r, s, a) = (t, r, —s)k(r, —s, a)	
(17) 

d(t, r, s, a) = (t, r, —s)k(r, —s, —a). 

A l'aide des fonctions a, b, c et d on peut définir des opérateurs A, B, C et D par 

ou 

et
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Au(t,$) = I)a(i,T,3,u(T,dT 

Bv(t,$) = J)b(t,T;s,)v(r,a)dadT 
aO	 (18) 

Cu(t, s)
= ff c(t, T, s, a)u(r,	) drdr 

Dv(i, s)
= II d(t,r, s, a)v(T, a) dadr. 

Ecrivons mantenant l'équation (15) sous forme de système

u(t, s) = Au(t, s) + Bv(, s) + (t, s) 

v(i, s) = Cu(t, s) + Dv(t, s) ± j(t, s) 

ou bien sous la forme matricielle 

	

(I_A —B
)
 (u

)
 (1)	 19 

—C I — Dv 

Théorème 3. Soient les opéraieurs intégraux (18) définis et régulzers dans L(Q). 
Si c 	Li([a,b])®L([-1,1]) et 

	

1 a((I_A)-1B(I_D'C),	 (20) 

alors l'opérateur I - L ( voir (16)) esi inverszble dans L,(Q). 

Demonstration. Pour la demonstration ii suffit de verifier que les rayons spec-
trales des opérateurs A et D sont nuts. Par hypothèse, nous savons que (t,r, s) M < 
oo pour —1 S 1, cc qui impliqueque 

	

T, .s, a)I < M I k ( r , .s, a)I :	et	Id(t, T, .9, a)I	Mjk(r, —s, —a)I. 

Ainsi pour u(t,$) ^! 0 et v(t,$) > 0 on a 

IAu(t, s)I	Au(t, s)	et	IDv(t, s)I	v(t, .$), 

oü tes opérateurs A et D sont définis 'par 

Au(t, s) = M 1/ Ik(r, s, a )I u ( r , a) dadr	 (21) 
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et

bv(t, s) = MI! Ik(r, —s, —) I v ( r, )ddr.	 (22) 

En posant

K+(t)Ix(s) = J Ik(t,s,)Ix(a)d	.. 

et

IK-(t)Ix(s) = J Ik(t, —s, — a ) I x (a ) da,. 

on obtient les inégalités

hAil	 -	sup II K+(t)l	 (23) n.	 o<t<b 

et	
ID	 - a	sup II 1K(t)l lI p.	 (24)

a<t<b 

Mais ces inégalités implique que les rayons spectrales des opérateurs (21) et (22) et, par 
consequent des opérateurs intégraux A et D sont nuls. I 

Remarquons que la régularité des opérateurs (16) se verifie par des schémas standarts 
(voir par exemple [6: H 5.2 - 5.5]). La condition (20) se realise souvent pour des 
limitations naturelles sur les fonctions c = c(i, .$) et k = k(t, s, o); en effet, les limitations 
de ce genre impliquent souvent que les rayons spectrales des opérateurs A et D soient 
nuls. Un cas particulier, bien que typique, est donné par le théorème suivant. 

Théorème 4. Soient les opérateurs intégraux (18) définis et réguliers dans L(Q), 
et soient satisfastes les hypotheses suzvantes: 

(a) Les conditions de bornage 

Ia(t, r, s, o)l	a i (t, r)a2 (s, a)	et	ld(t, r, s, o)l < d, (t, r)d2 (s, a) 

ont lieu.

(b) Les opérateurs intégraux 

Ajx(t) = Ial(t,T(T)dT	et.	Dix(t) = It;'	.	:(25) 

sont compacts dans l'espace L p ([a, bfl.
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(c) Les opérateurs intigraux 

	

A2y(s) = Ia2,)y	el	D2y(s) =
	

(26) 

soni continus dans L((0, 1]). 

Si la rclaiion (20) a lieu, cloTs l'opérateur I - L ( voir (16)) est inversible dans 
L(Q). 

Demonstration. Pour la demonstration ii suffit de verifier que les rayon spectrales 
des opérateurs intégraux A et D sont nuls. Pour u(t, .$) 2 0 on a 

IAu(t,$)I	(A 1 ® A2)u(t,$). 

Puisque r(Ai ) = 0 (voir [11)), alors 

r(A) < r(A 1 (9 A2 ) = r(A i )r(A 2 ) = 0. 

De manière analogique on demontre que r(D) = 0. I 

Remarquons que pour p = 1 ou p = 00 la compacité des opérateurs A 1 et D 1 dans 
Théorème 4 peut être remplacée par la compacité faible (voir aussi [11, 12]). 

La verification de la condition (20) dans les théorèmes precedents peut poser des 
difficultés. Décrivons maintenant deux situations dans lesquelles cette condition est 
réalisée d'office. 

Théorème 5. Soieni les opérateurs intégraux (18) définis et réguliers dons L(Q). 
Supposon.s que

c(t,$)<0	(a<t<b,0<s<1) 

et
c(t,$) 20	(a t	b,-1 <s<0). 

Dc plus, supposons quc l'opérateur 

kx(t,) = II k(t, s, -)I x(,-, o, ) dadr 

soit défini dons L,,(Q) avec rayon spectrale r(k) < 1. Alors l'équaiion (15) admet tine 
solution unique pour chaque g E L(Q). 

Demonstration. Pour la demonstration ii suffit de remarquer que, dans les hy-
pothèses ci dessus, le rayon spectrale de l'opérateur (16) satisfait r(L) < 1. I 

Le théorème suivant est base sur le principe du point fixe dans un espace muni d'une 
"K-norme" (voir, par exemple, [13 - 16)).
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Théorème 6. Soieni Ic., opérateurs intégraux (18) définis ci réguliers dans L(Q). 
Supposons que lei conditions de bornage 

a(t,r, •, a)u(a) da :5 aIIuII,	b(t,r, •, a)v(a) da	IIvII 
0	

01	 (27) 

c(t,r, •, a)U( Or  da	711 U 11,	d(i,r, •, a)v(a) d	< 611v11 

soicnt saii.,faites, oil a, b, c ci d soni définis par (17). Dc plus, posons i = (a+6) 2 _419-y 
ci supposons qu'unc des conditions suivanics soli verifiée: 

(a)L>O ci VA<log 
a +6-

(b) (a + 8)2 = 4fl7 <4 

(c) A <0, a +6 0 ci	< 2 arctan 
a+6 

(d) i<0,a+6=0 ci /<7T. 
Alors l'équation (15) admet une solution unique pour chaque g E L(Q). 

Demonstration. Définissons des opérateurs F et Q par 

Fx(t,$) = F (u(t,$)	IA B\ (u(t,$)'\ + (e(t:s) )
(28) 

V(t = C D) v(t,$))	(ts) 

et
J'(au(,) + 0, ; (7)) dT 

	

Qz(t)=Q	 (29)
( V(t)) 

= (
6

(7u(r)+Sv(r))dr 
ft 

Ainsi la condition de contraction [2] 

li Fr i - Fx21[ !^ Q(]I x - X21[), 

oi ]I I[ denote la K-norm "naturelle" sur L x L, est une consequence des inégalités 
(27). Par l'analogue du théorème de Banach- Caccioppoli dans les espaces K-normés 
[13, 14], l'opérateur (28) a un point fixe dans L(Q), si r(Q) < 1. De plus, chaque point 
fixe de F définie une solution de (19), et vice versa. 

Ii suffit donc de démontrer que le rayon spectrále de l'opérateur (29) est < 1. Lorsque 
Q est un opérateur positif, en vertue du théorème de Krejn - Rutman ([5: 8] et [7]) 
ii faut (et il suffit) de trouver p > 0 tel que Q(u,v) = p(u,v) avec deux fonctions 
non-negatives u et v. Par consequent, nous devons résoudre le système 

pu' = au + 13v 

PV' = —u - 6v 

avec conditions sur bord u(a) = v(b) = 0. Mais la solution explicite de ce système existe 
(pour p < 1) si et seulement si une des conditions (a) - (d) est vérifiée. I
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