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Ljapunov-Bohl-Exponent und Greensche Funktion
fur eine Klasse von
Integro-Differentialgleichungen

E. A. Ermolova

Abstract. We give upper estimates (and in special cases even explicit formulas) for the
Ljapunov-Bohl exponent of both the linear integro-differential equation

b
6:((9!;8) =c(t,s) z(t,s) +/a k(t,s,0)z(t,0) do

and the nonlinear integro-differential equation

b
2203) — eft,5)(t,9) +/a k(t8,0,2(t,0)) do.

Such estimates are achieved by considering these equations as integral perturbations of the
differential equation z' = C(t)z with multiplication operator (C(t)z)(s) = ¢(t,s)z(s) in a
suitable Banach space. We also obtain necessary and sufficient conditions for the exponential
dichotomy of the differential equation, as well as an integral representation of the corresponding
Green function. As application we derive stability and boundedness results for the solutions of
the above mentioned integro-differential equations on the real line.

Keywords: Integro-differential equations of Barbashin type, differential equations in Banach
spaces, Ljapunov-Bohl ezponent, stability, Green functions, bounded solutions
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0. Aufgabenstellung

Ziel dieser Arbeit ist es, Stabilitats- und Beschranktheitsaussagen fiir Losungen der
Integro- Differentialgleichung vom Barbashin- Typ

31(t s) - c(t,s)z(t,s) + _/k(i 5,0,2(t,0)) do W
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herzuleiten. Dazu schreiben wir diese Gleichung zunachst als Differentialgleichung

dz : : :
G = O+ K(t,2) @

mit einem (linearen) Multiplikationsoperator

(C=)(s) = e(t, ) x(s) 3)
und einem (nichtlinearen) Integraloperator

b

K(t,z)(s) = /k(t,s,o,:z:(a)) do (4)

a

in einem Banachraum X, d.h. wir identifizieren die reellwertige Funktion zweier Vari-
abler (¢,s) — z(t,s) mit der X-wertigen Funktion t — z(t,-). Die entscheidende Idee
besteht dann darin, die Gleichung (2) als Stérung der (linearen!) Gleichung

dz '

5 = C()z (5)
aufzufassen. Dies erlaubt es uns namlich, Informationen liber dic Stabilitat der Dif-
ferentialgleichung (2) (und damit der Integro-Differentialgleichung (1)) aus bekannten
Ergebnissen tiber den Ljapunov-Bohl-Ezponenten (siehe [7: S. 116ff]) der Gleichung
(5) herzuleiten. Dieselbe Idee fiihrt auch zu Ergebnissen iiber die Greensche Funktion
der Gleichung (2), d.h. zu Existenzsitzen fir beschrinkte Lésungen der Barbashin-
Gleichung (1) auf der reellen Achse.

Es ist nicht verwunderlich, da$ die Theorie besonders einfach wird, wenn wir auch
die Integralstorung K in (2) als linear voraussetzen, d.h. (2). durch

dzr , . ,
m =C(t)z + K(t)z . (6)

mit _ .
R . .
(K(t)z)(s) = /k(t,s,a)x(a)dq | @)

ersetzen. Die hierfiir hergeleiteten Ergébnisse lassen sich dann natiirlich auf die lineare
Integro-Differentialgleichung vom Barbashin-Typ

b
3a:gt,s) = ¢(t,s) z(t,s) + /k(t,s,a):r(t,a) do (8)

a

anwenden. Den linearen Fall werden wir im Abschnitt 1 betrachten, wahrend dem
nichtlinearen Fall der Abschnitt 2 gewidmet ist. Im Abschnitt 3 werden wir dann die
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Existenz beschrinkter Lésungen auf der reellen Achse mittels der Greenschen Funktion
diskutieren.

Integro-Differentialgleichungen vom Typ (1) oder (8) treten in verschiedenen Trans-
portproblemen der Mechanik, Physik und Astronomie auf. Beispielsweise beschreibt (1)
die Strahlungsausbreitung in der Atmosphare von Planeten und Fixsternen (s. (8] und
(11]). In anderer Interpretation beschreiben (1) und (8) die Elektronenstreuung durch
dinne Membranen und Platten in Atomreaktoren [13]. Daneben tritt die Gleichung (8)
in der akustischen Streutheorie [6], in einigen Problemen der Wahrscheinlichkeitstheorie
[1] sowie in Systemen mit wesentlich verteilten Parametern [5) auf.

1. Der Ljapunov-Bohl-Exponent im linearen Fall

Wir rufen zunichst einige Definitionen aus der Stabilititstheorie gewohnlicher Diffe-
rentialgleichungen in Banach-Riumen in Erinnerung (siehe, z.B., [7: S. 116ff]). Sei
A = A(t) eine starkstetige Operatorfamilie in einem Banach-Raum X (d.h. fiir jedes ¢
ist die Abbildung z — A(t)z stetigin X) und sei z eine Losung der Differentialgleichung

dz
7 = A(t)z (9)

in X. Sei tg fest. Der Ljapunov-Bohl-Ezponent w*(z) von z ist dann als Infimum aller
reellen Zahlen v definiert, fur die ein N > 0 derart existiert, daf3

llz(t)]] < Net=7|z(7)| (10)

fiir all diejenigen ¢t > 7 > tq ist, fir die z(t) definiert ist. Falls w*(z) endlich ist, gilt die

Formel .
p log [|z(t)l] — log ||=(7)I|

t—1T1

w*(z) = limsu
Das Supremum der Exponenten w*(z), genommen iiber alle Losungen z der Gleichung

(9), bezeichnet man als Ljapunov-Bohl- Ezponenten w* von (9). Fir diesen gilt, falls er

endlich ist, die Formel
log |[U(t, 7)I|

=1 —olrAn" 11
w ’“Li,t;p rap— (11)

wobei U den Cauchy-Operator von (9) bezeichnet. Diese Exponenten haben eine beson-
dere Bedeutung fiir die Stabilitat der Gleichung (9). Zum Beispiel ist die Ungleichung
w* < 0 notwendig fiir die asymptotische Stabilitat der trivialen (und damit jeder)
Losung von (9), wihrend die Ungléichung w* < 0 hinreichend ist. Vom Standpunkt der
Storungstheorie (die uns hier ja gerade interessiert) ist der Ljapunov-Bohl-Exponent
auch geeigneter als der klassische Ljapunov-Exponent

o lim sup PNV O

3
t—o0 t

da w* im Unterschied zu w stabil gegeniiber "kleinen” Stérungen ist.
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Wir betrachten nun die ungestorte Differentialgleichung

dz
prie Q(t)x (12)
zusammen mit der gestorten
dz
i C(t)z + K(t)z, (13)

wobei die Operatorfamilien C = C(t) und K = K(t) gema8 (3) und (7) in einem
Banach-Raum X definiert seien. Wir setzen voraus, daf8 C und K lokal integrierbar sind
in der Algebra £(X) aller beschrinkten linearen Operatoren in X, so dafl die Cauchy-
Operatoren Ug der Gleichung (12) und U der Gleichung (13) definiert sind (siehe [7: S.
94ft]). ‘ '

Lemma 1. Seien Ty} > ty und T2 > 0 fest. Falls der Cauchy-Operator Uy der
Gleichung (12) eine Abschitzung
|Uo(t, 7)|| < MP™D) (T, <7<t—Ty) (14)

erfullt, so gilt fir den Cauchy-Operator U der Gleichung (13) die Abschdtzung

o, )l Sv(f)exp{5(t—r)+M/ IIK(E)IIdé} (hisr<t-T), (1)

v+ T2

wobe

r+T,
vr)y=M (1 + / (3] U(E,T)Ildﬁ) (16)
18t.

Beweis. Es gilt

t

U(t, ™) = Us(t, ) + / Uo(t, E)K(E)U(E, 7) de,

alsonach (14) fur T} <7 <t-T)

r+T2
U7l < MeSE=D) 4 / MeSU=O| K(e)U(E, 7)] de

r

+ / MeS=O | K(&)|| [IU(E, 7| dé.

r+T>
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Setzen wir W(t, 1) = e~8(=7)||U(¢, 7)||, so 148t sich dies in der Form

W(t,r) < 1(r) + M / IK©IW(E,7) e (Ty<7<t-T)
r+T2

schreiben. Fir jedes feste  konnen wir das Gronwallsche Lemma anwenden und erhal-
ten

Wi(t,7) < 4(r)exp {M / ||K(£)|Id§} .
r+T;

Dies ist aber nur eine Umformung von (15) 8

Wir nehmen nun zusatzlich an, daf

t+1

sup / IC@)Il de < oo (17)
l‘-{-l

sup [ 1K (@)1 de < oo (18)

ist. Insbesondere impliziert dies fiir A(t) = C(t) + K(t), da8
t+1 ’

b=sup / IAE)]] de < oo (19)

gilt. Unter diesen Voraussetzungen wurde unser Lemma 1 in [7: Lemma II1.2.3] im
Spezialfall Ty = tp und T; = 0 bewiesen. In diesem Fall ist natiirlich y(r) = M.
Allgemeiner gilt das folgende

Lemma 2. Unter den Voraussetzungen (17) und (18) ist die Funktion (16) auf
[to, 00) beschrankt.

Beweis. Da stets .
U, )] < exp { / uA(c)uds} (20)

ist, folgt aus (19) die Abschatzung ||U(¢,7)|| < exp[b(t — 7 +1)] (o < 7 < t), also

4T

7(7‘)§M(1+ /

T2
=M (1 +/e<”">‘+”|IK(£ + 1r)||d£)
0

Zusammen mit (18) erhalten wir die gewlinschte Abschitzung il

e"’"’"“”“’llK(é)Ildﬁ)

(T 2 to).
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Wir wollen die Lemmata 1 und 2 nun auf die Gleichung (6) anwenden. Dazu sei X
gleich C([a, b]) oder ein idealer Raum tuber [a,b] mit vollem Trager (siehe, z.B., [15]).
Wir definieren dann

¢

/ (€, 5) d (21)

wg = lim sup ess sup -
1= sefad]

LR

t

wg® = sup esssup ! /c({,s)df (22)
to<r<t s€[a,b) t_Tr
sowie
||IK)|*-= hmsup——/”K(ﬁ)”dﬁ (23)
L2 3 1
|K||** = sup —— K (€| dé. (24)
lo <t t -

T

Setzen wir die Funktion c als produkt-meBbar voraus, kénnen wir statt (22) einfacher

wg® = esssupc(t, s)

schreiben. Auflerdem konnen wir (24) alternativ durch
|IK|]** = esssup ||K(2)I|
t>to

ersetzen, da in allen Lebesgue-Punkten ¢ (also fiir fast alle ¢; siehe, z.B., [10: Theorem

7.7))
t+h

o / IK©lldg =IIK I

ist. Es gelten stets die Abschatzungen wi < wg* und ||K||* < ||K]]**, wobei in ihnen
strikte Ungleichheit auftreten kann. . :

Lemma 3. Falls der Ljapunov-Bohl-Ezponent der Differentialgleichung (5) mit
dem Multiplikationsoperator (3) endlich ist, ist er durch wg gegeben. Falls wg* < oo
ist, so ist dieser Ezponent endlich, und der Cauchy-Operator Uy erfillt die Abschatzung

[Uo(t, )| < 45" ¢=7). (25)

Beweis. In den angegebenen Raumen gilt

Uo(t,7)z(s) = (exp/ c(€,s) d{) z(s) (26)

T

[|Ua(t, 7')|| = esssup (exp/ c(€,s) d{) .
3€[a,b} J

Hieraus folgt sofort die Behauptung il

und
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Aus den obigen Lemmata ergeben sich nun die beiden folgenden Satze.

Satz 1. Unter den Voraussetzungen (17) und (18) sind die Ljapunov- Bohl- Ezponen-
ten w* der Gleichung (13) und w§ der Gleichung (12) endlich, und es gilt

w" S wg +||IKJI" ‘ (27)
Beweis. Wir zeigen (27). Zu € > 0 gibt es T}, T > 0, so daB

log [[Un(t, T)II

t 1 6+€ (T]STSt—Tg),

also
1Uo(t, 7)|| < el +e)t=7) (I £7<t-1)

ist. Wir benutzen Lemma 1 fiir M = 1 und § = wg + € und erhalten

0,7l < 7(r)exp{ (w5 +e)t—7) + / uK(c)nde} (T S7<t-T).

Aus der Definition (11) von w* und der Beschrankthelt von 7 (sieche Lemma 2) folgt
dann die Behauptung il

Fa]ls wir auf die Voraussetzungen (17) und (18) verzichten wollen, miissen wir for-
dern, dal w* endlich ist und erhalten im folgenden Satz nur schwichere Abschatzungen.

Satz 2. Falls der Ljapunov-Bohl-Ezponent w* der Gleichung (13) endlich ist, gilt

Wt Swit K| (28)
w* <wg + K™ (29)

Beweis. Wir zeigen (28). Wegen (25) konnen wir Lemma 1 fiirr § = wj*, M =1,
Ty = to und T = 0 anwenden und erhalten fiir gegebenes ¢ > 0

U, < exp (w5 (t = 1) + (KNI +€)(t = 7))

falls 7 und ¢t — 7 groB genug sind. Die Behauptung folgt dann wieder aus der Definition
(11) von w*. Die Abschitzung (29) zeigt man analog durch Vertauschen der Rollen von
C und K unter Benutzung von (20) anstelle von (25)

Die Definitionen (21) - (24) zeigen, daB8 wg und wg* nur von der Multiplikatorfunk-
tion ¢ abhéngen, aber nicht vom unterliegenden Banach-Raum X, wahrend ||K||* und
[|K|]** nicht nur von der Kernfunktion k, sondern auch von X abhingen. Haben wir
in irgendeinem Banach-Raum X die Abschitzung ||K||* < —wg* oder ||K|[** < —wy.
bewiesen, so wissen wir nach Satz 2, da8 die triviale Losung der Differentialgleichung
(13) asymptotisch stabil in X ist, falls w* < oo ist. Wir illustrieren dies anhand der

beiden folgenden Beispiele.
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Beispiel 1. Sei X = C([a,}]). Nach bekannten Formeln iiber die Norm eines
Integraloperators (siehe, z.B., {12]) gilt dann

t

/,Zlf.p /Ik(E s,0)| dod¢

b
[|K||** = esssup sup /|k(t,s,a)|do.

2t s€fab]

1
[|K|]* = limsup -

t—v—o00

Dies 138t sich in vielen Fallen explizit berechnen und liefert damit eine hinreichende
Bedingung fiir die asymptotische Stabilitdt der Gleichung (13) in C([a, b]).

Beispiel 2. Sei X = Ly(la,b]) (1 < p £ o). Fiir p = oo gilt ahnlich wie im
vorigen Beispiel

[IK||* = hmsup

_1T/esssup./|k(£,s o)l dod¢

s€fa,b]

=7 =00

||K||** = esssup esssup/ |k(t,s,0)|do,
t>to  s€a,b)
- a

wahrend fir p = 1 die "dualen” Formeln

t

/esssup/ |k(€, s,0)| dsd€

1
[IK||* = limsup
Tt — o€[a,b]

t—5—co

[|K||** = esssup esssup/ |k(t,s,0)|ds
to o€lad]
a

gelten. Im Fall 1 < p < oo sind keine expliziten Formeln fir die Norm des Integral-
operators (7) angebbar. Man kann aber, z.B., die oberen Abschatzungen

t
= [1Ike. -l de

IK||* < limsup -

t~7=—00

v
[|K|]** < esssup||k(t,,")l|z,
t>10

benutzen, wobei || - ||z, die Norm der Zaanen-Kernklasse Z, bezeichnet (siehe [14]).
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2. Der Ljapunov-Bohl-Exponent im nichtlinearen Fall

Nun betrachten wir die Differentialgleichung

dr

— = A(t

T = At2) (30)
in einem Banach-Raum X. Sei to fest. Wir nennen (30) beziiglich einer Losung zo
Ljapunov- Bohl-stabil zum Exponenten v mit den Konstanten N, p > 0, falls

llz(t) = zo(t)l] < Ne7||z(r) = zo(7)]] (31)

fur alle Losungen z der Gleichung (30) mit ||z(to) — zo(to)|| < p und all diejenigen
t > 1 2 to gilt, fiir die z(t) definiert ist. Im linearen Fall (9) kann p beliebig gewahlt
werden.

Den Ljapunov-Bohl-Ezponenten w; der Gleichung (30) (bez. zo) definieren wir
als das Infimum aller Exponenten v, fiir die (30) Ljapunov-Bohl-stabil mit geeigneten
Konstanten N und p ist.

Im Spezialfall A(t,0) = 0 kdnnen wir fiir zo(t) = 0 auch (31) durch die einfachere
Formel (10) ersetzen. Im linearen Fall ist w} unabhangig von zo, und fiir zo(t) =0
erhalten wir die alte Definition.

Wie oben betrachten wir die Gleichung

dz
i C(t)z + K(t,z) (32)

(mit K(t,z) gemaBl (4)) zusammen mit der ungestorten Gleichung

dz

- C(t)z. (33)
Der folgende Satz wurde in [7: Theorem VII.3.1] fir den Spezialfall K(t,0) = 0,
zo(t) = 0 bewiesen. Wir konnen uns nicht mit derselben Begriindung wie dort auf
diesen Spezialfall zuriickziehen, da (30) bei der in [7: Chapter VII, §1.2] beschriebenen
Transformation die Eigenschaft verliert, daB der lineare Teil ein Multiplikationsoperator
ist. Dennoch funktioniert ein dhnlicher Beweis.

Wir nehmen an, da8 C in £(X) lokal integrierbar ist und dafl
1K (¢, 2(2)) = K (8, zo(t))I] < n()llz(t) — zo(t)l] (¢ 2 to) (34)

fur alle stetigen z : [to,00) — X mit ||z(t) — zo(t)|| < p gilt, wobei 5 lokal integrierbar
und flr ein 79 > 0
t+7o

a=sw = [ o(r)dr < oo (35)
t>to T0O ,

ist. AuBerdem sei die Abbildung ¢t — K(¢,z(t)) fir die angegebenen Funktionen z
stetig.



890 E. A. Ermolova

Satz 3. Es mogen die Bedingungen (34) und (35) gelten. Falls die Nullssung der
ungestorten Gleichung (33) Ljapunov-Bohl-stabil zum Ezponenten vy < 0 mit der Kon-
stanten No und falls v = vo+ Nog < 0 ist mit ¢ gemaf (35), so ist auch die nichtlineare
Gleichung (32) beziglich zo Ljapunov-Bohl-stabil zum Ezponenten v.

Beweis. Wir zeigen, da8 (31) fir A(t,z) = C(t)z + K (t,z) gilt fiir die Konstanten

N = NgeNed™ und p > 0 mit p < po/N und p < po. Sei z eine Losung von (32) mit
l|z(7) — zo(7)|| < p. Fiir ein T > 0 gilt dann

ll=(t) = zo(t)[| <po  (r<t<r+T) (36)

Sei wie oben Up der Cauchy-Operator von (33). Dann ist

z(t) = Up(t, 7)z(7) + /Uo(t,s)K(s,:t(s)) ds

zo(t) = Uo(t, 7)zo(7) + / Uo(t, s)K(s,zo(s))ds.

Da nach Voraussetzung ||Up(t,7)|| < Noe*o*=") (¢ > 1) ist, folgt mit (34)
[lz(2) — zo(®)Il < Noe***~7|jz(r) — zo(r)||
' (r<t<r+T).
+ [ Nac = n(s)la(s) - zo(s)ll ds
Nach dem Gronwall-Lemma folgt wegen vy < 0

t
[lz(t) — zo ()| < Noe"°('_’)||z('r) —zo(7)|lexp[ Non(s)ds (r<t<T1+T),

r
\

also nach (35)
ll=(2) = zo(2)Il

t —
< Nollz(r) = zo(r)|e**=" exp [( g 1) roqzvo]

To

(r<t<7+T) (37)
= Ne"""7||z(r) — zo(7)|

< poeu(t—r)'

Wir haben mithin gezeigt, da8 aus (36) stets (37) folgt. Dies zeigt aber, da8 die Vor-
aussetzung (36) sogar fur alle T > 0 erfiillt ist. In der Tat, wire das Supremum T*
aller T, fiir die (36) gilt, endlich, so gilte (37) aus Stetigkeitsgriinden auch noch fiir

t =17+ T*. Dann mifite aber (36) auch noch fiir ein T > T* gelten. Folglich gilt (37)
firallet > 71



Ljapunov-Bohl-Exponent und Greensche Funktion 891

Wir wollen dieses Ergebnis auf die Barbashin-Gleichung (1) anwenden. Den Ljapu-
nov-Bohl-Exponenten der ungestérten Gleichung konnen wir (falls er endlich ist) nach
Lemma 3 gema8 (21) berechnen. Das Problem besteht also darin, die Bedingungen (34)
und (35) zu iiberpriffen. Dazu halten wir ¢ in (34) fest und iiberlegen uns Kriterien, fiir
welche 7(t) die Bedingung (34) erfiillbar ist.

Betrachten wir zunachst die Rdume X = C([a,b]) und X = Loo([a,b]). Dann ist
(34) sicherlich erfiillt, falls

b
/’ [k(t,s,0,u) — k(t,s,0,z0(t,0))| do

sup
lu—zo(t,0)|<p [u — zo(t,0)]

n(t) > esssup

(38)
s€[a,b] ;

gilt. Diese Abschatzung ist im allgemeinen nicht ”scharf”, selbst wenn alle auftretenden
Funktionen glatt sind, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 3. Sei [¢,b] = [-1,1], k(t,s,0,u) = ou?, 2o(t) = 0 und p = 1. Dann gilt

(34) mit n(t) = 1, denn fiir z(¢) = y(¢,-) ist
1
2

/ay (t,0)do
ng|
fur ||z(t)]| < 1. Die Abschatzung (38) liefert aber nur 1 auf der rechten Seite.

Die Situation &ndert sich, wenn wir fordern, dafl (34) fur alle.Werte z(t), z¢(t) mit
flz(t) — zo(t)]| € p und |jz(t)|],||ze(t)]| < r gelten moége (also wenn insbesondere jede
durch r beschrankte Losung stabil sein soll). In diesem Fall ist (34) eine Lipschitz-

Bedingung an einen Uryson-Operator, und in [4] werden hierfiir das in C([a, b]) notwen-
dige und hinreichende Kriterium 4

)
n(t) > sup / sup |k(t,s,o,u) — k(t,s, 0, u)|

selad]J [ullvl<r |u = |
a

1K (4, 2()) ~ K (¢, z0()]] = < 5l

sowie das in L([a,b]) ebenfalls notwendige und hinreichende Kriterium (falls k eine
Carathéodory-Bedingung erfiillt)

b
/ sup |k(t,s,a,u) - k(t’sva)v)l d

foldol<r 6

 qu-vl<s

n(t) > lun esssup
§—0 s¢[a,b)

bewiesen. Im Raum X = L,([a, b]) (1 £ p < o0) ist die Bedingung

|k(t,s,0,u) — k(t,s,0,z0(t,0))| < ’7( ) lu —zo(t,o)| (¢ 2 to; 5,0 € [a,b])  (39)

natiirlich hinreichend fur (34).
Wir betrachten im folgenden nur den Spezialfall [a,b] = [0,1], zo(t) = 0 und
k(t,s,o,0) = 0. Dann wird (39) zu der Wachstumsbedingung
|k(t, s,0,u)| < n(t)lul. (40)

Wir bemerken, daB auch hier die Funktion n in (40) grofler sein kann als diejenige in
(34), wie das folgende Beispiel zeigt.
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Beispiel 4. Sei [a,b] = [0,1] und k(¢,s,0,u) = s®/P|u| mit 1 < p < oo und a > 0.
Dann erfiillt k fiir s € [0,1] die Bedingung (40) nur fiir n(t) > 1, aber in Ly([0,1]) ist
fur z(¢) = y(t,-)

1
a+1

11

KNI < [ [lue o) dods = S li=(oIP,
00

und die Funktion 7(t) = (o + 1)~!/? kann fiir @ — 0o beliebig klein gemacht werden.

In unserem Spezialfall folgt also aus (40) zwar (34), aber aus der Wachstumsbe-
dingung (34) fir den Uryson-Operator kann man nicht auf eine entsprechende Wachs-
tumsbedingung (40) fir die erzeugende Kernfunktion schlieBen. Fiir den Superposi-
tionsoperator ist ein ahnlicher Sachverhalt schon lange bekannt (siehe [2]). Fiir den
Uryson-Operator kann man obiges Beispiel sogar noch verscharfen — aus (34) folgt nicht
einmal, daB es Funktionen ¢ und 75 gibt, so dal die Wachstumsbedingung

[k, s,0,u)] < &(t,0) + n(t, o)yl (41)
erfullt ist.

Beispiel 5. Sei [a,b] = [0,1] und
(ul=D72p)y|  fiir u| <1
k =3° =
| (t,5,0,u) { lul fiir [u] > 1.
Dann erfiillt k fiir s € [0,1] die Bedingung (41) nicht, aber in L,([0, 1]) ist fir z(t) =
y(t,-) wegen |k(t,s,o,u)| < s~1/?P|u| nach Holder
1

1K (2, ()P < (/S'”z dS) (/ ly(t,a)lda) =2lz(IIZ, <20z,

0

d.h. (34) gilt mit n(t) = 2'/?. Dieses Beispiel ist insofern schwicher als das vorherge-
hende, als (40) zumindest fiir groBe |u| erfiillt ist.

Die Beispiele 4 und 5 zeigen, da8 selbst im betrachteten Spezialfall eine reine Wachs-
tumsbedingung an % nicht zugleich notwendig und hinreichend fiir das Erfiilltsein von
(34) sein kann.

Falls wir wieder fordern wollen, da$ (34) fur alle Werte z,zo € L,([a, b]) gilt, erhal-
ten wir wieder eine Lipschitz-Bedingung fiir einen Uryson-Operator, die in [9] untersucht
wurde - nach dem dortigen Ergebnis ist (falls k eine Carathéodory-Bedingung erfiillt)

1K (2, 2(2)) — K(t, zo (|2, < n*(O)ll=(t) - zo(t)llL,
aquivalent dazu, da8 fir alle mefbaren D C [a,b] und alle u die Abschitzung

b
sup /
h#0

a

gilt. Insbesondere ist dann fiir unsere Anwendung hinreichend (und zumindest im Fall
P =1 auch notwendig), daB8 (42) fiir 7(t) = (b — a)P~V/Py*(¢) erfiillt ist.

/ k(t,s,0,u+ h) — k(t,s,0,u) do
D

» 1/p
- ds) < n*(t)mes D (42)
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3. Greensche Funktion und beschrankte Losungen

Wir nennen die lineare Differentialgleichung (9) in einem Banach‘Raum X ezponentiell
dichotom, wenn es ein o und abgeschlossene Unterraume X; und X, mit X = X, & X
sowie Konstanten Ny > 0 und vx < 0 (k = 1,2) gibt, die folgendes erfiillen:

1. Fur alle Losungen z von (9) mit z(#p) € X, gilt
llz(OIf S Nee T Djz(r)l] - (2 7). (43)

2. Fur alle Losungen z von (9) mit z(tp) € X, gilt
llz()Il € Noe? T jz(r)l] (¢ <) (44)
3. Ist Pk der zur Zerlegung X = X, & X, gehérende Projektor von X auf Xi (k =
1,2) und U Cauchy-Operator von (9), so hat die Operatorfamilie {U(t,to)PxU(to,t)}:

gleichmafig beschrankte Opcratornorm, d.h.

sup ||U(t, to)PeU(to,t)|| < 0o (k=1,2). (45)
t

Die letzte Bedingung ist iberfliissig, falls (19) gilt (siehe [7: Lemma IV.3.2]). Fir
unsere Zwecke wird sich herausstellen, daB diese Bedingung immer tberfliissig ist. Fiir
exponentiell dichotome Differentialgleichungen konnen wir die Greensche Funktion

Ut to)PU(7,t)"!  fallst>r
(t7) = , | (46)
-U(t,to)PzU(T,to) falls t <7
definieren. Es gilt dann
= sup / G, )| dr < 'N‘ Mo, (47)
2

Wir werden G bald explizit a.ngeben. Zunachst beweisen wir allerding einen Satz, der
im wesentlichen in [7: Theorem VII.4.1] fiir stationares C(t) = C bewiesen wurde und
laut einer Bemerkung dort (allerdings ohne Beweis) auch allgemein gilt.

Satz 4. Sei (33) ezponentiell dichotom, 0 < ¢ < v~} und p > 0. Sei K stetig mit
p .

Kt u)ll < 5 (lull<p) - (48)

1Kt u) — K(t o)l S glle—vll  (Jlull,[lv]] < p). (49)

Dann hat die gestorte Gleschung (32) genau eine auf der reellen Achse durch p be-
schrankte Losung.
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Beweis. Wir betrachten auf der Kugel B, = {z € C(X) : ||z(t)|| < p} den
Hammerstein-Operator

+o00
Hz(t) = / G(t,7)K(7,z(r))dr.

Da H die Kugel B, wegen (47) und (48) in sich abbildet, sind nach [7: Theorem IV.3.2)
die Fixpunkte von H durch p beschriankte Losungen von (32). Ist umgekehrt z € B,
Lésung von (32), so ist die durch f(t) = K(t,z(t)) gegebene Funktion f stetig und
beschrinkt. Da die auf [to,00) beschrankten Lésungen der homogenen Gleichung (33)
genau diejenigen mit z(tp) € X; und die auf (—oo,to] beschrankten diejenigen mit
z(to) € X2 sind (siehe [7: S. 164]), hat die inhomogene Gleichung

= = Ol + 1) | (50)

héchstens eine beschrankte Losung. Eine solche ist nach (7: Theorem IV.3.2] durch

+o0o
z(t) = /G(t,r)f(r)dr

gegeben, d.h. z ist Fixpunkt von H. Es bleibt also zu zeigen, dal H einen eindeutigen
Fixpunkt besitzt. Wegen (49) und ¢y < 1 ist H aber kontrahierend il

Fir unsere Barbashin-Gleichung (1) ist (49) wieder eine Lipschitz-Bedingung an
einen Uryson-Operator.

Fiir den Multiplikationsoperator (3) 1a8t sich exponentielle Dichotomie leicht iiber-
priifen und sogar die Greensche Funktion explizit angeben.

Satz 5. Sei X gleich C([a,b]) oder ein idealer Raum tber [a,b] mit vollem Tréger.
Genau dann ist (33) ezponentiell dichotom in X, wenn sich [a, b} in zwei meflbare Men-
gen 51,52 C [a,b] zerlegen laft (d.h. Sy U S = [a,b] und mes(S; N S;) = 0), so
daf :

t
M,
< — t 1
ety KCRLE e SRR @
‘ T . M2 .
: ) > -
qeif o [ee0d 2 T2mm k<) ©2

: - t )
mit geeigneten Konstanten My und vg < 0 (k= 1,2) gilt. In diesem Fall sind die
Bedingungen (43) und (44) mit Ny = exp My erfillt. Die Riume Xi = {z € X :
suppz C Si} sind unabhingig von to, und die Greensche Funktion (46) lifit sich als
(exp f: c({,s)df) z(s) fallst > 7,5s€ 5,
Gt,r)z(s) = { - (exp f: c(§,s) d{) z(s) fallst<r,s€ S,

0 sonst
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schretben.
Beweis. Sei (33) zunachst exponentiell dichotom und sei Uy der Cauchy-Operator
von (33). Aus (44) folgt, daB fiir alle Losungen z mit z(ty) € X, ,
WWo(to, )z(t)]} < Nae”U=®jz(e)l] (¢ 2 to)

gilt. Setzen wir X2(t) = {Uo(t,t0)zo : zo € X3}, so folgt wegen der Aquivalenz der
Inklusionen z(t) € X2(t) und z(t9) € X, die Abschatzung

1Uo(to, )l c(xa(e),x) < Nae?2t710) (¢ > ¢),

Analog erhalten wir aus (43), daf§
1To(t, to)llc(x,,x) S Nret =) (¢ > 1)

ist. Sei Si =‘suprk, S2(t) = supp Xa(t) und S(¢) = $; N S2(t). Da Up in den
angegebenen Raumen der Multiplikationsoperator (26) ist, haben wir

t
Uo(t, to)llc(x,,x) > exp (eSSSUP/C(é,S)dE)
-

s€S(Y)

t : ¢
[1Uo(to, t)llc(xq0),x) = €xp | esssup —/c(f,s)d{ = exp —essinf/c({,s)d{ .
SES(1t) P4 s€S(t) :

Falls mes S(t) > 0 fir alle t > ty wire, ergabe dies zusammen

e—va(t—to) ¢ ¢ 4
N, S P | essinf / c(&,s)d¢
to

t
< exp esssup/c(g,s)dg < Nyenr(t=to)
s€S(t) ;
o

was nicht moglich ist. Fir ein gewisses t > ¢ ist also mes S(¢t) = 0. Da Ug(%o,t) ein
Multiplikationsoperator ist, ist supp X, C supp X2(t) = S2(t), also S$; N S2 C S(¢) und
daher mes (S; N S2) = 0. Es folgen (51) und (52) mit My = log Ni.

Seien umgekehrt (51) und (52) erfiillt und X wie im Satz angegeben. Dann ist
X = X, ® X2 und Piz(s) = xs,(s)z(s) (fur ideale Raume ist dies trivial, und fir
X = C([a,b]) ist nach der nachfolgenden Bemerkung X, = {0} oder X, = {0}). Es
folgt

Uo(t,to) Pula(to, )a(s) = xs ()2(s),

also ||Uo(t,t0)PiUo(to,t)|| < 1, und aus (51) und (52) folgen (43) und (44). Also ist
(33) exponentiell dichotom il
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Man beachte, dafl sich Satz 5 fir X = C([a, ]) besonders vereinfacht: in diesem
Fall folgt aus (51) und (52) namlich sogar, da X, = {0} oder X; = {0} sein muB. In
der Tat, wegen C(€) € L(X) ist c(€,-) stetig und |c(£,s)] < ||C(€)||. Man wihle t > 7

so, dal ML < —4 ynd Mz > % ist. Nach dem Satz von Lebesgue mit integrierbarer

Majorante £ — ||C(£)]]| ist
16 = 2 [ e, e

stetig. Aus (51) und (52) folgt f(s) < % fiir s € S) und f(s) > —*2 fiir s € S,. Wegen
vk < 0 ist dies nur moglich, wenn S; = 0 oder S; = § ist.

Im Falle des konstanten Multiplikationsoperators.(C(t)z)(s) = (Cz)(s) = ¢(s)z(s)
in C([a,b]) (also mit stetigem c) besagt Satz 5, daB8 (33) exponentiell dichotom genau
dann ist, wenn ¢ nullstellenfrei ist, d.h. wenn alle Werte von ¢ (und damit das Spektrum
von C) nur auf der positiven oder nur auf der negativen reellen Achse liegen.

Ein hinreichendes Kriterium fiir die Existenz einer Greenschen Funktion wird in [3]
angegeben. Dieses ist sogar hinreichend fiir exponentielle Dichotomie, wie das folgende
Lemma zeigt.

Lemma 4. Sei X gleich C([a, b)) oder ein idealer Raum Uber [a, b]. Falls der Grenz-

wert
t+T

co(s) = 11m —/ c(€,s)dé
1
gleichmaflig und unabhéingig von t existiert mit 0 < m < |co(s)] < M < oo, so ist (33)

exponentiell dichotom.

Beweis. Wir benutzen Satz 5 fiirr S} = {s: co(s) < 0} und 52 = {s: co(s) > 0}.
Wir zeigen (51). Zu 0 < ¢ < m gibt es ein Ty > 0 mit

t+T
—M—es%/c({,s)d{ﬁ—m+e=v1<0 (s€8, T>Ty). . (53)

t
Im Falle t — 7 > T, und Lésungen z mit z(r) € X, ist

t

[lz(£)]] < esssup (exp/c(f,S)df) llz()Il < e (7).
€S,

Im Falle 0 < t — 7 < Ty haben wir fiir T =t — 7 + Tp nach (53)

t+To
/ c(€,8)dé < Tv, < 2Tpny
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und daher

t+To t
(O] < esssup (exp / c(s,s>ds) (exp / c(e,s)de) (o)

T
’ e 0<t—r1<T)
< 2o M+ ()|

< Tl Mr =) iz(r)]|.

Die Abschatzung (52) folgt analogl

Die Bedingung (48) ist in X = C([a,}]) und X = Lo([a, b]) natiirlich erfiillt, falls
b

/ sup |k(t,s,0,u)|do < = P (54)

Ju|<

2|

gilt. Dies ist allerdings nicht notwendig, wie das Beispiel k(t,s,0,u) = py~!sino auf
[0,27] zeigt. :

In allen reguldren idealen Raumen (zum Beispiel in Ly([a,d]) mit 1 < p < o0) ist
die Bedingung

mes D
<tios  (Ellxoll <)) (55)

/ k(t,-,o,u)do
D

hinreichend - fiir einfache Funktionen
u(s) = Y uixpi(s)
i=1

mit paarweise disjunkten Tragern D; mit D, U...UD, = [a, ] ist namlich |u;]||xp,|| <

[lu]] € p und daher ‘ ’
b

/ k(t,-,o,u(0))deo|| =

a

pmesD _P
< = -.
27 e =4

/ k(t,-,0,u;)do

Falls u keine einfache Funktion ist, approximieren wir u punktweise durch einfache
Funktionen %, mit {un| < |u|. In reguliren Raumen folgt ||u — un|| — 0 und daher

IK(tw)ll = lim [IK(t,ua)ll < §

aufgrund der Stetigkeit von K(¢,-). Die Bedmgung (55) ist wieder nicht notwendig, wie
unser letztes Beispiel zeigen wird.

Beispiel 6. Sei [a,b] = [0,1] und k(t,s,0,u) = 2p7 "' X[0,1/2)(¢). Dann erfiillt der
durch k erzeugte Operator K die Abschitzung (48) in jedem Raum Ly([0,1]) (1 <p<
00). Fiir D = [0, 1] ist aber

1/2

/k(t,~,a,u)da = p,

Al 0 L’

wahrend die rechte Seite von (55) nur £ ist.
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