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Abstract. We give upper estimates (and in special cases even explicit formulas) for the 
Ljapunov-Bohl exponent of both the linear integro- differential equation 

.9x(t,$) b 
= c(t, s) x(t, s) +j k(t, s, a)x(t, a) da 

and the nonlinear integro-differential equation 

ôx(t,$) b 
=c(ts)x(ts)+f k (t, s, a, x(t, a)) da. 

Such estimates are achieved by considering these equations as integral perturbations of the 
differential equation x' = C(t)x with multiplication operator (C(t)x)(s) = c(t,$)x(s) in a 
suitable Banach space. We also obtain necessary and sufficient conditions for the exponential 
dichotomy of the differential equation, as well as an integral representation of the corresponding 
Green function. As application we derive stability and boundedness results for the solutions of 
the above mentioned integro-differential equations on the real line. 
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Ziel dieser Arbeit ist es, Siabilitts- und Bcschrdnktheitsaussagen für Lösungen der 
Integro-Differentialgleichung vom Barbashin- Typ 

b 
ax(t, .$)

= c(t, s) x(t, s) + J k(t, s, a, x(t, )) do,	 (1) a 
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herzuleiten. Dazu schreiben wir these Gleichung zunächst als Differentialgleichung 

dx = C(t)x + K(i,x)	 (2)
di 

mit einem (linearen) Muliiplikaiionsoperaior 

(C(i)x)(s) = c(t, s) x(s)	 (3)


und einem (nichtlinearen) Iniegraloperator 

K(t, x)(s) 
= /
 I  k(i, s, a, x(a)) do,	 (4) 

in einem Banachraum X, d.h. wir identiflzieren die reeliwertige Funktion zweier Van-
abler (I, s) x(t, s) mit der X-wertigcn Funktion t -* x(t, .). Die entscheidende Idee 
besteht dann darin, die Gleichung (2) als Siörung der (linearen!) Gleichung 

dx 
- = C(t)x	 (5)
di 

aufzufassen. Dies erlaubt es uris nämlich, Informationen über die Siabiliiäi der Dif-
ferentialgleichung (2) (und damit der Integro-Differentialgleichung (1)) aus bekannten 
Ergebnissen über den Ljapunov-Bohl-Exponenien (siehe [7: S. 116ff]) der Gleichung 
(5) herzuleiten. Dieselbe Idee führt auch zu Ergebnissen über die Greens che Funkiion 
der Gleichung (2), d.h. zu Existenzsätzen für beschrdnkie Lösungen der Barbashin-
Gleichung (1) auf der reellen Achse. 

Es ist nicht verwunderlich, daB die Theorie besonders einfach wird, wenn wir auch 
die Integralstörung K in (2) als linear voraussetzen, d.h. (2). durch 

dx = C(t)x + K(t)x	 (6)
dt 

mit

(K(i)x)(s) = I k(t, s, c)x(o, ) do,	 ( 7) 

ersetzen. Die hierfür hergeleiteten Ergebnisse lassen sich dann natürlich auf die lineare 
Integro-Differentialgleichung vom Barbashin-Typ 

6 

ax(t, s)
= c(t, s) x(t, s) + I k(i, s, a)x(i, a) do,	 (8) 

anwenden. Den linearen Fall werden wir im Abschnitt 1 betrachten, w.hrend dem 
nichtlinearen Fall der Abschnitt 2 gewidmet ist. Im Abschnitt 3 werden wir dann die
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Existenz beschränkter Lösungen auf der reellen Achse mittels der Greenschen Funktion 
diskutieren. 

Integro-Differentialgleichungen vom Typ (1) oder (8) treten in verschiedenen Trans-
portproblemen der Mechanik, Physik und Astronomie auf. Beispielsweise beschreibt (1) 
die Strahlungsausbreitung in der Atmosphäre von Planeten und Fixsternen (s. [8] und 
[11]) . In anderer Interpretation beschreiben (1) und (8) die Elektronenstreuung durch 
dünne Membranen und Platten in Atomreaktoren [13]. Daneben tritt die Gleichung (8) 
in der akustischen Streutheorie [6], in einigen Problemen der Wahrscheinlichkeitstheorie 
[1] sowie in Systemen mit wesentlich verteilten Parametern [5] auf. 

1. Der Ljapunov-Bohl-Exponent im linearen Fall 

Wir rufen zunächst einige Definitionen aus der Stabilitätstheorie gewohnlicher Diffe-
rentialgleichungen in Banach-Räumen in Erinnerung (siehe, z.B., [7: S. 116ff]). Sei 
A = A(t) eine starkstetige Operatorfamilie in einem Banach-Raum X (d.h. für jedes t 
ist die Abbildung x .—* A(t)x stetig in X) und sei x eine Lsung der Differentialgleichung 

dx 

	

Tt= A(t)x	 (9) 

in X. Sei to fest. Der Ljapunov-Bohl-Exponent w*(x) von x ist dann als Infimum a.11er 
reellen Zahien v definiert, für die ein N > 0 derart'existiert, daI3 

x(t)II < Ne'0' II x ( r )II	 (10) 

für all diejenigen t > T 2 to ist, für die x(t) definiert ist. Falls *(x) endlich ist, gilt die 
Formel

	

= urn sup log II x ( t )Il	log IIx(r)II 

Das Supremum der Exponenten w*(x), genommen über alle Lösungen z der Gleichung 
(9), bezeichnet man als Ljapunov-Bohl-Ezponenten w von (9). Für diesen gilt, falls er 
endlich ist, die Formel

2* = lim sup log	 T)U,	 (11) 

wobei U den Cauchy- Operator von (9) bezeichnet. Diese Exponenten haben eine beson-
dere Bedeutung für die Stabilitt der Gleichung (9). Zum Beispiel ist die Ungleichung 

0 notwendig für die asymptotische Stabilität der trivialen (und daxnit jeder) 
Lösung von (9), während die Ungléichung w <0 hinreichend ist. Vom Standpunkt der 
Störungstheorie (die uns hier ja gerade interessiert) ist der Ljapunov-Bohl-Exponent 
auch geeigneter als der klassische Lj apunov- Exponent 

= lim sup log IIU(t,0)II 
t—.00	t 

da w im Untershied zu w stabil gegenüber "kleinen" Störungen ist.
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Wir betrachten nun die ungestörte Differentialgleichung 

dx 
=C(t)x	 (12) 

dt 

zusammen mit der gestörten

dx
= C(t)x + K(t)x,	 (13) di 

wobei die Operatorfamilien C = C(t) und K = K(t) gemäB (3) und (7) in einem 
Bariach-Raum X definiert seien. Wir setzen voraus, daB C und K lokal integrierbar sind 
in der Algebra £(X) aller beschrãnkten linearen Operatoren in X, so daB die Cauchy-
Operatoren U0 der Gleichung (12) und U der Gleichung (13) definiert sind (siehe [7: S. 
94ff]). 

Lemma 1. Seien T1 ^! to und T2 ^! 0 lest. Falls der Cauchy-Operator Uo der 
Gleichung (12) eine Abschätzung 

IIU0(t,r)II	Iet)	(T1 < r	t - 7'2)	 (14) 

erfiillt, so gilt fr den Cauchy-Operator U der Gleichung (13) die Abschiizung 

II U( t , r )lI 57(7- )exp	(t - T) + 
M 

	II K(e)114	
( T1	t - T2 ),	(15) 

wobei
r+ 7'2 

	

(T) = M (1+/ e 6T) IIK(e)U(T)IId)	 (16) 

ist.

Beweis. Es gilt

U(t, r) = Uo(t, r) + / Uo(t, e)K(e)U(, r) d, 

also nach(14)fürT1 r<i—T2

r+ 7'2


II U ( t , T)II	MeãT) 

+ / Me6(t_ II K()U(, r )II d 

+ f Me6	II K()lI II U(, T)	d. 
H- T2
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Setzen wir W(t,r) = e_o(t_T) IIU(t,r)II, so laBt sich dies in der Form 

W(t,T) <7(r) + M  II K()II W ( , r ) de	(T1 <r <t - T2) 

r+ T2 

schreiben. Für jedes feste r können wir das Gronwallsche Lemma anwenden und erhal-
ten

W(t,T) <7(T)exp M 	IIK()IId 
r-3-T2 

Dies ist aber nur eine Umformung von (15) I 

Wir nehmen nun zusätzlich an, daB 

t+1 

supf II C()II d <	 ( 17) 

supf II K()II d <	 ( 18) 

ist. Insbesondere impliziert dies für A(t) = C(t) + K(t), daB 
1+1 

b=supf II A (C)II d < cx	 (19) 

gilt. Unter diesen Voraussetzungen wurde unser Lemma 1 in [7: Lemma 111.2.31 im 
Spezialfall T1 = to und T2 = 0 bewiesen. In diesem Fall ist natürlich 7(r) M. 
Aligemeiner gilt das folgende 

Lemma 2. Unter den Vorausseizungen (17) und (18) ist die Funktion (16) auf 
[t 0 , oo) beschrnkt. 

Beweis. Da stets

II U(t , r )II	exp	IIIA(e)PIdel	 (20) 

ist, folgt aus (19) die Abschätzung II U(t , r)II exp[b(t - r + 1)] (to < r < t), also 
/	r+T2 

7(r) < M (1 + J e6 II K(e)II d) 
\	r (r > to). /	T2 

=M (1 + J e —o)e+b IIK(e + r )II de) 
\	0 

Zusammen mit (18) erhalten wir die gewünschte Abschätzungl
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Wir wollen die Lemmata 1 und 2 nun auf die Gleichung (6) a.nwenden. Dazu sei X 
gleich C([a, b]) oder ein idealer Raum über [a, b] mit vollem Träger (siehe, z.B., [151). 

Wir definieren dann

w = urn sup ess sup	c(e, s ) d	 (21) 
sE[ab] 

i - T 

11 

	

= sup ess sup	j c( , s ) d	 (22) 

	

to<r< sE[a,b)	- T j 

sowie
11 

	

II K II t= limsup —J II K()II d	 (23) t-7-
7-

KII** = SUP 	J JJK(^ )Jjd^ .	 (24) 
to-

7-

Setzen wir die Funktion c ais produkt-meBbar voraus, können wir statt (22) einfacher 
= ess sup c(t,$) 

> to 
.EUt.bJ 

schreiben. Auf3erdem können wir (24) alternativ durch 
IIKII** = esssup 11K(t)II 

ersetzen, da in alien Lebesgue-Punkten t (also für fast alie t; siehe, z.B., [10: Theorem 
7.7])

H-h 

lim 
h—.O+	f II K()II d =.IIK(t)II 

ist. Es gelten stets die Abschätzungen w	w und IIKII*	IIKII**, wobei in ihnen

strikte Ungleichheit auftreten kann. 

Lemma 3. Falls der Ljapunov- Bohl- Exponent der Differentialgleichung (5) mit 
dem Multiplikationsoperator (3) endlich ist, ist er durch w gegeben. Falls w' < _- 

ist, so ist dieser Exponent endlich, und der Cauchy-Operator Uo erfiUlt die Abschitzung 

IIUo(t,r)II	e4"(7- ) .	 (25) 
Beweis. In den angegebenen Räumen gilt 

Uo(t,r)x(s) = (exPIc(es)de) x(s)	 (26) 

und

II U0( t , r )II = ess sup I exp I	 dC) 

	

3E[a,b)	J 
r 

Hieraus folgt sofort die Behauptung U
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Aus den obigen Lemmata ergeben sich nun die beiden folgenden Sätze. 

Satz 1. Unter den Vorausseizungen (17) und (18) sind die Ljapunov-Bohl-Ezponen-
ten w der Gleichung (13) und w der Gleichung (12) endlich, und es gilt 

U.70* + 11K 11 .	 (27) 

Beweis. Wir zeigen (27). Zu c > 0 gibt es TI , T2 > 0, so daB 

log II U0( i , r)II w+e t r	 (TI 5rt—T2), — 

also
U0(t, r )II !^	+e)(t_r)	(T1 < r	t - 

ist. Wir benutzen Lemma 1 für M = 1 und S = w + e und erhalten 

II U( t , r )Il < 7(r ) exP{(	+ e)(i - r)	II K()II d	< } (Ti r <t - T2). 

Aus der Definition (11) von w und der Beschränktheit Vofl y (siehe Lemma 2) folgt 
dann die Behauptungi 

Falls wir auf die Voraussetzungen (17) und (18) verzichten wollen, müssen wir for-
dern, daB w endlich ist und erhalten im folgenden Satz nur schwächere Abschätzungen. 

Satz 2. Falls der Ljapunov-Bohl-Exponent w der Gleichung (13) endlich ist, gilt 

+ IIK II	 (28) 

c	+ IIK II .	 (29) 

Beweis. Wir zeigen (28). Wegen (25) können wir Lemma 1 für S w, M = 1, 
Ti = t 0 und T2 = 0 anwenden und erhalten für gegebenes e > 0 

U(t, T)II exp.(-O.- (t - r) + (11 K 11 + e)(t - r)) 

falls r und t - r groB genug sind. Die Behauptung folgt dann wieder aus der Definition 
(11) von w. Die Abschützung (29) zeigt man analog durch Vertauschen der Rollen von 
C und K unter Benutzung von (20) anstelle von (25) I 

Die Definitionen (21) - (24) zeigen, daB w und w nur on der Multiplikatorfunk-
tion c abhángen, aber nicht vom unterliegenden Banach-Raum X, während IIKII* und 

I I K II" nicht nur von der Kernfunktion k, sondern auch von X abhängen. Haben wir 
in irgendeinem Banach-Raum X die Abschãtzung 11 K 11 < —w oder IIKII** < _. 

bewiesen, so wissen wir nach Satz 2, daB die triviale Lösung der Differentialgleichung 
(13) asymptotisch stabil in X ist, falls w < 00 ist. Wir illustrieren dies anhand der 
beiden folgenden Beispiele.
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Beispiel 1. Sei X = C(La,b]). Nach bekannten Forrneln über die Norm eines 
Integra.loperators (siehe, z.B., [12]) gilt darn 

IKI]'=limsup _Lj sup ]Ik(,s,)Idad t - T	3Ea,b a 

IKII** =esssup sup IIk(tsa)Ida. 
t>— to	3E[a,6]

a 

Dies laBt sich in vielen FJlen explizit berechnen und liefert damit eine hinreichende 
Bedingung für die asymptotische Stabilität der Gleichung (13) in C([a, b]). 

Beispiel 2. Sei X = L([a,b]) (1	p < oo). Für p	gilt ähnlich wie im 
vorigen Beispiel

IIKII' - T . sEa,b a



6 

IIKII** = esssup esssupf k(t, s,o)i da, 
t>to	sE[a,b] 

-	 a 

während für p = 1 die "dualen" Formein 

= lim SUP	ess sup] lk(e, tT	E[a,b] 

= ess sup ess supf ik(i, s, a)l ds 
t>to	oE[a,b]

a 

gelten. Im Fall 1 < p < oo sind keine expliziten Formeln für die Norm des Integral-
operators (7) angebbar. Man kann aber, z.B., die oberen Abschätzungen 

1

il K iI	lirnsL	Ilk(, -, -)IIz, d 

r 

IIKII** < esssup II k( i , -, - ) liz, 
i>to 

benutzen, wobei 11- liz, die Norm der Zaanen-Kernklasse Z,, bezeichnet (siehe [14]).
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2. Der Ljapunov-Bohl-Exponent im nichtlinearen Fall 

Nun betrachten wir die Differentialgleichung 

dx

	

= A(t,x)	 (30)
di 

in einem Banach-Raum X. Sei to fest. Wir nennen (30) bezuglich einer Lösung xo 
Ljapunov-BohI-stabil zum Exponenten v mit den Konstanten N, p> 0, falls 

x(t) - xo(t)II < Ne Ix(r) - xo(r)II (31) 

für alle Lösungen x der Gleichung (30) mit II x ( to) - xo(to)II :^ p und all diejenigen 
t > r > to gilt, für die x(t) definiert ist. Im linearen Fall (9) kann p beliebig gewählt 
werden. 

Den Ljapunov-Bohl-Ezpomenten w,*,, der Gleichung (30) (bez. x 0 ) definieren wir 
als das Infimum aller Exponenten ii, für die (30) Ljapunov-Bohl-stabil mit geeigneten 
Konstanten N und p ist. 

Im Spezialfall A(t,0) = 0 können wir für xo(t) 0 auch (31) durch die einfachere 
Formel (10) ersetzen. Im linearen Fall ist L unabhängig von xo, und für xo(t) E 0 
erhalten wir die alte Definition. 

Wie oben betrachten wir die Gleichung 

dx 
-- 

= C(t)x + K(t, x)	 (32) 
dt 

(mit K(t, x) gemäi3 (4)) zusammen mit der ungestörten Gleichung 

dx 

	

- = C(t)x.	 (33)

di 

Der folgende Satz wurde in [7: Theorem VII.3.1] für den Spezialfall K(t,0) = 0, 
xo(t) 0 bewiesen. Wir können uns nicht mit derselben Begründung wie dort auf 
diesen Spezialfall zurückziehen, da (30) bei der in [7: Chapter VII, §1.2] beschriebenen 
Transformation die Eigenschaft verliert, daB der lineare Teil ein Multiplikationsoperator 
ist. Dennoch funktioniert ein ähnlicher Beweis. 

Wir nehmen an, daB C in £(X) lokal integrierbar ist und daB 

IIK( t , x(t)) - .K(t, xo(t))II < ii( t )II x ( t) - xo(t)II (t > to) (34) 

für alle stetigen x : [to, °°) - X mit II x ( i ) - xo(t)II :S p gilt, wobei 17 lokal integrierbar 
und für ein r0 > 0

t+ro 
q= sup J_J?i(r)dT<oo	 (35)


t>fo 70 

ist. AuBerdem sei die Abbildung I '-* K(t,x(t)) für die angegebenen Funktionen x 
stetig.
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Satz 3. Es rnögen die Bedingungen (34) und (35) gelten. Falls die Nulbäsung der 
ungesiorten Gleichung (33) Ljapunov-Bohl-stabil zum Exponenten vo < 0 mit der Kon-
stanien No und falls v = vo + No  < 0 ist mit q gemáJi (35), so ist auch die nichilineare 
Gleichung (32) beziglich xo Ljapunov-Bohl-stabil zum Ezponenten ii. 

Beweis. Wir zeigen, daB (31) für A(t,x) = C(t)x+K(i,x) gilt für die Konstanten 
N = NoeNoqro und p> 0 mit p < po/N und p < Po• Sei x eine Lösung von (32) mit 
II x (r ) - xo(r)II p. Für ein T> 0 gilt dann 

11x(t) - xo(t)II <Po	(r <t <T + T).	 (36)


Sei wie oben U0 der Cauchy-Operator von (33). Dann ist 

x(t) = Uo(t, -)X(T) 
+ ! 

Uo(i, s)K(s, x(s)) ds 

xo(t) = Uo(t, T)xO(T) + / Uo(t, s)K(s, x 0 (s)) ds. 

Da nach Voraussetzung IIUo(t,r)II NoeL0() (t ? r) ist, fólgt mit (34) 

11x(t) - xo(t)II < NOC P0(t_T) IIx( T ) - xo(r)I 

+ f Noev0(t_8(1)IIx(s) - xo(s)II ds	
(r t <T + T). 

T. 

Nach dem Gronwall-Lemma folgt wegen vo <0 

11x(t) - xo(t)II	Noev0(i_IIx(r) - xo(r )II ex JNo(s ) ds (T	t <T + T), 

also nach (35) 

x(t) - xo(i)II
i_r Noflx(r) - xo(r)IIe 0(t_T) exp	+ 1) roqNo]	

(T <t r + T) (37) 
= Net) II x (r ) - xo(T)II	

K To 

poez(t—r) 

Wir haben mithin gezeigt, daB aus (36) stets (37) folgt. Dies zeigt aber, daI3 die Vor-
aussetzung (36) sogar für alle T > 0 erfüllt ist. In der Tat, ware das Supremum T 
aller T, für die (36) gilt, endlich, so galte (37) aus Stetigkeitsgründen auch noch für 
t = T + T. Dann müBte aber (36) auch noch für ein T> T* gelten. Foiglich gilt (37) 
für afle t
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Wir wollen dieses Ergebnis auf die Barbashin-Gleichung (1) anwenden. Den Ljapu-
nov-Bohl-Exponenten der ungestörten Gleichung können wir (falls er endlich ist) nach 
Lemma 3 gemäB (21) berechnen. Das Problem besteht also darin, die Bedingungen (34) 
und (35) zu überprüfen. Dazu halten wir tin (34) fest und uberlegen uns Kriterien, für 
weiche i7(t) die Bedingung (34) erfüllbar ist. 

Betrachten wir zunächst die Rãume X = C([a, b]) und X = L([a, b]). Dann ist 
(34) sicherlich erfüllt, falls

b 

Y7(t) 2 esssup I	sup	Ik(t, s, a, u) - k(t, s, a, -To (t, a))I 

sE[a,b]	u—zo(i,)I<p	 - X0 (t, a)I	
'	da	(38) 

a 

gilt. Diese Abschatzung ist im allgemeinen nicht "scharf", selbst wenn alle auftretenden 
Funktionen glatt sind, wie das folgende Beispiel zeigt. 

Beispiel 3. Sei [a, b] = [-1,11, k(t,s,a,u) = au 2, xo(t)	0 und p = 1. Dann gilt 
(34) mit ij(t) = 1 , denn für x(t) = y(t,.) ist 

II K ( t , x(t)) - K(t, xo(t))II 
= J ay2 (t, a) da <IIx(t)II 

für 11 x ( t )II < 1. Die Abschätzung (38) liefert aber nur 1 auf der rechten Seite. 
Die Situation ändert sich, wenn wir fordern, daB (34) für alle-Werte x(t), xo(t) mit 

11x(t) - xo(t)II 5 p und II x ( t )II, II xo( t )II < r gelten möge (also wenn insbesondere jede 
durch r beschränkte Lösung stabil sein soil). In diesem Fall ist (34) eine Lipschitz-
Bedingung an einen Uryson-Operator, und in [41 werden hierfür das in C([a, bj) notwen-
dige und hinreichende Kriterium 

b 

i(i) 2 sup	sup	k(t,s,a,u) - k(t,s,a,v)I do,
3E[a,b] I IuI,IvI<r	Iu - VI 

a 

sowie das in L([a, b]) ebenfalls notwendige und hinreichende Kriterium (falls k eine 
Carathéodory-Bedingung erfüllt)

b 

	

77(t) ^: lim esssup f	Ik(t,s,a,u) - k(t,s,a,v)I 
da —o sE[a,bJ J	I'I.1-I5' 

a 

bewiesen. Im Raum X = L([a, b]) (1 p < oo) ist die Bedingung 

I k(t, s, a, u) - k(t, s, a, xo(t, a))	---Iu - xo(t, a)I (t > to; s, a E [a, bl)	(39) 

natürlich hinreichend für (34). 
Wir betrachten im folgenden nur den Spezialfall [a, b] = [0, 1], xo(t)	0 und 

k(t,s, a, 0) 0. Dann wird (39) zu der Wachstumsbedingung 
Ik(t, s, a, u)I
	

(40) 
Wir bemerken, daB auch hier die Funktion 7 7 in (40) gröfler sein kann als diejenige in 
(34), wie das folgende Beispiel zeigt.
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Beispiel 4. Sei [a, b] = [0,1] und k(t,s,a,u) = sa /puI mit 1 <p < oo und a >0. 
Dann erfüllt k für s E [0, 1] die Bedingung (40) nur für i7(t) 2 1, aber in L([0, 1)) ist 
für x(t) = y(t,.)

II K ( t , x ( t ))II" <	 s I(ta) I P dads =	IIx(t)II", if	a+1 
00 

und die Funktion i(t) (a + 1) 11P kann für a -* 00 beliebig klein gemacht werden. 
In unserem Spezialfall folgt also aus (40) zwar (34), aber aus der Wachstumsbe-

dingung (34) für den Uryson-Operator kann man nicht auf eine entsprechende Wachs-
tumsbedingung (40) für die erzeugende Kernfunktion schlieBen. Für den Superposi-
tionsoperator ist ein ähnlicher Sachverhalt schon lange bekannt (siehe [2)). Für den 
Uryson-Operator kann man obiges Beispiel sogar noch versch.rfen - aus (34) folgt nicht 
einmal, daB es Funktionen und Y7 gibt, SO daB die Wachstumsbedingung 

s, a, u)I	(t, a) + i( t , a ) I u I	 (41)

erfüllt ist. 

Beispiel 5. Sei [a, b] = [0, 1] und 
(  

k(t,s,a,u)	
(IuI_,)/2pU	fürJ ul < 1 =	 ..	- 
ui	fur Jul 2 1. 

Dann erfüllt k für .s E [0, 1] die Bedingung (41) nicht, aber in L([0, 1]) ist für x(i) = 
y(t,.) wegen Ik(t,s,a,u)i	s 1/2P [u I nach Holder 

Ii K ( t , x(t))Ii"	1/2 ds) (1 y(t, a)I da

)

 = 2 ii x ( t )ii,	2iix(t)ii, 

d.h. (34) gilt mit i(t)	2 1!". Dieses Beispiel ist insofern schwächer als das vorherge-




hende, als (40) zumindest für grof3e Jul erfüllt ist. 
Die Beispiele 4 und 5 zeigen, daB selbst im betrachteten Spezialfall eine reine Wachs-

tumsbedingung an k nicht zugleich notwendig und hinreichend für das Erfülltsein von 
(34) sein kann. 

Falls wir wieder fordern wollen, daB (34) für alle Werte x, xo E L([a, b]) gilt, erhal-
ten wir wieder eine Lipschitz-Bedingung für einen Uryson- Operator, die in [9] untersucht 
wurde - nach dem dortigen Ergebnis ist (falls k eine Carathéodory-Bedingung erfüllt) 

ii K (t , x(t)) - .K(t, xo(t))IiL < ii( t )iI x( t ) - xo(t)iiLi 
Equivalent dazu, daB für alle meBbaren D c [a, b] und alle u die Abschätzung 

6 i/P 

sup	
______________ 

f j k(t,s,a,u + h) - k(t,s,a,u) do
,

 D	 h 

(	

ds)	<ij(t)mesD	(42) 
a 

gilt. Insbesondere ist dann für unsere Anwendung hinreichend (und zumindest im Fall 
p = 1 auch notwendig), daB (42) für i7(t) = ( b - a)(P_1)/P*(t) erfüllt ist.
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3. Greensche Funktion und beschränkte Lösungen 

Wir nennen die lineare Differentialgleichung (9) in einem BanachRaum X exponentiell 
dicho torn, wenn es ein to und abgeschlossene Unterräume X 1 und X2 mit X = X2 
sowie Konstariten Nk > 0 und vk <0 (k = 1,2) gibt, die folgendes erfüllen: 

1. Für alle Lösungen x von (9) mit x(to) E X 1 gilt 

	

x(t)II < N,e 1(i_r) ilx( T )pI	(t > T).	 (43) 

2. Für alle Lösungen x von (9) mit x(to) E X2 gilt 

	

I X(t)II	 N2e2(T_t) iI x ( r )i I	(t < r).	 (44) 

3. 1st Pk der zur Zerlegung X = X 1 ED X2 gehorende Projektor von X auf Xk (k = 
1,2) und U Cauchy-Operator von (9), so hat die Operatorfamilie {U(t,to)PkU(to,t)}, 
gleichmäBig beschränkte Operatornorm, d.h. 

	

sup II U ( t , to)Pk U( to, t )II < oo	(k = 1, 2).	 (45) 

Die letztc Bedingung ist uberflüssig, falls (19) gilt (siehe [7: Lemma IV.3.2]). Für 
unsere Zwecke wird sich herausstellen, daB these Bedingung immer überflüssig ist. Für 
exponentiell dichotome Differentialgleichungen können wir die Green.che Fumktion 

	

I U(t to)Pi U(r, to)'	falls t > 

	

G(t,r) =	 (46)

I. —U(t, to)P2 U(T, to)' falls t < T 

definieren. Es gilt dann

	

= suPf II G( t , r )iI dr <	+	.	 (47) 

Wir werden G bald explizit angeben. Zunächst beweisen wir allerding einen Satz, der 
im wesentlichen in 17: Theorem VII.4.1] für stationäres C(t) = C bewiesen wurde und 
laut einer Bemerkung dort (allerdings ohne Beweis) auch allgemein gilt. 

Satz 4. Sei (33) exponenizell dichotom, 0 < q < -y	und p > 0. Set K stetig mit 

	

(K(t, u )Ii	 ((lull	p)	 (48) 

	

IK(t, u) - K(t, v )II	q((u - v ii	((l u ll, jjvjj	p).	 (49) 

Dana hat die ge3t5rte Gleichung (32) genau eine auf der reeUen Achse durch p be-
.schrankte Lôsung. 

,1
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Beweis. Wir betrachten auf der Kugel B4, = {x E C(X) : 11x(t)II < p} den 
Hammerstein-Operator

Hx(t) = J 	r)K(r, x(r)) d-r. 

Da H die Kugel B,, wegen (47) und (48) in sich abbildet, sind nach [7: Theorem IV.3.2j 
die Fixpunkte von H durch p beschränkte Lösungen von (32). 1st umgekehrt x E B,, 
Lösung von (32), so ist die durch 1(t) = K(t,x(t)) gegebene Funktion f stetig und 
beschränkt. Da die auf [to,00) beschränkten Lösungen der homogenen Gleichung (33) 
genau diejenigen mit x(to) E X i und die auf (—, to] beschränkten diejenigen mit 
x(to) e X2 sind (siehe [7: S. 164]), hat die inhomogene Gleichung 

dx
= C(t)x + f(t)	 (50) dt 

höchstens eine beschränkte Lösung. Eine soiche ist nach [7: Theorem IV.3.2] durch 

X(t) = I G(t, r)f(r) dT 

gegeben, d.h. x ist Fixpunkt von H. Es bleibt also zu zeigen, daB H einen eindeutigen 
Fixpunkt besitzt. Wegen (49) und qy < 1 ist H aber kontrahierendi 

Für unsere Barbashin-Gleichung (1) ist (49) wieder eine Lipschitz- Bedingung an 
einen Uryson-Operator. 

Für den Multiplikationsoperator (3) läl3t sich exponentielle Dichotomie leicht über-
prüfen und sogar die Greensche Funktion explizit angeben. 

Satz 5. Sez X gleich C([a,b]) oder ein idealer Raum fiber  [a, b] mit vollem Triger. 
Genau dann ist (33) exponentiell dicho torn in X, wenn .ich [a, b] in zwei meftbare Men-
gen 51,52 c (a, b] zerlegen 1tftt (d. h. Si U S = [a, b] und mes(S i fl 52) = 0), s o 
daft

1	
M1 

	

esssup— c(,$)de <— + 11 1	(t > r)	 (51) J	t sCSi t–r	 –r 
-	T

r 

e3sinf__Jc(e,$)d > M2

	

–v2	(t <r)	 (52) sES, r 	 - T — t 

mit geeigneten Konstanten Mk und v k < 0 (k = 1,2) gilt. In diesem Fall sznd die 
Bedingungen (43) und (44) mit N,, = expM,, erfillt. Die Riume Xk = { x E X 
sup	c S,,} sind unabhngig von t 0 , und die Greensche Funkiion (46) bifit sich als 

(exp f, c(e, $ ) de) x(s)	falls t > r,s ES1 

G(i,r)x(s) = — (expf,!c(e,$)de) x(s) falls t < r,s eS2 

0	 sonsi
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schreiben. 

Beweis. Sei (33) zunächst exponentiell dichotom und sei Uo der Cauchy-Operator 
von (33). Aus (44) folgt, daB für alle Lösungen x mit x(to) E X2 

I U(t, t)x(t) II < N2 e" tt ° I x(t) I	(t > to) 

gilt. Setzen wir X2 (t) = {Uo(t,to)xo : x 0 E X2 }, so folgt wegen der Aquivalenz der 
Inklusionen x(t) E X2 (t) und x(to) E X2 die Abschätzung 

flU0 (to , ) IIc(x2(i)x)	 (t 2 to). 

Analog erhalten wir atis (43), daB 

II Uo( t , to)II(x,,x)	Ni e v 0	(t 2 to) 

ist. Sei Sk = suppXk, S2 (t) = suppX2 (t) und 5(t) = S fl S2(t). Da U0 in den 
angegebenen Räumen der Multiplikationsoperator (26) ist, haben wir 

II U0( t , to)Ik(x,,x) 2 exp (esssuP]c(es)d)' 
sES(t)

/	t 

	

II UO( to, t )IIc(x2(t),x) > exp (esssu I _]	sES(t) J

c(e,$)dl ) 

=
exp (—essinf f c(es)d). 

	

3ES(t) [ 
0	 ] \	 to 

Falls mes 5(t) > 0 für alle t 2 to ware, ergäbe dies zusaxnmen 

/ e - L'3 ( t - i0)

exp essinf c( s)d 

	

(t)	
) 

N2	 iES I 
to 

/ 
exp (ess sup f c(ei s ) d ) < N1e° 

sES(t)
to 

was nicht möglich ist. Für ein gewisses t 2 to ist also mesS(t) = 0. Da Uo(to,t) em 
Multiplikationsoperator ist, ist suppXz ç suppX2 (t) = S2 (t), also S 1 fl 52 g S(t) und 
daher mes(S i fl S) = 0. Es folgen (51) und (52) mit Mk = log Nk. 

Seien umgekehrt (51) und (52) erfüllt und Xk wie im Satz angegeben. Dann ist 
X = X 1 0 X2 und P& x( .$ ) = xs0 (s)x(s) (für ideale Räume ist dies trivial, und für 
X = C([a, b]) ist nach der nachfolgenden Bemerkung X 1 = { 0} oder X2 = {0}). Es 
folgt

Uo(t, to)Pk UO (t O , t)x(s) = xs (s)x(s), 

also IIU0(t,to)PkUo(to,t)II	1, und aus (51) und (52) folgen (43) und (44). Also ist

(33) exponentiell dichotomi
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Man beachte, daB sich Satz 5 für X	C([a, b]) besonders vereinfacht: in diesem

Fall folgt aus (51) und (52) nämlich sogar, daB X1 = {O} oder X2 = {O} sein mull In 
der Tat, wegen C() E £(X) ist c(,.) stetig und I c(e,$)I	II C(e)II . Man wale i > r 
so, daB	- ?1 und	ist. Nach dem Satz von Lebesgue mit integrierbarer 
Majorante	11C(C)II ist

= 

stetig. Aus (51) und (52) folgt f (s )	. für s E Si und f(s) ^ - für s E 52 . Wegen

'k <0 ist dies nur möglich, wenn Si = 0 oder S2 = 0 ist. 

Im Falle des konstanten Multiplikationsoperators (C(i)x)(s) = (Cx)(s) = c(s)x(s) 
in C([a, bj) (also mit stetigem c) besagt Satz 5, daB (33) exponentiell dichotom genau 
dann ist, wenn c nullstellenfrei ist, d.h. wenn alle Werte von c (und damit das Spektrum 
von C) nur auf der positiven oder nur auf der negativen reellen Achse liegen. 

Ein hinreichendes Kriterium für die Existenz einer Greenschcn Funktion wird in [3] 
angegeben. Dieses ist sogar hinreichend für exponentielle Dichotomie, wie das folgende 
Lemma zeigt. 

Lemma 4. Sei X gleich C([a, bJ) oder ein idealer Raum über a, b]. Falls der Grenz-
wert

1+T 

co(s)=iimJ c(e,.$)de 

gleichmäBig und unabh.ngig von t existiert mit 0 < rn	Ico(s)I	M < 00, so ist (33)

exponentiell dichotom. 

Beweis. Wir benutzen Satz 5 für S1 = Is : co(s) < 01 und S2	Is : co ( s ) > 01.

Wir zeigen (51). Zu 0 < e < m gibt es ein T0 > 0 mit 

i-I- T 

Jc(,$)d < —m+ = v 1 <0	(s ES 1 , T > T0 ).	(53) 

Tm Falle t - r > T0 und Lösungen x mit x (r ) E X1 ist 

II x ( t )II <esssup (exPIc(es)d) II x (r )II	evI(tT)IIx(T)II. 
3 ES, 

Im Fa.11e 0 <i - r <T0 haben wir für T = t - r + T0 nach (53) 

H- T0 

I

c(,$)d	Tv1



Ljapunov-BohI-Exponent und Greensche Funktion	897 

und daher
/ i+To

	 j 
II x ( t )II	esssup (exp J c(e, $ ) de	( exp c(e, $ ) d	IIx(r)II $6s 1 !(	 It\r	 / \	t 	 /	

(O<t—r<To) 
< e ' " CT0 ( M + e )II X ( T )II	 -	- 

< eTa(L I+M+e)v1(t_r)II(7)II 
Die Abschätzung (52) folgt analog U 

Die Bedingung (48) ist in X = C([a, b]) und X = L([a, b]) natürlich erfüllt, falls 

f
sup k(t,s,a,u)Ida	 (54)


a I
u I< p	 7


	

gilt. Dies ist allerdings nicht notwendig, wie das Beispiel k(t,s,a,u) = p	sin g auf

[0, 27r] zeigt. 

In alien regulãren idealen Räumen (zum Beispiel in Lp ([a,b]) mit 1	p < oo) ist

die Bedingung

	

^ f k(t, -, a, u) dor 
< ^mesD	

(I u IIIxII 5 p)	(55) 

hinreichend - für einfache Funktionen 

U(S) = >2UjxDI(S) 

mit paarweise disjunkten Trägern Di mit D1 U ... UD = [a, b] ist nämlich I U iIIIXD,II :5 
l u ll <p und daher 

f =	ID, k(t,,cr,u1)do 
<	nesD = 

Falls u keine einfache Funktion ist, approximieren wir u punktweise durch einfache 
Funktionen u,, mit l unj 5 l u l . In regulären Räumen folgt i l u — u - 0 und daher 

II K ( t , u )ll = lim llK(t,u)ll
7 

aufgrund der Stetigkeit von K(t, ). Die Bedingung (55) ist wieder nicht notwendig, wie 
unser letztes Beispiel zeigen wird. 

Beispiel 6. Sci [a, b] = [0, 1] und k(t, s, a, u) = 2p-y 'xi0112i( o ) . Dann erfüllt der 
durch k erzeugte Operator K die Abschätzung (48) in jedem Raum L([0, 1]) (1 p < 

oo). Für D = [o, ] ist aber
111/2	 II 

k(t, .,o,u)d J	— - 
7 

IlL,, 

während die rechte Seite von (55) nur	ist.
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