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Abstract. By linearization of nonlinear semi-eigenvalue problem, especially for analytic maps 
with completely continuous Fréchet derivative, we develop the (primary) branching solutions 
and the corresponding semi-cigenvalues into power series with respect to a real parameter. 
We consider the algebraically simple case of the semi-eigenvalue of the linearization using the 
implicit function theorem and the Fredholm alternative. 
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1. Einleitung 

Im Jahre 1963 wurde, von 0. B. Moskalew erstmals die Problematik der so genann-
ten Halbeigenwerte herausgearbeitet. In seiner Arbeit [4] st6f3t er bei der Modellie-
rung des Zusammenhanges von Neutronenstrom und Temperatur I als reeliwertige 
nicht-negative Funktionen im Inneren Q C R 3 eines Kernreaktors schlief3lich auf das 
Integralgleichungssystem: 

IQ G(x, y)a(to + i(y))(y) dy = 

IQ G(x, y)b(to + t(y))(y) dy = 1(x) 

wobei A E R nichtnegativ und G die Greensche Funktion ist sowie a und b bestimmte 
stetige und reeliwertige Funktionen sind. Das Problem waren Existenzaussagen über 
Lösungen dieses Integralgleichungssystems. Dieses wurde 1966 von I. A. Bachtin in [1] 
mit seinem bemerkenswerten Existenzsatz für Halbeigenvektoren volistetiger Abbildun-
gen in Banach-Rãumen umfassend gelöst; auch der Begriff des Halbeigenwertes wurde 
von ihm in dieser Arbeit geprägt. 

M. Damm: (do Th. Riedrich) Techn. Univ., Inst. Anal., Zellescher Weg 12-14, D-01069 
Dresden 

ISSN 0232-2064 / $ 2.50 © Heldermann Verlag Berlin



240	M. Damm 

Seien nun (E1, II II) und ( E2,11-112) zwei Banach-Räume. Man erklärt den Banach-
Raum E als das Produkt E = E1 xE2 , versehen z.B. mit der Norm = III' +11 112. 
Wir betrachten für die Abbildung F: E -* E die Gleichung 

F(x, y) = (Ax, y)	(xEEi ,YEE2 ,AER).	 (1) 

Dabei heiBen in Anlehnung zur Terminologie von Eigenwertaufgaben A Halbeigenwert 
von F und (x, Y) E E mit x 0 1 ein zum Haibeigenwert A gehöriger Halbeigenvektor 
von F. Das Wirken des Parameters A auf ausschlieBlich dem ersten der beiden Räume 
motivierten also zur Silbe "Halb-". Dass der Bezug auf Eigenwerte tatsächlich gerecht-
fertigt ist, zeigt z.B. in Spezialfäilen die Rückführung auf bekannte Eigenwertprobleme 
wie in Folgerung 7 unten. 

Im Jahre 1970 wurde der Existenzsatz von Bachtin durch E. Schulz ([6], veröffent-
licht also erst 1973) auf topologische Vektorräume erweitert. Die vorerst letzte Arbeit 
über Haibeigenwerte wurde 1975 von T. Riedrich mit [5] publiziert, sie enthält einen 
Störungssatz zur Stabilitãt positiver Haibeigenwerte vollstetiger Abbildungen auf topo-
logischen Vektorräumen. 

Parameterabhängige Aufgaben aligemeiner Art, etwa 

F(x,A)=0	(xEX,AEfl)	 (2) 

wobei X und H (Parameterraum) Banach-Räun-ie über C sein solien, untersuchte Zeid-
icr. Für A E C" (n 2 1) und F E C 2 bewies er in 17: S. 311 f] ein bemerkenswertes 
hinreichendes Kriterium für Verzweigungspunkte der Lösungen von (2). Für den Be-
reich der Anwendungen werden jedoch konstruktive Aussagen zu Verzweigungslösungen 
vermisst. Nachdem bereits für nichtlineare Eigenwertprobleme als Spezialfail von (2) 
konstruktive Verfahren zur Bestimmung der Eigenvektoren und Eigenwerte (auf Grund-
lage des Satzes über implizite Funktionen) entwickelt wurden (vgi. [31), solite dies für 
die Halbeigenwertprobleme, welche ebenfalis einen Spezialfali darstellen, im Rahmen der 
Diplomarbeit [2] nachgeholt werden. Vorliegender Artikel ist eine Zusammenfassung der 
wichtigsten Resuitate daraus (vgl. [2]). 

Wie das Beispiel von Moskalew nahe legt, sind Haibeigenwertaufgaben unter Urn-
ständen in der Steuerungs- und Regelungstechnik von Bedeutung. Eine schwache Moti-
vation dafür soil das folgende Beispiel liefern. Seien dazu u (Input), x (Zustand) und y 
(Output) Vektorfunktionen von JR nach einem Banach-Raum X. Für ein nichtlineares 
Ubertragungssystem

(t) = V(x(i),u(t)) 

y(t) = W(x(t),u(t)) 

ist es in der Praxis durchaus sinnvoli, die Asymptotik y(t) -* u(t) (für i - 00 und 
th(t) - 0, x(t) 74 0) und den Ansatz V(x,u) = V(x,u) - Ax zu untersuchen. Man 
erhäit dann eine nichtlineare Halbeigenwertaufgabe. 

Wir beschränkei-i uns un Weiteren durchgehend auf reelle Banach-Räume und (im 
Hinbiick auf Potenzreihen für die Losungen) auf analytische und nichtlineare Abbildtm-
gen F. Wir definieren (vgl. [6]) ein spezielles Produkt, weiches mit x E E1 und y E E2 
erklärt wird durch

A * (x , Y) := ( ,\x , Y).
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Unser Ha.lbeigenwertproblem (1) kann damit geschrieben werden als 

F(x,y) = 

Unter Verwendung der Komponentenabbildungen 5: E 1 x E2 - E 1 und T: E 1 x E2 
E2 von F lautet (1) auch

S(x,y)= A•x 
T(x, y) = y 

Der Hauptunterschied zu den bekannten Eigenwertaufgaben ist die offensichtliche In-
kompatibilität der *-Multiplikation mit der den Vektorräumen zu Grunde liegenden 
skalaren Multiplikation (Bezeichnung mit "."). Die Zuordnung A (Ax,y) ist offen-
bar nichtlinear in A. Dieser Unterschied verhindert eine vollständige Ubertragung der 
Theorie über Eigenwertaufgaben auf Halbeigenwertaufgaben. Probleme tauchen dabei 
bereits bei linearen Problemen auf, wie die Bemerkungen 4 und 12 unten verdeutlichen 
werden. 

Definition 1. Es gelte F(OE) = OE = (01,02). Eine Zahi A 0 e R heif3t Verzwei-
gung3weri von (1), wenn für jedes c > 0 ein Paar ((x,y),A) E E x R existiert mit 
IA — Aol e und II( x , y ) IIE e (x 0 Os), weiches (1) erfüllt. Die Paare ((x,y),A) heif3en 
dabei Verzweigung3b5sungen. Wir bezeichnen mit A die Menge aller Verzweigungswerte 
von (1). 

Bemerkung 2. Wir untersuchen hier wegen der Existenze der trivialen Lösung und 
gesuchter nichttrivialer (x, y) E E ausschlieflhich primäre Bifurkation, d.h. Verzweigung 
von der trivialen Lösung. 

2. Linearisierung 

Analog zu Eigenwertproblemen haben wir zur Linearisierung die Fréchet-Ableitung 
A = F( O E) von F an der Stelle °E zu bestimmen. Zusammen mit der Voraussetzung 
F(OE) = OE erhalten wir für F die Darstellung 

F=A+R. 

Dabei hat für R wegen der Definition der Fréchet-Ableitung 

R(x,y) urn	 = (z,y)-OE II( x , Y)IIE	
°E

 

zu gelten, R enthält also keine linearen Terme. 
Mit dem eingeführten *-Produkt definieren wir 

:= A - A * 

wobei JE die Identität auf E ist. Mit fixern A0 E R und der Festlegung p := A - A0 ist 
unser Halbeigenwertproblern (1) dann lokal àquivalent zu 

A 0 (x,y) + .R(x,y) - (zx,0) = 0g.	 (3)
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Unter Verwendung der (partiellen) Fréchet-Ableitungen der Komponenten von F, wel-
che wir mit Si - S - c9S I T - 8T und 7'2 = bezeichnen, sowie 
mit der Definition von 

	

- ÔIIOE' 2 - ay !9S- 	1 - ÔzIOE IOE 

=	12 

wobei I = (11 , 12 ) ist erhalten wir für (D : E -* E die Darsteliung 

1)A
	

[(sI_All) 521	 (4)

	

T	cj 

2.1 Notwendiges Kriterium für Verzweigung. Ahniich zur Spektraltheorie linearer 
Operatoren geben wir die folgende 

Definition 3. Die Menge ph(A) := (A € R € L[E]} heiBt Halbresol-
venienrnenge von A. Das reelle Kompiement O h( A) = R \ ph(A) bezeichnen wir als 
Halbspektrum von A. Die Menge 

€IR: 3 (xo, yo) €E(xo 0 0 1 )mit A0 (xo, YO) =0E} 

soil Halbpunktspektrum von A heiBen. 

Beachte, dass wir ausschlieBlich auf reellen Banach-Rãumen E arbeiten wolien, da 
für A € C der Operator c1,\ nicht erklärt zu sein braucht. 

Bemerkung 4. Wichtig war bei der Definition von oh(A) die Bedingung X0 5k 01, 
da das Auftreten nicht-trivialer Losungen (O,yo) von A 0 (x,y) = OE, z.B. für A 
JE, ein Problem ist. Dies würde im Unterschied zu Eigenwertaufgaben ph(A) = 0 
verursachen, da dann die Invertierbarkeit von I nicht mehr von A abhängt: 

	

o( O ,YO) = 0 (A0 € R) =	O,yo) = OE VA € R. 

Ebenso möglich ist auch der andere Grenzfall ah(A) = 0. 

Wir haben im Folgenden darauf zu achten, dass ph(A) und cTh(A) nichtleer sind; 
entartete Lösungen (0, yo) wie oben können dann nicht auftreten. 

Satz 5 (Notwendiges Kriterium). Set F: E -* E stetig und gelte F(OE) = OE . Es 
existiere die Fréchet-Ableztung A = F'(O E ). Fur A als die Menge aller Verzweigungs-
werte von (1) gilt dann A ç h(A). 

Beweis. Wir werden ihn indirekt führen, d.h. annehmen, class A 0 € Ph(A) für 
A 0 € A gelte. Wegen der Linearität von A * IE für festes A ist 4),\,,die Fréchet-Ableitung 
des Operators F - A * IE nach (x, y) an der Stelle (OE,Ao). Daher ist es unser Haib-
eigenwertproblem (1), d.h. F(x, y) - A * (x, y) = OE, weiches wegen A0 € ph(A) nach 
dem Satz über implitite Funktionen lokal urn (OE, A 0 ) stetig nach (x, y) aufiösbar ist. 
Wegen der Existenz der triviaien Lösung und Eindeutigkeit der Aufiösung foigte jedoch 
( X , Y) = °E für alie Lösungen von (1) mit A aus einer gewissen Umgebung von A 0 . Das 
ist ein Widerspruch I
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2.2 Ergebnisse der Linearisierung. Für eine Untersuchung von ah(A) bzw. von 
crh(A) betrachten wir wegen Definition 3 die folgenden beiden Gleichungen, welche auch 
noch im Abschnitt 2.3 eine wichtige Rolle spielen werden: 

'PA 0 (x,y)	z	 (5) 
(x,y) = OE.	 (6) 

Satz 6. Es set	= A - A0 * 'E (vgl. (4)). Falls Q : E2 - E2 stetig invertierbar 
(also bijektiv) ist, so gelten die folgenden Aussagen: 

1. ist genau damn invertierbar, wenn ( Si - Aol 1 ) - S2 ZTI : E1 - E1 

invertierbar ist. 
2. Wenn 4 nicht invertierbar ist, gilt für alle nicht-trivialen Lösungen (xO, yo) der 

homogenen Gleichung (6) automatisch xo 54 0, d.h. nicht-triviale Lösungen (0, Yo) wie 
in Bemerkung 4 sind ausgeschlossen. 

3. Es gilt Ch(A) 0 0 und es existiert eine Zahi rh(A) > 0, so class für jedes 
A0 E ah( A) die Ungleichung lAol rh(A) gilt (Spektralradius). Die Neumannsche 
Reihe

_S2_IT1k	 (7) 

k=0 0 

(für die Inverse von (Si - A0 I) - S2 ç- 'T1 ) konvergiert genau dann, wenn IA 0 I > rh (A) 
gilt. Dabei berechnet sich rh(A) nach der Gelfand-Formel für Halbeigenwerte: 

rh(A) = lii	/II( S 1 - S2 1 TI ) Th II = inf /ll( S' - S2 T1)"II .	( 8) 

4. Es existiert genau eine stetige Funktion 0, weiche für x aus einer gewissen 
Nullumgeburig in E1 die Gleichung T(x,4?(x)) = j(x) und die Bedingung (0) = 02 
erfüllt. 

Beweis. 1. Für stetig invertierbares Q besitzt I,, die Faktorisierung 

- 
['1 

s2 c1- I ] { si - A0 1 1 ) - S2 'T1 01 1 I	01 
- 0	12	 0	 c]1cl-'Ti 12] 

=L 7	 =B2	 =R2 

Da L2 und R2 als Abbildungen von E nach E stets invertierbar sind, ist die Invertier-
barkeit von 4),\,) gleichwertig zu der von B2 . Jedoch ist B2 invertierbar genau dann, 
wenn ( Si - A0 11) - S2ST1 invertierbar ist. 

2. Wir untersuchen die Lösungen des Gleichungssystems, weiches nach Darstellung 
(4) gleichwertig zur homogenen Gleichung (6) ist: 

(SI_Ao1l)x+S2Y=0Il	 (9) 
Ti xfZy = 02 J 

Nach Voraussetzung folgt aus (9)2 die Beziehungyo = -'T1 xo. Also würde x 0 = 0 
die triviale Lösung ergeben.
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3. Für die Untersuchung von p h (A) genügt es wegen Punkt 1 die stetige Inverse 
von (S1 - A 0 11 ) - S2 ç1 — 'T1 zu betrachten. Es ist leicht nachzurechnen, class die Reihe 
(7) formal these Inverse ist. Mit H := S1 - S2fZT1 haben wir die Eigenwertaufgabe 
(H - Aol1 ) zu untersuchen, cYh(A) 54 0 ist damit kiar. Hr EA_ I H k gilt als Kon-
vergenzkriterium nach Cauchy-Hadamard zunãchst I Aol > rn/jll, dann zeigt man 
sogar urn inf, d.h. urn inf = lim. Es gilt also (8). 

4. Folgerung aus dem Satz über implizite Funktionen ist, class die Gleichung 
T(x,y) = y dann die Auflösung (x) = y besitzt, da ci = T2 - 12 gerade die parti-
elle Ableitung des Operators (T - 12 ) : E - E2 nach dem zweiten Argument y dar-
stellt. Die Halbeigenvektoren von A lauten also (x, (x)), falls die x aus einer gewissen 
Nullumgebung von E1 die Gleichung 

S(x,15(x)) =Ax	 (10)

erfüllenl 

Folgerung 7. Punkt 4 von Satz 6 bedeutet, dass unser Halbeigenwertproblem (1) 
unter den genannten Vorausseizungen iquivalent zum Eigenwertproblem (10) isi. Der 
Operator S E1 -* E 1 , dejinieri durch Sr = S(x, O(x)), lit stetig, da sowohl S als 
auch 0 sietig sind. Dartl.ber hinaus lit wegen S(0 1 ) = S(O E ) = 01 die triviale Lsung 
vorhanden. Die Theorie fiber nichtlineare Eigenwertprobleme ldsst sich som:t auf (10) 
anwenden. 

Deshaib haben wir uns besonders solchen Halbeigenwertaufgaben zuzuwenden, bei 
denen ci kein linearer Homöomorphisrnus auf E2 ist. 

Satz 8. Es sei	= A - A0 * TE . Falls (Si - A 0 11 ) E1 -+ El stelig invertierbar
lit, so gilt:

1. ist genau dann invertierbar, wenn fl - T1 ( S1 - A0 11 ) S2 : E2 - E2 
invertierbar ist. 

2. Wenn 4P,\.nicht invertierbar lit, gilt fir die nichi-irivialen Lösungen (x0 , y0 ) der 
homogenen Gleichung (6) die Relation yo 0 02. 

Beweis. Er ist analog zum Beweis der Punkte 1 und 2 von Satz 6. Unter Punkt 1 
besitzt (D 0 bier die Darstellung'	= L 1 B i R1 mit 

B1- 1(S 1 —Aol 1 )	 0 
- [	0	cl—T1(S1—A011)—'52] 

I	i	01 
= [ TI (Si — A 0 11 )' 12] 

R1 I ( Si —A011y'S21 = 0	12 

Für Punkt 2 folgt die Beziehung xo —(Si - AoIi )S2 yo aus (9). Aus der Relation 
Yo = 0 2 würde also die triviale Lösung (xo,yo) = ° E folgeni
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Hilfssatz 9. Sei dimE 1 <00 und seien At,... ,A (mit 1 n dimE i ) verschie-
dene Halbeigenwerie von A und (xk,yk) cia zum Halbeigenwert A k gehôrigcr Halbeigen-
vekior (k = 1,... ,n). Dann gilt dimlin{x i ,.. .,x} = ri 

Der Beweis ist leicht mittels volistandiger Induktion möglich. Interessant ist da-
bei, dass das Wirken der Halbeigenwerte ausschlieBlich auf E1 dazu führt, dass keine 
derartige Aussage über die Yk gemacht werden kann, da für these unter Umständen 
Y1 = ... = Ym =02 (1mn)gilt. 

Ein brauchbarer Zusammenha.ng zwischen dem betragsmäl3ig gröflten Eigenwert und 
dem betragsmäBig gröBten Halbeigenwert von A lässt sich deshaib nicht herstellen, weil 
dieser offenbar spezielle Voraussetzungen über S i , S2 und T1 , T2 (also über A) erfordern 
würde. 

2.3 Anwendung der Fredhoim-Alternative. Sei A vollstetig. Für feste, nichtver-
schwindende und endliche A E R ist der lineare und stetige Operator A * IE : E - E 
bijektiv. Der Satz von Nikolski (1943) besagt, dass ein Operator genau dann der 
Fredholm-Alternative genügt, wenn er eine Darstellung als Summe eines volistetigen 
und eines stetig invertierbaren Operators besitzt. Deshaib genügen für A 0 0 und 
Al <00 alle Operatoren I = A - A * 'E der Fredhoim-Alternative. 

Mit 'I : E -+ E genügen auch ( Si - All ) : E1 - E1 und ci: E2 -* E2 der 
Fredhoim-Alternative, da sie sich stetig (mittels geeigneter Projektionen) aus 'I ge-
winnen lassen. Die Fredhoim-Alternative besagt in unserem Fall, dass für A 0 E R 

• entweder (5) für beliebige z E E eindeutig und stetig lösbar ist, also eine stetige 
Inverse von(D,\,,existiert (d-h- A 0 E ph(A)) 

oder 
• (6) eine nichtverschwindende und endliche Anzahl linear unabhängiger Lösungen 

(x 0 ,yo) besitzt (d.h. A 0 E ahp(A)). 

Folgerung 10. Da nach der Fredholm-Aliernative fir vollstetige3 A die Relation 
ah(A) C {0} U ah(A) gilt, lautet die Aussage von Satz 5 dana 

A ç {O} U 17hp(A). 

Irn Fall dim E l < 00 gilt nach Hilfssaiz 9 auflerdem card crh(A) !^ dim El.

Wir betrachten nun den Nuliraum (Kern) und den Wertebereich von 

H(Ix 0 ) := {(x 0 , y0 ) E E :	0 (x0 ,yo) = OE}

Ao[EI. 

Analog zu den Eigenwerten geben wir die folgenden Begriffsdefinitionen: 

Definition 11. Es bezeichnen '(A 0 ) := dimA((h0 ) die geometrische und a(Ao) := 
dim	AI(4(,) die algebraische Vielfachheit des Halbeigenwertes A 0 von A. Falls eine 
natürliche Zahl 11< 00 existiert mit	cI) C Jtf() =	c') , so heif3t these der

A	AO

Index des Halbeigenwertes A 0 von A und wir bezeichnen diesen mit v(Ao). 

Sei A 0 E chp( A ) . Die Fredhoim-Alternative liefert
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a) 1 <y(Ao) <no 
b) codim1.( A0 ) = -y(-\O) 

c) R.(A0) ist abgeschlossen. 

Deshaib existieren abgeschlossene, nichtleere und nichttriviale Mengen M c E und 
N C E, so class für E die folgenden Darstellungen als topologische direkte Summen 
existieren:

E = H(A0 )e N 
E = M 

Sei A 0 von beliebigem Index v(Ao) < no und seien durch {z 1 ,... ,z(A0 )} eine Basis 
von M bzw. durch {( x 1 ,y 1 ),. . . ,(x(A0),y(A0))} eine Basis von .iV(1 A0 ) gegeben. Eine 
Folgerung aus dcm Satz von Hahn-Banach besagt, class zu jedem Vektor xo E E und 
jedem abgeschlossenen linearen Teilraum X C E mit xo ein lineares stetiges 
Funktional I E E' existiert mit .f(xo) = 1 und f(y) = 0 (y E X). Deshaib existiert zu 
den (xk,yk) ein System {f,... ,fA0 )} C E' mit f(x,y) = bij und fk(x,y) = 0 für 
(x, y) E N (k = 1,. . . , y(Ao)). Diese fk sind nur auf dem endlich-dimensionalen Raum 

zu bestimmen. Wir definieren damit F: E —* .,V( cI (,) durch 

P(x,y)=	fk(x,y).(xk,yk).	 (11) 

Bemerkung 12. Der Projektor P und der lineare Operator A kommutieren im 
Unterschicd zu Eigenwerten im ailgemeinen nicht miteinander, d.h. im Aligemeinen ist 
AP 54 PA. 

Die Einschrãnkung	von (D,\,,auf semen Wertebereich l ( 4 A 0 ) ist ein linearer
Homöomorphismus, weichen wir nun auf ganz E fortsetzen wollen. Dazu definieren wir 

-Y( -X0) 
0 (x,y) :=	0 (x,y) + E f,(x,y) 

Das Schmidtsche Lemma liefert, class für volistetiges A die stetige Inverse F := 
existiert. Diese Inverse heifjt ailgemein Pseudoresolvente von A, hier wollen wir sie 
Peudohalbresolvente von A nennen. 

Die Riiume M und N sind als topologische Komplemente nicht eindeutig bestimmt, 
wir können im Aligemeinen auch nicht M = N(4 A0 ) bzw. N = R.(4 A0 ) wählen. Die 
bekannte Tatsache, class sich für den Fredholin-Operator 4),\0 die Teilräume M und N 
genau dann als Nuliraum bzw. Wertebereich wählen lassen, wenn u 0 ) = 1 ist, lässt 
sich jedoch ohne Probleme auf Halbeigenwerte übertragen (wir benötigen dazu lediglich 

= iV(), nicht aber die spezielle Gestalt von cI). Wir erhalten für v 0 ) = 1 
also

E = N(I) e lI A 0 ) .	 (12) 
Im diesem Falle können wir sogar zk (xk,yk) wählen und es gilt AV(P) = 7((D) = 
( IE — P)[E]. Es gelten dann auf3erdem die beiden folgenden wichtigen Hilfssätze.
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Hilfssatz 13. Sei (xo,yo) E A((1A0 ) mit x0	01 und .5e1 v(A O ) = 1. Damn gilt
(xo,O) 

Beweis. Aus (x 0 , y0 ) E AI( 0 ) folgt also 4 0 (xo,0) + I 0 (0,yo) = OE wegen der 
Linearität von	Angenommen, es ware (xo,0) E	Wegen (12) ware dann 
'V( A0 ) fl l.(0) = { OE}, d.h.	0 (xo,0) 56 O. Wegen der Injektivität von	auf
7 ( 4 A 0 ) würde dann (xo,0) + (0, yo) = OE folgen, was ein Widerspruch 1st U 

Hilfssatz 14. Sei (e) E R(cI 0 ) mit	01 und .,ei zi(Ao) = 1. Damn gilt 

0)
Beweis. Wegen H(I A0 ) = H(c 0 ) besitzt (,i) ein Urbild (u,v) E R.((% 0 ), d.h. 

(,ij) = ' A0 (u,v). Weiterhin ist	= I(,0) + A0 (0,7) = 4 0 (u,v). Ware 
(,0) E AI(4 A0 ), dann ware	0 (u,v) = 4(0,i) E l .\0) . Wieder wegen der Injek-
tivität von	auf 7(	) folgte 4 j0 (u,v) = (0,i),also = 0, was .ein Widerspruch 
zur Voraussetzung	Oi isti 

3. Konstruktion der Verzweigungslösungen 
3.1 Gewinnung von Verzweigungsgleichungen. Aus (3) folgt für Ao E ah(A) von 
zunächst beliebigem Index u(Ao) < oo und /2 = A - A0 mit Anwendung von r (beachte 
(xk,yk) = I'Zk)	 - 

(IE - P)(x,y) + I'{R(x,y) - (iix,O)} = OE.	 (13) 

Für volistetiges A erfüllen die lokalen Verzweigungslösungen ((x, y), A) E E x R von 
(1) urn den Punkt (O E ,Ao) (falls sie existieren) die Gleichung (13). Wegen -y(Ao) < 
können wir durch Sk := fk(x,y) (k = 1,... , 1 (Ao)) Verzweigungsparam e ter Sk E R 
einführen, im Falle v(Ao) = 1 gestatten sie wegen (12) und (11) für jedes (x, y) E E die 
eindeutige Darstellung

-(A0) 
(x ) Y) =	Sk (xk,yk) + ( U , V)	((u,v) e 

Dies gestattet uris einen Rückzug auf 1.( 4'A(,) und liefert den folgenden 

Satz 15. Set A = F'(OE) vollstetig und A 0 € o h(A ) vom Index v(.Xo) = 1. Die 
Gleichung (13) besitzt damn lokal urn (OE, AO) eine eindeuizge und stetige Auflösung 

S i,. . . , s10) = (x, y), für weiche 4(0, 0,.. . , 0) = O E gilt. 

Beweis. Wir betrachten den Hilfsoperator 

1' ((x, y), /2, Si,. . . , S V(A O )) = ( IE - P)(x, y) + t'{R(x, y) - (zx, 0)) 

und haben die Gleichung

((x,y),11,s1,...,s,A0))	0E 

nach (x, y) aufzulösen. Dabei hat ( X Y) = O E unmhtelbar 5 k = 0 und'F(OE,0,0,. .. ,0) 
= OE zur Folge. Beim Term {. . .} verschwindet die innere Ableitung, da
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a) R'(OE) = 0 und 
b) die Zuordnung (x, y) —* (x, 0) linear ist (für festes i E R). 

Daher lautet die partielle Ableitung nach den abhängigen Gr6I3en 
aJ 

5(x, y) (OE0,0 ,..,0) 
= (IE — P) 

Da wir uns auf R( 0 ) beschränken können, ist die Bijektivität von ( JE — P) kiar, weil 
wegen .A1(P) = R A 0 ) nur die Identitt auf 7 (A0) verbleibt. Der Rest folgt mittels 
des Satzes über implizite Funktionen: es existiert ein eindeutiges R x R(AO) j U —+ 
V CE mit (x, y) = (p,s i ,... ,s()) und 00,0,... ,0) = OEI 

Die anschlieBende Anwendung der Funktionale fk (k = 1,... , 7(A0 )) auf die ge-
wonnene Auflösung liefert ein Gleichungssystem mit y(Ao) Gleichungen für -y(A O ) + 1 
Unbekannte (nämlich j.t und die sk). Die enthaltenen Gleichungen heif3en Verzweigungs-
gleichungen von Ljapunov-Schmidt, die Verzweigungslosungen von (1) entsprechen ge-
nau den Lösungen dieses endlich-dimensionalen Gleichungssystems. 

Uber das Ergebnis von Satz 15 hinaus beabsichtigen wir eine Auflösung des Problems 
nach ((x, y),,-). Dazu haben wir eine Darstellung für ju nur als Funktion von den Sk zu 
finden. Vor grof3en Problemen stehen wir im Fall y(Ao) > 1, wenn wir weiter den Satz 
über implizite Funktionen verwenden wollen. Deshaib im Folgenden die Einschrãnkung 
auf -y(A 0 ) = 1, d.h. (mit Berücksichtigung von u(Ao) = 1) auf Q(Ao) = 1. 

3.2 Hinreichende Bedingung für Verzweigung und Losungsdarstellung im 
algebraisch einfachen Fall. Für den Beweis des Hauptsatzes 17 benötigen wir den 
folgenden 

Hilfssatz 16. Set A volistetig und Ao E ah(A) (A0 54 0) ein Verzweigungswert 
mit -y(Ao) = 1. Sei JV(1 A0 ) = lin {(x 1 , y )}. Vorausgesetzt, es existieren Verzwei-
gungslösungen ((x,y),A) = ((x,A),A) von (1) urn (OE, 0) mit sietiger Abhingigkeit 
von (x, y) E E von A E R, dann gilt ftr alle hinreichend kleinen ö > 0 

inf dist( 
IX-A01-.56	II(x, y)(A)IIE	

= 0	 (14)

mit dem durch dist(p, M) = infZEM II — Z11  erkhirten Punkt- Menge -Abstand. 
Beweis. Für genügend kleine Umgebungen von ( O E ,0) gilt (x,y) — OE genau 

dann, wenn A —* A 0 konvergiert. Wir betrachten eine Folge {(x),y(l))} von Halbei-
genvektoren von F und zugehörige {A ( " ) } (mit (x("),y(")) —i Os und A(n)	A O für 
n —	). Da A vollstetig ist, können wir ohne Beeinträchtigung der Aligemeinheit die 
Folge so wählen, class

A( x('), y(72))
—(uo,vo)	(u0 01) 

( x ( n ), y ' ) II E 
gilt. Wir finden stets em (u, v) € E, definiert durch (uo,vo) = A 0 * (u, v). Wegen 

* (x ( " ) , y()) -
	*
 

(u, V) = 
R(x() ,y() )	A(x('),y()) 

	

II(x, y(n) )IJE	 II(x', y()IIE+II(x(n), YIIE —	* (u, v) 

0E
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und der Stetigkeit der *-Multiplikation haben wir also für n — cc die Konvergenz 

(x('), y(l)) -  
II(x(),y())IIE	

(U, V).
 

Aus der Stetigkeit von A folgt für (u, v) auBerdem A(u,v) = A0 * (u, v), daher ist also 
(u, v) € lin{(x 1 , y i )} (auBerdem sogar II(u,v)IIE = 1)1 

Wenn F über die Differenzierbarkeit hinaus sogar analytisch in einer gewissen Urn-
gebung von °E ist, so konvergiert die folgende Reihe gleichmãBig für (x, y) aus einer 
gewissen Umgebung des Nullpunktes: 

F(x,y) = > Mk (x,y) k .	 ( 15) 

Dabei ist (x, y) € E = E 1 xE2 und die Mk: E x ... x  —* E sind k-fach lineare, stetige 
und symmetrische Operatoren (so genarinte Potenzoperatoren, die obige Schreibweise 
der Argumente ist syrnbolisch), es gilt Mk = F( k )(O E ) (Taylor-Entwicklung). 

Satz 17. Sei F: E —i E sietig und analytisch in einer gewissen offenen Umgebung 
vOfl O. Es gelie F(OE) = O E und die Fréchet-Ableitung A = POE) sei vollstetig. Falls 
für A 0 € crh(A) die Bedingungen AI(4 A0 ) = lin{(x i ,y i )} (mit xi O) und a(Ac) = 1 
gelten, dann folgt A0 € A und es existieren' Zahlen ,Uk € R (k = 0, 1,...) und Elemente 
(G, 17k) € R(I A0 ) (k	2,3,.. .), 30 dass Verzweigungslösungen ((x,y),A) der Aufgabe 
(1) existieren, für die die folgenden für IsI < p0 gleichmflig konvergenten Reihen gelten: 

( X I Ms) = s - (x 1 , y 1 ) +	. (,i)	 (16) 

A(s) = A0 +skpk	 (17) 

Beweis. Die lokalen Verzweigungsgleichungen erfüllen die Gleichung (13), weiche 
mit s := f1 (x,y) und P(x,y) = s - (x1, y1) lautet 

( X I y) = s (x 1 , y 1 ) - ir{R(X,y) — (px,0)}.	 (18) 

Es sind die Voraussetzungen von Satz 15 erfüllt. Deshalb ist (18) nach (x, y) nur als 
Funktion von p = A - A0 und s auflösbar. Im Beweis von Satz 15 liefert der Satz über 
implizite Funktionen nun sogar die Analytizität der Auflösung, d.h. 

( X I Y) = (p, s) = 
00 00

	

S' IIIX kt = xoo +sx 10 +pxo i +psx ii + -. -	(19) 
k=0 1=0 

mit gewissen xkl € E 1 x E2 . Das Absolutglied x00 verschwindet, da (x,y) = O E und 
s = 0..für. p =0 zu gelten hat. Wirbenutzen nun wesentlich Formel (12), d.h. jedes 
(x, y) € E besitzt eine eindeutige Darstellung der Form (x, y) = s (X I, yi) + (u, v) mit 
(u, v) € 7(4A 0 ). Da also genau dann (x, y) E 1?(,,) ist, wenn s = 0 gilt und da die
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triviale Lösung bereits in R.( A 0 ) liegt, gilt s = 0 genau dann, wenn (x,y) O E ist. 
Alle Terme von (19) müssen s enthalten, d.h. xo =OE (1 > 1). Auf3erdem gilt auch 
(x, y) = OE genau dann, wenn z = 0 ist. 

Der Hilfssatz 16 liefert x 10 = ( x 1 ,y 1 ), da rf. .} E R.( A 0 ) wegen (14) keine 
bezüglich s linearen Terme enthalten kann. 

Da der nichtlineare Operator 1? von p unabhängig ist, enthalten alle von (19) noch 
verbleibenden Summanden höchstens den Faktor p. Das Einsetzen von (x, y) = s 
(x 1 , y 1 ) +... in (18) ergibt auf3erdem für den Reihenanfang 

( X I Y) = s ( x 1 , y1 ) + ps(x i3 O) - FR(s . (x 1 , y 1 )) + 

Wegen (15) gilt

co 
R=>2Mk,	also 1R(s.(x1,yi))=0(s2)=sO(s). 

Daher erhalten wir schlieBlich für (19) die Darstellung 

(X, Y) =s.(xi,yi)+pst'(xj,0)+sO(s)+psQ(s). 

Die Anwendung von fi E E' und anschlieBende Division durch s 0 ergibt 

0 = pfi t'(x 1 , 0) + 0(s) + pO(s).	 (20) 

Dies ist ein impliziter Zusammenhang von p und s. Nach dem Satz über implizite 
Funktionen lautet die Bedingung für die Auflösung nach p (Ableitung nach p bei (p, s) = 
(0,0)) gerade fi r(x i3 O) 54 0, also r(x 1 ,o)	l(lA0). Da die Pseudohalbresolvente 1' 
jedoch ein linearer Homöomorphismus aufR( 0 ) ist, also r(x 1 , 0) R.(4) äquivalent 
zu (x 1 , 0)	tI) ist, liefert Hilfssatz 13 die benötigte Bedingung. 

Mit der Auflösung von (20) nach p ist also (18) sogar als Funktion von s nach 
((x, y), p) auflösbar und es gelten wegen Analytizität die Reihen (16) und (17), die 
Absolutglieder verschwinden, da s 0 äquivalent zu ((x,y),p) = ( O E, O) ist. Die 
(G, 77k) liegen dabei sämtlich in lI'x 0 ), da E O_25k 

(G, 77k) E 1.(4,) für alle s mit 
sI <p (Konstante po > 0 aus dem Satz über implizite Funktionen) zu gelten hat. 

Da die Reihen also insbesondere auch für s 54 . 0 (also (x, y) 56 O E) gelten, haben wir 
auf konstruktivem Wege so auch )to E A bewieseni 

Uber die hinreichende Bedingung von Satz 17 hinaus gilt der 

Satz 18 (Hinreichende Bedingung). Sei F 3ieiig, es gelte F(OE) = OE, die Fréchet-
Ableitung A = POE) existiere und sei volistetig. Ftr Ao E crh(A) gelie a(Ao) = 1. 
Dann ist Ao E A. 

Beweisidee (Uniformisierung der Verzweigungslosungen). Man benutzt den An-
satz

(X, Y) = I . ( x 1 , y 1 ) + I .	((,i) E 1(4))
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und betrachtet (vgl. die Darstellung (3) des Halbeigenwertproblems) für den Hilfsope .
-rator

U((e, ), Y, t) 

f	
(j) - (p(x, +),0) - R(t (x i ,y i ) + t (e)) für t 5A 0 

1. 1%0 V, TO - ((x 1 + 0, 0)	 für t = 0 

die lokale Auflösbarkeit der Gleichung U((,i1),p,t) = °E• Man hat zunächst die Ste-
tigkeit der Fréchet-Ableitung nach ((i,'1),1z) für ((o,qo),po,to) aus einer offenen Urn-
gebung von (OE, 0,0) zu zeigen. AbschlieBend verwendet man eine spezielle Variante 
des Satzes fiber implizite Funktionen für den stetigen Fall. Die Ableitungen mit dem 
Argument ((h i , h 2 ), fi) E R(4 A0 ) x R lauten 4A0(hl, h2 ) — (fix,, 0) an der Stelle (OE, 0, 0) 
und

,\0(h,, h 2 ) - ( oh, + fix, + 56, 0) + to 

mit
dR = R(t0 . (x + eo + h,, yi +'10 + h2 )) - R(t0 (x i + o, y ' + 710)) 

an der Stelle ((o,i1o) yo, to). Interessant ist lediglich die Stetigkeit bei (0 E,0,0) selbst. 
Dazu haben wir 

II(1bohl+o,0)+L11IIE0	für ((o,?1o), yo, to) —(0E,0,0) to 

zu zeigen. Für den für Halbeigenwerte spezifischen Term —( 0 h, + fi o, 0) ist leicht 
einzusehen, dass er verschwindet. 

3.3 Bestimmung der Reihenkoeffizienten. Es sollen die Voraussetzungen von Satz 
17 gelten. Wir setzen (15) zusammen mit den Reihen (16) und (17) in die Gleichung 
(3) em, weiche bekanntlich lokal urn die Verzweigungsstelle äquivalent zum gesteilten 
Problem (1) ist. Wir erha.lten nach Koeffizientenvergleich nacheinander die Gleichungen 

4 Ao(2, 712) + M2 (x i ,y i )2 = ( zix,,0) 

0 (e3,'13)+M3(x1,yl) 3 =(m2+p2x,,0) 

+ M2 ( 2 ,77 2 ) 2 + M4 (x i ,y j )4 = (i13 + /.L2e2 + p3x,,0)	 (21) 
= (/1 14 +,.z2e3 +/L32 +ji4xi3O) 

Wenn k = 2,3,... Teiler von j = 2,3,... ist, taucht in der Gleichung mit 
und der rechten Seite neben M,(x i ,y i )i der Operator Mk mit dem 
k-fachen Argument (e,q) auf, wobei pk = j gilt. Da mit jeder Gleichung in (21) 
zwei neue Unbekannte hinzukommen, haben wir stets doppelt so viele Unbekannte zu 
bestimmen, wie Gleichungen zur Verfügung stehen.	- 

Wir benutzen nun die Projektionen P: E -, H( 0 ), analog (ii) definiert durch 
P(x,y) = fi (x,y) (x,,y,), und Q : E - R(',\0 ), definiert durch Q = I - P.
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Aul3erdem verwenden wir F = auch aufzufassen als Einschränkung von F auf 
R ( A 0 ). Unter Verwendung von P und Q erhalten wir aus jeder Gleichung von (21) 
jeweils eine Gleichung in A(((D,\ 0 ) und 7(4) (beachte dass P4A 0 (J,77) = OE und 
Q 0 (,7) = I A 0 (j, 1)j) ist), wobei wir auf die Gleichungen in R(4 0 ) zusätzlich I' 
anwenden können. Insgesan-it erhalten wir so 

fii'v12(xi , yi)2 
=	fi(x1,O) 

fiM3(xi,yi)3 —11fI(2,O) 
11 (x 1 , 0) 

f1 (M(x 1 , y 1 ) 4 + M2(i2,i72) 2 ) - fl(/2 I3 + /22e2,0) /23 =
fi (XI ,O) 

fiMs(xi,yi)5 - f'(m	+/22e3 +.u3e2,o) /24 =
fi(xj,0) 

fi (M6 ( x i , yj ) 6 +M3 (e2 , 2 )3 +M2(3,3)2) 
125 =

fi(xi3O)

- fi(iis + /224 + ,L3 e3 + P42,0 
11 (x i , 0) 

(wegen Hilfssatz 13 ist tatsächlich fi (x i3 O) 0) und 

(2, 112) = rQ(12 1 x 1 ,0) - rQM2(xi,yi)2 

( 3 173 ) = rQ(12 12 + 122X1,0) - I'QM3(xi,yj)3

+M2(e2,2)2) 

(6, 776) = f'Q(,21e5 +/22e4 +/L33 +/A42 +jzsxi3O) 

- rQ(M6 ( x i , y i )6 + M3(e2, 712) 3 + W6,773 )2) 

Ausgehend von (x1, yi) und /2i können nach den obigen Formein schrittweise alle Ko-
effizienten (k, r/k) E R4 0 ) und Yk E R (k 2 2) in eindeutiger Weise aus ihren 
Vorgängern bestimmt werden. Für Koeffizienten höherer Ordnung als oben arigegeben 
geht man sukzessive vor. Eine weitere Vereinfachung der Bestimmungsformeln, etwa re-
kursiv durch Termersetzungen wie bei den Eigenwertaufgaben (vgl. [3: S. 85f]) ist hier 
problematisch. Das liegt vor allem daran, dass über die Lage der hier aüftauchenden 
Vektoren (ek, 0) nicht genügend bekannt ist. Wegen Hilfssatz 14 wissen wir lediglich, 
dass (G, 0) V .iV(4 0 ) ist. 
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