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Die Nevanlinna-Charakteristik
von
algebroiden Funktionen und ihren Ableitungen

T. Sato

Abstract. It is well known that, when f(z) is an entire function of order p and
T(r,f)
) i T(r.f)
outside a set E of finite measure. But for p = oo, Hayman has shown that the

assertion does not hold by constructing an entire function f(z) and an exceptional
set F of even infinite measure. In this paper, we will further extend his result to the
case where f(z) is an algebroid function of order p = oc.

p < 00, then the limit limsup,_, is finite as 7 — oo through all values or
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1. Einfiihrung

Es sei f eine in der komplexen Ebene C meromorphe Funktion mit f(0) = 0.
Dann hat man bekanntlich

= (&) dE.
6= | rea
Wir definieren wie uiblich
27
mir.f) =3 [ log* sl s (0<r <o),
0

schreiben n(r, f) fir die Anzahl der Pole von f im Kreis |z| < r (einschlieflich
ihrer Vielfachheiten) und setzen

t
T(r, f) =m(r, f) + N(r, f).
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Dann gelten offensichtlich die Abschatzungen

N(r, f) < N(r,f') <2N(r, f) (1)

/

(e, ) < mlr, )+ m(r, ) 2)

Wir erinnern auch an die Definition der Ordnung p und der unteren Ordnung
u von f gemaf

logT logT
i = liminf o2 \nJ) (r.f) und p = limsup o8-y (r.f) .
r—o00 log r 00 logr

Hayman [2] untersuchte das Verhéltnis zwischen den Gréflenordnungen von
T(r, ') und T(r, f) fiir r — co. Zunéchst erwéhnt er einen klassischen Satz
[3: p. 256] in der folgenden Form:

Lehrsatz A. Es sei f eine transzendente meromorphe Funktion der Ord-
nung p. Dann gilt

/
m(n ) = Oflogls T 1} =o{(T 1)} (= o0)
mit einer moglichen Ausnahmemenge E endlichen Majfes von Punkten r, und
E # 0 kann nur im Falle p = oo sein.

Hieraus folgt sofort mit Benutzung von (1) und (2) der folgende

Lehrsatz B. Es gilt

T ! ;
lim sup (r, 1) < 1 wenn f ganz ist ‘
rooo  L(r, f) 2 wenn f meromorph ist

mit einer maoglichen Ausnahmemenge E endlichen Mafes im Falle p < oc.

Hayman hat auch durch ein Beispiel gezeigt, daff im Falle p = oo die
Ausnahmemenge FE tatsadchlich vorkommen kann. Er hat namlich eine ganze
Funktion der Ordnung p = oo konstruiert, fiir welche der obere Limes in
Lehrsatz B unendlich ist, wenn r auf einer Menge F gegen Unendlich strebt.
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2. Der algebroide Fall

In der vorliegenden Abhandlung wollen wir die obigen Resultate von Hayman
auf algebroide Funktionen f vom Grad n erweitern. Also nehmen wir an, dafl
f eine transzendente algebroide Funktion ist, d.h. nach Definition geniigt f
einer Gleichung der Form

Ao(2) " + A"+ An(2) =0 (3)

wobei Ag, Aq,...,A, ganze Funktionen ohne gemeinsame Nullstellen sind.
Nach Valiron [6] besitzt sie n verschiedene Zweige, die man lokal unterscheiden
kann. Wir bezeichnen diese im Folgenden mit fi, fo,..., f,. Offenbar gilt

n(r, f) = n(r, Ai())

Wir definieren dann

T f) = m(r. £) + LN (r )
2r N )
m(r, f) = g1 / S log* [fi(re'?)]| do.
0 =1

Nun fithren wir den folgenden Lehrsatz an, der in gewissen Sinne eine
Analogie von Lehrsatz A fiir algebroide Funktionen ist.

Lehrsatz C. Es sei f eine transzendente algebroide Funktion. Dann ist

m(r, f7/> = O{ log[rT(r, f)]} = 0{[T(r, f)]} (r — o0)

mit einer maoglichen Ausnahmemenge E endlichen Maj$es von Punkten r, und
dies nur wenn p = oo ist.

Wir erinnern an die Definitionen des Defektes § und des Verzweigungsin-
dexes ¥ von f gemaf

. m(r;a) 11 M
ola) =l inf 7y = Lo msup 7
L N(r;a)y - N(r;a)
vio) = timin (1= 77y ) =1~ timene 70,75

wo N (7;a) sich von N(r;a) darin unterscheidet, da8 die mehrfachen w-Stellen
von f(z) in N nur einfach mitgezihlt worden sind. Es ist dann §(a) < ¥(a) <
1. Sei ferner X die Riemannsche Flache von f und sei

. N(nX) L N(X)
==limsup ——= und = liminf ———*
T—00 T(T7 f) 5 r—00 T(r7 f)
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gesetzt. Hieraus folgt sofort unter Gebrauch von diesen Definitionen

) _
lim sup jj:((: J;)) <2 —liggigf (1 — M) +1lim sup N(r, X)

T(T7 f) r—00 T(T, f)

Nun haben wir, nach dem Verzweigungssatz von Ullrich [5],

=2—19(0c0)+E.

£<E<m—2.
Andererseits ist ¢¥(oc0) = 1, wenn f ganz ist. Dann haben wir

I T(r, ) < 2n — 1 wenn f ganz ist
1£5£p T(r,f) = | 2n—0(c0) wenn f meromorph ist

mit einer moglichen Ausnahmemenge F endlichen Mafles, und dies nur wenn
p = 00 ist.

Es schien mir lange Zeit, als wére dieses Resultat das scharfste fiir al-
gebroide Funktionen, aber das war nicht richtig. Das beste Ergebnis wurde
schon von Gackstatter und Laine [1] in der Form des folgenden Satzes gegeben:

Lehrsatz D. Es ist

. T(r, f) n wenn [ ganz ist
lim sup < .
rooo  L(1, f) n+1 wenn f meromorph ist

mit einer moglichen Ausnahmemenge E endlichen Maffes, und dies nur wenn
p = 00 ist.

Der Verfasser mochte dem Referenten herzlich danken fiir mehrere lehrre-
iche Hinweise und Bemerkungen.

3. Zwei Gegenbeispiele

Wir zeigen nun durch zwei Gegenbeispiele, dafl fiir algebroide Funktionen
f(z) im Falle p = oo eine Ausnahmemenge E endlichen Mafles tatséchlich
vorkommen kann.

Wenn f ganz ist, setzen wir
e 2 \ Pk
p(z) = (5—k>
k=1

wobei {pr} geméf pry1 = [exp(exp pr)] ([-] bezeichnet wie tiblich den ganzen
Teil), der Hayman’schen Methode nachahmend, eine Reihe natiirlicher Zahlen
ist. Die Funktion f geniige der Gleichung

)" + () f(z) = 1 = 0.
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Dann erhilt man durch Differenzierung —(nf"~1 + ¢)f’ = ¢'f, also

,_ P )

T /
Hieraus schlie3t man
T(r,¢') {T(T, i) } (r, f)
o) = 76,5 " Tl T W

Wir erinnern an die Resultate von Selberg [4], die

L d) = 001) < T p) < 23070, 40+ 001)

n

fir die allgemeine algebroide Funktion f gemaf (3) besagen. In unserem Falle
ist

Ay =
A; (i=1,...,n—2)
An—l =@
A, =-1
Somit hat man
1 1
woraus weiter 1

fiir gentigend grofles r folgt. Folglich erhélt man zusammen mit (4) und (5)
die Ungleichung

T(r, [")
T(r, f)

1
<~ (1+0(1)) +2+0(1) (6)
fir r geniigend grofl. {px} ist eine schnell wachsende Folge, deren p; der
Voraussetzung p; > 1 geniigt. Es sei 5V <r =2/ <3-5Y und £ = U_, {r:
5N <r < 3.5V} - eine Menge, die ein unendliches gewohnliches Maf besitzt.
Dann ist

N-—-1 o)

<5i’€>pk + <5iN>pN + Z (%)pk = Zl + Zz + 23'

k=1 k=N+1
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Hierin hat man

SRR I ST ED IO o O

k=1
Ferner ist . . .
1o —
zp'(z) = ZZ1 + ZZQ + 223
und .
_ o PN -1
zzl = (N —-1)pn_ir
/ > 3\ Pk > 3\ Kk 15
= m(5) < Xk(G) =7 w2
N+1 1
Wir wéhlen nun r = ry so, dafl (5LN)pN =2(N—1)pn_1rPN-1 ist, ndmlich

1

rN = {5NpN Q(N— 1>pN_1}pN_pN—1 .

Wegen py = [exp(exppn—1)] ist

_ 1
PN-1 PN ~1 -0

PN PN —PN-1 ’ PN —PN-1

as N — oo. Aus der Definition von ry folgt, dal ry als
N S S
rn = {5NPN L 2(N — 1)py_y } PN ra
__ PN S S
— (5N) PN—PN—-1 . {2(]\[ — 1)pN_1}PN*PN—1
geschrieben werden kann. Nun haben wir

1
1 L TTPN—1

1 < {2N = V)py_y )7V om=1 < (py) W ont = (piy ) o ~ 1

wegen 27 — 1 as x — co. Also kénnen wir auf
2V — Dpa }FHT 1 (N o0

schliefen und es folgt rn ~ 5%, aber 7 > 57.

Ferner gilt fiir [2| =r=ry

r \PN
@)~ (g5)  ~2Npy_ar-
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/ T \PN PN_1 15 Z \ PN
2 () > oy (5 ) —20V=Upnur™ = =2~ (5) ~pwvlee)l.

Also erhalt man

T(rn,p) = py_1logry +log(2Npx_1) + o(1)
= pn_1[Nlogh + o(1)] + log(2Npn—_1) + o(1)

T(rn,¢') > T(rn, ) +logpy +o(1) — logry
=T(rn,p) + et +0(1) — Nlogh.

Wenn N — oo ist, folgt hieraus

. T(T'N, (10/)
Iim ——— 72 = 7
A T ) @)

mit p(¢) = oo und also p = oo aus (5). Man findet aus (6) und (7) dann,
dal T(rn, f') verglichen mit T'(ry, f) beliebig grofl auf einer Menge FE, d.h.
E=U3_{r: 5" <r <3 5"} sein kann.

Hier ist . .

7Mn¢U=W(n%ﬁf§m&m®+n(n§)

und folglich ist auch

Mit Hilfe der Darstellung % = —fTI (1 +n- L:) ist andererseits

+ m(r, - )

+ (n—1)m(r, f) + m(r, é)

+nT(r, f)+T(r,p)

N——— —

)

ey e e R e e

I
VRS
=

> + 27T (7, )

fiir gentigend grofies r. Folglich erhélt man zusammen mit (8) und (9) die
Ungleichung T'(rn, ¢') — 3T (rn, ) < m(ry, fTI) und es ergibt sich

s 0o <n(en ) i et <o )
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fiir gentigend grofles rn auf der Menge E. Dies ist die Ausnahmemenge mit
unendlichem Maf§ im Lehrsatz C fiir den Fall p = oo.

Wenn f andererseits meromorph ist, setzen wir

o) =, (<1)" cosh Vi1 _,
h(z) = o) mit (z) = nzz;) .y 2",
Hier ist ¢ eine ganze Funktion der Ordnung 1, die unendlich viele Nullstellen
hat, welche alle reell und positiv sind. Andererseits sei ¢ eine ganze Funktion
der Ordnung oo, die keine positive Nullstellen hat. Daher sind ¢ und
ganze Funktionen ohne gemeinsame Nullstellen. Die Funktion f geniige der
Gleichung

f(2)" +h(2)f(z) =1=0.
Somit erhalt man
solw _ @@bl S0/ ¢/ hl wl
Hieraus folgt sofort

T(r,¢") T(r,h) T(r,h)
<(Tem 1)

Ferner haben wir T(r. 1) ()
r r
— 7 <14+ —"2L=1+0(1 9
T(r, ) T(r, ) @ ®)
fir r = ry geniigend grof}, im Hinblick auf beide Ordnungen. Dann hat man,
zusammen mit (8) und (9),

woraus weiter

T(r,¢") T(r, f)
T(r,¢) T(r, f)
folgt wenn h als ¢ in (6) betrachtet wird. Also findet man aus (10) und (7),

dal T(rn, f') verglichen mit T'(ry, f) beliebig groff auf einer Menge E sein
kann.

< (1+01)+0(1)  (10)

Also existieren tatsédchlich die Ausnahmemengen E in den Lehrsiatzen C
und D.
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