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Introduction

Calderén et Zygmund ont introduit une classe d’opérateurs intégraux singu-
liers généralisant la transformée de Hilbert et les transformées de Riesz [CZ].
Cette classe s’est progressivement enrichie jusqu’a contenir des opérateurs qui
ne sont pas de convolution. Dans I’étude de ces opérateurs, le probléme cen-
tral est celui de la continuité sur L?, pour lequel en général Plancherel n’est
pas suffisant. Ce probléme a suscité de trés belles pages d’analyse ([C1], [C2],
[CMM1], [CM1]) ou des cas particuliers sont traités: les commutateurs de Cal-
derdn, le noyau de Cauchy sur les courbes lipschitiziennes, les opérateurs mul-
tilinéaires de Coifman et Meyer. Ce n’est que récemment qu’un critére général
de continuité sur L? est apparu [DJ]. Ce critére, appelé le «Théoréme T'1»,
dit qu’un opérateur d’intégrale singuliere est borné sur L? si et seulement si
il est faiblement borné (voir la Définition 3) et lui-méme et son adjoint en-
voient la fonction 1 dans BMO.

Un premier motif de frustation est que ce théoréme ne permet pas de mon-
trer directement la continuité sur L?> du plus célebre des opérateurs de
Calder6on-Zygmund, le noyau de Cauchy sur les graphes lipschitziens
[CMM1]. Un autre motif de frustation est le suivant. Depuis les papiers
[CW1] et [CW2] de Coifman-Weiss, il est reconnu que le cadre naturel de la
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théorie des intégrales singuliéres est celui des espaces de type homogéne. On
voudrait avoir une théorie des opérateurs aussi souple que celle des espaces de
nature homogeéne, et en particulier invariante par changement de variable bi-
lipschitzien. Or le Théoréme T'1 ne I’est pas. Coifman a réglé ce probléme en
démontrant le Théoréme 71 dans le cadre des espaces de nature homogene.
Dans le cas particulier d’un espace euclidien muni de la mesure b(x) dx , on
obtient I’énoncé suivant:

«Soit b une fonction positive bornée telle que 5~ ! soit également bornée,
et soit Mj I’opérateur de multiplication ponctuelle par . Un opérateur d’inté-
grale singuliére 7 est borné sur L? si et seulement si M, TMp est faiblement
borné, Th et T*b sont dans BMO».

Le principal outil de sa démonstration, non publiée, est le lemme de Co-
tlar, Knapp et Stein [KS], réputé depuis sa naissance comme I’outil le plus pro-
metteur pour les probléemes de continuité sur L2

Peu aprés, Y. Meyer remarquait qu’il suffirait de pouvoir remplacer, dans
I’énoncé précédent, I’hypothése «b est positive» para I’hypothése d’accrétivité
Re b > 8 > 0 pour pouvoir traiter directement la continuité sur L* de ’opéra-
teur de Cauchy sur les graphes lipschitziens. En collaboration avec A. McIn-
tosh, il obtint ce résultat dans le cas ou 7 et son transposé envoient b sur 0,
ce qui est suffisant pour beaucoup d’applications, dont le noyau de Cauchy
[MM]. Leur démonstration repose sur un résultat d’interpolation provenant
de la solution du probléme de Kato en dimension 1 [CMM1], et semble limitée
au cadre des espaces euclidiens.

L’objet de ce texte est de donner des conditions trés générales sur des fonc-
tions b et ¢ pour que I’énoncé suivant soit vrai: «un opérateur d’intégrale sin-
guliere 7 est borné sur L? si et seulement si M.TM, est faiblement borné,
Th e BMO, et ‘Tc e BMO», ou ‘T désigne le transposé de T. On est amené a
introduire une classe de fonctions, que nous appellerons para-accrétives, con-
tenant les fonctions accétives et les dérivées des paramétrisations normales de
courbes de Lavrentiev (aussi appelées courbes corde-arc). L’énoncé écrit plus
haut est vrai lorsque b et ¢ sont para-accrétives, et cette classe de fonction est,
en un certain sens, optimale.

La démonstration du théoréme est écrite dans les espaces euclidiens, mais
peut facilement €tre généralisée aux espaces de nature homogéne en utilisant
[A]l, [CW1], [CW2], [MS1], [MS2]. C’est dans cet esprit que nous avons rem-
placé ’espace Cg’ des fonctions test par ’espace C§ des fonctions holderiennes
d’exposant 7 & support compact, et, naturellement, que nous nous sommes in-
terdit I’usage de la transformée de Fourier.

Au paragraphe 1, nous faisons quelques rappels sur les intégrales singuliéres.
Au paragraphe 2, nous énongons les théorémes de Coifman et McIntosh
Meyer, et nous démontrons le théoréme de Coifman dans le cas particulier de
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(R4, b(x) dx). Les fonctions para-accrétives sont introduites au paragraphe 3,
et nous démontrons au paragraphe 4 deux lemmes de théorie des opérateurs
destinés a remplacer le lemme de Cotlar-Knapp-Stein. Le théoréme principal
est énoncé au paragraphe 5, et il est montré au paragraphe 6 que la para-
accretivité est une condition nécessaire pour que le Théoréme 7b soit vrai.
Quelques extensions du Théoréme 7b sont mentionnées au paragraphe 7; le
Théoréme Tb est utilisé au paragraphe 8 pour prouver directement la continui-
té de 'opérateur de Cauchy sur les courbes de Lavrentiev, et pour construire
un calcul fonctionnel holomorphe en plusieurs variables pour certains opéra-
teurs différentiels du premier ordre a coefficients peu réguliers. On montre au
paragraphe 9 que ’espace d’interpolation complexe a mi-chemin entre I’espace
de Sobolev B~* (s > 0) et bB* est L? si et seulement si la fonction b est para-
accrétive.

Nous souhaitons vivement remercier R. Coifman pour nous avoir réunis cet
automne et, bien slir, pour nous avoir expliqué ses idées. La visite de A. McIn-
tosh et Y. Meyer fut le moment le plus excitant de ce séjour, et aussi le plus
fructueux. Quoique plus occasionnels, T. Fack, J. St-Raymond et J. C. Siko-
rav ont été de précieux collaborateurs, que nous tenons a remercier. La rédac-
tion de cet article a bénéficié de nombreuses suggestions de L. Schwartz et de
M. Herman dont nous leur sommes trés reconnaissants.

I. OPERATEURS DE CALDERON-ZYGMUND

1. Opérateurs d’integrale singuliére

Un opérateur d’intégrale singuliére est habituellement un opérateur défini
et continu de C&(RY) dans son dual et associé, en un sens a préciser, a un
noyau vérifiant des estimations dites «standard» (voir [CM1]) que nous rappe-
lons.

Définition 1. Soit K une fonction continue définie sur @ = {(x,y) € R x RY,
x #y} et soit 0 < 6 < 1. La fonction K est un noyau 6-standard s’il existe une

constante C > 0 telle que
C
(1.1) pour tout (x,y) dans Q, |K(x,y)| < Wg
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(1.2) pour tout (x,y) dans Q et tout x' € R? tel que |x — x'| < bx=Jl,
2
lx — x'|°
K ’ _K- I, < C——__.._,v_ t
1 ) (x y)|\ |x_y|d+6 e
|x_xl|6
K(y,x) — K(y,x")| € C—grs+
|K(», %) — K(y,x")] P

La plus petite constante C pour laquelle (1.1) et (1.2) sont satisfaits sera notée
IK]s.

Définition 2. Soit K: Q — C une fonction vérifiant (1.1) et soit T: C&(R% —
= [CF(RY)’ un opérateur linéaire continu. La fonction K est associée a T si,
pour tous f et g C* & supports compacts disjoints,

(1.3) (g, Tf) = [ g0OK(x, »)./(y) dy dx,

ou I’on note {g, Tf ) ’action de la distribution Tf sur la fonction g.

Dans le cas ou la fonction K est antisymétrique, elle est automatiquement
associée a un opérateur K défini par

_ 1
(1.4) (g, Kf) = > H {200 f(») — e f(x)}K(x, y) dy dx,

g et f étant deux fonctions C® & support compact. La régularité de fet g
entraine la convergence de I’intégrale; plus précisément, si le diamétre de
supp fUsupp g est inférieur a ¢,

(1.5) Kg, Kf )| < Ct**?|Vf || Ve,

ou C ne dépend que de la dimension et de la constante apparaissant dans (1.1).
L’inégalité (1.5) est une conséquence de I’estimation

180 f() — ) f)| < Alx - y|,

ou A= C(|g]=]Vfl=+ | fl=]|Vel=) < CH|VS || VE]). L’inégalité (1.5)
entraine que K est faiblement borné. Rappelons ce que ceci signifie (voir aussi
[DI]).

Définition 3. Un opérateur linéaire continu T: C3(R?) = [C(RY)]' est fai-
blement borné s’il existe N > 0 et C > 0 tels que pour tout cube Q et toutes
fonctions f et g C* et supportées dans Q,

(1.6) g, Tf )| < C|Q|PN, f, QP(N, g, Q),
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ou P(N, f, Q) est la semi-norme

97
0x® |l

al =N

P(N,ﬂQ)=| |Z |Q]!=1

Les méthodes de variable réelle de Calderon, Zygmund et leur école permet-
tent de montrer qu’un opérateur d’intégrale singuliére s’étend en un opérteur
continu sur L? si et seulement si on peut choisir N = 0 dans la définition précé-
dente, ou en d’autres termes si

(1.7) K&, T < ClO| 2] f -

Une démonstration peut étre trouvée dans [J2], pp. 43 et 49. Nous revien-
drons plus tard sur les hypothéses qu’il faut ajouter a (1.6) pur déduire (1.7).
Pour I’instant, notons que si T est un opérateur borné associé a un noyau K
vérifiant (1.1), on peut, dans la Définition 3, choisir N = 1, ou méme mieux
encore.

Proposition 1. Soit T un opérateur faiblement borné associé a un noyau K
vérifiant (1.1). Alors, pour tout 0 < n < 1, il existe C, > 0 tel que, pour toutes
JSonctions C* f et g supportées dans un cube Q,

(1.8) KA T < GO @) £y &l

~

ou

o ) -fO)]
"f“"l_fl;?; ]x_yln

Notons que (1.6) implique que 7 peut étre étendu en un opérateur continu
de C{'(R?% dans son dual. La proposition 1 nous dit que 7 peut méme étre
étendu en un opérateur continu de \" dans son dual, ou A" est la cléture de
C&(R? pour la norme | |,.

Remarquons que (1.8) est d’autant plus fort que 7 est petit, et (1.7) équivaut
a dire que C, ne dépend pas de 7.

Rappelons le lemme de commutation de Meyer [M].

Lemme 1.1. Soit T: C§(R%) = [CS(RY]’ un opérateur linéaire faiblement
borné (au sens de la définition 3) associé a un noyau K vérifiant (1.1). Alors,
si f, g et h sont trois fonctions de CZ(R?),

(1.9) £, T(gh) — (fe. Thy = [[S(x)(e(y) ~ g0NKCx, y)h(y) dx dy.

Les hypothéses du lemme entrainent immédiatement que cette intégrale est
absolument convergente, ce qui reste d’ailleurs vrai lorsque f et 4 sont bornées
4 support compact et |g,| < +c pour un 5 > 0.
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Démontrons le lemme. L’égalité (1.9) est vraie quand 7 est donné par inté-
gration contre un noyau K défini et localement borné sur R? x R?. Nous
allons donc nous ramener a ce cas. Soit ¢ € C*(R% une fonction radiale,
symétrique, d’intégrale 1, supportée dans la boule unité, et soit P; I’opérateur
de convolution avec la fonction ¢, déterminée par ¢:(x) = (1/t%e(x/f). L’ opé-
rateur P, est continu de C§°(R?) dans lui-méme et est auto-adjoint. L’opérateur
T: défini par (g, Tf) = {(P:g), T(P:f)) est donc bien défini et continu de
C&(R? dans son dual. De plus, 7; est donné par intégration contre un noyau
lgcale’ment borné que nous allons maintenant expliciter.

Soient f et g deux fonctions de C5°(R?), et 7o > 0. Soit Q un cube contenant
les supports des fonctions ¢:(x — -)g(+) et (¥ — -)f(-) pour tous x, y € R?
et t < to. Pour tout z € R?, soit

1 _
o) = elx -2 =7 ¢ <x_tz_>

Pour N > 1, soit C} ’espace de Banach des fonctions N fois continiment dif-
férentiable supportées dans Q, muni de la norme

°f

ox*

[ flne= 2

la| =N

<«

L’intégrale | g(z)¢fdz est absolument convergente dans Cg et sa somme est
P,;g. D’autre part, la continuité faible de T entraine que, pour un certain
N >0, T est continu de Cg dans son dual. On a donc

<g’ Tlf> = <Ptq! T(Ptf)>
= ([e@eidz, T [ f(Wgrdw)
=[] 8@1eh Tel) fw) dzd-

Le noyau de T, ets donc K,(z, w) = {¢% Te} ), qui est une fonction locale-
ment bornée de (z, w), et méme bornée par C,¢~¢ en raison de I’hypothése
(1.1) sur le noyau de T et de la continuité faible de 7.

Pour conclure la démonstration du Lemme 1.1, on fait tendre # vers 0. Il

est clair que lim,_, , P.f = f dans Cg, de sorte que (g, Tf > = lim,_ o (g, T.f ).
Appliquant I’égalité (1.9) & 7,, on est amené & montrer que

lim [].f00(20) — 00} Ke(xr, A() dxdy =

= [[ f6)(e() — @)K, () dxdy.

Par convergence dominée il suffit de montrer que lim,.,, K,(x,») = K(x, »)
p.p. pour x # y et que |K,(x,y)| < C/|x — y|%. Or, si x # y, les supports de
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¢} et ¢} sont disjoints pour # < |x — y|/2 et dans ce cas
K6, = (¢, Te?) = [[ eix — WK, v)o (v - y) dy dx,

de sorte que, par le théoréme de différentiation de Lebesgue, lim,_, , K,(x, y) =
= K(x,) p.p. sur Q. De plus, (1.1) entraine que |{¢%, Te?)| < C/|x — y|%
lorsque ¢ > |x — y|/4 cette inégalité découle de (1.6).

Le Lemme 1.1 est démontré; nous passons a la démonstration de la proposi-
tion. Comme I’énoncé de la Proposition 1 est invariant par translations et di-
latations, il suffit de la montrer lorsque Q est le cube unité. Soit 8 € C5°(R%)
une fonction égale & 1 sur le cube unité. Le Lemme 1.1 entraine |{g, Tf)| =
= Kg, T(f0))| < [Kef, TOY| + [[ | f(0)] |gx) — g)| [K(x, »)| 16(3)] dx dy.

L’intégrale est clairement dominée par C, || f |« | |4, donc par C; | f |+ 1&[+»
de sorte qu’il reste 4 montrer que [{gf, 70)| < Cy | fl+]&]-

Comme [gf |4 < |8l |S]s + | fl=lgls < Cylgls|fl, il suffit en fait de
montrer que pour tout A,

(1.10) [<h, TOY| < Cy | A]4.

Soient P; comme dans la démonstration du Lemme 1.1 et Q, = —#(3/0¢)P:.
D’apres (1.6),

(1.11) [<P1h, T0)| < Clh|» < Cy| 2]4-

D’autre part, si 0 est un cube contenant le support de  dans son intérieur,
lim, o P;h = h dans CS pour tout N > 0. 11 suffit donc de montrer que pour
tout ¢ < 1, |[{(P,h, T0)| < C, | k|, et de passer a la limite en utilisant la conti-
nuité de 7 de Cz dans son dual. Compte tenu de (1.11), il suffit de vérifier
que [{(P, — Pph, T0)| < C,|h|,, ou encore j':|(Qsh, T9)|ds/s < C, | h],.
Cette inégalité résultera de

(1.12) KQsh, TOY| < C, | A ,s"

pour tout s€]0,1] et tout ' < 7.

Pour vérifier (1.12), on choisit 4 nouveau ¢ comme dans la démonstration
du Lemme 1.1 et on note ¢*(») = (1/s%)¢[(y — x)/s]. Alors

Q,h(7) = [ QhF ) dx et 60) = [0eE(D) dz,

ces égalités ayant lieu dans C% pour tout N > 0. Donc
¢

[<Qsh, T93| < [[ 1K(Qsh)e, TOGD) | dx .
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On remarque maintenant que

|0l = sup H (—-—)hm |,

ou y est une fonction radiale de moyenne nulle, C* et supportée dans la boule
unité. Par conséquent

1Q:h] < sup j dll/< )(h(y)—h(X))dy'

<C sup |A(y) — h(x)| < Cs"|A|,.

lx-y| =2s

Cette inégalit¢ permet de majorer f ] = 35 [<(Qsh)¢%, TOPEY| dxdz par

Cs"| |h||,,ﬁ|x o= 351X — 2|79 dxdz, soit encore par Cs"|4|,(log; + 1). Pour
xl+zl=sC

conclure la démonstration de (1.12), et par conséquent de la Proposition 1,

il ne reste qu’a vérifier que
(1.13) ([ s < 2 [@PVG% TOGE | didz < Cs7| ],

Notons que pour tout c,

< s,

aa
”52 Q:h

ce qui se voit exactement comme dans le cas |a¢| =0. Comme pour
|x — z| < 3s, (Q;h)g; et 04% sont supportés dans un cube de coté 5s, on déduit
de (1.6) que |<(Q;h)¢%, TOLZY| = Cs?*7 | 2], Il suffit pour obtenlr (1.13) d’in-
tégrer cette inégalité sur le domaine {|x — z| < 3set |x| <

La Proposition 1 est démontrée. Elle signifie que ’on peut remplacer (1.6)
par (1.8) dans la Définition 3 sans la changer, a condition que 7 soit associé
a un noyau K vérifiant (1.1). Elle suggére également une modification de la
définition d’un opérateur d’intégrale singuliére, motivée par le fait suivant.
Nous aurons I’occasion de travailler sur des espaces de nature homogeéne abs-
traits. Or sur ces espaces, la notion de fonction C® n’existe pas; par contre
Macias et Segovia ont montré [MS1] [MS2] que, sur tout espace de nature ho-
mogene, la notion de fonction héldérienne existe pour tout exposant suffisam-
ment proche de 0. Il est donc naturel de définir un opérateur d’intégrale singu-
liere comme a priori défini sur les fonctions a support compact holdériennes
d’un exposant 5 €10, 1].

Nous aurons besoin d’une généralisation supplémentarie. La lettre b désig-
nera dans toute la suite une foction a valeurs complexes bornée ainsi que son
inverse, et Mj désignera I’opérateur de multiplication ponctuelle par b. Soit
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7(RY) I’espace des fonctions f & support compact telles que

£0) =S|

Ix—yl” < +oo,

171, = sup

et soit bC}H(R?% I'image de C}(R?), munie de la topologie image.

Définition 4. Soient b, et b, deux fonctions bornées ainsi que leurs inverses.
Un opérateur d’intégrale singuliere (SIO) est un opérateur linéaire continu
T: b, CY(R?% — [b, C} (RN pour tout n > 0, associé a un noyau standard K au
sens que, si f et g sont dans C%(R?) et ont des supports disjoints,

(byg, T(01S)) = [[ 80)b(0K(x, )b1(9).f(9) dy dx.

Remarquons que M, TM, est défini de C}(R% dans son dual et a pour no-
yau b,(x)K(x, y)b,(»), qui vérifie (1.1). On dira que M,, TM,, est faiblement
borné s’il vérifie (1.8) pour un 5 > 0.

Comme dans le cas ou b; = b, = 1, un SIO a une extension naturelle a ’espace
b, C(R% des produits par b, de fonctions bornées localement holdériennes
d’exposant 7. Soit { b, C}(R?)}, le sous-espace de b, C}(R?) constitué des fonc-
tions d’intégrale nulle. Pour définir (g, 7f) lorsque feb, Z(TR") et
g€ (b,CY(RY},, on choisit & € C(R? égale 4 1 sur un voisinage de supp g et
on écrit

(& Tf) =<g T(fh)) + (g TLSA - WD)
ou, pour un X, € supp g,
(g, TLAUL = W) = [[ 8K, ») = K(xo, NSO = h(3)) dy dx.

L’inégalité (1.2) entraine que cette intégrale est convergente a I’infini. De plus,
get 1 — hayant des supports disjoints, le terme a intégrer est borné, de sorte
que I’intégrale est absolument convergente. La propriété _fg(x) dx = 0 entralne
qu’elle ne dépend pas du choix de Xx,; il est aussi facile de voir que {g, Tf ),
ainsi défini, ne dépend pas du choix de 4 et que cette nouvelle définition coin-
cide avec I’ancienne lorsque feb,CJI(RY). Remarquons que, pour
fe b, CYRY), Tf est défini par dualité contre les fonctions de moyenne nulle,
donc a une constante additive pres.

Nous allons maintenant énoncer un lemme qui permet de calculer 7f pour
f€b;CI(R%. Une suite (T,,),en de SIO de noyaux K,, est dite bornée si les
T,, sont équicontinus de b, C}(R% dans [b,C}(R%)]’ pour chaque n > 0 et s’il
existe § €]0, 1] et C > 0 tels que |K,,|; < C pour tout me N.
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Lemme 1.2. Soit (T,),cw une suite bornée de SIO et T:b,C3(R% —
— {b,C3(RY)}’ un opérateur linéaire continu tel que pour tous f € b, C}(R%) et
g€ b,CURY, lim,,_, . {8, TS ) = <&, Tf). Si les noyaux K,, convergent uni-

JSformément sur tout compact de Q) vers une limite K, alors T est un S10 de noyau
K. De plus, pour tout f € b, C}(R%) et tout g € {b,CL(R%)}¢, lim,, .0 {8, T Y =
= <g’ Tf) .

La premiére assertion est triviale. Pour vérifier la seconde, on choisit g, f
et h comme avant I’énoncé du lemme. Alors (g, T(fh)) = lim,,_, . {g, T,,(fh))
par hypothése, et (g, 7f(1 — h)) = lim,,_ . <g, T,,[f(1 — A)]) d’apres le théo-
reme de convergence dominée. Le Lemme 1.2 est démontré.

Pour terminer ces préliminaires, nous donnons la démonstration dans ce con-
texte d’un théoréme de Lemarié. L’étape principale est le lemme suivant.

Lorsque ¢ et y sont deux fonctions a support compact, on notera Ay le dia-
metre du support de ¢, Ay le diamétre du support de ¢, et Apy le diameétre

de supp ¢ Usupp ¢.

Lemme 1.3. Soit T: b, C§(R?) > [b,CH(R?)]' un SIO tel que M, TM, soit
faiblement borné, et dont le noyau K est 6-standard pour un & > n. On suppose
de plus que Th, = 0. Soient ¢ € C}(R? et Y € {b,C}(R%)},. Alors

(AY)"(Ap + AY)?*7

(1.14) (<9, Toyd| < C=2 0

[Vl el

Nous pouvons nous contenter de démontrer le lemme lorsque Ay < Ap
(autrement, on remplace le support de ¢ par une boule de rayon Ay, ce qui
ne change pas significativement [(Ag + AY)/Apy]¢* ™).

Commencons par le cas ol Apy = 3A¢. Dans ce cas la distance entre supp ¢
et supp ¥ est supérieure a Apy/3. Soit X, € supp ¥; en utilisant j Y(x)dx=0et
la régularité en x de K(x, y), on obtient

<9, T3] = | [[Y0OKCx, 2)by(7)e() dy dx |
= | [[ oK x, ) = Kixo, )01 (9) dy dx |

@ayy

< ClY]o llbllloolinuW

(AY)°(Ag)?*7

S WIW"1||‘P”17’

ce qui est mieux que (1.14) car 6 > 7.
Nous supposons maintenant que Apy < 3Ae. En utilisant a nouveau I’inva-
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riance par translation et dilation de (1.14), nous pouvons supposer que
Apy =1 et supp ¢ Usupp ¢y C Q,, ou @, est le cube unité. On veut montrer
que

<Y, Thyo)| < VAV [¥] 1] o],

Soit 6 € C3(R? une fonction égale a 1 sur 2Q,, de sorte que <y, Th,¢) =
= (y, Thy¢0). Nous décomposons {y, Tb,¢0) en {y, Tbi(¢ — ¢(x))8> +
+ (Y, Thyp(xp)8), ot x, €supp ¢. Le deuxieme terme est égal, en vertu de
Th, =0, a ¢(xp){w, Tb,(0 — 1)). Comme _[x//(x) dx =0 et supp ¥ Nsupp (6 —
— 1) = 0, nous obtenons

<0, Thip(x0)6) | = |o(xo)| | [[ WK, ) = Klxo, Y)O() ~ 1) dxdy
@Ay’

|d+6dy

< Clolal¥lu Lyl o

< C@Y’ ¥l lel,

Nous décomposons maintenant le premier terme en

(¥, Thy(e — p(x))B> + (¥, Thi(p — p(x))(@ — 6)),

ou § est une fonction de C3(R?) telle que f(u) = 1 lorsque la distance de u
supp v est inférieure & Ay, telle que le diametre de supp 8 soit inférieur a 4Ay,
et que |f], < C(Ay) ~". Le teme <y, Th;(p — ¢(xp))(@ — ) est alors estimé en
utilisant j\,b(x) dx = 0 et supp ¢ Nsupp (§ — ) = ¢, exactement comme on a
estimé (y, Th,p(x,)0), ce qui fournit le majorant

(AY)s

C - Xo|" dy,
W[ e =l dy

ou encore C(AY)"|¥| 1] e],, car 6 > 9.

Il reste & etimer <y, Th,(¢ — ©(x,))8).

Nous pouvons remplacer 8 par 82, qui vérifie les mémes conditions. De plus,
grace au Lemme 1.1, nous pouvons remplacer {y, 7b;(¢ — o(x))0%) par
(U@ — o(%p))8, Th,8) modulo un terme d’erreur dominé par

6o — o)1, “'W’H e IO 6.0 dr,

donc par |(¢ — ¢(xo))f I, 1¥]z:(AY), soit encore, puisque
I = e, < el 10]e + 1(P — e(XDXeuppd | |8], < Cle]ys

par Cle, [¥](Ay)".
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Pour estimer {Y(¢ — ¢(x,))d, Th,d), nous choisissons une fonction 4, avec
un support de la méme taille que celui de ¥, telle que [ A(x) dx = [ Y(x)(p(x) —
— (x))f(x) dx et telle que |A/b,|, < C(AY) ™ ¢|¥| 1] el, If suffit mainte-
nant d’estimer séparément <k, Th,0) et {Y(¢ — ©(x))d — h, Th,8). Pour le
premier terme on obtient, en appliquant (1.8) a M, T M, sur un cube de dia-
metre < C Ay, une majoration par

C(Al[/)d + 27

h
7“ 101, < CQ@Y[¥] il el,-
2

Pour le deuxieme terme on utilise f (o — o(x0))d — h}dx=0¢et Th; =0, et
on obtient

KWl — ()8 — h, Th,0)| = [<de — exp))f — h, T, — 1))| =
= | [] O = p(xo)Bx) — RETIKCx, ) = Ko, WIBy(Y) — D dxdy | <
S CAYY Y] il el

Le Lemme 1.3 est donc complétement démontré. Il montre en particu-
lier que si 7T vérifie les hypotheéses du Lemme 1.3 et si ¢ € C(R%), alors 7h, ¢
définit pour chaque cube Q une forme linéaire continue sur I’espace des fonc-
tions y € L'(Q) d’intégrale nulle. Autrement dit, 7b,¢ est, localement, une
fonction bornée définie a une constante additive prés. Si x # y, on peut choisir
un cube Q de diamétre < Clx — y|, et (1.14) entraine que [y, Th;¢)| <
< Clx=y|"|e|,|¥| pour toute ¢ d’intégrale nulle supportée dans Q.
Autrement dit,

| T, 0(x) — Thyp()| < Clel,|x -y

Nous noterons, pour 0 < 5 < 1, N"(R% le complété de C%(R) pour la norme

I s

Nous venons de voir que, si ¢ € C}(R%), | Th,¢|, < C|¢|,; de plus Th, ¢(x)
peut étre défini a ’aide du noyau pour x assez grand, et

x| + |y > +e lx — y|”

0,

de sorte que Th, o € \"(RY). On en déduit le résultat suivant.

Théoréme 1. [L2]: Soient 0 < 5 < 6 < 1, et soit T: b;CH(R?) — {b,C}(RY}’
un SIO tel que M,,TM,, soit faiblement borné, et associé a un noyau 6-
standard. Si Th, = 0, alors TM,71 admet une extension continue sur \"(R%).
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2. Opérateurs de Calderon-Zygmund et critéres de
continuité-12

Un opérateur de Calderén-Zygmund est un opérateur d’intégrale singuliére
qui s’étend en un opérateur borné sur L2. Les méthodes de variable réelle per-
mettent alors de montrer qu’un tel opérateur est continu sur L” pour tout
p€ll, +oof. De plus, on peut définir son action sur L™ para le procédé décrit
au paragraphe 1 pour définir ’action des SIO sur b, C5(RY). Nous le ferons
en détail lors de la démonstrtion du Lemme 2.7.

Un probléeme important est donc de trouver des critéres généraux de
continuité-L? pour les opérateurs d’intégrale singuliére. Lorsque ceux-ci sont
des opérateurs de convolution, la transformation de Fourier permet de donner
une condition nécessaire et suffisante trés simple portant sur le noyau. Le pri-
merier critére s’appliquant a des opérateurs qui ne soient pas de convolution
fut le suivant [DJ].

Rappelons que si T: b, C}(R%) - [b,CL(R?)] est un SIO, alors ‘T défini par
(g,'Tfy = (f, Tg) est également un SIO, défini de b,C}(R% dans
[6, C3(RYY".

Théoréme 1. Un SIO T: C}(RY) — [C}(RYY est un opérateur de Calderon-
Zygmund si et seulement si T est faiblement borné, T1 et 'T'1 sont dans BMO.

Ce théoréme a été étendu par R. Coifman dans le cadre des espaces de natu-
re homogéne dans un travail non publié. Sans entrer dans le détail signalons
le cas particulier suivant.

Si b: RY > R est bornée ainsi que son inverse, alors (R?, b dx) muni de la
distance euclidienne ordinaire est un espace de nature homogéne; de plus les
noyaux d’opérateurs d’intégrale singuliére sur cet espace sont exactement les
mémes que sur (R% dx). Enfin, le Théoréme-7T1 sur (R? bdx) équivaut a
I’énoncé suivant:

Théoréme 2. Soit b: R? = R, une fonction bornée ainsi que son inverse. Un
SIO T bCﬁ(fRd) — [BCYURY) est un opérateur de Calderdn-Zygmund si et seu-
lement si M, TM,, est faiblement borné, Tb et 'Th sont dans BMO.

Cet énoncé est a rapprocher du suivant, qui est une reformulation d’un
théoréme récent de MclIntosh et Meyer [MM]. Une fonction b bornée a valeurs
complexes est accrétive s’il existe e > 0 tel que Reb > € p.p.

Théoréeme 3. Soit b:R®— C une fonction bornée accrétive. Un SIO
T= bcg(ne") — [bCY(R?)] est un opérateur de Calderdn-Zygmund si M, TM,
est faiblement borné, Tb et 'Tb sont nuls.



14 G. Davip, J.L. JOURNE, ET S. SEMMES

Si cette derniére hypothése était remplacée par «Th et “Th sont dans BMO»,
alors le Théoréeme 3 pourrait se dire: «Soit b une fonction accrétive. Le
Théoréme-T'1 est vrai sur (R?, b dx)».

Cet ensemble de théorémes suggeére la question suivante. Pour quelles fonc-
tions b bornées ainsi que leur inverse le Théoréme-7'1 est-il vrai sur (R?, b dx)?
En particulier, le théoréme de McIntosh et Meyer indique que ces fonctions
n’ont pas besoin d’étre a valeurs réelles.

La réponse a cette question sera ’objet de notre résultat principal, énoncé
au paragraphe 5. Pour l’instant nous alions analyser les démonstrations du
Théoreme-T1 et du Théoréme 2 en soulignant les arguments et idées qui nous
seront utiles dans la suite.

La premiére étape dans la démonstration du Théoréme-7'1 est la réduc-
tion au cas ou 7’1 = ‘T1 = 0. Pour ce faire, il suffit pour toute fonction 8 €
€ BMO de construire un opérateur de Calderén-Zygmund Ug tel que Ugl =
et ‘Ugl = 0. En effet, soit T vérifiant les hypotheéses du théoréme, 8 = T'1
ety="'Tlelsoit T=T- Us—"U,. Alors T1 ="'T1 =0 et T est faiblement
borné. De plus 7 est un opérateur de Calderén-Zygmund si et seulement si 7
Pest.

La construction des opérateurs Ug est donnée dans [ ]. Elle repose sur I’exis-
tence d’une fonction ¢ € [Cg(R%] radiale, telle que

jwds=o et L waa12%=1

pour tout £e RYJ{0}. On en déduit que, si Q, est ’opérateur de convolution
de symbole y(z6), alors I = |, Q?%, I’intégrale convergeant au sens de la
topologie forte des opérateurs sur L2, et faiblement sur BMO. La continuité-
L? de T, originalement traitée par le lemme de Cotlar-Knapp-Stein [KS] que
nous rappellerons, peut également €tre traitée en utilisant cette méme décom-
position de I’identité [M]. Toutefois une telle décomposition fait défaut dans
les espaces de nature homogeéne abstraits. On est alors amené a utiliser un lemme
d’approximation dii 2 Coifman, reposant sur le lemme de Cotlar-Knapp-Stein
que nous rappelons:

Lemme C.K.S. [KS]. Soit (T));cz une suite d’opérateurs bornés sur un espace
de Hilbert H. On suppose que pour tous j, ke Z,

@.1 |T;T%| < 0l - k),
et

2.2 | TIT| < (G — k),
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ou j = w(j) est une suite telle que 3 ;w(j)'"* < +oo. Alors, pour tout sous-
ensemble fini I de Z,

2.3)

> Tu < 2 w2
iel jez

Rappelons qu’une série 2; ;j#; a valeurs dans un espace de Hilbert est som-
mable si et seulement si ses sommes finies sont uniformément bornées. En par-
ticulier, pour tout x € H, la série >;cz T;x est sommable, ou, en d’autres
termes, la série 2.z T; est fortement sommable et sa somme 7 vérifie |7T'| <
< Z] w(j)l/Z.

En situation concreéte, les hypothéses de presque-orthogonalité (2.1) et (2.2)
sont souvent une conséquence du lemme suivant.

Lemme 2.1. Soient U et V deus opérateurs donnés par des noyaux u(x, y) et
v(x,y) vérifiant, pour des constantes C>0, >0, A>0, jeZ et ke Z,
k<J,

(2.4 u(x,y) =0 pour |x—y|>C27,
(2.5) f |u(x, »)idy <A pour tout x,
(2.6) J u(x,y)dy =0 pour tout x,
(")) v(x,y) =0 pour |x—y|>=C27¥%,
(2.8) [v(x’, ¥) — v(x, )| < Clx’ — x|*24@+ ),
Alors

|UV | ,,, < CA2*~D*  pour tout pe[l, +c].

Pour démontrer le Lemme 5 il suffit de vérifier que le noyau K(x,z) =
= [u(x, y)v(y,z)dy de UV, qui est nul pour |x — z| > C2~* d’apres (2.4) et
(2.7), satisfait & |K(x, z)| < CA2%~P*2k4_ Ainsi on aura, pour fe L, (R,
|UVf(x)| < CA2* ‘j)“dejlx_yl < ca-# | f()] dy, ce qui entrainera la conclu-
sion désirée.

Or, d’aprés (2.6) et (2.8),

K, )| = | [ute, oy, 2)dy | =
= | [ute N, 2) = vix, 2D dy| <

< [ lue )|y - x|*25@* 2 dy,

ce qui d’apres (2.4) et (2.5) vaut moins que CA2%92% ~De,
Le Lemme 2.1 est démontré.
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Nous revenons au lemme d’approximation de Coifman, que nous énongons
dans le cas de I’espace de type homogene (IR?, b(x)dx), muni de la distance
euclidienne classique.

Lemme 2.2. Soit b une fonction positive bornée ainsi que son inverse. Il exis-
te une suite (Sy)xez d’opérateurs donnés par des noyaux s, définis sur
R? x RY et vérifiant, pour un C >0 et un o > 0,

2.9) Ise(x, »)| < C2¥ pour tous x,yeR?
(2.10) s¢(%,») =0 pour |x—y|l=>C27*%
2.11) 5. (¢, ) = 5,(y,x) pour tous x,yeR,

(2.12) |se(x',¥) — 5 (x, »)| < Clx’ — x|°2¥9+ ) pour tous x,x',yeR?,

(2.13) Jsk(x, »b(»)dy =1 pour tout x.

Alors, si Ay =S, —S;_, et, pour tout N, A=, 4 <nAj la série
Vi = Dxez AcMyAY est fortement convergente dans L* et définit un opéra-
teur de Calderon-Sygmund dont le noyau est 6-standard pour tout 6 < a. En-
fin, lim y_ o, V= My ! en norme CZs.

Rappelons que la norme CZ§ est définie sur les opérateurs de Calderdn-
Zygmund T don le noyau K est é-standard par [T |czs = | T 2,2 + |K|s-

Commengons par vérifier ’existence d’une telle suite S;. Soit M, I’opéra-
teur défini par M, f(x) = cZ""’j‘x_y| <, xS dx pour f€ Lj,. (R?), et ou c est
choisi pour que M, 1 = 1. Remarquons que M, b est lipschitzienne et a une dé-
rivée majorée par C2*, et que inf b < M, b(x) < sup b pour tout x. On choisit
Sy = M {Mb} "M, ot {M,b) ! est ’opérateur de multiplication poctuelle
par [M;b(x)] . La propriété (2.12) est satisfaite parce que M;b est lipschit-
zienne, et les propriétés (2.9), (2.10), (2.11) et (2.13) évidentes.

Pour prouver que la série définissant ¥ converge, nous allons vérifier que
les opérateurs (M,"?A;M}’?)<z satisfont aux hypothéses du Lemme C.K.S.
Nous noterons #;(x, y) le noyau de A;. Comme b est réelle, (M, *A;M;/*)* =
= My*A¥My"* a les mémes propriétés que M, >A;M,"?, il suffit en fait
de montrer (2.1), et 'on peut méme supposer j > k. Le noyau de A;M,Aj
étant j"tj(x, Mb(Mt(z,y) dy, sa norme sur L*(R") est estimée en appliquant le
Lemme 2.1 avec u(x, y) = ;(x, »)b(») et v(x,y) = tx(y, x). L’hypothése (2.6)
découle de (2.13), et les autres hypothéses du Lemme 2.1 sont trivialement vé-
rifiées. On obtient donc |A;M,A%|, , < C2% )=,

Soit, pour tout n € Z, W, = 21, AcMpAy _ , de sorte que Vy = 21, < v Whe
En vertu du calcul précédent, les opérateurs M ?A, My, A, . ,M/? vérifient (2.1)
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et (2.2) avec la suite w, définie par w,(j) = Cmin (2~ 2"le, 2~ lk—Jle) par
conséquent, la série >, A My A, ., , est fortement convergente, toutes ses som-
mes partielles ont une norme inférieure 4 C|n|2~ /"% et en particulier
| W,| < C|n|27!". La série définissant V, est donc également fortement
sommable, et de plus la suite ¥V, converge en norme d’opérateur quand
N— 400,

Pour identifier lim 5, ,, ¥, montrons d’abord que pour tout f e L?, la série
22k, jez AxMyA,f est sommable. Or une série & valeurs dans un espace de
Hilbert est sommable si et seulement si ses sommes finies sont uniformément
bornées. Soient fe L? et I un ensemble fini de Z x Z; alors

] 220 AMuAf] < 25

AcMyA;
(k,j)el n

(k,j)eletj—k=n

<

<CY n2 Mg C.

Donc 22 jez AxMyA;f peut étre calculé en regroupant des termes, et
X2k AMyA; = 2k (2 AMyA,).

Orlim;., ,.S;=lim;_ , . M;{M;b} "'M; = My, 'etlim;_, _.S;= Opourla
topologie forte des opérateurs (il suffit de vérifier que lim;_, , ,S;bf = f et
lim;, _,S;bf = 0 pour fe C&(R?), ce qui est une conséquence de (2.9), (2.10)
et (2.13)) on en déduit que

DAMA; = MMM = Ay et DDIAMA; = DA = My,
i k,j k
de sorte que limy_ o, V= M; .
Nous montrons maintenant que le noyau K,, de W, vérifie, pour tout é < «,
(2.14) IK,|; < C2MCE-,

Cela entrainera que lim »_, ., Vv existe en norme CZ§ et cette limite sera néces-
sairement M, !. Le Lemme 2.2 sera alors complétement démontré.

Nous pouvons supposer que 7 est positif. Notons que le noyau K, , de
A MLA, _, vérifie, d’aprés la démonstration du Lemme 2.1,

.15 |K,, (%, 2)| < C27 e —m
et
K, (62 =0 si |x—zl<C27%"m,

On en déduit que

(2.16) |K,(x,2)| < 201K k6, 2)| S C27 " ——x
K |x—z
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Nous allons maintenant vérifier que si |x’ — x| <1 |x - z|,

2.17) |Kn, k(X' 2) — K, (%, 2)] < Clx’ — x‘az(k—n)(d+a)
et
@19 Ko (5, — Ky 4(2,9] < Ol — 726+

en commengant par (2.17).

Lorsque |x’ — x| >2%, (2.17) est une conséquence de (2.15). Lorsque
|x' — x| < 2%, on utilise le fait que, d’apres (2.12), flte(x', ) — te(x, ») dy <
< Clx’ — x|*2¥@*+*)_ On en déduit que

Ko, k(%' 2) = Koy 1%, 2)| = H(tk(X’,y) ~ (6, YDty (7, D) dy | =
= | [ ', ) — 60 DOtk n(3,2) ~

- tk—n(xs Z))dy' <
< Cixl _ x‘rxzk(d+a)2—ka2(k—n)(d+cx)2—kd —
- CIX' _ xlaz(k—n)(d+a)‘

Pour montrer (2.18), on remarque 4 nouveau que si |x’ — x| > 2%, (2.18) dé-
coule de (2.15). Lorsque |x’ — x| < 2% on a

1K, @ %) = Ko 1@ 0)] = | [ 6@ DDON - (2 X)) = ti_ (2 0) dy | <

S C}X’ _ xlmz(k—n)(d+a)'

On déduit des inégalités (2.17) et (2.18) que, pour |x’ — x| < |x — z|/2,

(2.19) 1K, (X', %) — K,(x,2)| < L_;i'a
|x — z]
et
C 1’ — o
(2.10) |Kq(z, x") — Ky(z, %)| < ﬁv)ﬂ—a

On déduit (2.14) de (2.16), (2.19) et (2.20). Le Lemme 2.2 est démon-
tré.

Revenons aux problémes que nous avons énoncés dans le cas b = 1: étant
donnée une fonction b réelle positive bornée ainsi que son inverse, nous vou-
lons montrer que si 7: bCJ(R%) = {bCJ(R?%)}’ est un SIO tel que M, TM,, soit
faiblement borné et tel que 7 = ‘Th = 0, alors T est borné sur L%(R%. Nous
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voulons également, pour toute fonction 8 e BMO, construire un opérateur de
Calderén-Zygmund Up 4, tel que Ug ,b = B et ‘U ,b = 0.

Le premier probleme sera résolu au moyen des lemmes suivants, ou les no-
tations sont celles du Lemme 2.2.

Lemme 2.3. Pour tout k, I’opérateur A est continu de bCZ(R?) dans CZ(R%).

Ce lemme est trivial. Il permet, pour tout opérateur 7 satisfaisant aux hypo-
théses précédentes et tout couple (/j;, j,) € Z X Z, de définir un opérateur T
bCF(RY — {(bCZ(R%))’ par la formule (g, T;.. iWf) = (MpA;g, TM,A,; 0. On
a alors le lemme suivant.

Lemme 2.4. L’opérateur T ; est continu sur L? et vérifie |T, pigl22 S
< C, 37"V =2l pour tout v < mm (o, 8).

Par un argument déja employé dans la démonstration du Lemme 1.1, le, J,
est donné par intégration contre le noyau K i, % ¥) = (bt t; ¥ T(bt” )y, ou’on
a noté t;(z) = ti(x,2) = 5;(x,2) — 5;_1(x, z) En raison de la symetrle des
hypothéses, nous pouvons supposer j; = j,. Une application du Lemme 1.3
avecn=v», Y = btfl, et ¢ = tjfz donne

~Jivy —j2(d +¥)
2 2 22d+7)

I Jis Jz(x’y)l <C |x_y|d+v + 2~ R2d+Y)

2~ Jw
=C |x_y!ﬁv24jz(d7+v) .

Is ensult que 7; ; est borné sur L, L', et donc L? avec une norme majorée
par C2~ 111 "" Le Lemme 2.4 est démontré.

Fixons un entier N tel que | VyM, — I}, , <%, ce qui est possible d’apres
le Lemme 2.2. Si J; et J, sont deux sous-ensembles finis de Z, nous définissons
un opérateur TN, A bCZ(RY — {bC(R%)}’ par

(g, TN,JI,sz> = E Z <MbAszbAg ’ TMbAfleAﬁf>'

J1€J, Jy,ed,

Lemme 2.5. L’opérateur Ty, ; ; est borné sur L*(R%), et |Tn,; 1,12,2 <
< CN?, oii la constante C ne depend ni de J,, ni de J,.

Notons que la continuité sur L? de I’opérateur Y, jez AfMRA;, qui se dé-
montre comme celle de W, entraine I’estimation quadratique suivante: pour
tout feL¥(RY), X;ez [Af12<C)f]3- 11 en résulte que 3;ez [AY |3 <
< CN?| f}2. On en déduit que, pour f, g € bCF(R?),
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& Tny.1,f>=| 2 2 AMAle, T; ; (MyAYS))| <

J1&Jy Jy€J,

<2 21875212175, 5, 02,2185f 12

J1 Ja

ce qui, d’apres le Lemme 2.4, est dominé par

PIDM VI P il Vi PR o' i P P4

Ji I

car la matrice de terme général 2 ~*/1 =72 définit un opérateur borné sur /2.
Le Lemme 2.5 est démontré.

Nous voulons en conclure que 7" a une extension bornée sur L%(R%. Nous
savons déja que TM,, a une extension continue sur \’(R%). Nous allons montrer
Pexistence de deux espaces & et D possédant les propriétés suivantes:

(2.21) & est un sous-espace dense de N\’ NL?,
(2.22) DCN)YNL? et D est dense dans L?,
(2.23) pout tout (f,8) €& x D, [Kg, TM,f>| < C|fl.lgl,.

Ces trois hypothéses entrainent que 7° a une extension bornée sur L2. En
effet, la restriction de 7M, 4 & admet une extension continue sur L? (no-
tons-la 7’M,). Comme & est dense dans N’N L2, T'M, coincide avec TM,
sur NN L2, et en particulier sur C3(R%. Donc 7 est une extension bornée
de T.

Prenons & = VyM,C&(RY) et D = M, VyL5(RY), oil Lgy(RY) est le sous-
espace de L*(R%) constitué des fonctions a support compact et d’intégrale nulle,
et ol N est assez grand pour que VM, soit un isomorphisme de L* et de \”
(c’est possible d’aprés le Lemme 2.2 et le Théoréme 1). On en déduit (2.21)
car C&(R% est un sous-espace dense de \”NL?, et (2.22) car Ly C \)Y NL?
et Ly, est dense dans L>. La démonstration de (2.23) utilisera le lemme sui-
vant.

Lemme 2.6. Sife C(‘)"(ﬂ?d), la série 2. ; A; M, f converge normalement dans \’.
Si g € Ly (R?), la série 2.M,A;g converge normalement dans (\'Y .

Pour démontrer la premiére assertion, remarquons que pour fe cg(er) et
JE€Z, |AMf | < C,2J(“7+ ) d’apres (2.12), et A;M,, f est & support compact.
Donc

|AM, S|, < Crl A My f | < C27€@+,

ce qui prouve que la série 20 __ A M, f converge normalement. Pour estimer
1A;M,f |, lorsque j > 0, on utilise la régularité de fet A;b=0.On a
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|4;M, |0 = sup | [t nfObm ay| =
= sup | [ 1,06 )(0) - fENbOI | <
< Cp279.

Si |x'— x| =27,

|A;My, f(x") — A;M, f()]

<C20~ Y,
|x" = %"

1

Il reste donc & estimer |A;M,f(x') — A;M,f(x)|/|x" — x|” lorsque |x' — x| <
< 27/, Dans ce cas,

M, f(x) = ;M S| < [ 156, 9) = 1060 BB [F ) = f9) dy <
r_ a jd+ o) _ o
<Cw—x*f 2Oy —xdy <
S Clx' — x|* < C2¢ =V |x' — x|*.

Par conséquent, si fe C5(RY), 2, |AM,f], < +o.
Soit maintenant g e Ly(R%), et soit & € C3(R?) tel que |A|, < 1.
Sij>o0,

[(MpAse, hy| < Cp|AjMph| < C;  sup J1AO) — A < Cp2™.

¢ —x] = C2-
Sij<0etx,esuppeg,
[(Mya58, 1) = | [[ 6005, 9) = 100, IR dy dx | =
= | [[ e0t;x, %) = 1,60, DOONR() — Mo dy dx | <

<Clel X — x0|°27@* 9| y — xo|"dy dx <

_Uly—xol sCZ—J'+C‘g
Jx—x,| = o

<CRIe .

Par conséquent, 2; | MpA;g]osy < +oo, et le Lemme 2.6 est démontré.

Comme pour tout j € Z, A;M,, est continu sur \” (c’est un cas particulier tri-
vial du Théoréme 1), on déduit du Lemme 2.6 que pour fe cg(ne" , la série
> ; AjM, AN, f converge normalement dans \’; de méme, si g € Lgy(R%), la série
2 M,A jM,,A}Vg converge normalement dans (\")". De plus, les sommes valent
VNM, f et M, Vg respectivement, car les séries convergent aussi dans L?.Onen
déduit que la série double ; 3; < {Vl,,Asz,,A}: g, TM,A; MyAY M, f) con-
verge absolument et vaut (M, Vxyg, TM,VNM,f).
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Le Lemme 2.5 entraine alors que
KMy Vyg, TMy VM, )| < CN?| fl2]gl2 < CN?*| VM, f |5 | My Vrgl2s

ce qui est précisément (2.23). Nous avons donc montré que 7" a une extension
continue sur L*(R%).

Il nous faut maintenant contruire, pour tout 3 € BMO et toute b positive
bornée ainsi que son inverse, un operateur de Calderén-Zygmund Up , tel que
Ug,»b = B et ‘U b = 0. Pour cela, nous aurons besoin d’un résultat qui
quoique classique et facile, ne semble pas étre dans la littérature.

Lemme 2.7. Soit T un opérateur borné sur L*(R®) associé a un noyau K
vérifiant, pour un certain 6 > 0,

(2.24) |K(x', ) — K(x,y)| < C

pour tous x, x', ye R? tels que |x — y| > 2|x' — x|.
Alors T admet une extension continue de L*(R%) dans BMO(R?). Si de plus
T1 = 0, alors T admet une extension continue de BMO(R?) dans BMO(R?).

Rappelons la définition de I’extensién d’un tel opérateur a L*. Soient
S€L%, et Qun cube de R". On écrit f = f; + f5, ol f; = fXz¢, et on définit Tf
sur Q, a une constante additive prés, par la formule

(T = T () + [ (K(x,¥) = K(xo, 1)) () dy,

ou x, est le centre du cube Q. Il est clair que si Q' et une cube contenant Q,
et si xg est son centre, la restriction de (7f)o- & Q est égale & Tf(Q) modulo

la  constante [r, 0 (K(Xo',¥) = Ko, Y)S(D) Y = [,0n,0 Kxo, M) S () dy.
Donc cette définition de (7f)o est cohérente, et définit une fonction modulo
les constantes sur tout R%. De plus,

1 )| d <[ 1 T Zd]m
@Lu 1ol dx < —|Q—|L|f1| x|+

1
+§jj cQ |K(Cx, ») — K(xo, Y)| | f ()| dy dx <

yeRd\2Q
<Clf e

d’apres la continuité de T sur L? et I’hypothese (2.24). Ceci montre que I’ex-
tension construite est continue de L* dans BMO.
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Si T1 = 0, ’action de T peut étre étendue a I’espace des fonctions bornées
modulo les constantes, et méme & BMO. En effect, 71 = 0 permet de choisir
un représentat de f tel que j Sfi(x)dx = 0, et les propriétés des fonctions de
BMO entrainent alors [JN], [J2]

1 172
(2.25) ['@ J;Q |f(x)|2dx] < C| flamo
et
(2.26) o ”XEQ | )ch ny,’La || dy < C| fsmo-
d\20Q

On en déduit

j [(Tf)gl dx < C| f | Bmo,

Tor

a nouveau d’apreés la continuité de 7 sur L? et (2.24). Le Lemme 2.7 est
démontré.

Ce lemme s’applique a opérateur VyM,. En effet, VM, est continu sur
L?, son noyau vérifie (2.24), et (2.13) entraine que Vy(b) = VyM,1 = 0. On
déduit du Lemme 2.4 que lim 5, , VM, = I en norme d’opérateur sur BMO.
On choisira N de sorte que VM, soit inversible aussi sur BMO, et I’on notera
R son inverse sur BMO.

Nous pouvons maintenant donner la forme de I’opérateur Up ;. Ce sera la
limite faible des opérateurs U; g , définis par

J
Uj b= kZ DM, {AYM,RB} Sy,
=-J

ou {AYM,RB} désigne I’opérateur de multiplication ponctuelle par ANM,RB.
Remarquons que Apb = 0, et par conséquent |ARM,RB|. < C|B|smos de
sorte que les U; g , résultera du lemme suivant.

Lemme 2.8. Soient v € BMO(R?) et fe LX(R?. Alors

Z | ARM (S N5 < ClYl Mol £ 13-

Soit C, > 0 fixé. Rappelons que, pour qu’une suite (u);ez de mesures po-
sitives sur R soit telle que, pour tout fe L?,

; ” fk ”%,Z(I'Pd,duk) < Cl ”f”%y
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ou f(x) = dej.lx—yl - Coz_kf(y) dy, et il faut et il suffit que pour tout x € R¢
et tout keZ,

(2.27) ,Zk wi(Bx,27%) < G274,
jis=

ol B(x, 2~ %) est la boule de rayon 2~ et de centre x.

Ce que nous venons d’énoncer est une formulation «en temps discret» d’un
résultat de Carleson [CM1], [J2].

Pour vérifier que ce résultat s’applique pour démontrer le Lemme 2.8, no-
tons que, si C, est assez grand, |S; f(x)| < C|fi(%)|, de sorte que le Lemme
2.8 découlera du résultat suivant, pour tout x € R? et tout ke Z,

+ 00
(2.28) j >0 A v ()2 dx < €274
x-y|s2-kj=k
It est facile de voir que (2.28) découle de I'inégalité 35 |AN |3 < C| £ |3,
valable pour tout fe L?, des propriétés (2.25) et (2.26) des fonctions de BMO,
et des propriétés des opérateurs A; induites par (2.9), (2.10), (2.12) et (2.13).
Nous omettons les détails.
Nous pouvons maintenant montrer que les U; g ; sont uniformément bor-
nés sur L%(R%. Soient fet geL?;
Jj
& Uj s < 2 |<Arg, My { AXMRBYS, [ ] <
==J
J 172 J 172
< C[k 2 ,Akg§} [k 2 1RMLRBY(S 5} <
=-J Jj

< Clgl:18lemol f1>-

Ceci montre également que les U; g ;, convergent faiblement sur L? lorsque
J = +00. Soit Ug , leur limite. Des calculs analogues a ceus faits pour montrer
(2.16), (2.19) et (2.20) permettent de voir que les U; g , satisfont aux hypotheses
du Lemme 1.2. Comme ’Uj, s,b = 0 pour tout j, on en déduit, d’apres ce lemme,
que ‘U »b = 0. Il nous reste & montrer que Uy ;, b = 8. Pour cela nous avons
besoin d’une variante du Lemme 1.2.

Lemme 2.9. Soit (T));c\ une suite d’opérteurs vérifiant uniformément les
hypothéses du lemme 2.7 et tels que T;1 = 0 pour tout j. Si les noyaux K;
convergent uniformément sur tout compact de ) vers un noyau K et si les T;
convergent faiblement vers un opérateur T comme opérateurs bornés sur
L*(R%, alors pour tout f € BMO(R®) et tout g borné, a support compact et
d’intégrale nulle,
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(g’ Tf> = lim (g’ Tmf)

m—©

Ce lemme découle clairement de la démonstration du Lemme 2.7.
Pour démontrer que Uy ,b = @, il suffit, d’aprés le Lemme 1.2, de montrer
que pour tout g € (bCHRY)}o, lim;., , . <&, U; g, ,b) = g, B). Or

J
{8, Uj,g,bb> = <g,k2 _Aka{AkNMbRB}Skb> =

=-J

J
= <g, 2 .AkaA]I:IMbRB>-

k=—j

D’aprés le Lemme 2.9 appliqué a la suite 3% - _; A, M,AyM,, et la définition
de Vy,

lim (g, U, g ,b) = (g, VAM,RB) = (g, B,

J= +w

d’aprés la définition de R. L’opérateur Uy , posséde donc toutes les propriétés
requises.
Ceci achéve la démonstration du Théoréme 71 et du Théoréme 2.

II. FONCTIONS PARA-ACCRETIVES ET THEOREME Tb

3. Fonctions para-accrétives

Nous avons déja remarqué que les théorémes 71, 2 et 3 suggérent la question
suivante: quelles conditions une fonction b bornée ainsi que son inverse doit-
elle satisfaire pour que le Théoréme 71 soit vrai sur (R?, b(x) dx)? Le Théore-
me 3 suggere que b ne doit pas nécessairement étre a valeurs réelles. De plus,
un examen attentif de la démonstration du Théréme 2 que nous nous avons
donnée améne aux constatations suivantes. Le fait que b soit réelle n’a servi
que pour permettre d’affirmer que les A} satisfaisaient également la propriété
(2.13), ce qui était essentiel pour permettre d’utiliser le Lemme 2.1 et vérifier
les hypothéses de propre-orthogonalité du lemme CKS. Celui-ci n’a servi qu’a
montrer les deux faits suivants:

(3.1) 1l existe C > 0 et € > 0 tels que, pour toute partie finie 4 de Z,

ﬂ 2jeaAiMpd; . n ”2,2 <2 e,
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(3.2) Il existe C > 0 tel que pour tout fe L*(R%),
2.,€Z lafl3<Clfl5.

Rappelons que (3.1) et les conditions (2.9)-(2.13) entrainent que la série
double %; 3%, Aj MyA; est foriement sommable, que sa somme est M, *, et
que de plus lim -, , VM, = I en norme CZé. L’estimation quadratique (3.2)
est utilisée dans le Lemme 2.5 pour montrer que les opérateurs T, J,,7, sont
bornés.

De ces renarques, on peut conclure que le Théoréme 71 sera vrai sur
(R?, b dx) pour toute fonction b bornée ainsi que son inverse vérifiant les pro-
priétés suivantes:

(3.3) Il existe une suite S, d’opérateurs donnés par des noyaux s, vérifiant
(2.9)...(2.13);

(3.4) on peut choisir les S, de maniére que, si A, = S — Si _ 1, alors les pro-
priétés (3.1) et (3.2) son vérifiées.

Nous montrerons au paragraphe 6 que la condition (3.3) est en fait nécessaire
pour que le Théoréme 7T'1 soit vrai sur (R?, bdx).

De plus, nous verrons que si (3.3) est satisfaite, alors (3.4) I’est aussi, de sorte
que (3.3) est aussi une condition suffisante, ce que nous démontrerons au pa-
ragraphe 5.

Définition 5. Une fonction b: R? — C, bornée ainsi que son inverse, est dite
para-accrétive s’il existe une suite (sy)<z de fonctions de R x R? dans C
vérifiant les conditions (2.9)...(2.13).

Remarquons que la construction des s, donnée dans la démonstration du
Lemme 2.2 pour des fonctions réelles positives reste valable pour les fonctions
accrétives, de sorte que toute fonction accrétive est para-accrétive. La propriété
cruciale des fonctions para-accrétives est justement que I’on peut construire
les s, d’une fagon analogue.

Proposition 2.  Soit b: R? — C une fonction bornée ainsi que son inverse. Les
propriétés suivantes sont équivalentes.

(A) b est para-accrétive;

(B) il existe ¢; > 0 et Ny > 0 tels que pour tout k € Z et tout cube dyadique
Q de coté 2™ ¥, il existe un cube dyadique Q de méme taille tel que la dis-
tance de Q @ Q soit inférieure & Ny 2~ ° et |1/|0| [ 5b(x) dx| 2 e
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(C) il existe C; > 0, 8, > 0 et pour tout k € Z une fonction u, = R® x R > C
telle que

(3.5) lue(x, »)| < C12¥  pour tout x,yeR?
et

U, ) =0 si |x—yl =27k
(3.6) pour tous x, y et y' € R?,

lup (e, ¥') — wie(x, y)| < C 2K@+80| 1 — y)or,

1
(3.7) pour tout xe R?, s < <Cj;

1

J ur(x, »)b(y) dy

(D) il existe C, > 0, 6, > 0, et pour tout k € Z une fonction vy: R x R > R
possédant les propriétes (3.5), (3.6) et (3.7) avec C, = C, et 6; = §,, et te-
lle que

(3.8) pour tout xe R?, jvk(x,y) dy=1;
(3.9) pour tout ye R%, j ve(x, y) dx = 1;

(3.10) pour tout y € R, la fonction v,(-,y) est constante sur chaque cube
dyadique de volume 2~ %4,

Avant de démontrer cette proposition, indiquons comment I’implication
A = D nous permettra de faire un choix privilégié parmi les suites de fonc-
tions s; de la Définition 5. Soit V, I’opérateur de noyau v,(x,y) et {V;b}
Popérateur de multiplication ponctuelle par ¥, b. D’apreés (3.7) cet opérateur
est inversible. On pose S, = "V, { V;b} ~'V,; on vérifie aisément que les no-
yaux s; des Sy satisfont (2.9)... (2.13).

Nous venons de démontrer que (D) implique (4). Comme (A) entraine (C)
trivialement, il nous suffit de prouver les implications (C) = (B) et
(B) = (D).

La démonstration de (C) = (B) repose essentiellement sur une intégration
par parties. Soient (#;),€Z, C, et 8, comme dans (C), et fixons xe R et
ng e N. Ecrivons

J uw(x, )by dy = 3] u (x, Y)b(y) dy,

Qe®k+ ng

ol Dy, , est Pensemble des cubes dyadiques de volume 2~ “®* ™, Pour tout
cube Q€ Dy,
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J o 16 DO dy = | T, ) = moue(x, b(y)dy + |Ql(mguCx, - Dmogb.
On en déduit
| [, ux e )bGY dy | < C|b]oCr2™ 1 T2+ 0| g) + 2| mgb] |Q).

Comme, en vertu de (3.5), il y a au plus C C{2"? cubes Q de Dy, , tels que
) o k(6 Y)b(y)dy # 0, il découle
< | [uee 00 dy
< CC{27?(Cy27%1m02% + 2% sup [mgb| )27 4¢* ™) <
< CC4+1{2~%m 4 gup |mgb|},

ou le sup est pris sur tous les cubes Q € Dk s, tels que la distance de x a Q
soit inférieure 3 C2 %,

En choisissant 7, sufflsamment grand, on conclut que sup lme[ e(Cy).
La propriété (B) est donc vérifiée avec ¢; = €(C,) et N; = C2"™, ce qui démontre

(€)= (B).

Nous montrons maintenant que (B) implique (D). L’idée est de former pour
tout k une partition de R? en ensembles E; tels que ImE bl > epourune>0
fixe, pus de poser wi(x,y) = & E | si x et y sont dans le méme ensemble E; et
Wi (x, y) = 0 sinon. Les propriétés (3.8) et (3.9) seront automatiquement satis-
faites, ainsi que (3.10) si chaque E; est une union de cubes dyadiques de volume
2% Pour avoir (3.5), ils suffira alors que les E, aient un diamétre inférieur
a C2~*. Ensuite on construira les v, en régularisant les w, en y, ce qui per-
mettra d’avoir (3.6) sans affecter les autres propriétés.

Nous donnons maintenant les détails. Soient ¢; et N; tels que (B) soit sa-
tisfaite, et soit K une grande constante, dont la valeur sera précisée plus
tard. Fixons k € Z. Soit D, la collection des cubes dyadiques de volume 2~ %4,
On construit une application L: D, — D, de la facon suivante. Si |mgyb| >
> €;/KNY, alors L(Q) = Q. Si |mgb| < &;/KNY, alors L(Q) est un cube tel
que la distance de Q & L(Q) soit inférieure & N;27 ¥ et |my)b| > ;. Pour
tout J e D, tel que |m;b| > ¢,/KN?, on note E; 'union de ses antécédents
par L. Si |m;b| < ¢, E;=J; si |m;b| > ¢, E; est 'union de J et d’au plus
C,N¢ cubes Q tels que |mgb| < ¢;,/KN9. En choisissant K suffisamment
grand, on aura UE b(y)dy| > $27%, et |mg b| > e,/2C;N{. On obtient
donc une partition de R? en ensembles E, 7 tels que ImE b| >¢ ol e>0 ne
dépend que de ¢;, N; et d. On définit w, comme 1nd1que précédemment. Il
est clair que le volume de E; est supérieur & 2%, et que son diamétre est do-
miné par C2~%. Par conséquent, w, satisfait toutes les conditions requises,
sauf (3.6).
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Nous voulons maintenant régulariser en y la fonction w,(x, ). Soit ¢ une
fonction positive, C* a support compact, et d’intégrale 1. On pose

06, ) = [ wir, DR MY 02 M(z - y)) dz.

Les propriétés (3.5), (3.8), (3.9) et (3.10) sont encore vérifiées par v, (x, y). De
plus, (3.6) est maintenant satisfaite. Il reste donc a voir que (3.7) n’est pas af-
fecté par cetté régularisation, si M est choisi assez grand. on peut choisir M
de sorte que

[|{[wew 2@ M)0@ M - ) d2) = wetw ) | ay <5 10127

En effet, pour tout y, I’intégrand est dominé par | wy ., et de plus il est nul
pour tous les y qui son 2 une distance > C/2¥M de la frontiere d’un des E.
Si x est dans I’ensemble Ej,

| [wete b0y | =z | [, bV | >

de sorte que | [ ve(x, »)b(y)dy| = 5. Comme | [ v (x, Y)D(¥) dy| < |b] s vy satis-
fait aussi (3.7), et nous avons fini la démonstration de la Proposition 2.

La condition (3.10) exprime une certaine régularité en x de v,(x,y). Nous
allons maintenant voir comment on peut ’utiliser.

Lemme 3.1. Soit H opérateur continu sur L' donné par intégration contre
un noyau h(x,y) tel que

(3.11) pour un certain t >0, h(x,y) = 0 dés que |x — y| > ¢,
(3.12) pour tout xe R, [h(x,y)dy = 0.

Alors HV) est continu sur L' avec une norme inférieure a C©2*|H |, ;.

Notons que, d’apres (3.5), V est borné sur L' avec une norme uniformé-
ment bornée. Le lemme n’a donc d’intérét que lorsque ¢ < 2.

Supposons donc ¢ < 2~ ¥; I’operateur HV,, est donné par intégration contre
le noyau

Hy(x,2) = [ h(x, )ve(3,2) dy.

Nous voulons majorer sup, | |Hy(x, 2)| dx. Si z € Ej, et si d(x, dE;) > ¢, alors
v (*, 2) est constante sur {y, |x — y| <¢}. On en déduit que

Hi(x,2) = [ h(x, 9)ve(r,2)dy = 0

a cause de (3.12). Par conséquent
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“ j”(x ox(3,2)dy | dx < €2 ”d(x AE) <t |h{x, y)| dy dx <
c2* jd(y 9E)) <2t {I |hx, 7)) ax} dy <

< Cr2k sup U |A(x, »)| dx} <

N

< C2k|H| s

Le Lenmime 3.1 est démontré. Notons que seules les propriétés (3.5) et (3.10)
des v, ont été utilisées.

Nous avons indiqué apres la Proposition 2 comment on choisit une famille
S, d’opérateurs dont les noyaux vérifient (2.9)... (2.13). Pour vérifier que les
Sy satisfont égaiement (3.1) et (3.2), nous devrons nous appuyer sur des lemmes
autres que le Lemme CKS, car ia fonction b n’est plus nécessairement réelle.

4. Deux iemmes a la Cotlar

Dans ce paragraphe, H sera le cornplexifié d’un espace de Hilbert réel, et I’on
notera {°, ) le produit bilinéaire sur H. Tous les opérateurs considérés agiront
sur H.

Lemme 4.1. Soit (A));cz une suite d’opérateurs uniformément bornés telle
quelim; A= Ietlim,;, _,A;= 0au sens de la convergence forte. On sup-
pose existence de constantes e > 0, Cy > 0 et C, > 0 telles que, si B;= A; —
—A;_;etneN,

4.1) |B;Bj,nl + |BjnB;| < Co2™"

et

4.2) pour tout x € H, > UIBix|* + |'B;x|*} < C|x|>
JeZ

Soit ne N, et soit B} = 3} B. D’aprés (4.2), I'opérateur T,, = 35 _ . B;B]}
est défini comme série jaiblement convergente d’opérateurs. De plus,

lim, . T, = I en norme d’opérateur et la série double 2.3 ; <z B;By est for-
tement sommable. Enfin |I — T,| <% pour n > Cy(1 + |Log Cl|), ou Cjy ne
dépend que C,, ¢, et sup; | 4;].

La leitre C désignera les constantes qui ne dépendent que de C,, €, et
sup; |A;|. Nous commengons par démontrer le lemme sous 1’hypotheése
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2.jez | Bj| < +oo. Toutes les séries que nous écrirons seront donc automatique-
ment convergentes.

Soient me N, et F C Z X Z\{(j, k), |j — k| < m}; soit Sp= 2225 ; xyerB;Bs-
Nous voulons estimer | 7,SgT,| pour n € N. Soient x et y dans A; on majore
I<x, T,S¢T,»)| par

2 2 |<x, BBISEB,ByY| = > > |<'Bix, B,SpB,By)| =
=2, 2 |'Bix| | BsSeB,| | Byy|.

Comme (X, |By|*)* < @n + 1)(Z, |By|?)"* < @n + 1)C; | y| et pareille-
ment (X, |'Byx|?)"? < (2n + 1)C, | x|, on voit que

I<xa T'nSFTnyM < (2}’1 + I)ZC% ”xH "y“MF

ou My est la norme de ia matrice de terme général a, , = | B,SgB,|, agissant
sur /*(Z). Donc, | T,,S¢T,| < (2n + 1)>CiMy. Por estimer My, on majore a ,
par 25,2 | B;B;ByB,|. Or (4.1) entraine que |B,B;B, B,| est inférieur

a C2cls~Jlp =k =1l et aussia €27/ *I, donc & 2~ s ~JI+1i=ki+lk=rD
Si ’on somme cette majoration par rapport a r, puis £, puis j, on obtient
20,45, < C27“"2 pour tout s. Si ’on somme en s, j, et k, on obtient
2a,, < C27M 2 pour tout 7. Il en découle, par interpoiation (ou en utiiisant
I’inégalité de Schwarz) que My < C2~ "%, Donc | T,SgT,| < Cn*Ci2™ "2,
Comme on a supposé que 2; 2 | B;By| < +o, la série 23, >4 B; By est nor-
malement sommable, et sa somme est I’identité. Il existe donc un n € N tei que
|I—T,| <%. Soit n, le plus petit entier tel que [/ — T, | < 1. Sing>2,
choisissons m = ny — 1 et F= {(j, k), |j— k| > ny,— 1}, de sorte que Sp=
=I1-T, _ et |Se| >3 par définition de n,. Comme |7, '] <2, on ob-
tient

11 15,1 1
8 T T

TnOSFTn0 “ < Cn(%c%z (/20 - l)’
ce qui entraine que ny < C(1 + |Log C,|). [l en découle que pour m et F arbi-
traires,

ISel < 1T 11 T S¢T | < C3CI27 "2 < CCH(1 + [Log Cy Y222,

Le Lemme 4.1 est donc démontré lorsque 2 | B;| < +oo. Dans le cas gé-
néral, on modifie une suite A; vérifiant les hypotheses de la fagon suivante:
on remplace A; par [/ lorsque j est trés grand, et par 0 lorsque j est tres petit.
Si F est un sous-ensemble fini donné de Z X Z, on peut faire en sorte que
I’opérateur S correspondant a la suite modifiée soit le méme que pour la suite
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originale. Comme la suite tronquée vérifie les hypothéses du lemme avec les
constantes € = ¢, Cy = [1/(1 —279]Cy et C; = C; + 4sup; | A4;], et de plus
est telle que 3 |B;j|> < +oo, on en déduit que Iinégalité |Sz| < CCI(1 +
+ |Log C;[)*2~ ™2 reste valable pour tout F fini. Il s’ensuit que pour tout
x € H, la série double X.; 2., B;Byx est sommable car ses sommes finies sont
uniformément majorées. De plus, |I— T,,|] < CC3(1 + |LogC,|)?2™ "2
tend vers 0 quand m — + oo, ce qui conclut la démonstration du Lemme 4.1.

I se trouve que, dans les situations ou nous appliquerons ce lemme, 1’exis-
tence de C, et de € sera claire, tandis que nous aurons besoin du lemme suivant
pour établir celle de C;.

Lemme 4.2. Soit (A));cz une suite d’opérateurs uniformément bornés sur H

telle que lim_, , ,A; =1 et lim;_, _,A;= 0 au sens de la convergence forte.
On suppose ’existence de Cy > 0 et € > 0 tels que si Bj= A; — A;_,,

I|B;B;.nl + |BjsnBj| <Co2™

pour tout neN. On suppose en outre que A; admet la factorisation
Aj= D,E;, ot (D))jez et (E))jcz sont deux suites d’opérateurs uniformément
bornés vérifiant les propriétes

(4.3) si G;=E; — E;_4, 2, | G;x|* < C,|x|* pour tout xe H,
et, SI'FJ-=DJ~—DJ'_1, »

(4.4) |E;B;, ,| < Co2™ " pour tout jeZ et tout ne N,
4.5) |F;E;_,| < Co2™ " pour jeZ et neN, et
(4.6) |FiE;_,B;_p_n| < Co2™"*™ pour jeZ et n,n' e N.

On suppose enfin que la suite ( ))jez Satisfait a toutes les hypothéses faites
sur la suite (A)).
La conclusion est ’existence d’une constante C, telle que pout tout x € H,

4.7) ZZ |B;x|* + |'B;x|* < C3| x|

Comme pour le lemme précédent, il suffit de démontrer qu’il existe une
constante C;, ne dépendant que des hypothéses du lemme, telle que (4.7)
soit satisfaite dés que 23; | B;| + 2, | F;j| < +o. En effet, pour tout N < +
+oo, onaura 27— _n |B;x|* + |'B;jx|* < C?| x| pour tout x, en appliquant
(4.7) a une suite tronquée remplacant (4)), et la constante C; sera indépen-
dante de N.

Supposons donc que ;| B;| + 2 |F;| < +, et décomposons B; de la
facon suivante:
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B_] = DJEJ - Dj—lEj—l =
= D;G; + F;E;_,
Comme les D; sont uniformément bornés, (4.3) entraine 3J; | D;G;x|* <

< C|x|? pour tout x € H. Soit m un entier positif, dont la valeur sera décidée
plus tard. On majore (X, | F;E;_x|*)"? par

m
<Z lll‘}Ej_mx||2>1/z + 122 [Z IIF}(Ej_,+1 — EJ-_,)xHZ} 172,
J =2L

En utilisant & nouveau (4.3) et le fait que les F; sont uniformément bornés,
on voit que

4.8) [Z_ ||B,~x||2]“2 < [z |:1~3-E,~-,,,x||2]“ + Cm|x].
J J

Pour estimer sup,, | < 1|2, | F;E;- »X|?], il suffit d’estimer

<y, S E} nFIFE; ,,,x> } :
J

sup
%y, ixl =1, 1yl =1

Comme nous avons supposé que 2; |B;| < +o, nous savons qu’il existe
une constante C; > 0, et nous voulons seulement obtenir un contréle de C1
D’aprés le Lemme 4.1, il existe ny < C(1 + |Log C,|) tel que |iI Tl <1,
de sorte que |7, '] <2. Il suffit donc d’estimer

| (22, BB (DERwFIEE ) 2 BSB,)x>y
lu—v[ = ng Jj [s—r| =ng
pour |x| <let [y] <

Par le méme ralsonnement que dans la démonstration du lemme précédent,

et en utilisant les estimations quadratiques

(=

u

v+n

2. By

u=v—n°

2172 -
} <@n + DGyl e

s+ no

2 Bx

r=s—ng,

(=

s

23172
} < @n, + G |x],

on voit que

4.9) sup [Zl]FjEj_mxﬂz] CnCM,

xixf=1LJj
ou M est la norme de la matrice de terme géneral

= 3 | BYES nFIF,E) By
J
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Lorsque s <j— m, |FE;_,B,| < Co2 U~ a cause de (4.6); lorsque
s=2j—-m,

|F,E;_ By < CIFE;_ | V21 E;_ By /2 < C27 /227Gt m
a cause de (4.5) et (4.4). Dans les deux cas,
\F.E;_ B, < C2~ 2 =cls=somirz

Hendécoule b, K C27 3,z 2 U=+ I=ID €21 + |s — v|y2—cls— 412,
Par conséquent, M < C2™ ",

Soit C, = sup ) <1 (2; | B;X |?)"2. D’apres (4.8), (4.9) et ce que nous ve-
nons de voir,

C, < CnyC,MY? + Cm < C(1 + |Log C,)C;2~“™? + Cm.

On majore pareillement sup |, < ; ( 25| ’Bjx||2)1/ 2 en utilisant la symétrie des
hypotheéses sur les A; et les ‘4, de sorte que C; < C(1 + |Log CG;|)C;2™ ™2 +
+ Cm, ou la constance C est indépendante de m. On choisit pour m la partie
entiére de (2 Log C,;)/(eLog?2), on obtient C; < C(1 + |Log Cy|), ce qui en-
tralne C; < C. Nous avons donc le contrdle de C, recherché, et le Lemme 4.2
est démontré.

5. Le théoréme TH

Nous allons utiliser les résultats des paragraphes précédents pour démontrer
le théoréme suivant, qui généralise les théorémes 2 et 3.

Théoréme Th. Soient b, et b, deux foctions para-accrétives sur R®. Soit
T: b, CYR?) - [b,CURY)]" un SIO. Alors T admet une extension continue
sur LX(R%) si et seulement si M, TM, est faiblement borné, Tb, € BMO, et
'Th, e BMO.

Rappelons que les fonctions para-accrétives sont définies et étudiées au pa-
ragraphe 3; les autres termes de 1’énoncé sont définis au paragraphe 1.

Nous ne démontrerons le théoréme gque lorsque b; = b,, les changements a
faire dans le cas géneral étant triviaux. Signalons que la méthode de McIntosh
et Meyer pour démontrer le Théoréme 3 s’étend aussi au cas de deux fonctions
accrétives distinctes b; et b,. Un exemple d’opérateur li¢ au théoréme de
Mclntosh et Meyer, dans le cas ou b, = 1 et b, est une fonction accrétive défi-
nie sur R, est précisément I’opérateur de Kato v/ Db; D étudié dans [KM].

Nous passons maintenant a la démonstration du théoréme. Soit (S));cz la
suite d’opérateurs définis apres 1’énoncé de la Proposition 2, paragraphe 3.
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Comme nous I’avons remarqué au début du paragraphe 3, le théoréme 75 sera
démontré dés que nous aurons prouvé que cette suite S, satisfait les propriétés
(3.1) et (3.2). Pour ce faire, nous allons vérifier que la suite 4; = S;M,, vérifie
les hypothéses du Lemme 4.2. Dans ce cas, (4.7) implique que 2; | B;f |? =
=X |A;My ' f]3 < C| £ 3, ce qui est équivalent & (3.2). D’autre part, si les hy-
pothéses du Lemme 4.2 sont satisfaites, d’apres le Lemme 4.2 celles du Lemme
4.1 le sont aussi, et il résulte de la démonstration du Lemme 2 que, si F est
une partie finie de Z X Z\{(j, k), |j — k| <m}, alors | Z%; cerB;Bi| <
< C27 92, En particulier, si 4 est une partie finie de Z,

Z Bij+m+1

JEA

<C2” em/2

_2}4 AMyA; oy 1Mbl
JE.

ce qui est la condition (3.1).

Vérfifions que les S;M,, vérifient toutes les hypotheses du Lemme 4.2.

Comme les S;M, sont uniformément bornés sur L?, TI’hypothése
lim;, ,S;M, =1 au sens fort découle de ce que pour toute fe C(RY),
lim;_, . S;M, f = f, ce qui résulte des propriétés (2.9) et (2.13) de s;(x, »). De
méme, lim;, _,S;M, = 0 au sens fort.

L’inégalité |A;MuA;, .| + [4j+ MpA;| < Co2™ " est une conséquence du
Lemme 2.1 et des propriétés (2.9)... (2.13), que nous avons d’ailleurs déja vue
au Lemme 2.2.

La factorisation de A; = S;M,, = 'V;{V;b} ~'V;M, est donnée par D; = 'V
et E;= (V;b}~ leMb. Les D; et E; sont clairement uniformément bornés.
Pour vérifier (4.3), on écrit

Gy = (V;b) " 'V;M, — (V;_1b} " 'V;_ M, =
—(V;b) " (V516 MU Vb)Y — (Vo b)YV M, +
+ (Vj1b) TNV = Vi )M,

Soit T; = (V}— V- )(¥; — V;_ ). On déduit de (3.5), (3.6), (3.8), et du Lemme
2.1 que | T;T#| + | T#T,| < C27 =¥, On peut donc appliquer le Lemme
CKS, ce qui donne

|<f,;r,-f>| =21 - VoS BLCISIE

et par conséquent

,Z- "{Vj—lb}_l(VJ_ Vj-l)bellﬁ <C|fl3

De plus, I’inégalité quadratique 33, |(V; — V;_).f |3 < C| f|3, appliquée a
S = bXp, c2 - k), montre que la suite de mesures p; = |(V; — V;_,)b|” dx vérifie
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la condition de Carleson (2.27). On en déduit, comme on I’avait fait au para-
graphe 2, que pour tout fe L?;

1
; (V;b)(V;-1b)

2

<ClfI3

2

(V= V- DbI(V;M,.f)

ce qui entraine (4.3).
Pour prouver (4.4), on applique le Lemme 2.1 avec U="'A;,,M, et
V ="'V, On obtient |‘A;, ,M,'V;| <C2~, d’ou

|E;B; | = | {V;b} " 'V;MyA;, ;M| < C27°".
Pour vérifier (4.5), montrons que
5.1 ||(th—th—l){Vj_,,b}”le_an"l,lScz_"-

Comme ces opérateurs sont uniformément bornés sur L* a cause de (3.5), il
en résultera par interpolation que

(5.2) |FE,_j|,< C27"2,

ce qui est (4.5).

Pour prouver (5.1), nous utilisons la remarque suivant la démonstration du
Lemme 3.1, qui nous dit que nous pouvons remplacer dans ce lemme I’opéra-
teur Vy par { Vb~ '}V, dont le noyau vérifie également (3.5) et (3.10). Le
Lemme 3.1, appliqué avec H = ‘'V; — 'V}, t = C2 /et k = j — n, fournit aussi-
tot (5.1).

Pour montrer (4.6), et compte-tenu de (5.2), il suffit de montrer que
|FEj_wBj_n_w| <C27*". Nous écrivons F,E;_,B;_,_, = UV, avec
U=V, ="V;_)(V;_ub) " 'V;_ My et V=A;_,_,. Comme Ul =0, on
peut appliquer le Lemme 2.1 qui donne |UV |, , < C2™*".

Nous avons fini de vérifier que les Lemmes 4.1 et 4.2 s’appliquent a notre
situation. Le théoréme 7b est donc complétement démontré.

6. Nécessité de la para-accrétivité
La proposition suivante est une forme de réciproque au théoréme 75.

Proposition 3.  Soit b: R? — C une fonction bornée. Si la conclusion du théo-
réme Tb est vraie avec b, = b, = b, alors b est para-accrétive.

Pour démontrer la Proposition 3 il suffit, pour toute fonction b qui n’est
pas para-accrétive, de construire une suite (7,),<n d’opérateurs vérifiant uni-
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formément les hypothéses du Théoréme 7b , mais qui ne sont pas uniformé-
ment bornés sur L%(R%), et qui sont donnés par intégration contre des noyaux
positifs. I1 est alors facile de choisir une suite sommable (), de nombres
réeles positifs telle que lim,,, o sup |, T,[,,, = +. Comme les 7, sont don-
nés par des noyaux positifs, ’opérateur >, o, T, qui vérifie les hypotheéses du
Théoréme 7b, est alors non borné sur L*(R%).

Supposons donc que b n’est pas para-accrétive. D’aprés la Proposition 2,
pour tout n > 0 il existe un cube dyadique Q (soit 2~ *? son volume) tel que
pour tout cube dyadique O de méme volume vérifiant d(Q, Q) < 2"2~*, on ait
|mgb| < 1/n.

Soit X la fonction caractéristique de {xe R4 d(x,Q)<2""27%}, M,
I’opérateur de multiplication ponctuelle par X, et, pour ¢ > 0, P, ’opérateur
de noyau (1/t%) Iy, _y) < 4-

Lemme 6.1. L’opérateur

2n—k—1

T, = j PMeP,
2-k t

est un opérateur d’intégrale singuliére dont le noyau satisfait les estimations
standard de maniére uniforme. De plus, |T,|,,, < [(n — 1)/4] Log 2.

Le calcul du noyau de T, et la vérification des estimations standard (1.1) et
(1.2) sont faciles et nous les laissons au lecteur. Pour < 2" ¥~ 1, PX > 1 X,
de sorte que

Zn-k—l
-1

T,.ij Lydt (-1
2-k 4 t

vV

Log2X,

ce qui démontre le Lemme 6.1.
Nous aurons également besoin du lemme suivant.

Lemme 6.2. 1 existe C > 0 tel que pour tout Te[2~%,2" k1],

c2 % 1
6.1) |MyxP,b| < +

Pour démontrer ce lemme, on remarque que si d(x, Q) <2" %! et si
te[27%,2" k11 la boule de centre x et de rayon 7 est telle que tout cube dya-
dique O de volume 2 ~*? qui la touche vérifie |mgb| < 1/n. On en déduit que
|P,b(x)| < (1/n) + C(2™*/t) en approximant la boule de centre x et de rayon
¢ par une union de cubes dyadiques de volume 2 ~*¢, ce qui démontre le Lemme
6.2.
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Nous déduisons de ce lemme que | 7,6 |, < C; comme ‘T = T'il ne nous res-
te plus qu’a montrer que les M, TM,, sont uniformément faiblement bornés.
Il suffit en fait de voir que si fe C4(R% a un support de diamétre s, alors

6.2) | Twblo < C( f e + S[VS | )
Notons que si d(x, Q) <2" % et fe CLR?),
MyP,(bf)(x) = P/(bf)x) = f()P:b(x) + P,Ib(f — fFOGN]I().

Dapres (6.1), |MyxP,(bf)].<C{Q /1) + 1/m}|f|e+ Ct|Vf]o nous
retiendrons cette majorationsi? <s.Siz > s, ona [Py(bf)|w < C6/)%| f | w-
On en déduit que

+ o d s d
IITnbfllwscj ({—) nfuw?wj VSl +
s 0

2n—k—l —k
C2 1 dt
R __S
+j ( . +n>||f|lwt

SCUS] + 519/ ).

Nous avons donc une suite 7,, comme souhaité, et la Proposition 3 est dé-
montrée.

Une variante légérement plus élaborée du contre-exemple précédent permet
de montrer la proposition suivante.

Proposition 4.  Soit b, une fonction para-accrétive sur R°. Si b, est une fonc-
tion bornée telle que la Théoréme Tb soit vrai pour le couple (b,, b,), alors
b, est para-accrétive.

Nous omettons la démonstration de cette proposition.

I1 est possible que I’on puisse montrer que b, et b, sont para-accrétives si
le Théoreme Tb est vrai pour le couple (b,, b,), mais nous n’avons pas su le
faire. Cela montrerait que le Théoréme 7h est en un certain sens optimal.
Toutefois, il es clair qu’il existe une extension du Théoréme 7h ou les modules
des fonctions b, et b, seraient des poids de Muckenhoupt. L’absence pour
I’instant d’applications pour une telle extension suggére toutefois de différer
son étude.

Signalons que toute fonction bornée ainsi que son inverse n’est pas néces-
sairement para-accrétive. Les exponentielles imaginaires nous fournissent une
infinité non dénombrable de contre-exemples.
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III EXTENSIONS ET APPLICATIONS

7. Extensions

Nous allons illustrer la généralité de la méthode employée dans la démonstra-
tion du Théoréme Th para quelques extensions.

A. Espaces de nature homogene

Rappelons qu’un espace de nature homogeéne (X, d, ) est un espace topologi-
que X, muni d’une quasi-distance d et d’une mesure de Radon positive u, pour
lequel il existe une constante C telle que pour tout xe€ X et tout r> 0,
w(B(x,2r) < Cu(B(x, r)), ou B(x,r) est la boule {ye X, d(x,y) <r}.

Nous verrons que I’on peut définir, sur chaque espace de nature homogeéne,
une classe d’opérateurs d’intégrale singuliére comme nous 1’avons fait dans le
cas euclidien. Dans le cas de certains groupes de Lie nilpotents, cette classe
géneralise les opérateurs de convolution considérés dans [KS]. Enfin, modulo
certaines hypothéses innocentes sur ’espace (X,d, n), le Théoréme 7b se
généralise.

Le point de départ est le résultat suivant de Macias et Segovia.

Théoréme 4 [MS1]. Soit (X, d, p) un espace de nature homogéne. Il existe
une quasi-distance & topologiquement équivalente a d verifiant

(i) 8(x,y) = inf g u(B), l’inf étant pris sur toutes les boules B contenant x
et y, et
(ii) il existe C> 0 et a > 0 tels que, pour tous x, y, Z€ X,

|6(x, 2) — 8(y, 2)| < C3(x, »)*(6(x, 2) + 8(», 2))' =

Au vu de ce résultat, on peut remplacer ’espace (X, d, pu) par (X, 6, p).
L’avantage est que, sur I’espace (X, 6, p), la fonction 6 est localement holdé-
rienne, et que, si CJ(X, 6) est ’espace des fonctions holdériennes d’exposant
n 4 support compact, C(X, 8) est dense dans L(X, dp) si 5 est assez pettit
[MS1].

Une fonction K(x, y), définie pour x # y, est un noyau standard sur (X, 6, u)
s’il existe C > 0 et n > 0 tels que

(7.1) |K(x, »)| < Co(x,y)~' pour x#y,
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et

o(x’', x)"

(7.2) |K(x',y) = K(x,»)| + |[K(y,x) — K(»,%)| < C 603) £ o)

11 est facile de voir que, si ’on prend 8(x,y) = |x — y[d sur (R?, dx), cette
définition d’un noyau standard coincide avec celle du paragraphe 1.

Soient b, et b, dans L*(X, p). Comme dans le cas euclidien, un opérateur
d’intégrale singuliere est un opérateur continu T: b; C}(X, 6) — b, CY(X, 8)
associé a un noyau standard K(x, y) au sens que, pour f et g dans C}(X, d) a
supports disjoints.

(&, Tf> = |[ e®b(IKx, 2)b1 () () du(y) dp(x).

La démonstration du Théoréme 71 sur les espaces de nature homogéne suit
de trés prés la démonstration du Théoréme 2 donnée au paragraphe 2. Le
point crucial est I’existence d’une «bonne» approximation de I’identité,
destinée a remplacer les opérateurs S, du Lemme 2.2. On a besoin d’une suite
(Sk)kez de fonctions, définies de X X X dans R*, telles que, pour un n > 0 et
pour tout ke Z,

(7.3) S0, =0 si 806, y)=C27F et |si]e<C25
(7.4) |5 (6, ) = 5", )| < C254 V5, x)

pour x, x’ et y dans X:

(7.5) Sp(x,y) = s, (y,x) pour tous x, yeJX;
(7.6) L(sk(x, »)dw(y) =1 pour tout xeX.

Pour construire les sz, on a besoin des deux hypothéses supplémentaires
suivantes sur (X, 6, u):

7.7 w(X) =+
(7.8) pour tout x e X, w({x})=0.

On choisit une fonction A dérivable: R* — R*, égale 4 1 sur [0,1/2] et &
0 sur [2, +oo[. On appelle T} I’opérateur défini par le noyau 2 ~*A(8(x, y)/2%).
La propriété d’espace homogene et les hypothéses (7.7) et (7.8) entrainent que
T, 1 = 1. Soient M, I’opérateur de multiplication par 1/7;1, W I’opérateur
de multiplication par {T,(1/T,1)} "%, et S = My T Wy T M,,. Les propriétés
(7.3), (7.5) et (7.6) son immédiates, et (7.4) provient de la propriété (ii) de 6.

On a de plus lim,, , Sy =ITetlim,_, _,S; =0, la convergence ayant lieu
pour la topologie forte des opérateurs bornés sur L. Le reste de la démonstra-
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tion du Théoréme 2 donnée plus haut est encore valable dans le contexte des
espaces de nature homogene.

Pour démontrer la Théoréme 7bh dans le cadre des espaces de nature
homogene, il nous faut en outre un substitut 4 la Proposition 2. La propriété
(B) est modifiée en remplagant les cubes dyadiques par des boules. Pour
construire :
des fonctions v, comme dans (B) = (D), on décompose, pour tout k, X en
use union disjointe d’ensembles E; ,dont la mesure est > C2~ ¥ et le diamétre
pour la quasi-distance 6 est inférieur 4 C2~*. I faut encore, pour que la con-
dition «pour tout y € X, la fonction v,(-,y) est constante sur chaque Ej ,»
entraine assez de régularité en x pour pouvoir étre utilisée dans le Lemme 3.1,
que la mesure de I’ensemble des points de X dont la distance a la frontiére
d’un des E, ; est inférieure & ¢ décroisse suffisamment vite avec .

On est amené a faire ’hypothése supplémentaire suivante sur (X, 6, u):

(7.9) 11 est possible de choisir la quasi-distance du théoréme de Macias et
Segovia de telle sorte que, en plus de (i) et de (ii), on ait

(i) il existe ¥ > 0 et C > O tels que, pour tout x€ X et tous r > 5 > 0,
w(B(x, D\B(x, 5)) < C(r — s)'r* .

Avec les hypothéses supplémentaires (7.7), (7.8) et (7.9), on peut démontrer
une proposition semblable a la Proposition 2. Le reste de la démonstration du
Théoréme 7b se déroule alors a peu prés comme dans le cas euclidien, de sorte
que le Théoréme 7b est vrai sur (X, 6, p). Nous omettons les détails de la
démonstration.

B. Opérateurs agissant sur des fonctions a valeurs matricielles

Le Théoréeme Tb s’étend aussi sans grande modification au cas ou I’opérateur
T envoie des fonctions & valeurs dans [R” dans des fonctions a valeurs dans
R". Le noyau K(x, y) est alors une matrice n X n dont les coefficients sont
notés K; ;(x,»), 1 <i,j < n. On dira que K est un noyau standard si les K;;
sont des noyaux standard. Il est commode de considérer I’opérateur 7 comme
agissant sur les fonctions définies sur RY et & valeurs dans 917,(C) (’espace des
matrices n X n a coefficients complexes), au lieu de R”. ,

Nous définissons la dualité sur les fon¢tions a valeurs matricielles a 1’aide
de la forme bilinéaire

(7.10) (G,Fy = j G()F(x) dx,

ou G(x) est pour tout x € R la matrice transposée de G(x). Notons que le pro-
duit (G, F') est une matrice constante.
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On notera Cy = C§(R?, 9,(C)) I’espace des fonctions C* i support com-
pact définies sur R? et & valeurs dans 91,(C); si B est une fonction a valeurs
matricielles, BCy sera I’image de Cg pour I’opérateur de multiplication a
gauche par B(x).

On se donne donc deux fonctions B;(x) et B,(x), a valeurs dans 9M,(C),
telles que By '(x) et By (x) existent et soient bornées. Un SIO est un opé-
rateur linéaire continu 7: B;Cg— (B,Cp) (ou le dual est défini a I’aide du
produit bilin€aire ci-dessus), pour lequel il existe un noyau standard K(x, y) =
= ((K;, j(x,»)) tel que, si F et G sont dans Cg et ont des supports dis-
joints,

(B,G, TBiF) = [y [0 GOB(K(x, Y)B,()F(y) dy dx.

Définissons la transposition des opérateurs par la formule (G,'TF) =
= (F, TG) ~. Ainsi, le transposé de ’opérateur de multiplication & gauche
par B(x) est ’opérateur de multiplication a gauche par B(x). D’autre part, si
T est un SIO, alors ‘T est un SIO, et son noyau est X(, x).

Avec ces notations, on a le théoréme suivant:

Théoréme TB. Soient B, et B, deux fonctions bornées de R* dans 9 ,(C),
et telles que B; ' et B; ! existent et soient bornées. On suppose que B, et
B, satisfont a la condition (D) de la Proposition 2, ou (3.7) est remplacée
par

(3.7) pour tout xeR%, j u,(x, y)B(y) dy est inversible, et la norme de son
inverse est inférieure a C,.

Soit T: B, C5(R?, M,,(C)) = [B,CHR?, M,(C))]' un SIO. Alors T admet une
- extension continue sur L*(R%, M, (C)) si et seulement si N B, ™ B, est faible-
ment borné, TB, e BMO, et ‘TB, e BMO.

Les définitions de TB;, ‘TB,, et de la bornitude faible de Myg TMp sont les
mémes que dans le cas scalaire.

La démonstration de ce théoréme est la méme que celle du Théoréme 75;
nous en omettons les détails.

La Proposition 2 ne semble pas se généraliser aux fonctions a valeurs
matricielles. Dans la démonstration de (B) = (D), pour pouvoir prouver que
Pintégrale de b sur chaque E; est assez grande, il faudrait que si deux matrices
A et B sont telles que |47 '] <let [B™!| =S alors |(4 - B)™'| <2. Une
telie propriété est naturellement fausse en général, et nous ne savons pas
démontrer le Théoréme 7B pour une fonction a valeurs matricielles B qui
satisferait a la condition (B) de la Proposition 2.
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C. Les nombres de Clifford

Rappelons que ’algeébre de Clifford C,(RR) est I’algébre sur R engendrée par

une unité e, = 1 et n éléments e, ...,e,, avec les relations e,?= —1 pour
I<ig<netee = —eepour 1<i#j<n SiA={(,...,Ii) est une suite
finie strictement croissante de {1,...,n}, on pose e, = € ,...,€; par con-

vention, e, = e,. Les ¢, forment une base de C,(R), qui est donc de dimension
2" sur R.
Les nombres de Clifford sont le sous-espace vectoriel de dimension n + 1

engendré par e, . .., e,. Six =X, + x;€; + - - - + X,e, est un nombre de Clif-
ford non nul, et si |x|* = x3 + x + - - - + x2, alors x est inversible, et x~! =
= (2/]x|*)(xo — x,€; — - - - — X,e,). En particulier, |1/x| = 1/|x|, et la pro-

priété qui nous faisait défaut pour les matrices est vraie. La Proposition 2 est
donc encore vraie pour les fonctions b bornées définies sur R? et a valeurs
dans les nombres de Clifford.

Como [P’algébre de Clifford opére sur elle-méme (par exemple par
multiplication a gauche), on déduit du Théoréme 7B et la remarque
précédente que le Théoréme 75 reste valable lorsque 7 est associé & un noyau
K(x,y) a valeurs dans C,(R), et b;, b, sont deux fonctions para-accrétives
définies sur R? et a valeurs dans les nombres de Clifford.

8. Opérateur de Cauchy et calcul fonctionnel holomorphe en
plusieurs variables

Une conséquence facile du Théoréme 7b est la continuité sur L de I’opérateur
défini par le noyau de Cauchy sur une courbe corde-arc. Rappelons qu’une
courbe rectifiable I' du plan complexe, admettant la paramétrisation par la
longueur d’arc s — z(s), définie pour s € R, est dite corde-arc si, pour une con-
stante C > 1 et tout (s, #) € R?, |z(s) — z(?)| = & |s — ¢#].

Si I' est une courbe corde-arc, alors le noyau K(x,y) = 1/(z(x) — z(»)) est
un noyau standard, et de plus antisymétrique. Nous avons vu au paragraphe
1 (formules (1.4) et (1.5)) que K(x, y) définit un SIO T: z'C5(R) — z'Ca(R) tel
que M,.TM,. soit faiblement borné. On vérifie sans peine que 7z’ = ‘Tz’ = 0
(dans BMO) en utilisant la formule de Cauchy. De plus, la fonction z’ vé-
rifie clairement la propriété (B) de la Proposition 2, de sorte que I’on peut
appliquer le Théoréme Th et qu’on obtient la continuité sur L? de I’opéra-
teur 7.

Rappelons que ce résultat est une conséquence facile du Théoréme de
Coifman-McIntosh-Meyer [CMM1] (voir [CDM]). Notons aussi que, lorsque
I" est le graphe d’une fonction lipschitzienne, ce résultat découle, par le méme
argument, du Théoréme de McIntosh et Meyer cité au paragraphe 2.
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L’extension du Théoréme 7b aux nombres de Clifford permet de démontrer
directement que le noyau de Cauchy-Clifford associé au graphe d’une fonc-
tion lipschitzienne: R" — R définit un opérateur borné sur L*(R"). Comme ce
résultat est, de toute fagon, une conséquence facile du Théoréme de Coifman,
Mclntosh et Meyer, nous ne donnons pas les détails (voir [DJS]).

Nous nous proposons d’étendre en plusieurs dimensions la construction par
Coifman et Meyer [CM2] d’un calcul fonctionnel holomorphe en
(1/Q + i¢"))(d/dx), ou ¢ est une fonction lipschitzienne: R — R. Rappelons de
quoi il s’agit.

Soit H, ’espace des fonctions bornées de R dans C admettant un prolonge-
ment holomorphe borné sur le secteur S, = {z€C, |Imz| < @|Rez|}, et soit
I' C C le graphe d’une fonction lipschitzienne ¢ vérifiant |¢'|. < o, c-a-d.
I'={x+y,y=e¢x)}. Soit me H,. On fait les hypothéses a priori que ¢ est
a support compact et qu’il existe C > 0 et a > 1 tels que, pour tout z€ S,
Log [m(z)] < C — (1/C)|z|".

Sous ces hypotheses, Coifman et Meyer [CM2] associent au couple (m, I')
un opérateur M défini par la formule

Mrf(2) = LR Jr e> ™ @M (wym(t) dw dt,

ou fe L)', ds) a un support compact, et zeI'.

Lorsque I' = R, My est, a une constante prés, le multiplicateur de Fourier
de symbole m; lorsque I est quelconque, et m(f) = sgn(t), M- n’est autre que
Popérateur de Cauchy sur la courbe I'. Coifman et Meyer démontrent le théo-
réme suivant.

Théoréme 5 [CM2]. L’opérateur My est borné sur LY, ds) avec une norme
qui ne dépend que de |m|, = sup .s_|m(2)| et de |¢'|.

Signalons que, lorsque Coifman et Meyer démontrérent ce théoréme, la co-
tinuité sur L? de I’opérateur de Cauchy sur les courbes lipschitziennes n’était
connue que sous la restriction de Calderén | ¢’ |, < 8y, qui était donc ajoutée
aux hypotheses.

Vérifions que ce théoréme peut se démontrer en utilisant le Théoréme de
Mclntosh et Meyer cité au paragraphe 2. On considére I’opérateur 71, défini de
(1 + ip')C(R) dans son dual par (g, Trf) = [.&@)Mr.f(z) dz, ou f(x + ip(x)) =
= (1 + i’ () " 1f(x) et 8(x + ip(x)) = (1 + i¢'(x)) ~ 'g(x). Nous voulons appli-
quer le Théoréme 3, avec b = 1 + iy, & Popérateur Tr.

Le noyau de 77t est

K(x, y) = [ Q2 +ie() ~y = i UMy (1) it
’ R .
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L’hypothése a priori faite sur m entraine que la fonction L définie par
L(z) = [ e*™m(t) dt est analytique et bornée sur S,. De plus, en utilisant un
changement de contour et en faisant tourner I’axe des x jusqu’a ce que 7z soit
réel, on obtient le résultat suivant: pour tout ¥ < «, il existe une constante
C, > 0, ne dépendant que de v, a, et |m|,, telle que

|L(z)] < < et |L'(»)| < ——9’2— sur S..
2| 2| '

Ces inégalités entrainent que K est un noyau l-standard. Les égalités
Tr(1 + i¢') = 'T(1 + i¢’) = 0 découlent de la formule de Cauchy, et il ne reste
qu’a vérifier que M, ,;,TrM, ., est faiblement borné. Ce sera une con-
séquence immédiate du lemme suivant.

Lemme 8.1. 1/ existe une constante C > 0, ne dépendant que o et de | ¢’ |,
telle que pour tout fe CJ(R) supportée par un intervalle I,

I TrMi s ip fle < Clml o] f o + 1S ]}

Par homogénéité, on peut se contenter de démontrer le lemme lorsque
|| = 1. Choisissons @ > 1 assez petit pour que Rez? > O dans {z€C, |[Imz| <
< aRez}. Pour tout x€ R, on définit une fonction g, de la fagon suivante.
On convient que z° = exp (@ Log z) pour Rez > 0 et z° = (—z)* pour Rez < 0,
et I'on pose g,(¥) = f(x) exp[ — (x + ip(x) — y — ip(¥))*]. On majore | TrMf(x)|
par [TrM(f - g)X)| + |TrMg,(x)|.

Un changement de contour montre que

TrM, , iy 8x(X) = IR L(x + ip(x) — y — e + i’ (¥)g») dy =
= .[Fx ={x+ip() -y —ip(y),yeR} L(z)f(x) exp (~2°)dz =

=/ J'R L(u)exp (—u*) du.

Avec notre définition, u® = |u|* pour u réel, et la transformée de Fourier
de exp (—u®) est intégrable, de sorte que, en utilisant Plancherel, on obtient

| oM, iy g,(0)| < C,|m| L=(R)+
Le terme TtM, . ;.(f — g,)(x) est majoré par
Il [ LG+ ie(x) =y = i + g SB) — &) dy.

En vertu de la régularité et de la décroissance de f — g,, le second terme est
donc dominé par C|m| (|| f'|« + | .f])-
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Le Lemme 8.1 est démontré, et le théoréme de McIntosh et Meyer s’appli-
que.

Rappelons comment I’opérateur TrM, . ;,, peut €tre interprété en termes
de calcul fonctionnel. Soit 7" le multiplicateur de Fourier de symbole m, que
I’on peut noter m(D), ou D = (1/i)(d/dx). L’opération m — m(D) est un ho-
morphisme d’algebres de Banach entre L et ’ensemble des opérateurs bornés
sur L2, et définit un calcul fonctionnel pour D. Soient 4 un difféomorphisme
croissant bilipschitzien de R dans R, et V, I’opérateur défini par V,f= foh.
L’opération m — V,m(D)V,; ! définit un calcul fonctionnel pour I’opérateur
V,DV; ' = M;;'D.

D’autre part, le noyau de m(M; 'D) = V,m(D)V; ! est égal a L(h(x) —
A Y)A'(¥). Sil’on remplace A(x) par x + ip(x), on obtient le noyau de I’opéra-
teur 7t M, , ;. Plus précisément, le théoreme de Coifman et Meyer permet
de montrer que ¥, TV, ! est une fonction analytique réelle de 4’, définie dans
Pouvert {u e L”,infu > 0} de LE(R). Cette fonction analytique réelle admet
un prolongement holomorphe dans I’ouvert {u € Lg, inf |u| > 0 et [Imu| <y
Reu}, pour un certain v > 0. L’opérateur TrM, , ;.- est précisément la valeur
de ce prolongement au point u = 1 + i¢’. On peut aussi montrer que m —
— TtM,; ,,, définit un calcul fonctionnel holomorphe pour I’opérateur
M +1,~,,D, défini pour m € H,,. Nous renvoyons a [J1] pour les détails concer-
nant le prolongement complexe de V, TV, -1.

Nous nous intéressons maintenant au probléme analogue en dimension
d > 1. Soient m une fonction bornée définie sur R?, et T le multiplicateur
de symbole m. Pour tout difféomorphisme bi-lipschitzien # de R? sur lui-
méme, soient J,(x) la matrice jacobienne de 4 au point x et V), I’opérateur
défini par V,f = foh. Nous voulons étudier ¥, TV, ! en tant que fonction
de J,,. Plus précisément, soient J le sous-espace fermé de L™(R, M ;(RR)) cons-
titué des fonctions matrices jacobiennes des fonctions lipschitziennes de R?
dans RY, ¢t U Pouvert de J correspondant aux difféomorphismes bi-lips-
chitziens.,

Coifman et Meyer ont posé la question suivante: quelles hypothéses doit-on
faire sur m pour que V¥, TV, * soit une fonction analytique de J, € U, et que
peut-on dire dans ce cas de son prolongement analytique complexe? Ce pro-
bléme est étudié dans [J1], ou il est démontré qu’une condition nécessaire est
I’existence d’une extension holomorphe de m bornée sur un secteur de C? du

type
S, = {ze@d, > ImzP<a X |Rez,-|2}.
l<i=sd l<i=sd
Yves Meyer & remarqué que si cette propriété est vraie pour un « > 1, alors

m est constante. On ne s’intéressera donc qu’au cas ou o < 1.
Nous allons montrer que cette condition sur m est également suffisante.



OPERATEURS DE CALDERON-ZYGMUND, FONCTIONS PARA-ACCRETIVES ET INTERPOLATION 47

Soit H, I’espace des fonctions définies sur R? et admettant une extension
holomorphe bornée dans S,, et, pour me H,, |m|, = sup,cs |m(z)|. Soit
Jg le sous-espace fermé de L2(R?, 9,(C)) constitué par les fonctions matrices
jacobiennes des fonctions lipschitziennes définies de R? dans C7 et soit U, .
Pouvert de J¢ correspondant aux applications v = (v); < ; < 4 telles que, pour
un € <eetun o' < a, on ait

1
ehe—yP< 3ol - v < lx -l

sisd
et

> [Imyx) -Imu(MPP<a D) |Rev;(x) — Rev;(»)|?
i<d

l=isd 1=<is

pour tous x, y € R%.

Théoréeme 6. Soit m e H,. La fonction définie de UL dans [’espace des opéra-
teurs bornés sur LX(R?) qui a J, associe V, TV}, ! est analytique réelle dans U
et admet un prolongement analytique complexe borné sur chaque ouvert U, ,
ouy<aete>0.

Remarquons que la condition « < 1 nous permet, en multipliant m par
exp (—C X;2}), qui est dominé sur S, par exp (C’ Xz7), de faire I’hypothese
qualitative qu’il existe C et C’ > 0 tels que [m(z)| < Cexp(—C’'X;|z*). Le
cas géneral en découle alors par passage a la limite.

La démonstration de ce théoréme a la méme structure que celle du théoréme
de Coifman-Meyer utilisant le théoréme de McIntosh-Meyer.

Le noyau de V, TV; ! est L(h(x) — h(»)) det J,(»), ou L est défini sur R?
par

L = [ exp (2w D & Jm(8) .

L’hypothése a priori sur m entraine que L se prolonge en une fonction entiére
sur C%. De plus, comme en dimension 1, pour tout ¥ < o on a

IL(z)| < Cllm[|a<; IZj|2> -ds2

et

|grad L(z)| < C||m|[a<z |zj[2> ~@+D2 pour tout zeS,,
J

ou la constante C ne dépend que de v et de @. On en conclut que le noyau
L(w(x) — v(»)) est uniformément 1-standard lorsque J, reste dans 1’ouvert
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U, .. Comme L est entiére, ce noyau définit sans ambiguité un opérateur
T, ,- Il reste & montrer que T, , est borné sur L?*(R%), avec une norme infé-
rieure & C(e, 7> €)|m| o- Le théoréme en découlera car T, , est une fonction
holomorphe de v.

Des arguments du méme type que ceux utilisés en dimension 1 permettent
de montrer que T, ,(detJ,) = ‘T, ,(detJ,) = 0 et que M, T, ,M, est faible-
ment borné, ou M, est ’opérateur de multiplication ponctuelle par det J,.
Toutefois, le théoréme de McInstosh-Meyer ne peut s’utiliser lorsque la fonc-
tion det J, n’est pas accrétive, ce qui est en général le cas lorsque « n’est pas
proche de 0. Neanmoins, le Théoréme 7b et le lemme suivant permettent de
conclure.

Lemme 8.2. Sous les hypotheses du Théoréme 6, la fonction J, est para-
accrétive.

Pour démontrer le lemme, observons que pour tout > 0 et tout J,e ‘U, .,
un changement de contour donne

| J1%exp {—tz 210 - vj(y))z} det J,(») dy = Cy,
J

ol Cy = [ exp (—|x|?) dx.
En prenant ¢ = 2¥ et en posant

— 2k
J

ol ¢ € C§(RY) est égale 4 1 au voisinage de I’origine, et ou M est assez grand,
on voit que det J, vérifie la condition (C) de la Proposition 2. Ceci démontre
le Lemme 8.2 et le Théoréme 6.

Comme en dimension 1, le Théoréme 6 peut éire interprété en termes de cal-
cul fonctionnel holomorphe. Soit v: R? — C? tel que J, € U, . pouruny <«
et un e < 0, et notons J, * grad le systéme de champs de vecteurs Ldi<j<a
définis par L;(x) = 2 a;, x(x)(3/3x,), ol les a; ,(x) sont les coefficients de la
matrice J; (x). On pose, pour m € H,, m{;J,” " grad) = T,, ,M, (le Théo-
réme 6 permet de donner un sens a 7, ,M,, méme quand m n’est pas dominé
par exp ( —C' X |z;|*)).

L’application ¢ qui & m associe m(}J; ! grad) est une application linéaire
bornée de H, dans I’espace des opérateurs bornés sur L2, qui a les propriétés
suivantes:

(i) si m; et m, sont dans H,, alors

d(mymy) = ¢(my)p(my);
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(i) si (m;)jcn est une suite dans H,,, avec |m;| < C et qui converge vers
m € H,, uniformément sur tout compact de S,,, alors lim;_, ., ¢(m,) = ¢(m)
pour la topologie forte des opérateurs;

(iii) si |m(z)| < Cexp (—C’|z;|*) pour un Cet un C’ > 0, alors ¢(mm) est I’opé-
rateur donné par intégration contre le noyau L(v(x) — v(»)) det J,(»),
ou L est la fonction entiére définie sur C? par

d
L{z) = exp | 27 25 z;&; |m(§) dE.
Rd Jj=1

Notons que les propriétés (ii) et (iii) déterminent uniquement le calcul fonc-
tionnel qui & m associe m(}J; ' grad). La propriété (iii) est vraie par défini-
tion; la partie (ii) ainsi que le fait que ¢(m) est un opérateur borné découlent
du théoréme. La propriété d’homomorphisme est vraie quand v est réelle, car
alors ¢(m) = V,,T;; ', ou T = m(}grad) est le multiplicateur de symbole m; elle
reste vraie pour v complexe par prolongement analytique.

Nous allons formuler ce résultat de fagon un peu différente.

Théoréme 7. Soit (L)), < < 4 un systéme de d champs de vecteurs a coeffi-
cients bornés, contintiment différentiables et a coefficients dans C°. Soient
(@;, 1)1 < k < a les coefficients de L;, de sorte que L; = 3., a;  (3/3x,). On sup-
pose que les champs L; commutent deux a deux, et que la matrice ((a; x)) pos-
sede un inverse B = ((b; )) uniformément bornée et se factorisant sous la
forme B = (I + iU)V, ou U et V sont des matrices réelles, et |U | <n pour
un certain n €10, 1[. Alors, pour tout a € In*, 1[, on a un calcul fonctionnel
m3 m(}Ly, ...,1L,), défini sur H,, et & valeaurs dans les opérateurs bornés
sur L*(R%.

Nous allons montrer que, sous les hypothéses du théoréme, les L; provien-
nent d’une application lipschitzienne v: R? —» C?, telle que J, € U,,. Par cal-
cul fonctionnel, nous entendons une fonction ¢, qui vérifie les conditions (i),
(ii) et (iii) ci-dessus. Le Théoréme 7 sera donc une conséquence de ce qui a éte
dit plus haut et du lemme suivant.

Lemme 8.2. Si les L; sont comme dans le Théoréme 7, il existe v: R — 4,
de classe C?, et € >0 tels que, pour tout v>n*, J,eWU, . et J, '(x) =
= ((a;, x(x))) pour tout x.

Monstrons d’abord qu’il existe v: RY—C? tel que J5 ' = ((g;,). Soit
(b)) = ((a;,0)” 1. Pour conclure que ((b;, 1)) est une matrice jacobienne, il
nous faut montrer que (9b; ,/dx;) = (0b; /x;) pour tous j, k, I.
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Les relations L;L; = L;L; entrainent, en identifiant les coefficients d/dx;
dans les produits L,L; et L;L;, que L;a; , = L;a; , pour tous i, j, . Autrement
dit,

] 0
Db —; = D)0 y—— ;1.
M ax, ! ; " ox, !

On considére ces égalités (pour i =1,...,d et (J, /) fixé) comme un systéme
d’équations en les (0/dx,,)a;,;, que I’on résoud en inversant la matrice ((a;, ).

On obtient

0 0
w4 = me,,-Za- o %

ax, 7 7 w " ox,
pour tous m, j, /.
On résoud maintenant les équations

d 0
;“,;:(Z’_J bm,iﬁ"’i,l) = ax. Yt

m

pour 1 </ < 7 en inversant la matrice ((g;, ,)). On obtient

me,i

d 0
a—xnai,l = ;bn,jmaj,z

pour tous m, n, /.

Comme 23;b,, ;a; et 2.;b, ja; , sont constants, on obtient

d i)

pour tous m, n, I. La matrice ((g;,) étant inversible, cela entraine que
(0/0x,)b,,, ; = (3/08x,,)b,,; pour touts j, m, et b. Donc la matrice ((b;, 4)) est
bien, localement la matrice jacobienne d’une fonction v. Par simple connex-
ité, on peut trouver une fonction v de classe C? telle que B;,0) = Jy.

I1 nous reste a montrer que ’on peut trouver e > 0 tel que J, € ‘U, . pour
tout v € 9%, af. Par hypothése, on peut écrire J, = (I + iU)V, ou V = Re J,
est une matrice bornée ainsi que son inverse.

Lemme 8.3. L’application R® = R? qui a x associe h(x) = Re v(x) est un dif-
féomorphisme bi-lipschitzien de R°.

Admettons que nous ayons démontré le lemme. La matrice jacobienne de
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I’application qui & x associe Imuwv(h~1(x)) est UV(h~'(x)V (h~ () =
= U(h~'(x)). Par conséquent,

2 tmvh 10 — Im o~ ONI* < v 2w = yil?

pour tout (x,y) € R? x R% On en déduit en composant avec 4 que

2 |Tm vy(s) — Im v(0)|* < 7* 35 |Re v;(s) — Re w;(1)]

pour s, t€ R%. Comme 4 = Rev est bi-lipschitzienne, il s’ensuit que J, est
dans U, . pour tout y €In’, of et un certain € > 0.

La démonstration du Lemme 8.3 nous a été communiquée par J.C. Si-
korav. L’application 4 est, localement, un difféomorphisme bi-lipschitzien
car V = J, est borné ainsi que son inverse. Nous devons montrer que le ré-
sultat global en découle. Soit v: [0, 1] = R? un arc rectifiable tel que ¥(0)
soit dans A(R?%. Montrons qu’il existe un arc rectifiable ¥: [0, 1] = R?, tel
que Y(?) = h(71)) pour 0 < 7 < 1. En effet, si ’on peut trouver une arc con-
tinu 4, défini sur [0, #,[ pour un #, < 1, et tel que ¥(¢) = A(3(?)) pour 7 < £,
alors ¥ est rectifiable, et sa longueur d’arc est inférieure a une constante fois
la longueur de I’arc . Par consequent, lim,_,,o 4(¢) existe, et le résultat local
permet de prolonger 4 a un intervalle [0, ¢, + €]. Par compacité, on peut
définir ¥ sur [0, 1]. De plus, ’arc ¥ est une fonction continue de v si, par
exemple, ¥(0) et 4(0) sont deux points fixes. On en déduit que 4 est surjective.
De plus, si 4 n’était pas injective, on pourrait trouver un arc de R?, joig-
nant deux points distincts 4 et B, dont ’image par % soit une boucle. En
déformant cette boucle en un point, et en choisissant un relévement de chaque
boucle intermédiaire qui joigne A et B, on obtiendrait des arcs joignant A et
B, et dont la longueaur tendrait vers 0. Donc, /4 est bijective, et comme I’image
d’un arc est un arc de longueur comparable, il s’ensuit que 4 est bi-lipschit-
zienne.

Signalons pour conclure que ’hypothése faite dans le Théoréme 6 sur la ma-
trice ((4;,4)), qui est invariante par changement de varible bi-lipschitzien de
R9, est vérifié automatiquement dés que | I — ((@;,1))| <7’ pouruny’ < % En
effect, dans ce cas |I— ((b; )] <" avec n” <%, d’ou il découle que
[(@mb; )| <" et [(Reby)) ™| <1/(1 —7"). ce qui entraine I’inégalité
Juf <navecn=7"/(1-79")<1.

9. Applications a ’interpolation

La démonstration du Théoréme 71 dans le cas ou 71 = ‘T1 = 0 esquissée au
paragraphe 2 montre le lien entre les critéres généraux de continuité sur L2
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d’opérateurs d’intégrale singuliére et I’interpolation. Un autre exemple de ce
lien est donné par le théoréme suivant, démontré par P. G. Lemarié.

Pour 0 < 5 < d/2, on note B® I’espace de Sobolev d’exposant s, ¢’est-a-dire
le complété de CH(R?) pour la norme | f | gs = (fra | S&)|*|£* d8)">.

Théoréme 8 [L2] [M]. Soit T = C}’f(ﬂ?d) — C(RY un opérateur linéaire fai-
blement borné, associé a un noyau K veérifiant (1.1) et

Clx' - x|

©.1) |K(x, ) — K(x', p)| < Te =y

pour |x' — x| < |x — y|/2. Si de plus T1 = 0, alors T s’étend en un opérateur
continu sur B pour 0 < s < 6.

Nous noterons dans la suite [X, Y],, 0 < 6 < 1, les espaces d’interpolation
complexe entre deux espaces X et Y.

Le Théoreéme T1, dans le cas ott T1 = ‘T1 = 0, se déduit du Théoréme 8 par
dualité et interpolation, en utilisant le fait que L? est ’espace d’interpolation
complexe [B?, (B*))],,2-

Le Théoréme de Mclntosh et Meyer cité au paragraphe 2 a été démontré de
la méme maniere, a ceci prés qu’on a besoin d’un résultat d’interpolation plus
difficile, & savoir que L> = [bB?, (B®)],/, ou b est une fonction accrétive
[CMM1], [KM].

Réciproquement, on peut utiliser la démonstration du Théoréme 7b pour
prouver des résultats d’interpolation. En aprticulier, nous verrons que si b est
para-accrétive, [bB*,(B®)],,, = L>. Nous verrons également que la para-
accrétivité est une condition nécesaire pour que ce résultat d’interpolation ait
lieu. Ceci suggere que I’intérét de cette classe de fonctions existe peut-€tre in-
dépendamment de la théorie des intégrales singuliéres.

Rappelons maintenant la définition des espaces de Sobolev LZ. Soit $(RRY)
la classe Schwartz. Pour « > 0, A® est défini sur S(R?) par A%f(£) = |£|>*f(%).

La définition de A~ * nécessite quelques précautions. On choisit I’entier
k = 2a — 1 pour 2« entier, et k = [2a] autrement. Soit ®, ’espace vectorial
des polyndémes de degré < k, et soit

Sk = { fes, f F)xPdx =0 pour tout multi-indice 8 tel que 18] < k}
= {feS$,D?f(0) =0 pour tout B tel que |B| < k}.

L’operateur A~ * peut &tre défini sur S, et A~ %(8;) est composé de fonctions
C” qui décroissent & I’infini comme |x| ¢~ ®*D*2« donc au moins comme
|x| ~9. Par dualité, on peut définit A~ de L'((1 + |x|)~9dx) dans ($y)' =
= §'(R?)/®,. en particulier, on peut définir A~ sur L?, 1 < p < +oo.
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Sil<p< +w etaeR, on définit ’espace de Sobolev L2 par L2 = A~ *2[P,
Notons que, lorsque o > 0, L?, est un espace de distributions définies modulo
des polyndmes.

Les propriétés d’interpolation des L2 sont classiques. Nous voulons savoir
si elles restent vraies lorsqu’on perturbe les espaces de Sobolev a I’aide de
fonctions bornées.

Soit b € L*(R% telle que 1/b soit aussi bornée. On définit des espaces X2
par

9.2) X2 =bL" si a>0
et
Xe=I2 si a<O.

Quand o > 0, X% est défini modulo b @, ot k= a — 1 si o est entier et
k = [o] autrement. Notons aussi que X2 =bA~*%LP pour a>0 et
X2 = A~ *?pL” pour o < 0. On peut se demander a quelle condition sur b
I’espace d’interpolation complexe entre deux X% est un X%. Le théoréme sui-
vant permet de répondre a cette question.

Théoréme 9. On se donne b € LY(R?), telle que 1/b soit aussi bornée. Pour
1<pe,pi < +o,0p, ;R ef 00 <1, on définit p et a par

1 1 1
(9.3) —=(0-0)—+0— et a=(1—- 0oy + 0.
p Do y 241

Si b est para-accrétive, alors, pour tous les choix de p,, p;, o, 3, €t 0,

9.4) X%, X%:1p = X%, avec équivalence de normes.
Réciproquement, s’il existe p,, p,, ay, oty avec ag > 0 et oy < 0 tels que (9.4)
soit satisfaite pour tout 0 € [0, 1], alors b est para-accrétive.

Nous nous contentons d’esquisser la démonstration du Théoréme 9 (on peut
trouver une démonstration plus précise dans [DJS]).

Le théoréme est classique lorsque b = 1, et (9.4) découle du cas classique
lorsque o et «; ont le méme signe. Le théoréme de réitération de T. Wolff
[W] nous permet alors de nous restreindre au cas ol ¢, et «; sont petits et de
signes opposés.

L’idée de la démonstration de la partie directe est, comme dans le cas
classique, de prouver I’équivalence de la norme de X% avec la norme L? d’une
sorte de fonction d’aire, ce qui permet de réduire I’interpolation des X% a celle
des L? a valeurs vectorielles.
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Les fonctions d’aires, au lieu d’étre construites a 1’aide de 1’opérateur de
convolution par une fonction v, de moyenne nulle, seront construites a 1’aide
des opérateurs A, définis au paragraphe 3 (aprés I’énoncé de la Proposition
2). Les estimations importantes sont les suivantes:

©.5) ” {; |Acf @2 ]2

< Capl f“xg;
Lr

(9.6) X5_ _ o M,AM,AY — I'tend vers 0 en norme d’opérateur sur X? quand

N— +o0, ol ’on a noté Ay = 2N _NA.,

9.7

< N [; |Akf(x)|222°‘k} 172

)LP

La démonstration de (9.5), (9.6) et (9.7) est un peu fastidieuse, et nous la
passons sous silence. Le cas important est celui ot o = 0 et p = 2, ou (9.5) et
(9.6) découlent facilement des estimations prouvées aux paragraphes 2 et 4;
on en déduit (9.5) et (9.6) dansle cas @ = 0, 1 < p < + o0, puis dans le cas gé-
néral, en utilisant des arguments d’opérateurs de Calderén-Zygmund a va-
leurs vectorielles. L’estimation (9.7) est alors une conséquence facile de (9.5)
et (9.6) par un argument de dualité.

On note A? ’espace des fonctions mesurables F(x, k), définies sur R? x Z,
et telles que { 3 [F(x, k)|*2>** }'/? soit dans L?(R?). On montre sans peine que
[A”" A”‘]o = AP, ce qui va nous permettre de déduire (9.4) de (9.5), (9.6)
et (9 .

En effet, on peut définir ¢ par

Fx, k)5 f(x) = 2 _MyAcF(-, ).
Comme (9.6) implique que 3, M, A, M, A} est inversible sur les X? pour N as-
sez grand et (9.5) implique que F(x, k) = M,AYfe A? quand fe L%, on en dé-
duit que ¢ envoie les A% surjectivement dans les X2, Par interpolation, ¢ en-
voie [AP° A’”]o = A® dans [X”° X‘"]o, qui contlent dont X%.

D’autre part Papplication ¢ deflme par f(x) 4, F(x, k) = Ay f(x) envoie les
X? dans les A% a cause de (9.5), et par conséquent envoie [X”‘; X”‘] ¢ dans
[A”0 AP‘]O = A%. Soit fe [X”" Xp‘] f est dans la somme X”0 + X“’1 et de
plus Ay f est dans 42. De méme F(x k) = M,AYf(x) est dans A" et ¢(F ) =
= D M, A M, AYf est dans X%, ou I’on a choisi N assez grand pour que
2 My A M, AY soit inversible sur X% + XG. et sur X7. On en déduit que f
est dans X%, et donc que [Xﬁ‘(’), Xﬁ‘l] C X%, ce qui termine la démonstration de
la partie directe.

Pour la partie réciproque, on commence par utiliser le théoréme de réitéra-
tion classique pour se réduire au cas ou o > 0 > «, sont tous deux trés petits
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en valeur absolue, ce qui permet de ne pas avoir a définir X{,’,‘l modulo des
polyndémes. Si b n’est pas para-accrétive, on choisit 6 tel que « soit 0 (de sorte
que A? = LP), et on construit des opérateurs K qui envoient X{;ii dans A%
pour i = 0, 1, mais ont une norme aussi grande qu’on veut de X% dans A%.
Nous n’entrons pas dans les détails.
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