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Sur la corrélation des
fonctions de Piltz

Etienne Fouvry et Gérald Tenenbaum

1. Résultats et méthodes
Pour £ et / entiers supérieurs a 2, on s’intéresse ou nombre I ;(x) de solutions
de I’équation
my...my—np...ng=1 1)
ou les m; et les n; sont des entiers >1 vérifiant
Ay...Ng < X.

En notant 7x(n) la k'™ fonction de Piltz, i.e. le nombre de représentations
de I’entier n en produit de k entiers >1, on a facilement la relation
Th,1(x) = 2 me(mym(n + 1)
n=<x

La question, non encore résolue, de trouver, pour x tendant vers I’infini, un
équivalent de Tk, /(x) pour k >/ > 3 est un probléme tres difficile de théorie
des nombres, bien que la technique de Vinogradov et Takhtadzhyan [12] laisse
espérer y parvenir, dans le cas k = [/ = 3, par le biais de séries d’Eisenstein sur
SL(3, R).

Pour / = 2, la situation se simplifie; aprés différents travaux ([5], [8] entre
autres), on est parvenu a

T2(x) = xP2(log x) + Of(xg”) (e >0 quelconque) ?2)

(on a posé Ti(x) = Tk, 2(x) et Pk est un polynome de degré k). L’égalité (2),
due a Deshouillers et Iwaniec [4], est basée sur la technique de Fourier et des
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44 ETIENNE FoUuvRY ET GERALD TENENBAUM

majorations en moyenne de sommes de Kloosterman [3]. Cette méthode se
prolonge a k = 3, donnant, par conséquent, la relation [2]:

T3(x) = xPs(logx) + O(x' =% (6 constante > 0).

Signalons qu’on peut aborder aussi cette question par 1’étude de la répartition
de la fonction 73 dans les progressions arithmétiques, en combinant la
méthode de Burgess et la majoration individuelle de sommes de Kloosterman
de dimension 2 —conséquence de la résolution, par Deligne, de la conjecture
de Weil [7]. Mais ces méthodes semblent s’éteindre pour k > 4.

En (1), apparait un probléme additif binaire, pour lequel la méthode de
dispersion, due a Linnik, est efficace. Elle donne ainsi, pour k£ > 2, ’estima-
tion [9]

Tk (X) = xPr(log x) + Oc(x(log x)°). 3)
Le terme d’erreur de (3) a été réduit a
O(x(log log x)*(log x) ™)

(ck ne dépend que de k) par Mothashi [10], qui en plus de la dispersion, se
sert de la méthode du cercle et du grand crible (il obtient ainsi une extension
du théoréme de Bombieri-Vinogradov au produit de convolution de deux
suites arithmétiques). '

L’objet de cet article est de donner la démonstration du théoréme suivant,
annoncé dans ([6], corollaire 4):

Théoreme 1. Pour k > 4, il existe ¢ = c(k) > 0, tel qu’on ait [’égalité
FTk(x) = xPr(log x) + O(xexp (—c(log x)%)).
La démonstration se scinde en deux parties; dans la premiére, on montre
I’égalité
Ek(x‘) =Tk (x) + O(x exp(—c‘fﬁ)) 4)
avec £ =logxet Th(x) =2 D, L >, Tr(n).

a=Vx (@) 2=n=x
(n,q)=1

Le terme principal Tk(x) sera évalué dans la deuxiéme partie, par des techni-
ques d’analyse complexe (Théoréme 2).

2. Démonstration de (4)

Soit 6(n) la fonction caractéristique de ’ensemble des carrés. On a
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1

Z re(m)2(n + 1)

n=sx

> mr(n) <2 >, 1+6(n+ 1)>

Tk (x)

n<x gln+1
g2=<n

1

=2 >, 2, k() + O(x279).
g=Vx @2=sn=<x
n= - 1[q]

La démonstration de (4) se rameéne a la majoration
Sk(x) = O(exp (—c£)) )

avec

1
Sk(x) = 1—— 1 6
< QSZ\J/X<n1.--nkZEJ—1[ql e(q) (nlm”z’ith > ©

ou les variables n; . .. nk satisfont la condition

@F<ny. .. ng<x. ™
La quantité Sg(x) se place naturellement dans le cadre des problémes liés aux
extensions du théoréme de Bombieri-Vinogradov; nous utiliserons des
résultats de [6], créés dans le but d’améliorer le terme d’erreur dans le pro-
bléme des diviseurs de Titchmarsh (ces résultats ont été aussi trouvés, de facon
indépendante, par Bombieri, Friedlander et Iwaniec [1]).

a) Préparation des variables q, n,, . . ., ik

On se propose de rendre les variables indépendantes dans la condition (7); on
effectue pour cela un découpage des intervalles de variation par une technique
classique (voir [1], [6] par exemple). On pose

A=1+ exp(—n£%) (np >0 sera fixé plus tard)
et on note (NVi, ..., Nk) un k-uplet de nombres de la forme
A (vi=0,1,2,...;1<i<k)

vérifiant N ... Nk < xA~*. Il y a ainsi O(exp (2kn£;)) tels k-uplets qui don-
nent la décomposition

Sk = 2]
W~

N

Sk, . .., Ni) + O<xexp < - —’27 £%>>
)
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ou Sk (N, . .., Ni) est défini par la formule (6), a la différence prés que la con-
dition (7) devient

F<n...nk, Ni<m<NA (<i<k).
Le terme d’erreur provient de la contribution des (n1, . . ., nk) vérifiant
A1...0k < X, A ni< AV (A<i<k) et Atttk s
ces conditions entrainent 1’inégalité
XZni...me>xA% = x(1 - O(exp (—1£2))

qui permet d’appliquer le lemme suivant.

Lemme 1 ([9] page 24). Pour tout k, il existe k1 tel qu’on ait I’estimation

ST 7k(n) = Ox(Yq ™~ '(log X))

X-Y<n=sX

uniformément pour (a,q) =1, g< Y%® et X’ < Y < X.

On fait de méme pour la variable g, pour parvenir finalement &

S = s”k(N,,...,Nk)+0<xexp<—1£5>>
W ) 2

e N

avec

Sc(NV1, ... Ni) =

5 (= 1 1)
gsN,...NpV2 \n,...n.= - 1lq] GO(Q) ny...n,q@=1
ou les n; vérifient
Ni < n; < N;A (1<igk).

Pour démontrer (5), il suffit de montrer qu’il existe n; > O tel qu’on ait la ma-
joration

SN, . .., Ni) = O(xexp (=1 £2) ®)

.. N
et de choisir n = —-
= 4k

Remarquons que le Lemme 1 entraine qu’on peut se restreindre a

Ni...Nig>x%%. ©)
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La démonstration est différente, suivant qu’il y a, ou non, un N; dans ’inter-
valle 9 = [xl/l()OOk’ x0,3]‘

b) S’il y a un N; dans 9

La démonstration du lemme suivant ([6] proposition 1°) repose sur un calcul
de dispersion et des majorations en moyenne de sommes de Kloosterman ([3]).
On montre:

Lemme 2. Soient a un entier non nulf x un entier 21, € > 0, M et N deux réels
vérifiant: M, N =22 et M* < N < M2*™¢. On désigne aussi par WM et I deux
intervalles inclus dans [M,2M| et [N,2N]| et par (am) une suite de réels
vérifiant |om| < 1(m).

Sous ces conditions, il existe ¢ = c1(x, €) > 0 tel qu’on ait la majoration

medN, nedN e(q) medT, ned
mn=alq] (mn,q)=1

g=Q
@,a=1

1
( S w3 am> = Ouia (MN exp (—cy(log MN)))
des qu’on a
O<Mie.

En donnant a N la valeur du NV; appartenant a 9 et a M celle du produit des
Nj restants, le Lemme 2 fournit directement la majoration (8).

¢) Si aucun des N; ne se trouve dans 9

La définition de 9 et la restriction (9) impliquent qu’un, deux ou trois des N;
sont supérieurs a x%3. Le cas le plus difficile est celui ou ils sont au nombre
de trois; on peut alors supposer

Nis >N >N > x93,

On écrit Sx (N, . .., Ni) sous la forme

. 1
Sk(Nl;---,Nk)= Z < Z Om — — = Z am)
g=(N;...N)V2 \mn n,n = —1[g] ?(q) (mnynyng,q)=1
avec |am| < e(m), Na...Ne) Sm < (Na...N)A 3 et

Nism<NA  (1<i<3).
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On est ainsi ramené a la situation traitée dans [6], §4, qu’il est donc inutile
de reprendre intégralement mais qu’on se contente de rappeler. On commence
par rendre les variables g, ni, n2, ns «Iissqs» grace aux fonctions by - du
Lemme 2 de [6] (avec A’ = 1 + exp (—1009£2)), puis on applique la technique
de Fourier a la grande variable 73 et on fait appel aux majorations de sommes
de Kloosterman déja évoquées pour profiter des compensations sur g, n; et
ny (la variable m est inférieure a x'/1°%%). On obtient encore I’inégalité (8), ce
qui termine la démonstration de (5).

3. Le terme principal

Dans cette section, nous nous proposons d’évaluer le terme principal $k(x) de
(4). Nous établissons le théoréme suivant.

Theoreme 2. 1] existe un polynoéme de degré k, P, tel que I’on ait pour k > 1
ete>0

Tie(x) = xPr(10g X) + Ok (' ~P%*¢) (10)

avec

(1 1
Bk = min <Z’_27>'

Compte tenu de (4), cela suffira a établir le Théoréme 1.

Nous n’avons pas cherché a optimiser la valeur de 8k en fonction de k. Les
coefficients du polyndme P, sont explicitement calculables a partir des for-
mules (17), (18), (20), (24), (25).

Le principe de la démonstration peut étre exposé comme suit. On a

Tk () =2 > re(n)F(n)

~ n=sx
avec

1

F(n) = .

W= 2 @
@g,n=1

Nous établirons par intégration complexe (Lemme 5) la formule asymptotique
F(n) = hg(n) [Llogn + \n) + '] + Oc(n™4*) 1

ou g est une fonction multiplicative, A une fonction additive, et A, A’ des con-
stantes, qui seront explicitées. Nous montrerons ensuite que, pour chaque
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fonction multiplicative ¥ d’une certaine classe C, la somme 2, ¥(n)7x(n)
n=<x

posséde un développement asymptotique du type (10) avec un polyndme
dépendant explicitement de ¥, de degré k — 1. Les fonctions g(n) exp {z\(n)},
z€C, |z| <1, sont dans C. Cela permet de traiter les trois termes principaux
apparaissant dans (11): le terme en g(n) découle du cas général, le terme en
g(n)log n reléeve d’une intégration par parties, et, le terme en g(n)\(n), inter-
préte comme la dérivée en z = 0 de g(n) exp {z\(n7) }, est calculé par la formule
de Cauchy.

Avant d’aborder la démonstration, fixons quelques notations et conven-
tions.

La lettre p est exclusivement réservée pour dénoter un nombre premier. La
lettre s désigne une variable complexe et g, #, sont implicitement définis par
s=o0+Iil.

Soit «j,j = 0, la dérivée d’ordre j a ’origine de s¢(s + 1). Ainsi ap = 1,
a1 = v (la constante d’Euler) et

e . dt .
<></=(—1)’J1 {t}(logt)’"‘?’ (J=2).
Nous notons A4;(k) la dérivée d’ordre j en s = 0 de {s¢(s + 1)}%, i.e.

j .
A- k = A - . ,k>1 .
o=, 2 <j1,jz,. .,jk> &y - - Qg (J )

Jl+---+jk=j

On introduit les séries de Dirichlet

c Q) — S —1,-5 1 p_sv >
S = 2 #@)a 1?( To-DA-p Y
@q,n=1
p—s p—s -1
= 1 L N ) s = l —5—
#s) 1}( +p<p—1>> 839) }F( T w-Dd-p ‘)>

de sorte que
f(n;8) = g(n; s)h()$(s + 1) 12)

On remarque que A(s) est holomorphe et uniformément bornée pour
o =00 > —1 et que g(n;s) est, pour chaque n, méromorphe sur C.
On pose

$)¢(3) K'(0)
L =1,9436..., K =7+
(o~ 98 v+

h = h(0) = HO)
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et ’on définit les fonctions arithmétiques g et \ par

-1
gn) = gn;0) = T <1 - <p_ ! +i> >
pin p (n=1)
o 2012 _
\) = gm0 P -p+ 1)-logp.

T gm0 mm (p-1°

Lemme 3. Pour chaque € > 0, il existe une constante (3 = 3(e) >0 telle que
l’on ait
e < TTA+Bp™ ™Y, (0= -1+¢en21).
pln
z
(p - D1 -2z/p)’
g(n;s) = III Go(p™™', (mz.
pln

DEMONSTRATION. Posons G,(z) =1 +

de sorte que

Le seul zéro de Gp(z) est z= —p(p — 1). il existe donc une fonction G(p),
dépendant de e, telle que

1Gp(@)| 2 G(p), (|2 <p'79). (13)

De plus, on a pour |z| < p' ¢, Gp(z) = 1 + O(z/p). Cela implique I’existence
d’un po = po(e) et d’un B = B(e) tels que

1Go()| = (1 + Blzl/p) ™, (P> po, |2l <p' 79 (14)
On déduit de (13) et (14) que I’on a

lg(n; s)| < 1][ G(p)~! Ill L+Bp~°"YH, (m=1).
pln pln

P=p, p>p,

Si B a été choisi suffisamment grand, cela implique la majoration souhaitée.
Le lemme suivant est une variante de la formule de Perron effective prouvée
dans [11; Lemma 3.12]. Nous laissons la démonstration au lecteur.

1

Lemme 4. Pour n > 1, posons ny = [Vn] + 3, x = 15,5;- On a uniformément

pour T > 1
x + iT n

1 5
F(n) = —— f(n;s)—~ds+ O
2T x—iT N

logn N log lpgn
Vn

Lemme 5. Soit e >0. On a

F(n) = hg()[Llogn + \(n) + K] + O(n~4+9), (15)
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DEMONSTRATION. Om applique le lemme 4 en déplagant la droite d’intégration
vers la gauchf: jusqu’a ¢ = —1 + €. Le résidu en s = 0 fournit le terme prin-
cipal a O(n™2) prés. L’intégrale sur le contour déformé est majorée en utili-
sant I’estimation

h®EE+ D) <1+ [t] 777 (0= -1+¢)

1
et le lemme 3. Le choix optimal 7 = n* fournit le résultat annoncé.

Corollaire. Soit e > 0. On a

Tk(x) = 2h Z g(n)'rk(n)[;—logn + N\n) + hl] + Oe,k(Xi+e).

n=sx

Lemme 6. Soit 6§ > 0 fixé et soit ¥ une fonction arithmétique fortement
multiplicative satisfaisant a

¥(p) - 1]<Cp~°
pour tout p, avec C > 0. Alors la fonction 6x(n) définie par
Ok = YT, *7_4
satisfait
6k(m)] < C*Prie(mn =%, (n 2 1).
En particulier, la série de Dirichlet X6(n)n~* est absolument convergente pour
o>1-308/k.

DEMONSTRATION. On a (formellement)

% Oc(mn == ¢(s) "% T <1 + ¥(p) 21 <k+ : B 1>P—”>

n=1 P

II A =p™ A+ ¥P)IA-p~)~ ~ 1D
p

II (A -p 5+ ¥DI -1 -p~5D
p

k k
II <1 + (1 - ¥(p) ;(—1)”<V>p‘”>

p

Il

0k est donc la fonction multiplicative définie par

k
0k(P) =1 - ‘I’(.D))(—l)”<u>, (r=21,p22),
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d’ou:

k+v—1
v

|6k(P")| < Cp~° <I:> < Cp“”/"( > = Cp~ """ n(p").

La seconde inégalité utilise le fait que 6x(p”) = 0 pour » > k. Cela implique
la majoration souhaitée.

Lemme 7. Sous les hypotheses du Lemme 6, posons

n=206/(1+96), et Fi(s)= il Ok (m)n~"°.

On a pour tout ¢ >0

> ¥(n)7i(n) = xQk - 1(log x) + O x(x' ~ 7% %) (16)

n<x
ot Qk-1(§) est le polynéme de degré (k — 1) défini par

-1
(—l)"q!<j “ q>Aj(k)F§{’(l)E'"- (17)

LI s

Ok-1(9) = (k—;

1)' Jj+r+m+q=k-1

DEMONSTRATION. On a
> ¥Y()m(mn™* = () Fi(s)
n=1

ou, d’apres le lemme 6, Fi(s) est une série de Dirichlet absolument con-
vergente pour ¢ > 1 — §/k. On peut donc appliquer la formule de Perron ef-
fective [11; Lemma 3.12] sous la forme

c+iT k 1+e
Z\I'(H)Tk(n)=-l~j wadSJroe,k(xT >

= 2iw Je-iT

avec c =1+ 1/logx.

Le résidu en s = 1 est égal a xQk —1(log.x). On obtient le résultat annoncé
en déplacant le segment d’intégration vertical vers la gauche jusqu’a
o0 =1-6/k + ¢, en utilisant la majoration classique de |{(s)| dans la bande
critique, et, en choisissant finalement la valeur optimale T = x"’*. Nous omet-
tons les détails de cette manipulation classique.

Corollaire 1. Soit Ux_; le polynéme de degré k — 1 obtenu en choisissant
dans 17) ¥ =g. On a

Zk g(n)i(n) = xUx - 1(log X) + O x(x! = V@O +e) (18)
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C’est immédiat puisque g satisfait les hypothéses du Lemme 6 avec6 = 1, C = 2.

Corollaire 2. 1/ existe un polynéme de degré k, Vi, tel que I’on ait

>, gm)1i(n)logn = xVi(logx) + O,k (x! ~ /@ *¢) (19)

n=sx

DEMOGONSTRATION. Soit A(x) le membre de gauche de (18). Le membre de
gauche de (19) vaut

X X d
Jl logydA(y) = A(x)logx — jl A(y) 7)1

On obtient donc le résultat annoncé avec

Vie(®) = EUc-1() = e [ e"Ur— () dr (20)

Lemme 8. Pour chaque nombre complexe z de module <1, il existe un
polyndme Qx - 1(£; z) de degré k — 1, dont les coefficients dépendent analyti-
quement de z, tel que I’on ait uniformément en z, |z| < 1,

> e(me™r(n) = xQk - 1(log x; 2) + O x(x! ~ /@O *¢), 1)

n=sx

DEMONSTRATION. La fonction ¥(n) = g(n)e™™ satisfait les hypotheéses du
Lemme 6 avez 6 = 1 — ¢, et C = C(e) pour tout ¢ > 0. Cela permet d’appliquer
le Lemme 7, avec un reste majoré uniformément par rapport & z. On a

k-1

1
Ok-1(§2) = T 2 (= l)qq!<j q>Aj(k)pk,r(z)£’" (22)

-(T" 1)' Jj+r+m+qg=k-1 s 'y ITE,

ou pk, r(z) est la dérivée r-iéme en s =1 de
pi(s;2) = IPI (1 + (1 - gP)e™P) (1 = p~*) = 1).
En particulier, les p«,(z) sont donc des fonctions holomorphes de z.
Corollaire. On a
> g(mMNm)TR(R) = x Wi - 1(log X) + Ok, (x! ~ /@0 +¢) (23)
n=x

ou Wi -1 est le polynéme de degré k — 1 défini par

d
Wi-1(8) = £ Ok -1(%0). (24)
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DEMONSTRATION. On multiplie la formule (21) par z~2 et on I’intégre sur le
cercle |z| = 1.

Fin de la démonstration du Théoreme 2. Compte tenu du corollaire au lemme
5, on obtient la formule annoncée avec

Pi(§) = 2h[5 Vi(®) + Wi-1()) + K Uk-1(H)]. (25)
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