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Introduction

La transformation en ondelettes apparait implicitement dans un célébre tra-
vail de A. P. Calderdn ([2]). Elle a été redécouverte et explicitée par J. Morlet
et ses collaborateurs ([4], [7], [8]) comme une technique efficace d’analyse
numérique permetiant le traitement du signal en liaison avec la recherche
pétroliére.

La transformation en ondelettes s’apparente a la transformation de Fourier
mais les exponentielles imaginaires exp (ix - £) indexées par les fréquences £ € R”
y sont remplacées par les «ondelettes» \//Q indexées par la collection de tous
les cubes Q C R". Ces «ondelettes» 1I/Q sont toutes des copies (par translation
et changement d’écheile) d’une méme fonction  réguliére et ayant la décrois-
sance a I’infini la plus forte possible. Pour &étre plus précis, on choisira y dans
la classe S(R") de L. Schwartz et si le cube Q est défini par a; < x;<a;+d,
1<j<n,ota=(ay,...,a,), alors y,(x) = d~""*Y((x — a)/d). Cela signifie
que Y, est localisée et ajustée au cube Q.

Le but poursuivi est par un choix judicieux de ¥, de pouvoir écrire n’impor-
te quelle fonction f comme une somme ou comme une intégrale des ch,bQ(x)
ou les coefficients Cp se calculent comme des coefficients de Fourier:

Co = [ SV dx.

Les auteurs mentionnés ci-dessus ont obtenu des conditions portant sur y
et permettant de reconstituer f a I’aide de /’information redondante donnée
par la connaissance de tous les «coefficients d’ondelettes» Co-
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Suivant une démarche clairement explicitée par L. Carleson dans [3], nous
nous proposons de faire disparaitre cette redondance en remplacgant la collec-
tion de tous les cubes Q C R” par celle, notée Q des cubes dyadiques. Un cube
dyadique Q est défini par deux indices jeZ, k€Z" et I’on a

1.1 0 = {(xeR%2/x — kel0,1]"}.

La construction qui suit est, comme dans [3], une imitation du systéme de
Haar dont nous rappelons la définition.

On appelle 2V(¢) la fonction égale 3 1si 0< 1 <1/2, 4 —1si1/2<t<1
et a 0 ailleurs. D’autre part, #9(¢) est la fonction indicatrice de I’intervalle
[0, 1]. On désigne par E C {0, 1}" ’ensemble des 2" — 1 suites (eq, . . . , €,) de
0 et de 1, la suite (0,0, ...,0) étant exclue. Alors le syst¢tme de Haar pour
L*(R™) se compose des fonctions kY, e€ E, Q €Q, définies par

rQ() = 2V 2HPQ20x, — ky) .. BP(2x, — k).

Le systeme de Haar est bien adapté aux espaces fonctionnels L?(R"),
1 < p < 400, mais ne permet pas I’étude des espaces de Sobolev, de Besov,
ou de I’espace de Hardy H'(R") de Stein et Weiss.

L’idée généralement admise est que «lisser le systéme de Haar fait disparai-
tre ’orthogonalité». C’est ce qui apparait en lisant [3] ou [6]. Nous allons voir
cependant qu’il existe un choix exceptionnel de deux fonctions ¢ et ¢ de
S(R™) tel que la suite des fonctions

(1.2) Vo) = 2200y — ky) - 27X, ~ k)

soit une base hilbertienne de L*(R") (e€ E, Q € Q).

Cette base convient a tous les espaces fonctionnels classiques: espaces de
Sobolev, de Besov, de Hardy... qui se traduisent isomorphiquement en des es-
paces de suites. En particulier les coefficients d’une fonction fe H*(R") dans
la base des II/S), ec€E, Qe Q et ceux d’une fonction g de la version dyadique
de H', dans la base des hg), sont caractérisés par la méme condition. Cette
remarque constitue une preuve trés simple du théoréme de Maurey.

Dans I’identité fondamentale

(1.3) f@ =3 3 IO
eeE QeQ

nous disposons de plusieurs niveaux de lecture.

Si fe L*(R"), il s’agit de 1a décomposition usuelle dans une base orthonor-
mée. La convergence a lieu en moyenne quadratique et presque-partout.

Si f(x) et ses dérivées premieres appartiennent a L>(R"), alors il y a encore
convergence dans L%(R") de la série dérivée terme & terme. Si, plus générale-
ment f et ses dérivées jusqu’a I’ordre s (s € N) appartiennent a L*(R"), alors
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la série (1.3) convergera automatiquement pour la norme correspondante, c’est-
a-dire celle de I’espace de Sobolev H*. En d’autres termes, la régularité de f
accélere la convergence (comme c’est le cas pour les séries de Fourier, mais
certainement pas pour le systéme de Haar). Enfin, nous montrerons que ce
nouvel algorithme permet une écriture trés simple du para-produit =(a, f) de
J.M. Bony [1].

2. Enoncé du théoréme fondamental

Nous commencons par construire des fonctions spéciales d’une variable réelle.
Nous désignerons par S I’intervalle [27/3, 47/3]. On a donc 2S = [47/3, 87/3],
S —2r=—-S=[-47/3, —27/3] et donc aussi 27 — S = S. Nous noterons 6(¢)
une fonction de la variable réelle ¢, impaire, de classe C®, a valeurs dans
[—7/4, /4], égale a w/4sit > n/3 (et donca —x/4 sit < —m/3). On définit
la fonction paire w(z) parw(f) = 0si0 < 1 < 2w/3 ousit > 8w/3, w(t) = w/4 +
+0(—7)si2n/3<t<4n/3 et w(t) =n/4 - 0(/2 — ) sidn/3 <t <8w/3.

Les identités fondamentales vérifiées par w(?) sont w(—1) = w(t), w(2t) =
=7n/2— w(t), teS et

ot — 21) = w@m — 1) = —’25 —w(t), tes.

Par construction w(¢) est indéfiniment dérivable.
A D’aide de w(¢) on définit ¢y € S(R) par
2.1 Wt) = e” " ?sinw(t) = e~ 25(1).

On aura donc

2.2) Wit) = % ‘r cos [ <t - %>s} @(s) ds.
0

Comme nous I’a fait remarquer J. Morlet, on peut également partir d’une
fonction impaire w,(¢) définie par w,(t) = —w(t) sit = 0 (et donc w,(¥) = —w(¥)
si £ < 0). On lui associe ¥, € S(R) définie par

(2.3) J1(f) = e "2 sin w, ()

ce qui entraine

™ 4

2.4) Y (2) = —1— jw sin [ (t — i)s] sin w(s) ds.
0 2
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Dans les théorémes qui suivent ¥ peut étre systématiquement remplacée par
¥,. Si I C R est ’intervalle dyadique défini par 2/x — k € [0, 1], nous définis-
sons ¥, par y,(x) = 2/2y(2/x — k).

On a alors

Théoréme 1. La collection des ondelettes y,(x) est une base hilbertienne de
L*(R).

Nous allons donner I’énoncé correspondant dans R” en reprenant les notations
de Pintroduction et en imitant la construction du systéme de Haar. La fonction
¥ reste la méme que ci-dessus et on lui associe une fonction ¢ € S(IR) d’intégrale
égale a 1 définie par (f) = cos w(?) si |¢| < 4n/3 et par &(¢) = 0 sinon.

On pose Yy O(¢) = o(2), yP(¢) = Y(¢) et ’on définit © e S(R") par ¢ ©(x) =
= Y0P 2(xy) - - - Y(x,) ol € = (ey, - - - , €,) € E; cela signifie que ;=0
ou 1 mais que la suite ne comportant que des zéros est exclue.

Rappelons qu’un cube dyadique Q est défini par j € Z, k € Z" et est ’ensem-
ble des x € R" tels que 2/x — k €[0, 1]". On pose alors

@.5) YO = 292 OQRIx — k) = 29RO, - k) - - Y 2x, — k).
Avec ces notations, nous nous proposons de démontrer le résultat suivant.

Théoréme 2. La collection des fonctions ¢(Q‘), eeE, QeQ, est une base
hilbertienne de L*(R").

Avant de démontrer ce résultat, introduisons quelques notations. Malgré le
fait que le choix de ¥ ne soit pas unique, les fonctions xpg), eeE, QeQ, seront
appelées les ondelettes. Toute série >, _, ZQ cq e, Q)z,bg)(x) s’appelle une
série d’ondelettes.

Si f(x) appartient 4 L?(R") ou, plus généralement, est une distribution tem-
pérée, les coefficients

2.6) ale, Q) =[SV dx

s’appelleront les coefficients d’ondelette. Une conséquence facile du théoréme
2 est que ’on aura toujours la formule d’inversion

2.7 fO) =2 2 ale, VS
e€eE QeQ

au sens suivant: pour toute fonction de test u(x) € S(R") dont tous les moments
sont nuls,

Suy= 3 3 a6 Q) Ln YO0ou(0) d.

eeE Qe
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Enfin la transformation qui & la distribution tempérée f associe la suite numé-
rique a(e, Q) s’appellera la transformation en ondelettes. Elle joue le rdle
d’une transformation de Fourier locale (en fait les intégrales portent sur R”
tout entier mais il y a un trés fort amortissement di a la décroissance rapide
de ¥). Nous décomposerons la preuve du Théoréme 1 en deux parties.

Nous démontrerons d’abord que ¢g) est orthogonale & y§5° si
(0, €) # (Q', ¢'). Ensuite nous vérifierons que toute fonction fe L*(R"; dx)
orthogonale a chacune des \[/S), e€E, Q€Q, est nécessairement nulle.

Les relations d’orthogonalité découlent des propriétés correspondantes en
une variable réelle (que nous allons décrire).

Lemme 1. On a
[*_amieIne* "dt=0
pour tout jeN et tout ke Z. De méme on a
[°_dndeine™ dt=0
pourj=letkelZ.

Commencons par vérifier la premiére relation. Sij > 1, les supports de ¢(f)
et de ¥(277t) sont disjoints.

Sij =0, on a @()¥(r) = "*sin w(?) cos w(?) si |¢| < 4w/3, 0 sinon. Le sup-
port »¥ se décompose donc des deux intervalles S = [27/3, 47/3] et S — 2.
L’identité w(f — 27) = 7/2 — w(f) et la relation e™ = —1 achévent la
vérification.

La preuve des secondes assertions est identique. Si j > 2, les supports de
J(2) et de (2 7t) sont disjoints. Il reste a traiter le cas j = 1 et I’on fait dans
’intégrale le changement de variable ¢ = 2s. Revenant a la variable ¢, on re-
marque que Y(21)Y(t) = e~ "*/?sin w(¢) cos w(?) si |¢| < 47/3, 0 sinon. On est
ramené au cas précédent.

Nous allons maintenant élucider le cas j = 0.

Lemme 2. Pour tout keZ, k#0ona
7. e dr= [ |g)’e™ dt=o.

Pour le voir, nous allons démontrer que
2190 + 23| = 3 |t + 2m))* = 1.

Nous nous limiterons a la premiére identité. La somme a calculer définit une
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fonction 27-périodique qu’il suffit de connaitre sur un intervalle de longueur
2. On choisit ’intervalle 27/3 <t < 8w/3. Si 2n/3 <t <4n/3, les seules

valeurs de j qui interviennent sont j = O et j = — 1. Puisque w(f — 27) = w/2 —
— (), I’identité résulte de sin® w(f) + cos®w(f) = 1. Si 4n/3 < ¢ < 8x/3, on
doit prendre j = 0 et j = —2 et ’on conclut de méme.

Revenons a I’orthogonalité entre les ¢(Q‘). On est amené a calculer I’intégrale

1(,j’, k, k' e, €')
= [ et~ k2 NAFOR IO E) - PP,
VPQIE) dgy - - dEe

Par symétrie, on peut supposer j > j’. On fait immédiatement le changement
de variable 2 7£ = 4. On est donc ramené & j = 0, ce que NOUS SUPPOSErons
désormais. Sij’ > 1, on appelle m un indice tel que ¢,, = 1 (un tel indice existe
parce que € € E). On intégre d’abord par rapport a la variable x,, et le lemme
1 assure la nullité de 7. Sij' = O et k k', il existe un indice m tel que k,,, # k;,.
On integre d’abord par rapport a la variable x,, et I est nulle, soit a cause de
la premiére assertion du lemme 1, soit a4 cause du lemme 2.

Enfin le dernier cas a envisager est j =0, k = k' et e #¢'. Il y a donc un
indice m tel que ¢, = 1 et ¢, = 0 et la premiere assertion du lemme 1 entraine
la nullité de I’intégrale.

On vérifie sans peine que | glzg) |, =1 pour tout e et tout Q.

3. La suite des ) est une partie totale dans L*(R")

Nous arrivons a la partie la plus technique de la démonstration du Théoréme
2. '
Nous allons vérifier que ¢ f, 303)) = 0 pour tout € € E et tout Q € Q entraine
f=0.

Pour cela nous allons écrire ces relations en utilisant-la transformation de
Fourier. Quitte a changer les notations, nous avons, pour une certaine fonc-
tion fe L*(R")

3.1 LR,,f (®) exp (k2 7/DYPQTE) PP QTE) dEy - - dE, =0

pour tout j € Z, tout k € Z" et toute suite (¢;, . ..,€,) #(0,...,0)de0oudel.
Nous devons en conclure que f= 0. Nous procédons au changement de
variable 27/ = u. Alors (3.1) devient

(3.2) LR,,J?(ﬁ)CXD(ikE)!Z(“’(El)'--$(‘"’(£n)d£=0 ou fi(§) = f2%%).
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11 est classique que (3.2) pour j fixé et tout k € Z" est équivalent & ’identité

(3.3) kzz; SiE + 2km)y O, + 2ky7) - - - §(E, + 2k,m) = 0.

Cette identité doit étre satisfaite pour tout jeZ, tout e E et tout £€R".
La situation idéale serait celle ou existerait une partie @ C R" ayant les pro-
priétés suivantes: les translatées Q + 2kw, k € Z", sont deux a deux disjointes;
pour tout £e R", il existe un jeZ tel que 2£ € Q et enfin pour tout £€9,
il existe e € E tel que $“0(¢,) #0, ..., J“(&,) # 0. Alors (3.3) impliquerait
J;(§) = 0 sur Q pour tout j € Z et donc f = 0. Naturellement ce n’est pas le cas
mais nous allons essayer de nous rapprocher le plus possible de cette situation
idéale.

Pour simplifier les notations qui suivent, nous nous limiterons a la dimen-
sion n = 2. Ecrivons 4 nouveau (3.3) de facon détaillée

3.4 ; DS+ 2km, v + 2m)(u + 2km)(v + 2IT) =0
1

(3.5) 220 fi(u + 2k, v + 2Im)e(u + 2kT)Y(v + 2iT) = 0
k1

(3.6) 2120 iU + 2k, v + 2Im)Y(u + 2km)p(v + 2IT) = 0.
k1

Les sommes (3.4) & (3.6) définissent évidemment des fonctions (27Z)*-périodi-
ques que ’on analysera sur un «domaine fondamental». Nous allons dans un
premier temps supposer

2 47 |2
(u,U)E[ 3 ’ 3:| =Ql

et considérer que (3.4), (3.5) et (3.6) relient f;(u, v) (que nous cherchons a cal-
culer) a des valeurs parasites f;(u + 2k, v + 2/7) que nous chercherons a €li-
miner.

Pour (u, v) €Q,, on a nécessairement k =0ouk=—-let/=0oul/= —1.
En posant f; = f;(u, v), g = f(u — 27, v), f; = f;(u, v — 27) et &; = fi(u — 2m,
v— 27,

3.7 sin w(u) sin w(v) f; — cos w(u) sin w(v)g;
— sin w(u) cos w(v) fj + cos w(u) cos w(v)g; = 0.

(3.8) cos w(u) cos w(v) f; + sin w(u) sin w(v)g;
— cos w(u) cos w(v) f; — sin w(u) cos w(v)g; = 0

3.9) sin w(u) cos w(v) f; — cos w(u) cos w(v)g;
+ sin w(u) sin w(v) f; — cos w(u) sin w(v)§; = 0.
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Ces trois relations ne permettent évidemment pas de calculer les quatre incon-
nues que sont f;, g, f; et &;.

On considére (3.4) pour le point (u'v’) = 2u, 2v).

Alors les seules valeurs de & et / qu’il convient d’écrire sont £ = 0 ou —2,
[=0o0u -2.

On observe que f(u', v") = f;, (4, v), f;(u’ — 4=, v") = fj, ((u — 27, v) etc...
En décalant d’une unité I’indice j, on obtient donc la relation manquante sous
la forme

(3.10) sin w(u) sin w(v) f; + cos w(u) sin w(v)g;
+ sin w(u) cos w(v) f; + cos w(u) cos w(v)g; = 0.

Le déterminant des quatre relations écrites est égal a 1 et ’on obtient donc
fi=g;=J;=§& =0 pour tout jeZ.

Désignons maintenant par Q, le rectangle /3 < u < 27/3, 27/3 < v < 47/3.
On doit observer que J(u) = 0 sur Q, tandis que »(«) = 1. La seule relation
pertinente pour calculer f;(u, v) si (4, v) € Q, est donc (3.5). Les seules valeurs

de k et / qui interviennent réellement sont k=0et/=0o0u/= —1.
On pose encore f; = f;(u, v) etfj = fju,v—27) et 'on a
(3.11) fisinw(v) — ficos w(v) = 0.

Cette seule relation ne permet évidemment pas de calculer f; et f; Mais, la
encore, on consideére le point (2u, 2v) par lequel on écrit (3.4) et (3.5). Les seules
valeurs de k ou / qui interviennent sont k =0et k= —1,/=00ul/= -2. Po-
sons o; = f;(u, v) cos w(v) + fi(u, v — 2m)sinw(v) et 7; = fi(u — 7, v) cos w(v)
+ fj(u — m, v — 27) sin w(v) (en ayant pris soin de décaler d’un rang les indices).

On a donc o;cos w(2u) + 7;sin w(2u) = 0 et o0;sin w(2u) — 7;c0s w(2u) = 0.
Ces deus relations impliquent o; = 0 ou encore

(3.12) ficos w(v) + fisinw(v) = 0.

Les relations (3.11) et (3.12) impliquent f; = f; = 0 pour tout j € Z. Naturelle-
ment, la méme approche convient pour les sept autres rectangles obtenus par
symeétrie par rapport aux axes de coordonnées ou de leurs bissectrices, a partir
de Q,. Finalement, on étudie le rectangle Q; défini par 0 < u < 7/3et271/3 < v
< 4n/3. La seule relation significative est encore f;sin w(v) ~ fjcos w(@®) =0.
On utilise le méme stratagéme que plus haut en écrivant (aprés le décalage né-
cessaire de j), la relation correspondante sur le rectangle 2Q,, pour le point
(2u, 2v). 11 vient f;cos w(v) + f;-sin w(v) = 0 et il en résulte que f; = f; =0 sur
Q,. La encore on obtient la méme conclusion pour tous les rectangles déduits
de Q; par toutes les symétries du probléme.

Gréce a ’examen de ces trois «domaines fondamentaux», tout I’anneau
27/3 < sup (|u|, |v]) < 87/3 est rempli et £(2/u, 2/v) = 0 dans cet anneau. Il en
résulte aussitdt que f = 0 presque-partout sur R>.
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4. Convergence des séries d’ondelettes dans les espaces de
fonctions de test ou de distributions

Soit S(R") Pespace des fonctions de test, muni de la topologie usuelle et S, C S
le sous-espace formé des fonctions fe S vérifiant j,R,, x*f(x)dx = 0 pour tout
a€eN (tous les moments sont nuls). Alors toutes les ondelettes ¥ appar-
tiennent a S,. Si une série d’ondelettes converge dans S, elle converge donc
dans S, vers une fonction de S,. On montre facilement que la réciproque est
exacte.

Lemme 3. SifeS,, la série d’ondelettes correspondante converge vers f, au
sens de la topologie de S.

Que se passe-t-il alors si fappartient a S? Il est facile de montrer que la série
d’ondelettes converge vers f uniformément sur R” et qu’il en est de méme pour
les séries dérivées.

Partons maintenant de la fonction 1 (identiquement égale & 1 sur tout R”").
Chaque coefficient (en ondelettes) de 1 est 0. Pourquoi obtient-on une égalité
numérique absurde?

Considérons ’espace topologique dual de Sy(R"). C’est ’espace quotient
S'(R™/CIx] des distributions tempérées modulo les polyndmes. Si S est une telle
distribution tempérée, alors la série d’ondelettes correspondante 3, _q MgV S(X)
converge au sens suivant: pour toute fonction f€ Sy, il y a convergence numé-
rique de la série obtenue par intégration contre f. Voila la raison pour laquelle
on obtient 1 = 0 (modulo les fonctions constantes).

5. Caractérisation des espaces L?(R"), 1 < p < +00, BMO(R")
et de son prédual H'(R") par la transformation en
ondelettes

Soit E un espace de Banach séparable. Une suite (e;),en d’éléments de E est
une base de E si tout vecteur x € E s’écrit, de fagon unique, x = 217&.e, ol
les £, sont des scalaires et ou les sommes partielles de la série écrite convergent
vers x au sens de la norme de E. La base est dite inconditionnelle s’il existe
une constante C > 1 telle que I’on ait, pour tout m > 1 et toute suite &, ke N,
de scalaires " 2o MeErey " S CI} 20 Exer H £ dés que sup [\, < 1.

Cela signifie que la condition d’appartenance & E d’une série 2.7 '¢.e; ne
porte que sur la suite |&|, k€N, et que cette condition, si elle est satisfaite
pour une suite, I’est automatiquement pour toute autre dont les valeurs abso-
lues sont, terme a terme, majorées par celles de la premiere.
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L’espace BMO(IR™) n’est pas séparable et ne posséde donc pas de base incon-
ditionnelle. Nous le remplagons par la version séparable VMO(R") qui est la
fermeture, pour la norme de BMO(RR"), de I’espace S(R”") des fonctions de test.

Théoréme 3. La suite 1&8’, e€E, Qe Q, est une base inconditionnelle pour
LP(R"; dx), 1 <p < +o, VMO(R") et HI(TR").

Pour le démontrer, on construit explicitement I’opérateur 7 qui transforme
¥y en MQ, 9y si IMQ, @] < 1. Le noyau-distribution de 7T est K(x,y) =
= Ycer Loea M@, QYY) (¥). On a, sans peine, les estimations de Cal-
der6n-Zygmund.

(5-17) |0298K (x, y)| < Cla, B)]x — y| "~ el -1Al

pour tout xe R", tout y #x, a e N" et e N".

Par ailleurs T est, de facon évidente, borné sur L%(R") car il est diagonalisé
dans une base orthonormée. Enfin T vérifie, au sens du théoréme de David
et Journé 7(1) = T*(1) = 0.

Il en résulte que T est borné sur L?(R"), 1 < p < +oo et sur les «espaces
limites» H(R™) et VMO(R").

Il reste & écrire des critéres explicites d’appartenance a ces espaces fonction-
nels. A cet effet, nous rappelons la construction de la base de Haar de
L*(R™; dx). On désigne par y(x) la fonction d’une variable réelle, égale a 1 sur
[0,1/2[, & —1 sur [1/2, 1] et & O ailleurs. On appelle & la fonction indicatrice
de ’intervalle [0, 1] (égale a 1 sur cet intervalle et & 0 ailleurs). On construit
alors, pour tout e€ E et tout Q€Q,

T90) = 29D, — k) - PO, — k)
ou J© = 5,30 = .

Théoréme 4. L’isométrie U: L(R"; dx) > L*(R"; dx) qui & ¥ associe J/g) se
prolonge en un isomorphisme de LP(R") sur lui-méme si 1 < p < +o, en un
isomorphisme de I’espace de Hardy H*(R"; dx) de Stein et Weiss sur sa version
dyadique H et en un isomorphisme de I’espace BMO(R"; dx) de John et
Nirenberg sur sa version dyadique.

Cela signifie que les coefficients (d’ondelettes) N\(Q, €) de fe L?(R™) sont
caractérisés par la condition (X.%¢IMQ,e)*1Q]™'1,(0))"? € LA(R") ou
1 <p < +o. On a désigné par |Q| le volume de Q et par [,(x) la fonction
indicatrice de Q.

Si p = 1, cette condition caractérise les coefficients de fe H'(R". Enfin
nous allons montrer, et ce sera le début de la démonstration, que les coeffi-
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cients d’ondelettes N(Q, €) de fe BMO(R") sont caractérisés par la condition
de Carleson

(5.2) 2 2 IMQ, 9> < CIR|
e QCR

(pour tout cube dyadique R, la somme étant étendue a tous les sous-cubes dya-
diques Q C R).

Montrons d’abord que (5.2) entraine la convergence, pour la topologie
o(BMO, H") de la série 3, 2o ¥ vers une fonction f€BMO. Pour ce faire,
nous ignorons I’indice ¢ et raisonnons sur des sommes finies. Le passage a la
limite est de pure routine, une fois établie I'inégalité | 3, M@)¥o(*) | suo <
< Go||IMQ)]]| sur ces sommes finies, C, ne dépend que de n et ||| - ||| est la
borne inférieure des v/C dans (5.2).

Soit ¢ € D(R") une fonction d’intégrale égale a 1 et portée par le cube unité
0<x5<1(A<j<n).

Nous poserons ¢,(x) = 2Yp(2’x — k) de sorte que p,(x) est portée par le
cube dyadique Q et d’intégrale égale & 1. On considéré alors la distribution

K(x,y) = Q%IQ MQ)W oMo g(¥)-

On a INQ)] < (C|Q])"? et il en résulte aussitdt que K(x, y) vérifie (5.1). Mon-
trons que I’opérateur 7, dont K(x, y) est le noyau-distribution, est borné sur
L*(R™". On a

1T = | ZMO( [e0)¥ew)|

2

= (2, NOIP| [Feg ") < GollNOIIN 1 /12

gréce a la version dyadique de I’inégalité de Carleson exprimée dans le lemme
suivant.

Lemme 4. Soient Do Qeq, Xgs Q € Q, deux suites positives arbitraires et
w(x), xe R", la fonction maximale définie par w(x) = SUPg., Xor Supposons
que pout tout cube dyadique ReQ, on ait 2, ocrPo S |R|. Alors on a
ZQerQxQ < .{DE" w(X) dx.

On a donc continuité de T: L%(R"; dx) — L*(R"; dx).

Ceci, joint a (5.1), entraine 7(1) e BMO ce qui est bien ce que nous cher-
chions a prouver.

En sens inverse, supposons que f appartienne a8 BMO.

On désigne par R un cube dyadique et par R;, j > 1, les cubes (non dyadi-
ques) de méme centre que R et dont les cotés sont 27 fois celui de R. On décom-
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pose, comme d’habitude, f en la série
S=cR) +fox) + /i) + - +[;) + -+

ol ¢(R) = m,f est le moyenne de f sur R et ou fo(x) = f(x) — c¢(R) sur le cube
R, fo(x) = O ailleurs et f;(x) = f(x) — c(R) sur R\R; _ 1, O-ailleurs. La condition
feBMO entraine ImR f Mg fl< C|]f||}3MO et donc |me mef| <
< G| flpmo- Finalement | £|;'< C + )R] f|pmo. ON écrit alors

(fibg) = Sel Sy bo)-

Pour j > 2 on a

2
Bt <[y, o) < Gl (2]

pour tout m > 1 (grace a la décroissance rapide de ¢ et a la condition géomé-
trique Q C R).
Pour j = 0 ou j = 1, on utilise I’identité de Plancherel et ’on a

%IIUG,‘//QHZ | £i1Z < CIRI | f I 5mo-

On conclut, griace a la remarque que

]2

2]
QCR j=2 jl

= anl

La fin de la démonstration du Théoréme 3 est alors immédiate. En effet, il
est classique que I’espace BMO dyadique est aussi caractérisé par (5.2) en
décomposant les fonctions dans le systéme de Haar. De sorte que U établit un
isomorphisme entre ces deux espaces. Par dualité, U (qui est son propre trans-
posé) définit un isomorphisme entre I’espace de Hardy H'(R") usuel et sa ver-
sion dyadique. Par interpolation, U est un isomorphisme sur tous les espaces
LP(RM), 1<p< +oo,

6. Caractérisation des espaces de Holder homogénes C’,
r> 0, des espaces de Sobolev H° et des espaces de Besov
By (1<p< +%,1<g< +,5€R)

Rappelons que si 0 < r < 1, f appartient a I’espace de Holder homogéne C”
lorsque | f(x) — f(»)| < C|x — y|” pour tout x € R" et tout ye R". Sir =1, on
convient de remplacer C” par la classe de Zygmund définie par | f(x + y) +
+flx=y) - 2f®)| <Cly| xeR",yeR".

Sir=m+s, 0<s<1, meN, on écrit feC" si *fe C* pour tous les
aeN" tels que |a| =
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L’espace de Sobolev H*, se R, est défini par

[ lFOPA + |87 dE < +0

et enfin les espaces de Besov homogénes B, ” sont caractérisés par la décom-
position de Littlewood-Paley. On part d’une fonction § € D(R"), nulle au voi-
sinage de O et telle que 2%, |6(2£)| > 1 pour tout £ € R” non nul. Alors une
distribution tempérée f, modulo les polyndmes, appartient a By si et seule-
ment si [A;(f)], <27 ol ;€l4Z) et ou F(A;())E) = 027/E(FS)(E) en
désignant par ¥ la transformation de Fourier (agissant sur la distribution tem-
pérée f). On a désigné par | - |, la norme LP(R", dx).

Cet espace By ” ne dépend pas du choix de §. On a BZ™ = C* (espace de
Holder homogéne) et H* = L> N B52 pour s > 0.

Théoréme 5. Une distribution tempérée f (modulo les polynémes) appartient
a ByP si et seulement si sup, . |< f, ¥$| = alk, j) vérifie

o 1/
©.1 < > (3 (a(k,j))l’)l/ﬂzﬂs”ﬂ/z—W)}q) < te
j kezn

J= —

(avec les changements usuels si p = + ou g = +©).

Montrons d’abord la partie directe. Pour simplifier 1égérement 1’écriture,
nous nous limiterons a la dimension 1.

Alors la fonction  servant a définir les ondelettes sera notre fonction 6 et
Pon a

(o) =277%em [ F®e™ R dt = 2726 NER ).
Pour conclure, on utilise le lemme évident d’échantillonnage.
Lemme 5. 1/ existe une constante C = C(n) telle que pour tout R > 0, tout

pe[l, +x] et toute fonction f € LP(R"; dx) dont la transformée de Fourier est
portée par la boule |§| < 20R, on ait (3, ;. R™"| f(kR™HIP)? < C)| f |-

Naturellement 20 peut étre remplacé (quitte & changer la constante C(n) par
une autre constante. Pour nous, 20 > 87/3.
On a donc, pour tout jeZ,

2 270 ) Y < C A

ce qui implique évidemment (6.1).
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En sens inverse, supposons que a(k, j) vérifie (6.1) et montrons que f(x) =
= 3 2 alk, j)2"*Y(2’x — k) appartient & BS”. On teste cette appartenance sur
la boule unité du dual B, S?" pour lequel on utilise la partie directe. Les
détails sont laissés au lecteur.

7. Calcul des sommes partielles dans la transformation en
ondelettes

Soit fune distribution tempérée (modulo les polyndmes). Que peut-on dire de
la différence

g(X)=f(x) - Z Z (f’ 'p(Qe)>¢(Q6)?
e€E |Q|=<1

Il semble intuitif que les petits cubes soient responsables des petits détails
de f(x). Ces petits détails sont trés importants ou significatifs si f(x) est tres
irréguliére. De sorte que notre différence g(x) devrait étre indéfiniment déri-
vable.

Désignons par ii)g), eeE, Q € Q, ’opérateur de projection orthogonale sur
le vecteur ¢ de I’espace de Hilbert L*(R"; dx). Désignons de méme par &,
Q € Q, Popérateur de projection orthogonale sur le vecteur ¢go- Les fonctions
o et Y sont définies par le théoréme 2.

Appelons Q; la collection des cubes dyadiques de coté 277/ et posons

D=2 2 DY etdeméme &= > &,
ecE QeQ_j Qer

On a alors ’identité remarquable suivante.
Théoréme 6. Pour tout jeZ, ;= &;,, — §&,;.

Observons que &; est une «version régularisante» de I’opérateur d’espérance
conditionnelle par rapport a la tribu &; engendrée par les cubes Q € Q;. En
effet, cette espérance conditionnelle E;(f) = ZQ cg ! QZ"j fil o) ¢t &; est
donnée par la méme identité, & ceci pres que 2*%1,, est remplacée par la «ver-
sion C®» Po de la fonction indicatrice normalisée du cube Q.

Donnons la structure de la preuve du théoréme 6 pour la dimension 1. On
désigne par A; ’opérateur de convolution avec 27y(27) et par M; I’opérateur
de multiplication ponctuelle par exp (27i27x). Alors une application sans malice
de la formule sommatoire de Poisson montre que
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On désigne par S; opérateur de convolution avec 2/¢(2’x) et I’on a alors
les identités remarquables suivantes

AJA;‘: Sj+ 1Sf+1 - SJS;‘
A M;AT = —8§;M;S}
Aj‘le+1Ay,!‘= j+11Wj+le+1-

Par ailleurs, on fait pour &; le calcul que nous avons esquissé pour D; et I'on
obtient &; = S;S7+ S;M;S}+ S;M}S}. 1l résulte de tout cela que

:DJ= j+1—8j'

Passons au cas de la dimension supérieure. Par exemple, si n = 2, on a, en
conservant les notations de la dimension 1,

§i+1®E&,1—&®E=D,0D;+D;08+§®D;

et ces trois termes correspondent aux trois ondelettes Y, e E, Q e Q,» néces-
saires pour obtenir notre base en dimension 2.

Le théoréme 6 est donc démontré et ces remarques fournissent une nouvelle
preuve du théoréme 2.

Retournant a g(x), on a donc

8() =f(x) - Zo D;(f) =) - jz;) &+ 1() — &;() = & (/)
j= >
= 2 celx — k)
kezn

ou les coefficients ¢, sont donnés par ¢, = j fWeu — k)du.
Cela signifie que f(x) et g(x) different d’un terme d’erreur trivial.

8. Le paraproduit et la transformation en ondelettes

La fonction ¢ est la méme que dans le Théoréme 2. L’opérateur S; est la con-
volution avec 2™¢(2’x). On pose A; = S;, | — §; et finalement

@) = 3 S @a10).

On suppose a(x) e LN C" et I’on raisonne modulo les opérateurs r-régulari-
sants; c’est-a-dire ceux qui transforment H* en H**’ pour tout s€ R. Les
termes d’erreur sont analysés par le lemme suivant.
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Lemme 6. Soient f;(x), j € Z, des fonctions de L*(R™) dont les transformées
de Fourier fj vérifient, pour deux constantes R, > R, > 0

8.1 fi(®=0 si |§ <R2 ousi |t >R,2'.

Alors, pour tout se€ R, il existe une constante C = C(R,, R,, s, n) telle que

© . 172
5.2 <o Z 1130+ #y)

2, /509

Hs

Utilisant ce lemme, on commence par remplacer S;_ 3(a) par S;_4(a). On cal-
cule ensuite m(a, ) lorsque Q est défini par 2"x — ke[0,1]". Alors
Aj(gl/g’) =0 sauf si |m —j| <2.
On définit (par linéarité) ’opérateur R, par
RWS) = 7@, ¥) = Sp_1e@¥$

et, en utilisant notre lemme ainsi que la caractérisation des espaces de Sobolev
en série d’ondelettes, on montre que R, est r-régularisant.
On peut alors énoncer

Théoréme 7. Sir> 0 et a(x) e C"NL%, le paraproduit n(a, f) est défini par
linéarité par
(@, ¥$) = Sy@w$
ou, par abus de langage, SQ(a) = S;_10(a) lorsque
Q= {xeR%,2/x - kel0,11"};
si, de plus, 0 <r <1, on a, modulo un opérateur r-regularisant,
(@, ¥§) = a@ k.

en d’autres termes, le paraproduit est diagonalisé dans la base hilbertienne des
ondelettes.

9. Analyse des travaux antérieurs sur le sujet

La «version continue» de la transformation en ondelette a une longue histoire
remontant aux travaux de A. Calderon et de ses collaborateurs. La version
discréte apparait en 1980 lorsque L. Carleson démontre que le systéme de
Haar, correctement lissé est une base inconditionnelle de I’espace H*(T). Na-
turellement les ondelettes de Carleson ne forment pas une base hilbertienne
mais il existe un systéme bi-orthogonal associé.



ONDELETTES ET BASES HILBERTIENNES 17

Une autre démarche a été introduite par Frazier et Jawerth [6] et, indépen-
damment, par ’un des auteurs [9].

Il s’agit d’exhiber ¥ dans S(R") de sorte que 1’on ait, pour toute fonction
fe LA(R"; dx)

©.1) OERTABING

sans unicité.
11 suffit pour cela que la transformée de Fourier de y soit portée par le cube
-1 <Xx; <™ 1 <j< net que on ait, pour tout £ # 0,

©.2) 1= 2 [9@®)"

Si’on a unicité dans (9.1), les fonctions 1//Q(x) sont automatiquement ortho-
gonales mais cela est exclu par la condition portant sur le support de .
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