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1. Introduction et énoncé des résultats

1. Si E est un sous-ensemble de C, nous désignons par A“(E) 0 <a<1)la
classe des fonctions f: E — C pour lesquelles il existe une constante C > 0 telle
que

vx,yeE, |f(x)—f()|<Clx—y|%
et nous notons

1f®) —fO)|

wpy = SU =
L

x#y

2. Soit maintenant Q@ un domaine de Jordan borné du plan complexe et
I' = 99. Si fe C(T"), soit u la solution du probléme de Dirichlet: Au = 0 dans
Q, u|. =f. Si 0 <« < 1, nous dirons que I’on peut résoudre le probleme de
Dirichlet dans Q pour A* s’il existe une constante C > 0 telle que

||u”A°¢(Q) < Cuf"Aa(I')

pour toute fonction fe A%(T).
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Il est bien connu que ’on peut résoudre le probléme de Dirichlet dans le dis-
que unité D pour tous les A%, 0 < a < 1. D’un autre c6té, on a le théoréme
suivant qui a été le point de départ de notre travail.

Théoréme 1 (Hinkkanen [6]). Si Q est un domaine de Jordan quelconque on
peut résoudre le probléme de Dirichlet dans Q pour tous les A® avec a € (0, %)
et indice } est critique.

Notre premier objectif a été d’étudier quelles conditions sur @ peuvent
permettre de dépasser cet indice critique %

Bien évidemment, si © est régulier (de classe C!* € par exemple), la représen-
tation conforme ¢: D — Q est bilipschitzienne et I’on peut résoudre le pro-
bléeme de Dirichlet dans 2 pour tous les A* avec 0 < o < 1. Mais méme si Q
est de classe C', la représentation conforme n’est d’aucune utilité.

Une autre idée est celle de perturbation du disque unité, qui nous a conduit
au résultat suivant:

Théoreme 2. Soit Q un domaine de Jordan tel que la représentation conforme
¢: D — Q s’étende en un homéomorphisme K-quasiconforme de la sphére de
Riemann avec 1 < K < 2; alors on peut résoudre le probléme de Dirichlet dans
Q pour A*si 0 < a < 1/K.

Remarque. Afin de donner un énoncé du théoréme 2 ne dépendant pas de
la représentation conforme, rappelons qu’un K-quasidisque est I’image du dis-
que unité par un homéomorphisme K-quasiconforme de la sphére de Rie-
mann. Si Q est un K-quasidisque, on montre facilement que la représentation
conforme ¢: D = Q se prolonge en un homéomorphisme K*-quasiconforme de
R%. On a donc un énoncé analogue au théoréme 2 pour les K-quasidisques,
a condition cependant de remplacer K par K2 dans I’énoncé. Naturellement,
ce n’est une amélioration du théoréme d’Hinkkanen que pour K < V2.

3. Soit toujours £ un domaine de Jordan. Nous dirons que 1’on peut résou-
dre le probléme de Neumann dans Q pour A* si pour toute fonction f, réelle,
appartenant 3 A%(T") on peut trouver une fonction g € A*(I"), réelle, telle que
f+ ig soit la valeur au bord d’une fonction F holomorphe appartenant a
A%(D).

Les théorémes 1 et 2 ci-dessus, combinés avec le théoréme suivant permet-
tent de donner immédiatement une réponse satisfaisante au probléme de Neu-
mann dans les quasidisques.

Théoréme 3 (Gehring-Martio [3]). Soit Q un quasidisque et u une fonction
harmonique dans Q. Alors
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1 . _
< Supd(z,T) HVU@)] < [#] g oy < Csupd(z, T) ™+ Vu()|
ze zeQ

ou C > 1 ne dépend que de Q et de a (0, 1).

Corollaire. Soit Q un K-quasidisque et

1 1
B = max <5’ 7<‘> '
Alors on peut résoudre le probleme de Neumann dans Q pour A® si 0 < o < 3.

PreUVE. Soit fe A%(T) et u la solution du probléme de Dirichlet Au = 0 dans
Q, u|,, = f. Par les théorémes 1 et 2, u € A*(Q). Soit maintenant v le conjugué
harmonique de u dans Q; alors |Vu| = |Vu| et le corollaire découle du théo-
reme 3. [

4. Nous dirons que I’on peut résoudre le probléme de Calderén pour A%(T")
si toute fonction fe A*(I") peut s’écrire de fagcon unique sous la forme
f=/fi+/f,avec fj € A%(I") ou f] est valeur au bord d’une fonction holomorphe
F; € A%(Q) et f, est valeur au bord d’une fonction holomorphe F, € A*(C\Q)
vérifiant de plus

lim Fz(Z) =0.

|z| =
La encore, si Q est le disque unité on peut résoudre le probléme de Calderén
dans A% pour 0 < a < 1. Si @ est un domaine lipschitzien, c’est encore vrai et
le résultat découle des travaux de Lemarié [7]. II semble que rien n’était connu

pour une courbe I' non rectifiable. Nous nous proposons de démontrer le
théoréme suivant, qui donne une réponse partielle. '

Théoréme 4. 1/ existe une constante a > 1 telle que si Q est un K-quasidisque
avec

1+V5

2a<
K 2

on peut résoudre le probleme de Calderén pour A*(T") i
. K* -1 1
YE\Km 1 2k 1

Le théoréme 4 implique en particulier que pour tout « € (0, 1) on peut résou-
dre le probléeme de Calderon pour A%(I") si K est suffisamment proche de 1.
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2. Démonstration du théoréme 2

Nous suivons la méthode d’Hinkkanen.
Soit fe A*(I") et u son prolongement harmonique dans Q.
Soit zeQ et { un point de I" tel que |z — {| < 2d ou1’on a posé d = dist (z, ).

Lemme 1. [/ existe une constante C ne dépendant que de K telle que sia < 1/K,
IM(Z) - u(g‘)l S C"f"Aa(]") dm-

PREUVE DU LEMME 1. Posons v(z’) = u(z') — u({). On a la représentation:

v(z) = jp v(\w(z, dN)

ou w(z, d\) est la mesure harmonique sur I" dans Q par rapport a z. Soit, pour
n>=0,

E,={NeT:2"d<|N—2z| < 2"+ gy,
alors

u(z) = ;0 jE v(\w(z, dN).

Si\eE,,
o] < [ f | paqy N = $1* S CLf | g oy 2°"d”
et par suite

lv@)| < C| f IIM(D< 37 29z, E,,))d". O
n=z0

Le lemme 1 va alors découler du lemme 2 suivant donnant une estimation de
w(z, Ey).

Lemme 2. Soit E(r) = (AeT;|\—z| >rd} avecr > 1. .
Alors w(z, E(r)) < Cr~YX o0ii C ne dépend que de K.

DEMONSTRATION DU LEMME 2. Soit ¢: D — Q une répresentation conforme.
Par hypothese ¢ se prolonge en une application K-quasiconforme de la sphére
de Riemann que nous appellerons encore ¢. Quitte & composer par une trans-
formation de Mdébius laissant D invariant on peut supposer que ¢() = co,
Soit ¥ = ¢~ : c’est encore un homéomorphisme K-quasiconforme de la sphé-
re tel que yY(o©) = 0. Soit z, = Y(z) € D. Si { e Cet r > 0, notons C(z, r) le cer-
cle de centre z et de rayon r, et v(z.r) = Y(C(z, r)).
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Par le théoréme de distorsion de Koebe

L@l o - ol >E V@l s we(zd)

Comme

1 1
7= 20)e' @)l <A< = [2)|e'@)| et ') = 7))

on a
2 1 d
~a- >le— — 1 - i s— ).
3@ |zo]) = | zo|>64 (1 - |z]) si §e~r<z 4>

Soient maintenant r’ et r” les réels définis par

(- |zo)r'= inf ¢ -zl , (I-l|zl)r"= sup [¢— 2z
fev(z,rd) fev(z,rd)
Soit T la famille des courbes joignant v(z, d/4) a v(z, rd) dans la «couronne»
définie par ces deux courbes. Alors

27 27K 47k
—— < M(T) < KM((T)) = "> VK
log 6ar” <M(T) WIN=togar ="' 2 s "

On applique alors le lemme suivant, di & Mori.

Lemme de Mori [8]. 1/ existe une constante C(K) tele que si ¢ est un homéo-
morphisme K-quasiconforme de la sphére de Riemann tel que ¢() =
alors, ¥vze C, Vr > 0,

sup |®(5) - ®()| < C(K) _ inf |2(5) — 2(2).
) $eci,n

$elC(z,r

Gréce a ce lemme, nous voyons que ' > C(K)r" = C(K)r'/X. On peut alors
écrire

w(z, E(r)) < «(zo, &(r'), D)
ou
8(r') = (A€ dD; |\ — zo| 2 r'(1 — |zo])},
et par un calcul standard, on vérifie que w(zy, &(r’), D) < C/r'. Finalement,
w(z, E(N) < w(zo, 8(r"), D) < C/r' < CK)r~ V%

et le lemme 2 est entierement démontré, ainsi que le lemme 1. I
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Lemme 3.
L= sup_ |u(z)) —u(z)| = sup |u(z;) — u(z)| = R.
21,2, € z,€00
|z, =z, <1 z,€9Q
lz; = z,| <t

PREUVE. Soient z,,2,€Q, h =2z, — z, |h| < t. Alors la fonction
U(z) = u(z + h) — u(z)

est harmonique dans {z€ Q;z + h e Q} = . Soit Q, la composante connexe de
 contenant z,. Si z€9Q, alors zeT" ou bien z + 2eT" d’ou |v(z)| < R. Par
le principe du maximum, |v(z;)| < R et le lemme 3 s’en déduit. (I

Pour terminer la preuve du théoréme 2, il nous reste & montrer que
R C| S pay?™
Soit donc z; €T et z, € Q. Si |z; — 2| < 2d(z,, T) alors

lu(z)) — uz)| < Clf | pory 21 — 22|*

par le lemme 1.
Si |z; — 25| > 2d(z,,T), choisissons ¢ €T; d(z,,T) = |z, — |-
Alors

lu(z)) — u(zy)| < |u(z)) — u(@)| + |u(§) — u(zy)|
< C"f"Aa(]")(Izl - ;.Ia + d(zz, F)a)
< C"f"Arx(r)lzl - Zzla- u

Avant de poursuivre, donnons deux corollaires de résultats précédents, dont
nous aurons besoin dans la suite.

Proposition 1. Soit ®:D— C\{0} une fonction holomorphe univalente
admettant une extension K-quasiconforme a R*. Alors ® appartient & I’espace
de Hardy H”(D) si p < 1/K et, pour ces valeurs de p, | 2|, < C(p, K)|®(0)|.

Cette proposition généralise le théoréme de Prawitz ([1] p. 90) dans le cas
ol K < 2. Notons encore que si ¢ se prolonge en un homéomorphisme K-q.c.
tel que ®(0) = oo, alors le lemme de Mori permet d’obtg:nir le résultat beau-
coup plus fort ’

2] < CKK)|2(0)].
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DEMONSTRATION. Soit f(z) = ®(z) — ®(0). Alors, avec les notations du lemme 2,
si r > d =d(0,f(D)),

|{zedD; | f@)| > r}| = w<0’E<§>’f(D)>

1/K
< C(K)<ﬂ>
p
par le lemme 2. D’ou
|12 < 27p [(r2 =1 dr + pCK)AVX [*r7=1 =% gr
< C(p, K)d? < C(p, K)|2(0)|%,

car 0 ¢ ®(D).
La proposition 1 en découle car @[5 < | |5 + |2(0)|7. O

Proposition 2. Soit Q@ un K-quasidisque et fe A*[T") avec 0 < o < 1/K2. I
existe alors F € A*(R?), harmonique en dehors de T', telle que f = F Ip-

DEMONSTRATION. Supposons pour simplifier que 0 € 2. Tout d’abord, on
peut prolonger f en u € A%*() harmonique par le théoréme 2. Pour prolonger
f a Pextérieur de Q considérons y une représentation conforme de C — D sur
C — Q telle que y() = . Par hypothése, y peut se prolonger en un homéo-
morphisme K2-q.c. de la sphere. Soit { le transformé de C\Q par I’inversion
z— 1/z. Alors h(z) = 1/¢(1/z) est une représentation conforme de D sur { se
prolongeant en une application K2-q.c. Soit alors f ’application définie sur
I' = 80 par f(z) = f(1/z). Alors

o

1 1
s Cllz _ zlla

|f@) - @) < C’*—?

4

. car |zz'| > d(0,T')*. Par le théoréme 2 on peut alors prolonger fen une applica-
tion harmonique € A%({). On prolonge alors fsur C\Q en posant F(z) = f(1/z)
et Pon vérifie que I’on a encore fe A*(C\Q). L’application F ainsi construite
convient. []

3. Démonstration du Théoréme 4

Posons tout d’abord 2, = @ et Q, = C\Q.
Dans un premier temps nous établissons ’existence de la décomposition pour
f=¢lpolpe C5(R?). Pour ce faire on écrit, d’aprés une formule classique,

j dp(w)

1
vz e R?, e(2) =‘——j dwdw
™ sz_z
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ou

puis on pose

fi@) = —% ” 0@ yods  (zeny

5@ = ——Hf 00 Jods  (zewy.

On a bien f = f; + f, sur I'; reste a montrer que | f;| @y S S C| S| paq €t que
|f2(z)| -—> O Vu le théoréme 2, et a condltlon qué a < 1/K2, il suffit

evxdemment de la vérifier uniquement pour £, . On suppose donc o < 1/K? et
Pon considére le prolongement harmonique #; de f dans 2,;. Comme il sera
démontré dans la suite, la fonction u; — ¢ appartient & I’espace de Sobolev
w1i(Q,) et donc,

vzeQ,, Sr(z) = —*:F jj —Bul(w) dwdo.
Q

w—2
1

Pour vérifier que f, € A%*(Q,) on utilise alors le critére de Gehring et Martio
(Théoréme 3): il suffit de montrer ’existence d’une constante C telle que

vzed, 3@ <CA@T)* M flpam-
Or

1 5u 1 (O)) - -1
5@ = —— ——= et |du(w)| <C wrr A(w, TY*
fz() TJ‘j\nl (w_z)z | 1( )l\ "f"A [ey) ( )
par les théorémes 2 et 3.
Pour obtenir la conclusion désirée, il suffit donc que « vérifie les conditions
suivantes:

1 a< 1/K?
a-—1
) aIC>0; Vie®,, ” %dzding(;,l‘)"“l.
Q, -

Soit ¢ une représentation conforme de D sur Q,. Alors

d(z, F)a 1 B J‘ (1 _ |zl)(x—1-|‘Pr(z)|m+l B
I(a, < dzdz.
(a, ) = ﬂl e dzdz< C . 0@ = ¢ zdz
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On choisit plus précisément ¢ de sorte que ¥(z) = (¢(z) — ¢) ! se prolonge en
un homéomorphisme K2-q.c. de € tel que y(o) = o. On écrit alors

Ie, ) <CJ[ (1= 12D" e = ¢*¥'@)|** dzdz
<C([f, 0 = lah™ P le@ — ¢ dedz)( [[ [v'@[7 > dedz) 7
= CL(@, Dk §)

ou p,q > 1 sont a choisir tel que 1/p + 1/g = 1.
Pour choisir p > 1, nous utilisons le théoréme suivant.

Théoréme 5 (Gehring et Reich [4]). 1/ existe une constante a € (1,40) telle que
pour tout homéomorphisme K-q.c. de la sphére tel que () = oo, on ait

(HD Jw(z)x"/(K"— D dz dz) ®*-1/K” C(a, K) HD J,(2) dz dz

ou J,(z) désigne le jacobien de Y au point z.

Ce théoréme admis, on choisit p de sorte que

2K*

plat D=1

Alors,
([, W@l Ddzdz) s
- (H [|¢’(z)|2]K2a/(K2a‘l)dzdz> (K2 — 1)/K 2 [(a + 1)/2]
D

< @ K)([[, WP dzdz)« P <

ou d=d({,T) car |Y(z)| < 1/d si zeD.
Nous avons donc montré que, pour ce choix de p,

L, )< Cd '~

Pour estimer /;(c, {) nous aurons besoin du lemme suiQant.
Lemme 4. |p(0) — ¢| < Cd ot C ne dépend que de K..

PREUVE DU LEMME 4. Par le lemme de Mori, puisque y se prolonge en un
homéomorphisme K>-q.c. de R? tel que y(e) = oo,

sup [¥(») — ¥(0)| < C(K) inf [¢(y) — ¥(0)|.
ye€aD yedD
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Soit d’autre part A = diam (©2;). Alors

. 4
inf [Y(»)| < A
yedD

tandis que
sup W) = -
yeBpD 7 _d
A 4 1
—Sid2 2 Z o
Sid 8CK) alors | y(0)] A 2 20(0d

—Si maintenant d <

A, i _ €.
8C(K)’ écrivons  |[Y(0)| = 7

Sie>1, il n’y a rien 4 démontrer. Sinon,

— €

d

1
A = sup [¥(») — Y0)| >
yedD

tandis que

B o b€ 1+ 26CE)
B=inf YO) = YOI < T+ < Hekya

En écrivant que 4 < C(K)B on s’apercoit alors que nécessairement

e L
2(1 + CK))

ce qui démontre le lemme 4. [J

Revenons a ’estimation de 7 (., {). Puisque

B 2K2l1
T @+ DE*E-1’

p

le calcul donne

B 2K2a
TO2KF — (a+ DE*-1)

q

D’autre part, on peut écrire:

L £) = {[or = 02D ( [ (e = ¢ d) dr}'/".
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Deux cas se présentent alors:

1.6t cas.

K* +1

1 1
S g Sy S S gpm gE o

On a alors, par la proposition 1,
[ ere™® = ¢ dp < Clp(0) - 29 < Ca™
par le lemme 4 et donc, si g(1 — @) <1
I(a, ) < Cd*

et 'on a (2) en combinant cette derniére estimation avec celle sur (e, ¢).
La condition g(1 — a) < 1 équivaut a '

K* -1
o> ——"
K> +1
Pour que cette étude nous fournisse des valeurs effectives de «, il faut encore

que

K* -1 < K* +1
K*4+1 ~4K* +K* -1

ce qui équivaut 4 K4 — K2 — 1 < 0 ou encore a

1+V5

K* <
2

2.5™¢ cags.

K* +1

1
2 wa>_KH1
“a= * 7 AR KT -1

KZa

On utilise le lemme suivant, dii a Hardy-Littlewood ([1], p. 84).

Lemme 5. Soit f appartenant a ’espace de Hardy HP(D) ou 0 < p < co.
Alors, si g > p,

™ ; K
([ 1seeiran)ve < KL o,

oul K est une constante universelle.
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Appliquons ce lemme & notre propos:
j;rl¢(rei9) _ §.|2aq db < CdZaq(l _ r)l—ZaqKz"
et on obtient (2) si

1

q(l —a) +2agK* - 1< 1 @a<2—K4aTl—-.

La encore, pour pouvoir conclure il faut avoir

L K* +1 ©K2”<1+\/§
2K% — 1 7 4K* 4+ K% — | 2

La condition (2) est donc vérifiée si

1+V5 K* -1 1
2a .
K<« °‘E<1<2“+1’2K4"—1>

Comme

1 1 1
K1 SgESgE

si K > 1, on a également (1).
Pour vérifier que | f,(z)| tend vers 0 & ’infini on écrit que

1 —
£ scH Hnllaul(wﬂdwda pour |z| > 2diam (2,),

c a-1 -
<H||f||mp,ﬁﬂld(w,r) do di

C
< —

= |Z| "f"Aa(r') ij(l - |Z|)"'1|¢'(z)|°‘“dzd2

ou ¢: D — Q, est une représentation conforme se prolongeant en un homéo-
morphisme K2-q.c. de la sphére tel que ¢(e) = . En reprenant alors la
méme méthode que dans la démonstration de (2) on obtient

<

|f2(z)| s |Z|

"f”Am(r*)’ izl > 2dlam(91)

L’existence de la décomposition est donc établie pour f = ¢|.avec ¢ € Cy(R?).
Soit maintenant f une fonction quelconque de A*(I"). Par la proposition 2,

f=F|. 0l |F|,amzy < C|f]paq,- On peut naturellement supposer que F est
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a support compact. F est alors limite uniforme d’une suite ¢, € Cg(RR?) telle que
| @nll erzy < ClS | oy -
Par ce que ’on vient de voir, on peut décomposer ¢, en
On=¢n+ s OU ¢heA%@)
avec | ¢, "Aa(ﬂj) < C|f| paqry- Comme d’autre part

O] < o7 1 Laey poUr [£] > 2diam @,),

on obtient le fait que (¢2) est une famille équicontinue sur Q,U {0} Par le
théoréme d’Ascoli il existe une sous suite (gaﬁk) qui converge uniformément
sur €, vers une fontion f, holomorphe dans A%(Q2,). Comme la suite (¢,) est
elle-méme uniformément convergente, I’existence de la décomposition de Cal-
derén est démontrée dans le cas général.

Reste a établir I’unicité de cette décomposition. Supponsons que fe A%(I")
admette deux décompositions

f=h+fhi=8&+&.

Alors la fonction

F= {fl—gl sur
&—f, sur &,

se prolonge en une fonction F € A%(R?), holomorphe en dehors de I' et nulle
a P’infini.

Par [2] (p. 66) on peut alors conclure que F = 0 a condition que la dimen-
sion de Hausdorff de I soit < 1 + «. Pour évaluer la dimension de Hausdorff
de I' on utilise un théoréme de Gehring-Vaiiséld [5] qui affirme que la dimen-
sion de Hausdorff de I’image d’un cercle par une application K-quasicon-
forme de R? est inférieure ou égale a 2K°/(K® + 1) ol a est la constante
du théoréme 5. En combinant ces deus résultats on conclut la preuve du théo-
réme 4 car

KZa _ 2a

1 2K
RO <Y

K% 51 dimT'. (O

o>

Remarques.

1) Les résultats de [2] montient que le théoréme 4 est faux pour @ < dimI" — 1.
2) A. Hinkkanen, aprés avoir lu le manusccrit de cet article, a montré que
la constante %du théoréme 1 pouvait é&tre améliorée pour fous les quasidisques.
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