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1. Introduction

Bien des bases orthonormées ont été découvertes, puis utilisées par les mathé-
maticiens, les physiciens et les ingénieurs. Ces bases étaient, le plus souvent
construites par 1’un ou I’autre des deux procédés suivants. Soit elles se compo-
saient des fonctions propres d’un opérateur auto-adjoint compact, soit elles
étaient obtenues en appliquant la procédure standard de Gram-Schmidt & une
suite convenable de fonctions. Dans les deux cas, les problémes que 1’on ren-
contre sont les suivants:

(1.1) la base orthonormée u,(x) n’est pas numériquement explicite
(1.2) les coefficients a;, d’une série X a; 1, (x) ne donnent qu’une information
en moyenne et de nature globale sur les propriétés de la somme f(x).

Par exemple, il est impossible d’estimer la norme L?, p # 2, de la somme
J(x) d’une série trigonométrique en ne connaissant que les modules des coeffi-
cients de Fourier de f(x). De méme, les coefficients de Fourier ne fournissent
pas d’information directe et accessible sur des propriétés locales, comme la
dérivabilité en un point donné.

Au début des années 80, les ondelettes sont apparues comme la seule méthode
permettant d’éviter toutes les difficultés que nous venons de décrire. Par
exemple, en traitement du signal, on a cherché & enregistrer numériquement
des phénomenes transitoires, relatifs a des échelles de temps qu’on ne connait
pas a I’avance, ce qui est impossible lorsqu’on se limite 4 des séries ou des inté-
grales de Fourier traditionnelles. Les ondelettes ont une description numéri-
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que essentiellement triviale, puisqu’elles sont engendrées & partir d’une fonc-
tion de base w(x), la «mére des ondelettes», par des translations entiéres, sui-
vies de dilatations dyadiques. En revanche, la base orthonormée des ondelet-
tes n’est pas I’ensemble des fonctions propres d’un opérateur différentiel
auto-adjoint. C’est évident car un tel opérateur devrait étre invariant par
translations et dilatations, c’est a dire étre un opérateur a coefficients cons-
tants. Or seules les exponentielles sont les fonctions propres de tels opérateurs.
Tout cela signifie que nous ne disposerons d’aucune «recette bon marché»
pour construire les bases orthonormées d’ondelettes et explique pourquoi elles
ont été découvertes si tardivement.

En fait, le systétme de Haar a été inventé par Alfred Haar en 1909 et il a
fallu attendre 1981 pour que les chainons suivants apparaissent.

Rappelons que le systéme de Haar, dans sa version convenant a L%(R), se
compose des fonctions 2//?h(2/x — k), jeZ, ke Z, ou h(x) est nulle hors de
[0,1), est égale a 1 sur [0,1/2) et & —1 sur [1/2,1).

Nous dirons qu’une fonction w(x), de la variable réelle x, est une ondelette
d’ordre m > 1 si w(x) appartient 4 ’espace de Sobolev H™(RR), si w(x), ainsi
que ses dérivées d’ordre < m, est bornée et a une décroissance rapide a I’infini
et si 272w(2/x — k), je Z, k € Z, est une base orthonormée de L*(R). Ces con-
ditions impliquent que tous les moments de w(x), d’ordre < m soient nuls.
Une ondelette est donc une fonction réguliére, bien localisée et oscillante, c’est
a dire une petite onde.

Dans cet article nous nous proposons d’abord de rendre justice a un travail
de Stromberg, paru en 1981, ou la premiére base orthonormée d’ondelettes,
était construite, puis de comparer les ondelettes de Stromberg a celles que I’on
obtient aujourd’hui par des procédés plus généraux. Nous terminerons en exa-
minant un probléme ouvert: existe-#-il une méthode universelle fournissant
toutes les bases orthonormées d’ondelettes?

2. Les Ondelettes de Stromberg

Nous débutons par la description d’une suite emboitée V;, j € Z, de sous espa-
ces de L*(R). Désignons, tout d’abord, par ¥, le sous espace de L%(R) qui se
compose de toutes les fonctions splines d’ordre m > 1 dont les noeuds appar-
tiennent & Z. En d’autres termes, f(x) appartient a ¥V, si f(x) appartient a I’es-
pace de Sobolev H™ et si la restriction de f(x) a tout intervalle [k, k + 1],
k € Z, est un polynome de degré au plus égal & m. A partir de ¥, on construit
les V;, j € Z, en imposant la condition que f(x) appartient & V; si et seulement
si f(2x) appartient & V;, ;. Alors V; est inclus dans V;, ; et I’on désigne par
W; le complément orthogonal de V; dans V;, ;. Tous les espaces W; se dédui-
sent de W, par la remarque évidente que f(x) appartient a W, si et seulement
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si f(2/x) appartient & W;. Le lemme qui suit nous apprend qu’une fonction
w(x), appartenant a W, ayant une décroissance rapide a I’infini et telle que
la suite w(x — k), k € Z, soit une base ortonormée de W, est automatiquement
une ondelette.

En fait, il suffit de demander que w(x — k), k € Z, soit une suite orthonor-
mée et que w(x) ait une décroissance rapide a 1’infini.

Lemme 1. Sous les hypothéses précédentes, la suite 2*w(2’x — k) jeZ,
k € Z, est automatiquement une base orthonormée de I’espace L>.

En effet L? est la somme orthogonale des W;, jeZ, et, pour chaque j, les
fonctions 2/>w(2/x — k), k € Z, forment une base orthonormée de W;, comme
on le voit par un simple changement d’échelle.

Pour construire w(x), Stromberg emploie la méthode suivante. Il introduit
un espace a mi-chemin entre ¥, et V7, a savoir ’espace V;,, des fonctions
appartenant a V; et dont la restriction a [0, o) coincide avec celle d’une fonc-
tion de V,. En d’autres termes, une fonction de V;,, est une fonction spline,
de carré sommable, dont les noeuds sont les entiers positifs, négatifs ou nuls
et les demi-entiers négatifs. On désigne par T ’opérateur de translation par
1, agissant sur L3(R). Il est immédiat que V;,, est inclus dans T(V;,,) mais il
est moins évident que la codimension de E = V;,, dans F = T(V},,) soit égale
a 1. Pour le voir, on suit Stromberg et [’on considére la forme linéaire L sur
F définie par

L(f) = (d/dx)"f(1/2 + 0) — (d/dx)"f(1/2 - 0).

Le noyau de L est V,, puisque deux polyndmes P(x) et Q(x) de degré < m
qui se raccordent en 1/2 a ’ordre m sont nécessairement identiques. Il en
résulte que la codimension de E dans Fest égale a 1 et qu’il existe une fonction
(unique a la multiplication prés par une constante de module 1) w(x) = w,,(x),
appartenent & F, vérifiant |w|, = 1 et orthogonale & E (au sens du produit
scalaire de ’espace de Hilbert de référence L%(R)). C’est cette fonction w(x)
qui est I’ondelette de Stromberg. Par construction w(x) appartient & H™(RR)
et, plus précisément, les dérivées de w(x) d’ordre < (m — 1) sont continues,
la dérivée m-iéme est une fonction en escalier, mais il est beaucoup moins
évident que w(x) soit & décroissance exponentielle. Nous nous proposons
d’établir cette derniére propriété en démontrant que la construction de w(x)
coincide aves les algorithmes généraux de construction d’ondelettes orthogo-
nales développés par S. Mallat et ’auteur. Nous allons décrire ces algorithmes
et les appliquer au cas qui nous occupe en privilégiant des solutions de «type
causal» au lieu de rechercher, comme nous le faisions jusque 1 les solutions
symétriques. Nous verrons alors apparaitre les ondelettes w,,(x) de Stromberg.
Bien que les particularités géométriques de la construction de Stromberg ne
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soient pas généralisables a4 d’autres cadres que celui des suites emboitées d’es-
paces de fonctions splines, la forme analytique obtenue s’insére donc dans un
contexte d’une plus grande portée.

3. Analyses Multirésolutions et Ondelettes

Une analyse multirésolution de 1’espace de référence H = L*(R) est, par défi-
nition, une suite emboitée V;, j € Z, de sous-espaces fermés de H ayant les pro-
priétés suivantes.

(3.1) f(x) e V; si et seulement si f2x) € V;,;

(3.2) pour tout ke Z, f(x) e V, si et seulement si f(x — k) e V,

(3.3) D'intersection des V; est réduite a {0}

(3.4) la réunion des V; est dense dans H = L?

(3.5) il existe une fonction g(x) dans ¥V, telle que g(x — k), k € Z, soit une base
de Riesz de H.

Une base de Riesz d’un espace de Hilbert H est, par définition, ’image
d’une base orthonormée par un isomorphisme, non nécessairement isométri-
que. En d’autres termes, une base de Riesz, est une suite e;, j€J, ayant les
deux propriétés suivantes '

(3.6) il existe deux constantes C, et C,, strictemente positives, telles que, pour
toute suite (finie) «;, j € J, de coefficients scalaires, on ait

Ci(Zloyl)'* < [Taye;] < Co(Zley?)™
(3.7) les combinaisons linéaires finies Zaje; sont denses dans H.

On dira qu’une analyse multirésolution de L?(R) est m-réguliére si, en outre,
on peut choisir g(x) bornée, a décroissance rapide a ’infini, ainsi que toutes
ses dérivées d’ordre < m.

La premiére opération que I’on effectue sur une analyse multirésolution
m-réguliére est de remplace g(x) par g(x), ayant les mémes propriétés de régu-
larité et de décroissance a ’infini et de sorte que (3.5) devienne la condition
que g(x — k), k€ Z, soit une base orthonormée de V,,. Pour ce faire, on ne
peut employer le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt car il n’est
pas compatible avec la structure particuliére des bases que I’on cherche a
construire. On le remplace par un algorithme différent que nous décrivons
maintenant en situation générale. Si e;, j € J, est une base de Riesz d’un espace
de Hilbert H, on considére la matrice de Gram associée qui est, par défini-
tion,

G = (K e wyerxr
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Cette matrice est définie-positive, précisément parce que e;, j € J, est une
base de Riesz de H. On forme alors

-1/2 __
G = (1,0, 0erxs

et Ly, ,e =f; est la base orthonormee cherchée.

En revenant au cas particulier qui nous occupe, ce procédé d’orthonormali-
sation produit une suite de la forme g(x — k), k € Z, lorsqu’on ’applique a
une suite g(x — k). Qui plus est, la transformée de Fourier

Q) = [e™"q(x) dx

de g(x) et celle, notée G(u) de g(x) sont reliées par

o

-1/2
Ou) = G(u)( 2 |Gu + 2k1r)|2>

— o0

ce qui permet le calcul effectif de g(x). En outre, on a
© 172
C < <Z |G + 2k7r)|2> <G

ou C; et C, sont deux constantes positives. On montre sans difficulté que
>° . |G(u + 2kw)|? est indéfiniment dérivable et que g(x) a la méme régularité
et la méme décroissance a I’infini que g(x).

Se pose alors le probléme de ’unicité de la fonction g(x) telle que la suite
g(x — k) soit une base orthonormée de I’espace V. Si s(x) est une autre solution,
les transformées de Fourier de g(x) et de s(x) sont reliées par Q(u) = S(u)w(u)
ou w(u) est une fonction 2w-périodique et unimodulaire. Réciproquement cette
relation fournit toujours une base orthonormée et enfin, si g(x) et s(x) sont
toutes deux bornées et a décroissance rapide a I’infini, la fonction m(u) est
nécessairement C*. La réciproque est vraie, ce qui permet d’expliciter tous les
choix possibles de g(x). La fonction, g(x) est «le pére des ondelettes». Nous
pouvons alors construire la fonction w(x) telle que w(x — k), k € Z, soit une
base orthonormée de W,,. On se sert de I’inclusion ¥, C V; des analyses multi-
résolutions et ’on définit la fonction my(u) par

0Qu) = my(u)Q(u)
et la condition que mgy(u) soit 2w-périodique. Alors my(u) est indéfiniment
dérivable et, pour construire w(x), on procéde comme suit. On forme
my(u) = e” “my(u + )

puis

W) = m;(u/2)Q(u/2)
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et enfin w(x) est la transformée de Fourier inverse de W(u). Dans ces condi-
tions w(x — k), k € Z, est une base orthonormée de W,. Une fois de plus se
pose le probléme de I'unicité. Comme ci-dessus, les seuls autres choix sont
donnés par la possibilité de multiplier W(u) par une fonction indéfiniment
dérivable et 2w-périodique. Les vérifications de ces assertions sont faciles
([5]). Nous venons de décrire la construction générale de toutes les ondelettes.
Il reste & indiquer quels choix particuliers conduisent aux ondelettes de Strom-
berg, ce que nous ferons dans la section suivante.

4. Les Ondelettes de Stromberg

Pour produire les ondelettes de Stromberg, on fixe un entier m > 1 et I’on
considére la suite emboitee V;, j€Z, des espaces de fonctions splines que
nous avons déja décrite dans la Section 2. On commence par désigner par
g(x) = g,,(x) le produit de convolution c*c=* - - -*c (m + 1 termes) ou c(x) est
la fonction caractéristique de [—1, 0]. La transformée de Fourier de g(x) est

G(u) — (eiu _ 1)m+ 1/(iu)m+ 1-
Ensuite, on cherche g(x), portée par ]—o0, 0], telle que g(x — k), ke Z, soit
une base orthonormée de V. A cet effet, on utilise "identité

> |G + 2km)|* = P,,(cos u)
ol P,, est un polynéme de degré m. En outre P, est positif sur [—1, 1] et ’on
a donc, grace a un lemme dii a F. Riesz,
.1 P, (cosu) = ¢, |(1 + z;™)1 + z,€™) - - (1 + z,,™)|?

ou|z;] <1,...,]|z,| < 1etouc, est une constante positive. En fait, un calcul
plus explicite, dii a I. J. Schoenberg, montre que les z; sont des réels positifs
deux a deux distinctis que I’on notera s, < s, _; < --- <s;.

On pose

A, ) =Ve, (1 + s (1 + s5,,e™)
et ’on définit la transformée de Fourier Q(u) de g(x) par
4.2) Ow) = Gu)/Ap(u).

Il est immédiat de vérifier que g(x) est portée par ] — oo, 0] et a les propriétés
annoncées. On suit ensuite la procédure générale du paragraphe précédent ce
qui conduit a



CONSTRUCTIONS DE BASES ORTHONORMEES D’ONDELETTES 37

4.3) W) = e "> mo(u/2 + ) Qu/2)

ol Qu) = my(u)Q(u). Nous nous proposons de démontrer le résultat suivant.

Théoréme 1. La fonction w(x) dont la transformée de Fourier est donnée par
(4.3) est, a la multiplication prés par une constante unimodulaire, I’ondelette
de Stromberg.

La preuve de cet énoncé se rameéne a trois vérifications. Par construction,
w(x — k), k €Z, est une base orthonormée de W,. Nous voulons, en outre,
montrer que w(x) et orthogonale a I’espace X des fonctions de ¥ portées par
] — 0, 0] et enfin vérifier que w(x) appartient a V;,,. La décroissance exponen-
tielle de w(x) sera essentiellement évidente.

Pour faire la premiére vérification, il convient d’utiliser le lemme suivant.

Lemme 2. La suite V2q(2x + k), k € N, est une base orthonormée de X.

I est évident que cette suite est orthonormée et il faut démontrer qu’elle est
compléte. On commence par faire un changement d’échelle évident et se rame-
ner au cas ou V; est remplacé par V et ’on désigne par Y ’espace des fonc-
tions de ¥V, portées par ] — o, 0]. Ensuite, il faut observer que g(x + k), ke N,
est une base de Riesz de Y.

Les transformées de Fourier des. fonctions de Y sont donc de la forme
w(u)G(u) ou

w(w) = ag + a;e™ + - + g + ...
appartient a ’espace de Hardy H>.

Or les transformées de Fourier des séries 2.7 a,q(x + k) sont les produits
ww)G(u)/A,,(u) et la preuve se conclut par la remarque que A4,,(u) est un poly-
ndme en e et que 1/A,,(u) est holomorphe et bornée dans le disque unité.

Revenons a w(x). On a successivement

Q) = ¢ (™ — 1" (i) ™" (L + 5,6 T (1 + 58"

puis
mo(u) = 2771 + ™) (1 + se™)(1 + 5,27) 7
v (1 5,81 + 5,22t
et enfin
m
2-—m—le—iu(1 _ e—iu)m+1 H (1 _Sje—iu)
“.4) my(u) = : :

m
[ra+ 58”2
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11 vient donc
4.5) wx)=a;q2x— 1)+ - +a,qg2x—k)+ - --

ou les g, sont a décroissance exponentielle. Cela entraine évidemment 1’ortho-
gonalité avec X.

La vérification de ’appartenance a 7(V,,,) est un peu plus subtile. Il faut
vérifier que w(x + 1) = u(x) + v(x) ot u €V, et ve X. Par transformée de
Fourier, cela se raméne a

4.6) e“Wu) = (™% — 1" 3iu/2) "™ 1Au/2)
+ (eiu _ l)m + l(iu) -—m- lB(u)

ol A(u) est 2w-périodique et appartient 4 ’espace de Hardy H? et B(u) est éga-
lement 27-périodique et de carré sommable. Aprés simplification, on est ame-
né, on posant

A7) f@) = el — ey T (1 - sie” ™)1 + s;™) 711 + 5672 7!
1

a savoir si
4.8) f@) = g@w) + (1 + ™" 1hu)

ou g(u) est 2w-périodique et appartient a ’espace de Hardy H? et h(u) est aussi
2w-périodique et de carré sommable. On utilise alors le lemme suivant

Lemme 3. Pour une fonction 2n-périodique et de carré sommable f(u), (4.8)
est équivalent a

4.9) r@w) = f)(1 — ™" — fu + o1 + e™)" e H?.

Dans un sens, c’est immédiat. Dans ’autre, on commence par observer que
toute fonction r(u) de H? s’écrit

r@w) = s@)(1 — ™™ + )1 + e™ym !

ou s(u) et ¢(u) appartiennent toutes deux a4 H>. Cette observation est une con-
séquence immédiate du théoréme de Bezout. Mais on a r(u + w) = —r(u) et
il en résulte que #(u) = —s(u + «). Finalement on obtient

[f@) = s@)](1 — e™y"* ' = [f(u + ) — s(u + m)](1 + e™)"*!
= h(Q2u)

ou A(u) a les propriétés annoncées.
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Revenant au cas particulier qui nous occupe, on conclut grice a ’identité
remarquable

4.10) P, (cos2u) = [cos (u/2)]*™*+2P,,(cos u) + [sin (u/2)]*™ * %P,,(—cos u).

L’identité (4.10) découle immédiatement de la définition des polynémes P,,.

5. Le Probléme Général de la Construction des Ondelettes

Nous venons de démontrer que la construction faite par J.O. Stromberg
rentre dans le cadre général des analyses multirésolutions et des formules
explicites qui fournissent alors ’ondelette w(x) a partir de la fonction g(x)
correspondante. Mais nous ne savons pas, a I’heure actuelle, s’il s’agit d’un
fait général. Voici un énoncé plus précis. Soit w(x) une ondelette d’ordre
m > 1. Existe-#-il une analyse multirésolution m-réguliére V;, je€ Z, telle que
w(x — k), k € Z, soit une base orthonormée du complément orthogonal W, de
V, dans V;? Nous ne savons pas répondre a cette question. Dans tous les ex-
emples dont nous disposons, I’ondelette w(x) provient d’une  analyse
multirésolution m-réguliére.
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