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Introduction

Soit K un noyau, défini sur R¥\ {0}, C*, impair et homogéne de degré —d
pour un entier d < N (on pense par exemple au cas ol K est le noyau de
Cauchy quand N=2 et d =1, ou le potentiel de double-couche quand
d = N — 1). On peut se demander pour quels objets d-dimensionels £ C RV
la formule

Tf() = v.p. [ K(x = »)/()) do (9),

ol o est la mesure de surface d-dimensionelle sur £, définit un opérateur bor-
né sur LX(Z, do).

Un exemple important est donné par le théoréme de Coifman, McIntosh et
Meyer [CMM], qui dit que T est borné sur L? lorsque K(z) = 1/z est le noyau
de Cauchy et £ C C est le graphe d’une fonction lipschitzienne. Plus générale-
ment, lorsque d = 1, on connait les courbes rectifiables pour lesquelles 7 est
borné sur L? pour tout X comme ci-dessus: ce sont les courbes «réguliéres»
d’Ahlfors (voir [D1]).

Quand d > 1, il parait exclu pour le moment de trouver des conditions géo-
métriques simples qui soient nécessaires et suffisantes pour que 7 soit borné.
On connait toutefois quelques conditions suffisantes:
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—Lorsque T est le graphe d’une fonction lipschitzienne F: R — RV~ ¢, la
continuité de T est une conséquence assez facile du théoréme de Coifman,
Mclntosh et Meyer.

—Dans [S1], S. Semmes définit une classe d’hypersurfaces, qu’il appelle
«corde-arc avec petite constante», et qui sont une généralisation a plu-
sieurs dimensions des coubes corde-arc (avec une petite constante) au sens
suivant. Ce sont les surfaces sur lesquelles la généralisation naturelle (en
termes d’algeébres de Clifford) du noyau de Cauchy définit un opérateur
continu sur L? et presque anti-autoadjoint. Semmes caractérise ces surfa-
ces, notamment par le fait que le vecteur unitaire normal & X est dans
BMO (X) avec une petite norme. Pour ces surfaces, on prouve la conti-
nuité de T assez aisément a partir de leur caractérisation géométrique.

—On peut généraliser la notion de courbe réguliére, et obtenir des «surfaces
réguliéres», qui sont définies a partir d’'un paramétrage lipschitzien, et
pour lesquelles T est encore borné. (Voir la définition 1 au paragraphe
B-II, ou [D2]). Un graphe lipschitzien, I’image de R par une application
bi-lipschitzienne de R? dans R sont des exemples de surfaces réguliéres.
La technique utilisée pour prouver la continuité de 7 dans ce cas est de
trouver une décomposition de chaque surface réguliére du type suivant.
On prouve P’existence, pour toute boule B de rayon R centrée en un point
de T, d’un sous-ensemble E C £, de surface > R pour un 6 > 0, et qui
soit contenu dans une surface X’ appartenant a une classe un peu plus res-
treinte de surfaces. Les méthodes classiques de variable réelle permettent
alors de se ramener au cas ou X fait partie de cette classe plus restreinte
de surfaces. Aprés un nombre fini d’applications de ce stratagéme, on est
réduit au cas ou L est un graphe lipschitzien.

—Dans [S2], Semmes prouve la continuité de 7, lorsque I’hypersurface X
vérifie certaines conditions géométriques relativement générales (voir la
définition 2 du paragraphe B-IV), pour la plupart des noyaux K. L’idée
de la démonstration est, cette fois, d’appliquer un critére de continuité
d’un opérateur d’intégrale singuliére (le «Théoréeme 7(b)») a I’espace de
nature homogeéne X.

Nous nous proposons de reprendre 1’approche de [D2], et de prouver un ré-
sultat qui permette, dans certains cas, de trouver une décomposition de £ du
type suivant. On veut trouver, pour chaque x € ¥ et chaque rayon R > 0, un
ensemble E C £ NB(x, R), de surface > §R*, et qui soit contenu dans I’image
d’un graphe lipschitzien par une isométrie de RY. On demande que 6, ainsi
que la constante de Lipschitz du graphe, ne dépende pas de x ni de R. L’exis-
tence d’une telle décomposition entraine la continuité de 7 sur X par des tech-
niques classiques de variable réelle.

Déterminer pour quels X de telles décompositions existent ressemble beau-
coup a un probléme de rectifiabilité de I (si £ est «totalement rectifiable»,
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on sait que T peut &tre recouvert par un nombre dénombrable de surfaces
de classe C!, et donc I’une d’entre elle aura une intersection de mesure posi-
tive avec ¥ N B(x, R)). La propriété que nous demandons est plus forte, et son
caractére quantitatif, ainsi que son invariance par I’effet des dilatations, li-
mite toutefois 1’utilisation de certaines techniques de la théorie de la mesure
géométrique. L’objet de cet article est de donner une construction un peu
systématique qui permette, dans certains cas, d’obtenir la décomposition sou-
haitée de X.

Pour illuster le lien entre les motivations de cet article et la théorie de la rec-
tifiabilité, signalons une question a laquelle on aimerait pouvoir répondre (on
en est sans doute encore loin): si T C R? est tel que, pour tout xe I et tout
r>0,

C; 'r<|ENB(, R)| < Cyr
et aussi
[0 o IToENBE R8> C5 '

(ot |my(X N B(x, R))| est la mesure de la projection orthogonale de X N B(x, R)
sur une droite de pente 6), est-ce que ¥ a une décomposition comme plus
haut?

On montrera que, dans certaines circonstances, si I est une surface de di-
mension d dans R™ contenue dans la boule unité, et si z: £ — R? est une appli-
cation lipschitzienne telle que |z(X)| = 6 > 0, alors on peut trouver un ensem-
ble EC Y de mesure >0 >0 et tel que la restriction de z & E soit bi-
lipschitzienne. (C’est le Théoréme 1, dont la démonstration par un argument
de temps d’arrét occupe toute la partie A.)

Dans le cas ot £ = R?, on obtient le résultat suivant: si z est une application
lipschitzienne du cube unité I, C R? dans R, et si |z(J,)| > 6 > 0, alors on
peut trouver un ensemble E C I, tel que |E| > 6 > 0 et tel que la restriction
de z & E soit bi-lipschitzienne (c’est le Théoréme 2, qui est prouvé au para-
graphe B-I). Signalons qu’il existe maintenant une démonstration nettement
plus courte, due a P. Jones, de ce résultat (et méme d’un résultat un peu mei-
lleur). Voir P’article de P. Jones dans ce numéro.

On montre ensuite que ’on peut appliquer I’un des théorémes précédents
pour trouver une décomposition (comme plus haut) des surfaces réguliéres
(paragraphe B-II), des hypersurfaces de Semmes, ou méme de surfaces de di-
mension d < N — 1 satisfaisant a une condition semblable a celle de Semmes
(paragraphes B-III et B-IV). L’idée est de prendre pour fonction z la projec-
tion orthogonale sur un d-plan judicieusement choisi, I’ensemble E sur lequel
z est bi-lipschitzienne est alors contenu dans I’image par une transformation
orthogonale d’un graphe lipschitzien. Pour les surfaces réguliéres et les hyper-
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surfaces de Semmes, ’existence de la décomposition est nouvelle, mais la con-
tinuité de T était connue. Signalons, dans le cas des surfaces de Semmes,
Pexistence d’une démonstration plus courte, et aussi un peu plus performante,
due & D. Jerison et a I’auteur.

Celui-ci a le plaisir de remercier R. Coifman, P. Jones, M. Reimann, et
S. Semmes pour de nombreuses discussions qui I’ont aidé. Il est honoré de
pouvoir s’associer a I’excellente initiative de la «Revista» de dédier un numéro
spécial a José-Luis Rubio de Francia, dont nous regrettons tous la disparition.

A. I’ARGUMENT DE TEMPS D’ARRET

1. Enoncé du Théoréme

On se donne un espace £, muni d’une distance que ’on notera dist (et pour
laquelle X est, disons, localement compact), et d’une mesure de Radon positi-
ve g. On se donne aussi un entier d > 1, que I’on considérera comme la dimen-
sion de T (on pense surtout a deux cas particuliers: celui de R?, muni de la
mesure de Lebesgue, et celui d’une surface d-dimensionelle £ C RY, munie de
la mesure de surface). On suppose que

(1) si B est une boule de rayon r dans X, o(B) < Cord, et
() si xeX et r>0, alors a(B(x,7)) > C; 'r.

Afin de pouvoir aisément procéder a un argument de temps d’arrét, suppo-
sons que I’on dispose d’un analogue des décompositions de R" en cubes dya-
diques. Plus précisément, faisons I’hypothése suivante:

(Q) 1l existe une suite ¢; de réels > 0, tendant vers 0 et, pour chaque e dans
la suite des ¢; et pour chaque entier n > 0, une partition Q(n) de £ en en-
sembles R, R € Q(n), avec les propriétés suivantes (ou ’on a fixé ¢):

(3) sin>n'etsiReQ(n), R’ e Q(n’) sont tels que RNR’ # &, alors R C R’;

(4) pour tout n >0 et tout R € Q(n), le diamétre de R est < Cye™;

(5) pour tout n >0 et tout R € Q(n), o(R) = Cy '€,

6) sinz=0et ReQ(n),

o({x e L, dist (x, dR) < Ce"*1}) < 7™,
ou, pour tout C, 7 tend vers 0 quand e tend vers 0.

Lorsque £ = R? et o est la mesure de Lebesgue, nous choisirons bien enten-
du les cubes e~ -adiques, ol e est I’inverse d’un entier; dans le cas ou I est
contenu dans R™, nous construirons les Q(n) au paragraphe B-III. Nous ne
travaillerons en général qu’avec une seule valeur de € & la fois (nous aurons
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seulement besoin de savoir que 7 est aussi petit que I’on veut), et nous appelle-
rons les éléments de Q(n) des «n-cubesy».

On se donne encore une fonction z: £ — R?, que I’on supposera C,-lipschit-
zienne. On supposera en outre que

(7) 12(4)| < Cyo(A) pour tout ensemble Borélien A C L.

(On vérifiera plus tard que, au moins dans le cas ou ¢ est une mesure de Radon
sur RY et T est son support, (7) est en fait une conséquence des hypothéses
précédentes; pour le moment, considérons (7) comme une hypothése supplé-
mentaire.)

Finalement, donnons-nous un 0-cube 7, € Q(0) et supposons que, pour un
6> 0, on ait

® |2(Zo)| = da(Lo)-

On souhaite trouver un ensemble E C I, avec o(E) > 6 > 0, et tel que z
soit bi-lipschitzienne. Notre hypothése principale, qui nous permettra de nous
ramener au cas ou & est plus grand, est la suivante.

(9) On peut, pour toute constante C; > 0, trouver des constantes C, et n > 0
telles que, si xe X, neN, et T est ’'union des n-cubes qui rencontrent
B(x, Cye™), et si |z(T)| = 6a(T)/2, alors I’'une des deux choses suivantes se
produit:

—2z(T) contient la boule de centre z(x) et de rayon C,e";
—on peut trouver un n-cube R C T, tel que

|z(R)| = (1 + 29)a(R)|2(T)|a(T) ™.
Dans ce qui préceéde, on impose que les constantes y et C, puissent &tre choi-
( 2

sies indépendantes de e assez petit.)

Théoréme 1. Soient L, g, z (une fonction Cy-lipschitzienne) et I, (un 0-cube)
tels que (1), (2), (Q), (7), (8) et (9) soient satisfaits. Alors, on peut trouver un
fermé E C I, tel que o(E) >0 et tel que |z(x) — z(»)| > M~ dist (x, ) pour
X,y dans E. Les constantes 0 > 0 et M ne dépendent que de C,, 6, C, et n (ot
C, ne dépend que de C,).

La démonstration du théoréme occupera le reste de la partie A.

2. Description du Temps D’Arrét

La démonstration repose sur I’énoncé suivant, qui nous permettra de nous ra-
mener, par une itération, au cas ou 6 est trés grand.
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Lemme 1. Soient Z, 0, z et I, comme dans le théoréme. On peut trouver une
constante ny > 0 telle que, si ¢ est assez petit et si I’on a de plus, pour un
My >0 et un >0,

(10) pour tout n e N et tout n-cube Q tel que |z(Q)| = (1 + 1,)60(Q), on peut
trouver un fermé E(Q) C Q tel que o(E(Q)) = 0,e™ et pour lequel
|z(x) — z(¥)| = My ' dist (x, y) pour x et y dans E(Q),

alors on peut trouver un fermé E C I, tel que o(E) = 0 et tel que
|200) — 2(»)| = M~ dist (x, y)

pour x, y dans E.

Avant de commencer la construction de ’ensemble £ du lemme, signalons
que nous utiliserons systématiquement la lettre C pour désigner des constantes
qui dépendent de maniere simple des constantes géométriques C,, 6, C, et 7.
Plus précisément, les constantes seront choisies dans 1’ordre suivant: C,, puis
Cy, Gy, 1, Cs, 1y, M3, Mo, enfin o et les constantes M et 0 (tout cela vaudra
des que € < ¢y, ou ¢, sera choisi en fonction de 7).

Nous noterons d(A) = |z(A4)|/a(A), pour tout A C X tel que a(A) # 0.

Nous allons définir une suite d’ensembles Egy=[, D E;D---DE; D+,
ou chaque E ., est obtenu & partir de E; en lui retirant une union finie de
n-cubes (nous noterons cette union Q,). L’élimination des Q,, se fera en plu-
sieurs générations; a la n-iéme génération, les Q, seront composés de n-cubes.

Supposons que nous ayons fini la (z — 1)-iéme génération d’éliminations,
et décrivons la n-iéme génération. A la fin de la génération (n — 1), on aura
construit des ensembles E(n — 1) et G(n — 1), ou E(n — 1) est le dernier E, de
la génération n — 1 (a propos, nous appellerons k(n — 1) P’entier tel que
E(n —1) = Eg, - 1)), €t G(n — 1) est une partie de E(n — 1). Pour n =1, on
pose E(0) = E,, k(0) = 0, et G(0) = J. Dans tous les cas, ’ensemble G(n — 1)
sera une union de m-cubes R (ou m < n) tels que

YY) d(R) = (1 + mo)d,

(12) dist(R, E(n — 1)\ R) = C;e™ et dist (z(R), z[E(n — 1)\ R]) = €™, ou la va-
leur de la constante C; sera décidée plus tard.

Considérons I’ensemble E(n — 1)\ G(n — 1) (qui est une union de (n — 1)-
cubes) comme une union de n-cubes. La n-iéme génération d’élimination se
passe en plusieurs étapes, que nous allons maintenant décrire.

Etape A. On considére les n-cubes R de E(n — 1)\ G(n — 1) qui vérifient

13) d(R) = (1 + 710)0.
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On se donne un ensemble maximal de tels cubes R;, 1 <j<m, tels que
dist (z(R)), z2(R))) > €" et dist (R;, R;) > C3¢" pour i #j. On élimine tous les
n-cubes O, encore dans E,\G(n — 1) tels que dist (2(Qx), 2(R)) < €" ou
dist (Qk, R)) < C3¢” pour I'un des R;.

L’ensemble G(n) sera la réunion de G(n — 1) et de ’union des n-cubes R
vérifiant (13) qui n’ont pas été éliminés lors de I’étape 4. On ne touchera
plus & ces cubes au cours de la construction. Notons que, si Q, C E(n — 1)
est éliminé lors de cette étape, alors il restera un zn-cube Q de G(n) tel que
dist (z(Q), 2(Qy)) < C'e" (ou C’ ne dépend que de C, et C;).

Etape B. On considére, pour x € &, ’ensemble T(x) formé de ’union des
n-cubes qui rencontrent B(x, C,e"). On élimine une famille maximale de
T; = T(x;) deux a deux disjoints, entierement contenus dans E,\G(n — 1) a la
fin de I’étape A, et tels que

(14 AT) < (1 —n/2)s.

Etape C. On élimine maintenant tous les n-cubes Q; encore dans E;\ G(n — 1)
et tels que (Qy) < (1 — 9)é.

Etape D. On retire, aussi longtemps qu’on peut, un n-cube Q; C E,\G(n — 1)
tel que ’on puisse trouver un n-cube S, encore dans E;, différent de Qy, et
pour lequel

(15) 12(Q) N 2(S)| = 1160(Q)-

Etape E. On élimine, aussi longtemps qu’on peut, un n-cube Q,, tel que I’on
puisse trouver un autre n-cube R C Ej, tel que dist (R, Q) = C;¢e”, mais
dist [z(R), 2(Q)] < €".

Notons qu’a la fin de cette étape, il ne reste plus de n-cubes R et S dans
E\G(n — 1), tels que dist (Q, R) > C;€¢" mais dist [2(Q), z(R)] < €".

Nous venons de finir la n-ieme génération de notre construction. On note
k(n) le dernier des indices k, et E(n) = Ej,, . L’ensemble G(n) a été défini &
la fin de 1’étape B; tout a été fait pour qu’il satisfasse encore aux conditions
(11) et (12). Notons aussi que I’on n’a pas touché a G(n — 1), de sorte que ’on
a bien G(n) D G(n — 1).

On décide de continuer indéfiniment le processus que nous venons de décri-
re, sauf si I’'un des événements suivants se produit:

@ o(G() 2 o

(i) 3(Ey) > (1 + 2n)5;
(iii) o(Ep) < 0(Ey)/2 ou 3(Ey) < (1 — 1)6.
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Nous verrons plus tard ce qu’il convient de faire lorsque (i) ou (ii) se pro-
duit. Nous allons d’abord prouver que (iii) n’arrive jamais en premier.

3. La Condition (iii) ne se produit pas

On se place dans le cas ou aucun des temps d’arrét ne s’est encore produit.
En particulier, on suppose que

(16) (I = 12)6 < A(ER) < (1 + 210)5,

et, compte tenu de (4) et & condition que e soit assez petit,

a7 0(Eg)/3 < 0(Ey 1 1) < o(Ey),

ce qui donne

(18) C~ 16 < (E)o(E, . 1) < Cb.

On va essayer d’évaluer jointement d(E)) et o(Ey) en prouvant que le pre-
mier augmente un peu chaque fois que I’on diminue le second. On veut donc,
pour chaque k, évaluer la quantité u(k) = d(Ej, )d(E;) "' en fonction de
a(Qp) = a(Ey) — 0(Ey . 1)- On sera amené a distinguer plusieurs cas; le lemme
suivant résume les estimations que nous utiliserons.

Lemme 2. Dans tous les cas, on a

19) pk) =1 = Ca(Qp).
Lorsque Q, a disparu lors d’une des étapes B ou C,

(20) wk) 2 1 + C'q0(Qp)-
Lorsque Q, a disparu lors de I’étape D,

1) k) > 1+ C'n,0(Qp).
Finalement, si Q, a disparu lors de [’étape E,

(22) wk) 2 1 = Cny0(Qp).

Commengcons.par prouver (19). On utilise ’estimation brutale suivante:

(23) |2(Er + )| = 12| — 2(Qk)]
2 A(ER)o(Ey) — Coo(Qr)
2 W(ER)o(Ey 4 1) — Coo(Qk)
2 [0(E)a(Ey 4 )11 — Ca(Qp)]

grace a (18), ce qui donne (19).
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Supposons maintenant que @, ait été oté a 1’étape B. On a

12(Q0)| < (1 = 1/2)60(Qx)

grice a (14), de sorte que

|2(Ek . D] = 12D — 12(Q%)]

AEQ(E,) — (1 — 1/2)60(Qy)

EQ(Ey + 1) + o(QII(E) — (1 — 1/2)5]
NEQD(Ei + 1) + a(QI(1 — )8 — (1 — 1/2)d]

\

VvV VvV WV

(a cause de (16))

2 0(E)o(Ey 1) + 0(Q)(0/2) — 7,18
> A(E)o(Ey . DIl + C™'a(Qp)(n/2) — 1,1/2]

(grace a (18))
2 H(E)o(Er, )1 + C™ 'na(Qp)]

si 7, est assez petit.

On en déduit (20) lorsque Qy a été oté a I’étape B. Si Q, a disparu au cours
de ’étape C, on utilise I'inégalité |z(Q;)| < (1 — 1)d o(Q,) au lieu de (14), et
on obtient (20) de la méme manicre.

Passons a I’inégalité (21). Donnons-nous un Q; qui a été retiré a I’étape D,
et écrivons

|2(E 1+ )] = |Z(EQ| — 12(Q0)| + [2(E 4 1) N2(Qi)]
> (ER)a(Ey) — |2(Qi)| + 1160(Qp)-

Notons que 3(Qy) < (1 + n)d, car sinon Qy serait dans G(n) ou aurait dis-
paru lors de I’étape A. Par conséquent,

|2(Ex 1+ 1) = 0(Ea(ER) + a(Qu)[n16 — (1 + n0)d]

AE)(Ey . 1) + a(QI(1 — 13)6 + 116 — (1 + no)d]
E)o(Ey 1) + 1160(Qr)/3

si 1, et o sont assez petits par rapport & 7;. On en déduit (21) en divisant par
A(Ep)o(E . 1) et en utilisant (18).

Pour montrer (22), utilisons le fait que, si Q, a disparu a I’étape E, on a
encore

2
2

|2(Q)] < (1 + 10)00(Qy).

11 vient
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12(Ex 4 D] = |2(ED)| — [2(Q0)]
= A(Ep)a(Ey) — [2(Qp)
= 0(E)a(Ey) — (1 + 19)00(Qy)
2 0(E)o(Ey . 1) — o(Q)(nz + 10)s

d’ou I’on déduit aisément (22) si ny, < 7,. Nous avons prouvé le Lemme 2.

Lorsque, au cours d’une des étapes A ou E, on retire un grand nombre de
n-cubes Q; (disons, pour k <j < k + L) tels que les z(Q)) soient contenus dans
une méme boule de rayon < Ce”, on utilisera ’estimation qui suit de préféren-
ce a celle du Lemme 2:

|2(Ee+ Dl 2 2B ~ Ce™
> 0(E)0(Ey , 1) + 0EDI0(EL) — 0(Ey, )] — C'e™
2 a(Ek)a(Ek+L) + (6/2)[0(Ek) _ O_(Ek+L)]

si les Q; sont assez nombreux pour que
@4) [0(E) — 0(Ey . )] > 10C'8™ 1™
Dans ce cas, on divise par 0(E)o(Ey . 1); si ’on a de plus
(25) [o(Ep) — o(Ey , ] < 0(E()/10,
on peut appliquer I’équivalent de (18), et il vient
26) whpk + 1) plk+L -1 21+ C o(Q) + - + 6(Qrr_ D]

Notons que (25) n’est en fait jamais une restriction: il suffit, s’il y a trop
de cubes Q;, de faire plusierurs paquets, pour lesquels on aura (25), et auquels
on appliquera (26) séparément. D’autre part, quitte 3 modifier ’ordre dans
lequel on retire les Q;, on peut s’arranger pour que I’on puisse regrouper cer-
tains des Q; en paquets de la forme B, = {Q;: k(s) <J < k(s) + L(s)] tels que
(24) et (25) soient vrais, tout cela de maniére a ce que I’on ait la propriété sui-
vante:

(27) pour chaque boule B C R? de rayon €", la mesure totale pour ¢ des en-
sembles Q; qui ont été otés a I’étape 4 ou E, tels que z(Q;) rencontre B,
et qui ne font partie d’aucun d’un des paquets B,, est inférieur 4 C,e™
(ou C, dépend de C, et de 6).

Nous supposerons dans la suite que I’on a fait un tel choix de I’ordre des
Q;, et des B;.

Nous utiliserons la convention suivante. Lorsque Q est dans 1’un des pa-
quets B, nous dirons que k£ € O. Sinon, nous noterons k € A (resp. BC, D, E)
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le fait que Qy, a disparu a I’étape A (resp. B ou C, D, E). Lorsqu’on peut ap-
pliquer I’une des inégalités (20), (21), ou (26), nous nous estimerons satisfaits
parce que, dans ce cas, la diminution de o(E}) est clairement liée a une aug-
mentation de d(E,). Lorsque k € A ou k € E, nous allons essayer d’associer a
k un événement plus favorable.

Si Qy est une victime de I’étape A qui ne fait pas partie d’un des blocs B;,
on note T(k) = Q, ou Q est ’'un des cubes de G(n)\ G(n — 1) qui ont été selec-
tionnés lors de I’étape A4, et qui est tel que dist (z(Q), 2(Qx)) < C'e" (ou C’ est
assez grand par rapport a C, et & Cy: voir la remarque qui suit la définition
de I’étape A).

Le cas ou k € E est un peu plus compliqué. Donnons-nous un tel k et soit
T ’union des n-cubes qui rencontrent B(x, C,€") (ou x est un point de Q, pris
au hasard). Nous allons distinguer cing cas.

(i) T n’est pas contenu dans E(n — 1). Il se peut que ce soit parce que Qy, est
a distance < Ce” du bord de 7,,. Dans ce cas, on notera 7(k) = . Sinon,
Oy est a distance < Ce" d’un des cubes R; qui ont été otés lors d’une géné-
ration précédente; alors on pose T(k) = R;.

(ii) T est contenu dans E(n — 1), mais une partie de 7" a disparu lors de I’éta-
pe A. Dans ce cas, on note 7(k) = Q;, ou Q; est un n-cube de G(n) qui
a été selectionné a I’étape A, et tel que dist (2(Q)), 2(Qx)) < C"€" (ou C”
dépend de C,, C, et Cj).

(iii) T était encore contenu dans E,, 4 la fin de I’étape A, et (T) < (1 — n/2)é.
Alors, T'n’a pas disparu non plus au cours de I’étape B (sinon Qj, ne serait
plus la). On peut donc trouver un paquet 7; de cubes qui a été éliminé lors
de la phase B, et qui est a distance < CC,¢" de Q. On prend T(k) = T;.

(iv) T était encore contenu dans E,, 4 la fin de I’étape 4, a(T) = (1 — 1/2)5,
et z(T) ne contient pas la boule centrée en z(x) et de rayon C;€e"/10. Dans
ce cas, on peut appliquer (9), et trouver un n-cube R C T, tel que

|z(R)| = (1 + 2n)a(R)I(T) = (1 + ng)da(R).

Comme R n’a pas disparu a ’étape A puisque 7 était encore intact a la
fin de cette étape, R est dans G(n). Ce cas est impossible, car si R était
dans G(n), on aurait éliminé tous ses voisins lors de I’étape A.

(v) 1l reste le cas ou T était encore contenu dans E,, a la fin de ’étape A4, ou
a(T) = (1 — n/2)8, et z(T) contient la boule centrée en z(v) et de rayon
C,€"/10. Soit S un des n-cubes encore contenu dans Ej tels que

dist (O, S) = Cse" et dist (2(Qy), 2(S)) < €”.

On choisit maintenant C; assez grand par rapport & C, pour que la der-
niére inégalité implique que z(S) est contenu dans z(7). Comme il y a
moins de C n-cubes dans T, on peut trouver un cube Q dans T tel que
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12(S)Nz(Q)| = C~'60(S) > 1,60(S) si 1, est assez petit. Comme S est en-
core 13, c’est que Q a disparu avant la fin de I’étape D (donc au cours de
P’une des étapes B, C, ou D). On prend T(k) = Q.

Nous avons maintenant défini 7(k) dans tous les cas qui nous intéressent,
mais nous ne sommes pas encore siirs que 7(k) corresponde vraiment a un
événement plus favorable. Définissons donc un autre ensemble U(k). Si
T(k) = &, si T(k) est ’'un des cubes de G(n), ou si T(k) est ’'un des cubes
pour lesquels on peut appliquer ’une des inégalités favorables (20), (21),
ou (26), on garde U(k) = T(k). Sinon, k€ E et I’on est dans le cas (i); on
peut donc définir U(k) de maniére récursive (génération par génération) par
Uk) = U(j), ou T(k) = Q;.

Lemme 3. Si R est un n-cube, ou (Jj, notons A(R) l’union des Q, tels que
U(k) = R; notons aussi B(R) I’'union des Q. de A(R) qui ne sont pas de la mé-
-me génération que R (dans le cas de (JJ, prenons B(R) = A(R)). Alors

(28) a(B(R)) < 10(R),

ou 7 est aussi petit qu’on veut pourvu que e soit assez petit, et
(29) 0(A(R)) < Co(R).

Enfin, o(A(D)) < 7.

Pour prouver le lemme, commengons par estimer o(4(R)\ B(R)). Si R est ’'un
des n-cubes de G(n), tous les Q, de la méme génération que R tels que
T(k) = R sont tels que dist (z(Qy), z(R)) < C'e"; grace a (27), leur mesure tota-
le pour ¢ est inférieure & CC,e™ < Ca(R) (a cause de (5)). Si R est ’'un des
Qj qui ont disparu a la génération n, tous les Q, de la méme génération tels
que T(k) = R sont a distance < Ce” de R, et par conséquent leur mesure totale
pour o est <Ca(R) a cause de (1).

Il nous faut encore traiter les Q, des générations précédentes. Si 7(k) est
I’un des cubes S que nous venons de traiter, alors Q, est contenu dans I’ensem-
ble des points qui sont & distance <Ce"*' du bord de S. L’hypothése (Q) nous
dit que la mesure pour o de cet ensemble est <7e™, ou 7 est aussi petit que
I’on veut pourvu que e soit assez petit. La mesure totale de ’union des Qy tels
que T'(k) soit contenu dans ’un des S est donc <C7o(R). La méme chose vaut
pour les @, de la méme génération que I’un des Q, et tels que T(m) C Q, (on
applique notre premiére majoration a chaque Q,). On traite pareillement les
cubes des générations suivantes dont ’une des images par 7 tombe dans R.
On obtient ainsi (28) (avec la constante C7); (29) s’ensuit aussitét. La derniére
inégalité se montre comme (28). On en déduit le lemme 3.
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Nous allons bientdt pouvoir estimer P = ITu(k), ou le produit porte sur
k < ky pour un k; tel qu’aucun des temps d’arrét ne s’est encore produit. On
éCl‘it P = HIH2H3H4H5, 0]:[

I, = H[u(k). I u(j)]' 1,

I w0 TT w0

keBC JjeU-1@p keD jeU=-1(@Q,
M= I [ T w0 I, = W),
ke0 jeU—l(Qk) _ ReG(n) jeU-1(Qp
IIs = H w(J)-
jeU- (D)

Bien entendu, on ne fait porter les produits que sur j et k inférieurs a k.
Notons qu’aucun des termes du produit n’a été oublié: certains ont seulement
été regroupés avec d’autres pour faciliter le calcul qui va suivre. Nous allons
maintenant minorer chacun des IT; séparément.

En ce qui concerne IT, , notons F(k), pour k € BC, ’ensemble des j € U™ 1(Qy)
tels que Q; ait disparu a I’étape E. Pour ces Q;, on utilisera (22). Si k € BC
et si j n’est pas dans F(k), alors Q; est d’une génération différente de celle de
k. On notera H(k) I’ensemble des j € U~ '(Q,) qui ne sont pas dans F(k) (on
leur appliquera (19)). Compte tenu de (20) et du Lemme 3,

I, > T [1+ C 'a(@] II [1-Cnpa(@)] II [1 - Co(Q)]
JeF(k) JeH(k)

keBC

> I 1+ C™'a(QII1 — C'nya(QIIL — C'70(Qy)]

keBC

> JI [1+n0(Qx)/C"]
keBC
a condition que 7, et 7 soient assez petits par rapport a 1.

Le méme calcul donne IT, > II [1 + C~ '9,0(Q)], ou le produit porte sur
keD, et II; > TI[1 + C~'a(Q,)], avec un produit qui porte sur k€ O (la
seule différence est que I’on applique (21) au lieu de (20) dans le premier cas;
dans le second cas, on regroupe les termes en paquets correspondant aux By,
et on applique (26).

Lorsque R € G(n) et U(j) = R, on minore u(j) en utilisant (19). ii vient, en
utilisant (29), IT, = II [1 — Ca(R)], ou le produit porte sur tous les cubes de
G(n). Puisque le temps d’arrét (i) ne s’est pas encore produit, la somme des
a(R) est inférieure a o en choisisant « assez petit, on obtient IT, > (1 — 1,/10).

Pour minorer I, on utilise & nouveau (19) et le Lemme 3. Il vient IT >
1 —Cr>=(1 - 19,/10) si € est assez petit.

Nous sommes enfin en mesure de prouver que le temps d’arrét (iii) ne se
produit pas en premier. Tout d’abord, notons que P =TT u(k) = (1 — 1,/2),
et par conséquent que (iii) ne peut se produire que si o(Eko) < 0(Ep)/2, ce qui
entraine 2, o(Q,) = d(E,)/2. Si c’était le cas, on aurait encore, en utilisant le
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Lemme 3 et si « est assez petit, 23’ 6(Qy) = d(E,)/C, ol la somme ne porte que
sur les k < k, tels que k€ BC, ke D ou k € O. Comme nous venons de voir
que P> (1 —1n,/2) TI [1 + 9,0(Qx)/C], ou le produit porte justement sur
ke (BCUDU O); on en déduit que P > 1 + 39,, si 7, et 1, sont assez petits
par rapport a 5, . Dans ce cas, (ii) s’est produit en premier. Nous avons enfin
montré que (iii) ne se produit pas.

4. Fin de la Preuve du Théoréme

Finissons d’abord la démonstration du Lemme 1. Si le temps d’arrét (i) se pro-
duit en premier, choisissons £ = U E(R), ou [’union porte sur tous les cubes
R composant G(n), et E(R) est donné par I’hypothése (10). Comme o(G(n)) = «,
il vient
oE)z 3 > 60" > 0,C; o = 6.
m=<n ReGm)\G(m—1)

Il ne reste plus qu’a vérifier que la restriction de z a E est M-bi-lipschitzienne.
Nous ferons cette vérification un peu plus loin.

Supposons maintenant que le temps d’arrét (ii) se produise au cours de la
n-iéme génération. Soient ¥ I’union des n-cubes de E,\G(n — 1) tels que
9(Q) = (1 + 19)5, W ’union des cubes de G(n — 1), et X I’union des autres cu-
bes de E,\G(n — 1). On a

(1 + 270)d0(Ey) < 0(ER)o(Ey)
= 1Z(Ek)|
< |z(N)] + |z2(W)] + |2(X))
< [z(V)] + Ca(W) + (1 + 19)00(X)
< [z(V)] + Ca(W) + (1 + 10)d0(Ey),

d’olt on déduit que n460(Ey) < |2(V)| + Ca(W). Or o(Ep) = o(Ey)/2, et
o(W) < a. Dong, si a est assez petit, |z(V)| = 1060(E,)/3. On en déduit entre
autres que o(V) > «, et par conséquent, le temps d’arrét (ii) s’est produit au
cours de I’étape A (sinon, (i) se serait produit en premier). On décide de finir
I’étape A de la n-ieme génération.

Nous avons vu lors de la définition de I’étape 4 que pour tout n-cube R
dans V, on peut trouver un n-cube Q, qui reste selectionné a I’issu de I’étape
A, et tel que dist (z(Q), z(R)) < C’e". Donnons-nous une constante C” > C'.
Comme |z(V)| = no60(E,)/3 = 1/C, ’ensemble z(V') ne peut pas étre entiére-
ment recouvert par moins de C~ }(C”e™) ~? boules de rayon C"€", ce qui impli-
que, par un facile argument de recouvrement, que si C” est assez grand, on
peut trouver presque autant de n-cubes de ¥ dont les images soient a distance
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mutuelle > 2C’e". 1l reste donc au moins C~}(C"e™)~¢ n-cubes dans G(n) a
la fin de I’étape A. Alors, si « est assez petit, 6(G(n)) > «. On finit la construc-
tion comme quand (i) s’est produit en premier.

Finalement, dans le cas ot aucun des temps d’arréts ne se produit, nous
pouvons nous permettre de jeter les G(n), et de garder E = N[E(n)\ G(n)].
L’inégalité o(E) > o(E,)/3 est due & ce que ni (i) ni (iii) ne se sont pro-
duits.

Il nous reste encore a vérifier que, dans les trois cas, la restriction de z a
E est bi-lipschitzienne. Lors des étapes 4 et E de notre processus d’élimina-
tion, nous nous sommes assurés que si les n-cubes Q et R sont encore dans
E, ala fin de la n-itme génération, et sont tels que dist (Q, R) > C;¢", alors
on a dist (z(Q), z(R)) = €". Donnons-nous deux points x # y dans E. Soit m le
plus petit entier tel que |x — y| > 2C;€™. Dans le cas ol aucun temps d’arrét
ne se produit, x et y sont dans deux m-cubes lors de la génération m (parce
qu’ils ne sont pas dans G(m — 1)), et comme la distance entre ces cubes est
> Cye™, il vient |z(x) — z(»)| = €™ = ce ™ !|x — y|. Ce raisonnement reste vala-
ble dans les deux autres cas, a condition que le temps d’arrét ne se soit pas
encore produit avant la génération m, et que x et y soient dans des cubes de
E(m) différents. Si aucun des temps d’arrét ne s’est produit avant la généra-
tion m et si x et y sont dans un méme cube R de E(m), alors ce cube est un
des cubes de G(m — 1) et I’inégalité |z(x) — z(¥)| > My *|x — y| vient de la dé-
finition de E(R). Il ne reste plus que le cas ou I’un des temps d’arrét s’est pro-
duit avant la génération m (disons, a la génération n < m). Dans ce cas, x et
y sont tous les deux dans des cubes de G(n), et I’on peut supposer grace a I’ar-
gument qui précéde que ces cubes sont différents. Comme |x — y| < 2C;e™ 2,
ces cubes sont tous les deux des (m — 1)-cubes (donc en fait, n =m — 1), et
I’on s’est assuré lors de I’étape A que leurs images étaient distantes d’au moins
€™~ !. Dans ce cas aussi, donc, |z(x) — z(¥)| = ce™!|x — y|. Ainsi, la restric-
tion de z & E est M-bi-lipschitzienne pour un certain M, et nous avons fini de
démontrer le Lemme 1.

Nous voulons maintenant déduire le Théoréme 1 du Lemme 1. Notons
d’abord que, par simple changement d’échelle, le théoréme est encore valable
pour tout m-cube [, (méme si m # 0) dés qu’il est vrai pour tout 0-cube ;.
Ainsi, le Lemme permet de réduire la démonstration du théoréme au cas ou
|z(Lp)| = (1 + n¢)8. Une nouvelle application du Lemme 1, avec une nouvelle
valeur 6; = (1 + 7¢)6 de 8, permet de se réduire au cas ou |z(Jp)| = (1 + 0)%0.
Aprés un nombre N < CLog (Cyé~1)/Log (1 + 7o) d’applications du Lemme
1, nous pouvons nous contenter de prouver le théoréme lorsque |z(/,)| > 2C3.
(Tout cela est valable a condition que e soit assez petit pour que ’on puisse
appliquer le Lemme 1 chaque fois.) Or le théoréme est trivial lorsque |z(Z,)|
> 2C3, parce que ’hypothése n’en est jamais satisfaite (2 cause de (1), (4) et
(7)). Nous avons donc entiérement prouvé le Théoréme 1.
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B. Applications

1. Le cas de R?

Dans le cas ou X est RY et ¢ la mesure de Lebesgue, la situation est un peu
plus simple que dans le cas général. Les conditions (1), (2), (7) et (Q) sont tri-
vialement satisfaites pour toute fonction lipschitzienne z (on prend pour n-
cubes les cubes e~ !-adiques, ou e est ’inverse d’un entier assez grand). Nous
allons aussi prouver que (9) est toujours vrai, ce qui donnera le résultat sui-
vant.

Théoréme 2. Soit I, le cube unité de R°. Soit z: I, » R® une fonction lipschit-
zienne. On suppose que |z(I,)| = 6 pour un 6 > 0. Alors on peut trouver un
ensemble compact E C 1), tel que |E| > 0 et, pour tous x, y dans E,

|2x) =z =M~ |x - y].

Les constantes § > 0 et M ne dépendent que de 6 et de la constante de Lipschitz
de z.

Pour prouver le théoréme, on peut bien siir se ramener au cas ou z est
1-lipschitzienne. Nous ferons appel au Théoréme 1, avec pour o la mesure de
Lebesgue. Les hypotheses (1), (2), (Q) et (7) sont satisfaites, (8) est I’hypothése
du Théoreme 2, de sorte qu’il ne nous reste plus qu’a vérifier que (9) est tou-
jours vrai. Nous utiliserons le lemme qui suit.

Lemme 4. Pour tout 6 > 0, il existe > 0 et v > 0 tels que I’on ait le résultat
suivant. Soit Q un cube de R? et z: Q — R? une fonction 1-Lipschitzienne.
Supposons que 3(Q) = |z(Q)|/|Q| = 6. Alors I’'une des affirmations suivantes
est vraie:

(30) z(Q) contient une boule de centre z(v) et de rayon 1r (ou v est le centre
de Q et r en est le coté);

(31) on peut trouver un cube R de coté = rr tel que d(R) = (1 + ) 3(Q).

Supposons pour le moment que nous ayions prouvé le Lemme 4, et mon-
trons la propriété (9). Donnons-nous un 7z > 0, un point x € R?, une constante
C,, et soit T I’union des n-cubes qui rencontrent B(x, C,€"). Supposons
qu’aucune des deux conclusions de (9) ne soit vraie. Nous voulons montrer
que si C, est assez grand par rapport & C,, et si 5 est assez petit, alors on a
une contradiction.
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D’abord, on peut supposer par changement d’échelle que » = 0. On peut
aussi supposer que C; est aussi grand que I’on veut. Soit S un cube, centré en
un point v € Z? tel que |v — x| < d, et de cbté 2[d~'C,] (en notant [+] la partie
entiere). Il est clair que z(S) ne contient pas la boule centrée en z(v) et de rayon
C; + d. D’autre part, puisque 7T ne vérifie pas la seconde conclusion et S est
une union de O-cubes,

12(9)] < (1 + 29)[S]o(T),
et aussi
lZ(T\ )| < (A + 2)|(T\S)[o(T),
d’ou

(T)| - |(T\S)|
[T| (1 + 2p)[(T\S)[1&(T)
> (1 - Cn)|S|3(D).

1z(S)] =
>

Par conséquent, d(S) > 6/3 et, si R est un 0-cube contenu dans S, alors
A(R) < (1 +2m3(T) < (1 + 29)(1 — Cy)~1(S).

Soit maintenant R un cube quelconque contenu dans S, mais dont le c6té
est > N (ou N sera décidé dans un instant). On obtient, en approchant R par
une union de O-cubes contenus dans R,

lzR)| < (1 + 2n)(1 = Cp)~'3(S)|R| + CIR|“~ PP < (1 + Cn)d(S)|R|

si ’on choisit N > 5~ !, par exemple. En résumé, si r est le coté de S, tous les
cubes de coté > [CC; 'n~']r contenus dans S sont tels que

Z(R)| < (1 + C)[R]A(S),

et d’autre part z(S) ne contient pas la boule de centre z(v) et de rayon [CC; C; 1.
On obtient une contradiction avec le Lemme 4 (appliqué avec 6/3, avec I’hy-
pothése un peu plus faible que z est Cy-lipschitzienne, et aprés changement
d’échelle) dés que Cy < v et que C, est assez grand pour que [CC; 'y~
+ [CC,C;5 ! < 7. Donc (9) est bien une conséquence du Lemme 4.

Pour finir de prouver le Théoréme 2, il ne nous reste plus qu’a établir le
Lemme 4. On peut voir ce lemme comme une estimation de distortion, que
nous allons prouver par contradiction et par compacité. L’idée est, grossiere-
ment, que si le lemme n’est pas vrai, alors on peut trouver une application
lipschitzienne z, telle que |z(4)| = 8|A| pour tout 4 (car (31) est faux), mais
qui n’est pas un homéomorphisme (car (30) n’a pas lieu).
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Par translation et changement d’échelle, on peut ramener la preuve du lem-
me au cas ou Q est le cube unité 7. On peut aussi supposer que () = 6 (si-
non, on peut toujours considérer z*(x) = [0(Ip) ~ 16]%z(x)).

Supposons que I’on ait une suite z, de fonctions 1-lipschitziennes, définies
sur le cube unité I, telles que |z,(Iy)| = 6, telles que la boule de centre z,(v)
(si v est le centre de I)) et de rayon 1/n ne soit pas contenue dans z,(Jp), et
telles que, pour tout cube R C I, de c6té > 1/n, on ait |z,(R)| < (1 + 1/n)s.
On veut arriver a une contradiction. Quitte & extraire une sous-suite, on peut
supposer que la suite z, converge uniformément vers une fonction z (qui est
donc, elle aussi, 1-lipschitzienne).

Lemme 5. Si R C I, est un cube (compact), limsup |z,(R)| < |z(R)|.

DEMONSTRATION. Pour tout € > 0, on peut trouver un ouvert U contenant
Z(R), et tel que |U| < |z(R)| + e. Comme dist (z(R), U¢) > 0, z,(R) est contenu
dans U pour n assez grand, et on en déduit le lemme.

Lemme 6. Si R est un cube dyadique contenu dans I, |z(R)| = 6|R|.

DEMONSTRATION. Compte tenu du Lemme 5, il suffit de montrer que, pour
tout € >0, |z,(R)| = 8|R| — e pour n assez grand. Ecrivons /, = UR;, ou
I’union porte sur tous les cubes dyadiques de la méme taille que R et, disons,
ou R =R,. Alors,

8 = |z,(Ip)| < 2112, (R)| < |z, (R)| + ;}(1 + 1/m3|Ry],
J
donc |z,(R)| = 6|R| — 1/n, d’ol1 on déduit le lemme.

Notons que, comme la fonction z est lipschitzienne, elle est différentiable
presque-partout (voir [ST], p. 242).

Lemme 7. Soit x, un point de différentiabilité de z, et Jz(x,) le déterminant
Jacobien de z en x,. Alors |Jz(xy)| = 6.

DEMONSTRATION. Si X, est un point de différentiabilité de z, le rapport
|z(R)| / |R| a une limite supérieure < |Jz(xp)| lorsque le cube R tend vers x,.
En particulier, & cause du Lemme 6, |Jz(x,)| = 6. Supposons que I’inégalité
soit stricte. Donnons-nous ¢ > 0, et un cube dyadique R C I, contenant X, et
assez petit pour que, sur R, |z(x) — z(xp) — M(x — x,)| < €|x — x| (o0 M est
P’application linéaire tangente a z). Soit B I’image du cube (1 — Ce)R par I’ap-
plication x — z(x,) + M(x — Xx,); pour tout point Z € B, considérons ’applica-
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tion ¢ — (z(¢) — Z)|z(t) — Z| !, du bord AR de R dans la sphére unité. Si C
est assez grand et e assez petit,

12(0) = Z| > |2(xo) + M(t — xo) — Z| — |2(t) — 2(xp) — M(t — x0)| >0

pour tout ¢ € AR, de sorte que cette application est bien définie, et de degré
=+1 (par continuité du degré, et parce que le résultat est vrai lorsqu’on rempla-
ce z(¢) par z(xp) + M(t — x;)). Comme dist (B, zZ(OR) > 0, I’application

1= 2, (1) — Z)|z,(0) — Z| 71

est encore définie et de degré +1 pour n assez grand et pour tout Z € B. On
en déduit que Z est dans z,(R), car sinon I’application

t— (Z,,(t) - Z)izn(t) - ZI -1

pourrait étre contractée en une constante (en utilisant une contraction de
Z,(R)), ce qui est impossible. Comme |Jz(x,)| > 8, on peut choisir e assez petit
pour que |B| > 6|R|, et ensuite n assez grand pour que

1z,(R)| < (1 + 1/m)d|R| < |B|.

Ceci contredit le fait que B C z,(R); on en déduit le lemme.
Lemme 8. Ou bien Jz(x) = 6 p.p., ou bien Jz(x) = —6 p.p.

Supposons qu’en un point X, de I’intérieur de I, z soit différentiable et Jz(x,)
= §; on veut montrer que Jz garde ce signe. Soit Q un petit cube centré en x;;
si Q est assez petit, I’application F, de dQ dans la sphére unité, définie par

F(t) = (2(2) — 2(X0))|2(?) — 2(xo)| ~ ",
est de degré 1. Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 9. Si x, est un point différentiabilité de z intérieur a I et si y # x,,
alors z(y) # z2(x,).

Nous prouverons ce lemme un peu plus tard; pour le moment, finissons la
démonstration du Lemme 8. Le Lemme 9 nous assure que z(f) — z(x,) ne s’an-
nule pas pour ¢ # x;. On peut par conséquent déformer la sphére topologique
90 en n’importe quelle sphere S C I, ayant x, dans son intérieur, et ’applica-
tion G, de S dans la sphére unité, telle que

G(t) = [2(1) — 2(x)]|2(?) — z(xp)| "' pour €S,

est encore de degré 1.
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Si y, est un autre point intérieur ou z est différentiable et si I’on peut trouver
un chemin qui joigne z(x,) & z(¥,) sans rencontrer z(S), alors le degré de ’ap-
plication H définie sur S par

H(t) = @(1) — 2(3o)|2() — 2(yp)| ™!

est encore 1. En appliquant le début de notre argument a y, au lieu de x;, on
voit que Jz(y,) = 6.

Supposons maintenant que 1’on puisse trouver un autre point intérieur x’,
tel que Jz(x") = —6. Par connexité, le signe de Jz(x), restreint aux points de
différentiabilité de z, ne peut pas étre localement constant sur I’intérieur de
I, et donc on peut trouver un point 7" qui soit dans I’adhérence a la fois de
I’ensemble U des points de différentiabilité x tels que Jz(x) = 6 et de ’ensem-
ble V des points de différentiabilité y tels que Jz(y) = —6. Donnons-nous
e> 0, et soient xe UNB(T,¢) et ye VN B(T, ¢). Pour tout rayon r compris
entre e et dist (7, d/,,), ’image par z du segment qui joint x & y rencontre I’ima-
ge z(S(T, r)) de la sphére centrée en T et de rayon r, car sinon on pourrait ap-
pliquer la remarque précédente et on aurait Jz(x) = Jz(»). Prenons des valeurs
de r espacées de e (on peut en trouver (Ce) " !, ot C ne dépend que de T'); pour
chacune, on peut trouver un point #, de S(7, r) tel que z(z,) soit dans B(z(T), €).
Par conséquent, on peut trouver (Ce) ~* cubes dyadiques disjoints Q, de c6té
> C™ e tels que z(Q,) soit contenu dans B(z(T), 2¢). Si n est assez grand, on
a encore

2(Q) C BG(T),3¢) et 'z[UQr] < (66,

alors que

-1d-1,
=2C™ e

U,

si e est assez petit, alors

{Ue]|<ea|ue
On peut conclure comme au Lemme 6: si

K=1,\UQ,,

on a

5 < ‘z(UQ,) + |2(K)| < (5/2)|UQ, +(1+1/m|K| <8

si n est assez grand. Finalement, le point 7" n’existait pas, et le Jacobien garde
un signe constant.

Pour finir la démonstration du Lemme 8, il ne nous reste plus qu’a prouver
le Lemme 9. Donnons-nous donc X, et y comme dans ce lemme. Choisissons
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un cube Q centré en x,, de diamétre < |x — y|/2, et sur lequel on ait
|2(x) — z(xp) — M(x — Xo)| < €|lx — Xof

(ou M est I’application linéaire tangente). Si e est assez petit et si le point Z
est assez pres de z(x,), alors ’application ¢ — (z(f) — Z)|z(¢) — Z| ', du bord
dQ de Q dans la sphere unité, est de degré +1. La méme chose vaut pour z,
si n est assez grand, et donc, par la méme argument que lors de la preuve du
Lemme 7, Z est dans z,(Q). On en déduit que, si Q' est un cube assez petit
contenant y, alors z,(Q") C z,(Q) pour n assez grand. La méme chose est en-
core vraie si I’on remplace g par un cube dyadique plus grand qui ne rencontre
pas Q’, et Q' par un cube dyadique plus petit. On a encore une contradiction
parce que

8 = |z,(Ip)| < 21|22 (R))]

(ou la somme porte sur tous les cubes dyadiques R; de la méme taille que Q’,
sauf justement Q’), d’ou on déduit que

6<2(1+1/mB|Rj| <6
si n est assez grand.

Les Lemmes 8 et 9 sont enfin prouvés, et nous sommes maintenant en mesu-
re de conclure. Comme z est ACL (et méme lipschitzienne), et que sa dérivée
est bornée et a presque-partout un Jacobien égal & 6 (ou —4, auquel cas on
peut toujours changer le signe d’une coordonnée), z est quasiréguliére, et par
conséquent est ouverte (voir [R], ou [MRV]).

Vérifions que z est un homéomorphisme sur I’intérieur de I, c’est a dire
que z(x) # z(y) pour x # y. Si ¢a n’était pas le cas, on pourrait trouver une
boule B contenant y, mais a distance positive de x, telle que z(B) contienne
un voisinage de z(x). En particulier, z(B) contiendrait z(x,;), ou X, est un point
de différentiabilité de z et n’est pas dans B. Le Lemme 9 nous assure que cela
n’est pas possible. Donc, z est un homéomorphisme (et méme quasicon-
forme).

Montrons pour finir que cela contredit notre supposition que la boule de
centre z,,(v) (ou v est le centre de [;) et de rayon 1/n n’est pas contenue dans
z,(Iy). L’application

F(1) = (1) - z)|2(1) - z@)| ™",

définie sur le bord de I, est de degré +1; soit € > 0 tel que |z(f) — z(v)| > € pour
tout ¢. Si n est assez grand pour que |z,(¢) — z(¢)| < ¢/4 et si u € B(z(v), €/2),
I’application définie par
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G() = (z4(t) — )|z, (1) — | ™!

est encore de degré 1, d’oul ’on conclut que u est dans I’image de z, ce qui
est une contradiction si n est assez grand).

Nous avons donc fini de prouver le Lemme 4 et, par conséquent, le Théo-
réme 2.

Remarque. Le Théoréme 2 peut étre généralisé de la maniére suivante.
Donnons-nous un poids w € A, (R?) dans la classe de Muckenhoupt. Pour x, y
dans R?, soit

D(x,y) = (6lB(x +»)/2, e =yD = ([,

w(X) dx] vd,

Théoréme 2 Bis. Soit z: I, — R? une fonction telle que
12() — z(»)| < CD(x, y)

(autrement dit, telle que |Vf(x)| < Cw(x)'?), et telle que |z(Iy)| > dw(l,). Alors
on peut trouver un ensemble compact E C I, tel que o(E) > 6w(l,), et tel que

|z(x) — z2(»)| = M~ 'D(x,y)

pour x,y dans E. Les constantes 0 et M ne dépendent que de C, 6, et de w.

Nous nous contenterons d’esquisser la démonstration de ce résultat. On
veut appliquer le Théoréme 1 a4 R, muni de la mesure w dx, et de D(x, y) (le
fait que D ne soit pas une distance n’est pas génant). On choisit cette fois pour
n-cubes des cubes dyadiques Q, pas nécessairement de rayon €”, mais tels que
w(Q) = €™. Les propriétés (1), (2) et (7) sont des conséquences faciles du fait
que w € A, et le méme argument que dans le cas oil w = 1, combiné avec les
propriétes élémentaires de A, , montre qu’on peut se contenter de prouver
P’analogue suivant du Lemme 4.

Lemme 4 Bis. On peut trouver > 0 et v > 0 (qui ne dépendent que de w et de
8) tels que, si Q est un cube, z: Q > R? est une fonction telle que |z(x) — z()|
< D(x,y) pour x,y dans Q, et si 3(Q) = |2(Q)|/w(Q) = 6, I'une des affirma-
tions suivantes est vraie:

—2z(Q) contient une boule de centre z(v) et de rayon 1(Q)"? (ot v est le
centre de Q);

—on peut trouver un cube R de coté > 1r (ou r est le coté de Q) tel que
A(R) = (1 + M(Q).

On peut reprendre la preuve du Lemme 4, pratiquement sans modification.
On commence par remarquer que, si les poids w,, sont uniformément dans A,
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et si w,(I;) = 1 pour tout n, alors on peut extraire une sous-suite des w, qui
converge faiblement vers un poids w € A,,. Si z, est une suite de fonctions telle
que |z,(0) — z,(»)| < D, (x,y) pour tout n, alors on peut extraire une sous-
suite, convergeant uniformément vers une fonction z, qui vérifie encore
|z(x) — z2(»)| < D(x,y), et qui est donc différentiable presque-partout (voir
[ST], p. 242). On peut utiliser les mémes arguments de degré pour montrer que
Jz(xy) = bw(x,) presque partout (ou bien Jz(xy) = —w(xp) p-p.)- On en déduit
pareillement que z est un homéomorphisme, ce qui donne la contradiction
souhaitée, le Lemme 4 Bis et le Théoréme 2 Bis.

2. Surfaces Réguliéres

Nous nous proposons d’appliquer le Théoréme 2 pour trouver des morceaux
de graphes lipschitziens dans toute «surface réguliére». Rappelons ce que nous
entendons par surface réguliére.

Définition 1. Soient N > d > 1 des entiers. On appellera «paramétrage régu-
lier» une application z: R? - R™ telle que, pour une constante Cy > 0, 7 est
Cy-lipschitzienne, et

(32) pour tout R > 0 et toute boule B C RY de rayon R,
| {x e R% z(x) e B}| < CR".

L’image de R? par z sera appelée une «surface réguliere».

Proposition 1.  Soit z: R? — RN un «paramétrage régulier». Alors il existe des
constantes M et § > 0 telles que, si Q C R? est un cube, on puisse trouver un
sous-ensemble compact E C Q tel que |E| > 0|Q|, une transformation ortho-
gonale U sur RN, et une fonction M-lipschitzienne F: R? — RN~ 7 telles que
Z(E) soit contenu dans I’image par U du graphe de F, et que la restriction de
z a E soit M-bi-lipschitzienne.

Avant de démontrer la proposition, rappelons comment on peut utiliser un
tel résultat (appelons cela une décomposition de z(R%) en graphes lipschit-
ziens). Donnons-nous un noyau K(z), défini sur RV \ {0}, impair, homogene
de degré —d, et indéfiniment dérivable. Alors, si z est réguliére, on peut défi-
nir un opérateur borné sur L%(R?%) par

(33) Tf(®) = v.p. [ K() - 2(0).S () .

La démonstration de la continuité de 7 donnée dans [D2] utilise des décom-
positions semblables a celle de la Proposition 1, mais ’image de z n’y est pas
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directement décomposée en graphes lipschitziens, mais en des classes successi-
ves de surfaces, dont chaque élément se décompose dans la classe suivante, la
derniere classe étant celle des graphes lipschitziens. La Proposition 4 de [D2]
dit justement que si z(R?) admet une décomposition dans une classe de «surfa-
ces régulieres» z*(R?) (avec une constante C, qui ne dépend pas de z*), la con-
tinuité de ’opérateur 7" défini par (33) découle de la continuité, uniforme en
z*, des opérateurs T* associés aux z*. On se rameéne ainsi, en plusieurs étapes,
au cas des graphes lipschitziens, pour lesquels la continuité de T est une consé-
quence assez facile du théoréme de Coifman, McIntosh, et Meyer ([CMM])
sur la continuité de ’intégrale de Cauchy sur les graphes lipschitziens (voir par
exemple [D2], Lemme 16).

La Proposition 1, en conjonction avec la Proposition 4 de [D2] et [CMM],
donne une démonstration plus directe de la continuité de T lorsque z est un
«paramétrage régulier». D’un autre c6té, cette nouvelle preuve de la continui-
té de T a I’inconvénient d’utiliser (par deux fois) un argument de compacité.
Nous n’insistons pas plus.

Pour prouver la proposition, considérons la fonction Z = p o z, ou p est la
projection orthogonale de R" sur un sous-espace de dimension d de la forme
(xeRY,x; =x; =---=x_ =0},001<i<i<-<iy_,<Nestun
choix de N — d coordonnées sur RY. Le lemme suivant va nous permettre
d’appliquer le Théoréme 2 a Z.

Lemme 10. Si z est un paramétrage régulier et Q C R? est un cube, on peut
trouver N — d coordonnées 1 < i) < - - - < iy,_, < N telles que | p(z(Q))| = 6|0,
ou 6 ne dépend que de C,.

Supposons que nous ayions prouvé ce lemme. Le Théoréme 2 nous donne un
ensemble E C Q tel que |E| > 6|Q|, et tel que la restriction de Z & E soit bi-
lipschitzienne. Cela signifie exactement que le paramétrage de z(E) par sa pro-
jection est bi-lipschitziennement équivalent au paramétrage par z, et aussi que
Z(E) est (aprés changement de I’ordre des coordonnées sur RY) contenu dans
un graphe lipschitzien. :

Pour prouver le lemme, on utilisera encore un argument de compacité. Sup-
posons que ’on puisse trouver C, tel que & n’existe pas. Cela veut dire que
I’on peut trouver une suite de paramétrages z,,, réguliers avec la constante C,,
et de cubes Q,, tels que pour tout choix de iy, ..., iy _,, on ait |p(z,(Q,))|

<1 /n. Par changement d’échelle, on se raméne au cas ou Q, est, pour tout
n, le cube unité. Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que la suite
z, converge, uniformément sur le cube unité, vers une fonction z. Il est clair
- que z est encore un «paramétrage régulier». Montrons que, si x; est un point
de différentiabilité de z, la dérivée de z en x, est de rang d. Sinon, pour e assez
petit, tout point de I’image de B(x,, €) serait a distance < #(e)e d’une boule de
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dimension < d — 1 et de rayon < Ce, ol #(¢) tend vers 0 avec €. On pourrait
alors recouvrir z(B(x,, €)) par moins de Ct(e) ~ @~ boules de rayon Ct(e)e et,
comme z est réguliere, la mesure de I’image réciproque par z de chacune de
ces boules serait < C[t(e)e]®. La contradiction vient de ce que B(x,, €) devrait
étre contenue dans la réunion de ces images réciproques, dont la masse totale
est pourtant inférieure 4 Ct(e)e?. Donc, la dérivée de z en x, est de rang d, et
I’on peut trouver des coordonnées ij,...,Iy_, telless que la dérivée de
Z =p oz en x, soit bijective. Le méme argument de degré que dans la dé-
monstration du Lemme 7 montre que, pour # assez grand, p © z,(Q) contient
un voisinage fixe de p o z(x,). Ceci est contradictoire avec notre supposition
que |p © z,(Q)| < 1/n. Nous avons fini de prouver le Lemme 10 et, du méme
coup, la Proposition 1.

Remarque. On peut appliquer le Théoréme 2 Bis, et la démonstration qui
précéde, pour prouver directement la continuité de I’opérateur d’intégrale sin-
guliere défini par le noyau K sur une «surface w-réguliere».

Nous appellerons «surface w-réguliére» I’image de R? par une application
z:R?—> RY, telle qu’il existe un poids w € A, (R?) pour lequel

|z2(x) — z(»)| < CoD(x,)

pour x,y € R%, ou
D(x,y) = {w[B((x + »)/2, |x — YD1}/,

et pour lequel wlz™'(B(w,R))] < CoR? pour tout weR" et tout R >0.
Comme précédemment, on dira que z est un «paramétrage w-régulier».

On vérifie aisément que la classe des paramétrages w-réguliers est stable par
passage a la limite, de sorte que I’argument de compacité ¢i-dessus montre aussi
que, si Q C R? est un cube et z est un paramétrage w-régulier, on peut trouver
N —d coordonnées 1 <i; < ---<i,_,<N telles que, si p est la projection
orthogonale sur le d-plan deflm par x; =---=x, =0, alors [p(z(Q))|

> 6w(Q). On peut appliquer le Theoreme 2 Bis au cube Q et a I’application
Z = p o z; on obtient la variante suivante de la Proposition 1.

Proposition 1 Bis. Si z: R? - RY est un paramétrage w-régulier, il existe des
constantes M et § > 0 telles que, si Q C RY est un cube, on peut trouver un
sous-ensemble compact E C Q tel que »(E) = 0w(Q), une transformation
orthogonale U sur R, et une fonction M-lipschitzienne F: R? > RN =9 tels que
Z(E) soit contenu dans I’image par U du graphe de F, et que la restriction a
E de o(Q)~?z(x) soit M-bilipschitzienne.

En fait, le Théoréme 2 Bis donne un compact E’' C Q tel que w(E") = 6'w(Q)
et tel que |Z(x) — Z(y)| = D(x, y)/M’ pour x, y dans E’. On utilise alors le fait
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que, comme w € A, si F = {xe€ Q: il existe y € Q tel que D(x, y) > M (Q)*?
ou D(x,y) <\ 'w(Q)?}, alors w(F)/w(Q) est aussi petit que I’on veut
pourvu que A soit assez grand. On choisit E = E' N F°.

La Proposition 1 Bis, en conjonction avec la Proposition 4 de [D2], donne
une nouvelle démonstration de la continuité sur L*(R?, » dx) de ’opérateur T
défini par

/() = v.p. [ K@) — 20D S )e(y) dy.

Nous n’entrons pas dans les détails (on pourra en trouver certains dans [D2]).

3. Le cas d’une surface dans R": Construction des n-cubes

Nous nous proposons d’appliquer le Théoréme 1 dans le cas ou X est contenu
dans R". La situation est alors un peu plus simple que dans le cas général, et
nous allons montrer que dans ce cas, les hypothéses (Q) et (7) sont vérifiées
automatiquement.

Lemme 11. Donnons-nous un entier N > d. Soit ¢ une mesure de Radon
positive sur RN (muni de la distance euclidienne), et soit £ son support. Si o
satisfait a (1) et (2), alors les hypothéses (Q) et (7) sont verifiées ( peut-étre avec
une constante C, différente).

Commengons par vérifier (7). Soit A C ¥ un Borélien. Donnons-nous un
ouvert O de RY contenant A, et tel que ¢(O) < 20(4). Pour chaque point x
de A, donnons-nous une boule ouverte B(x) contenue dans O et centrée en x.
Le Théoréme de Besicovitch (voir par exemple [G], p. 2) nous permet de trou-
ver un sous-recouvrement de A4 par les B; = B(x;), i € I, tel que 2, x5 () < C
pour tout y. Alors, en notant R(B;) le rayon de B;, '

|2(A4)| < 3 |2(B)| < CTR(BY < C X o(B)
<C j >3 X5, () do(3)

< Co(0) < Co(A),

ce qui prouve (7).

Montrons maintenant que (Q) est vraie. Prenons pour e I’inverse d’un
entier. Nous allons commencer par construire une premiere approximation
des O-cubes, en modifiant légérement les cubes de c6té 1 & sommets entiers.
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Nous remplacerons les hyperplans {x; = k}, ou 1 <i<< N et keZ, par des
hypersurfaces S; ,, qui seront définies a I’aide de fonctions f; , par

N, i
Sik={xeR":x =ﬁ,k(x’)]’
ou I’on utilise la notation
X' =Xy s X Xig 1 e - -5 X0

Montrons que, si C’ et 7 sont donnés & I’avance et si e est assez petit, on
peut choisir f; , telle que

B |Vfiklo <7, | fi 60X ) — k| <7/10 et
(35) pour tout cube T de c6té 2, o({xe T:dist (x, S; ;) < 2C'e}) < 7/2N.

On va chercher f; , sous la forme

ﬂ’k=k+é1+---+g8N—1,
ou les fonctions g,,, 1 < m < 8" ~!, sont définies de la maniére qui suit. On
se donne des représentants a, ..., agv-1 de Z¥~ /827N, et une fonction
o(x"), de classe C?, telle que |¢|. < 1, telle que ¢(x’) = 1 sur J (ou J est le
cube de centre 0 et de coté 4), et o(x’) = 0 hors de 2J. Pour 1 <m < 8V 1,
la fonction g,, sera de la forme

ij,mﬁo(xi _j - am):
J

ou la somme porte sur je 82V, et les \, ,, seront tels que
(36) N, m| < CT ™,

pour une constante C; que 1’on choisira plus tard. Supposons que nous ayons
déja construit gy, ..., g,_;. Montrons que ’on peut choisir ); ,, tel que, si
T,,.; est ’ensemble des x € R" tels que x’ est dans le cube de coté 4 centré en
Jj+ a,, alors

(B7) o({xe T, ;:|x; — k — g, (x* Ny — o — g, (H < 3CT ™Iy L /2N,
Grace a la définition de ¢, les ensembles

(x€T, i |x—k—g(x)— - — gu(x)| <3C7 ™ 17m* 1y

qui correspondent & des valeurs de \; , qui différent de plus de 7C; ™ m=lpm+l

sont disjoints et, & cause de (l), on ne peut pas en trouver plus de
CCy(1/2N )~ ! qui ne vérifient pas I’inégalité souhaitée; on en déduit que, si

Cr™r~ ™z 7CT ™ 1™+ 1CCy(r/2N) ™!
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(c’est-a dire si C; = CC,), on peut choisir \; ,, tel que (36) et (37) soient vrais.
Faisons, pour tout m, un tel choix des Nim-

Vérifions que la fonction f; , que nous venons de définir satisfait a (34) et
(35). On déduit de (36) que |g,,(x")| < C7 ™7™, ce qui donne (34) si C, est assez
grand. De plus, on déduit de (37) que, pour tout m et tout J,

o({xe T, ;: |x;— fi ()| < CT™ ™17+ 1)) < 7/2N,

ce qui donne (35) si € est assez petit.
Pour tout n > 0, on peut faire la méme construction a I’échelle €”. On trou-
ve, pour 1 <i< N et keZ, une fonction f, ; , telle que

(38) 1Vfoiklo < 7, | foi e (6%) = ke"| < 7€"/10 e,
si S, « est définie par I’équation x; = f, ; 1 (x1),
(39) pour tout cube T de coté 2¢™,

o({xe T:dist (x, S, ;) < 2C'e"}) < 7€"/2N.

On peut maintenant définir, pour n € N, une famille Q, (n) d’ensembles res-
semblant & des cubes de taille €”: ce sera la famille des ensembles

R= Rn,k(l),...,k(N)
N. i i ;
= {xeR™: [ i ky*") <X < fyi k@ +1 (") pour 1 i< N},

ou (k(1),...,k(N))eZ". On déduit de (38) que
(40) si R € Q,(n), on peut trouver un cube 7" de coté €” tel que
(1-7/2TCRcC(+ 7/2)T.

Regroupons les éléments de Q, (n) en paquets. Chaque paquet S sera la réu-
nion de moins de C éléments de Q,(n), choisis de maniére a ce que le diameétre
de S soit < Ce". Appellons Q,(n) I’ensemble des S. Grace a (2), si C est assez
grand par rapport a C,, on peut choisir les paquets S de facon que

41 o(S) > C'e" pour tout Se Qy(n),

et que les SNX, Se Qy(n), forment une partition de £. Faisons un tel choix
de Qy(n).

Donnons-nous maintenant une application ¢, de I’ensemble des Q,(n + 1)
dans I’ensemble des Qy(n) telle que, si Qe Qy(n + 1), ¢(Q) soit I'un des
R e Qy(n) tels que RN Q # . Pour chaque n et chaque R € Qy(n), on définit
une suite d’ensembles R, par R, = R, et R,, = UQ, ou ’'union porte sur tous
les Q € Qy(n + m) tels que ¢™(Q) = R. 1l est clair que la distance de Hauss-
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dorff entre R,, et R, . ; est inférieure & Ce™*"*!, donc la suite des adhérences
(R,,) converge (pour la topologie de Haussdorff) vers un compact que nous
noterons A(R), et dont la distance de Haussdorff a R est inférieure a Ce"* 1.
Les A(R), lorsque R parcourt Q,(n), sont presque notre partition Q(n); nous
devons encore les modifier un peu pour qu’ils forment une partition de X.
Nous savons déja que leur union contient X tout entier: si x € X, x est pour
tout m dans ’un des R,,, ou R parcourt un ensemble fini; alors x est encore
dans A(R), ou R est tel que x € R,, pour une infinité de m.

Pour retirer certains points des A(R) de maniére cohérente, donnons-nous
un ordre (que nous noterons <) sur chaque Q,(n), de telle sorte que si Q et
Q' sont dans un Q,(n + 1) et si p(Q) < ¢(Q"), alors Q < Q'. On pose, pour
R € Qy(n),

(42) B(R) = A(R)N { U A(R)}“

R’eQ(m),R'<R
(notons que I’union en question est localement finie). Montrons que la famille
O(n) = {B(R)YNX: R e Qy(n)} convient.

Pour chaque n, Q(n) est une partition de X. D’autre part, si S e Q,(n) et
m 2 1, alors A(S) = UA(Q), ou I'union porte sur les Q € Q,(n + m) tels que
©™(Q) = S. Montrons maintenant que, si R € Qy(n + m), alors B(R) C B(¢"(R)):
il est certainement contenu dans A(¢™(R)) a cause de la remarque précédente
et, s’il recontrait A(R’) pour un R’ € Q,(n) tel que R’ < ¢™(R), alors il rencon-
trerait aussi A(R") pour un R"” € Qy(n + m) tel que ¢™(R") = R’; dans ce cas,
grice a la maniere dont on a choisi I’ordre <, on aurait R” < R, ¢t B(R) ne
pourrait pas rencontrer A(R") (contradiction). On en déduit (3) parce que,
puisque B(R) C B(¢™(R)), il ne rencontre aucun autre B(Q), ou Q # ¢™(R) est
dans Qy(n).

Si S e Qy(n), S est une union d’objets R € Q,(n), et pour chague R on peut
trouver un 7 comme dans (40), alors A(S) est la réunion d’un nombre < C
d’ensembles R’ tels que (1 — 7)T C R’ C (1 + 7)T pour des (vrais) cubes 7, car
la distance de Haussdorff de S & A(S) est inférieure & Ce"*!. De plus, si T
est associé a I’'un des morceaux R de S et si S’ # S € Q,(n), alors A(S’) ne ren-
contre pas (1 — 7)7, de sorte que B(S) est aussi une union d’ensembles R"” tels
que (1 = T CR"” C (1 + 7)T. On en déduit aussitot (4). De plus, la frontiére
de B(S) est a distance < Ce"*! de celle de S, et par conséquent B(S) vérifie
(5) et (6). On a fini de prouver le Lemme 11.

Remarque. Notre derniére manipulation, destinée a transformer les A(S) en
une partition, n’est pas vraiment nécessaire: on vérifierait aisément que la
frontiére de A(S) est de o-mesure nulle.

Pour conclure ce paragraphe, résumons dans un lemme les résultats précé-
dents.
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Lemme 12. Soient ¢ une mesure de Radon positive sur RY (muni de la dis-
tance euclidienne), T son support, et z: £ — R? une fonction lipschitzienne. Si
(1), 2) et (9) sont satisfaites, et si I, est un O-cube tel que |z(Iy)| = 6a(1,), alors
on peut trouver E C 1, tel que o(E) = 0 et tel que la restriction de z a E soit
bi-lipschitzienne.

4. Intégrales Singuliéres. Surfaces de S. Semmes
Donnons-nous une fonction K, définie et C* sur R™\ {0}, impaire et homo-

géne de degré —d. Etant donnée une mesure de Radon positive o sur R, on
définit un opérateur maximal par

(43) TXf(z) = sup

€e>0

L i Kz — wf(w)do(w)| -

On cherche & savoir quand cet opérateur est borné sur L%(R", do). Nous
avons déja vu un exemple au Paragraphe II: on peut montrer que la continuité
de I’opérateur défini par (33) lorsque z est un «paramétrage régulier» entraine
la continuité de T¥, ol o est ’image de la mesure de Lebesgue sur R? par z
(autrement dit, o est la mesure telle que

WS Wdo) = [ fz()) dx

pour tout fe C.(R™)). (Voir [D2] pour plus de détails.) Un autre exemple est
did a S. Semmes [S2]. Nous nous proposons de redémontrer, en utilisant le
Théoréme 1, le résultat de Semmes.

Définition 2. Soit £ C R?* ! un ensemble de dimension d, muni d’une mesu-
re de Radon positive o supportée par £. Nous dirons que X est dans SS(d)
si (1) et (2) sont satisfaites, et si de plus

(44) Pour tout point xe X et tout R > 0, on peut trouver deux points x, et
X, , contenus dans des composantes connexes différentes de R°**\ L, et
tels que |x; — x| < R et dist (x;, L) > C; 'R pour i = 1,2.

Notons au passage que nous n’avons gardé la condition (2) que par commo-
dité: en fait, (2) est une conséquence facile de (44). La définition que nous ve-
nons de donner est trés 1égérement plus générale que celle utilisée dans [S2],
ou ’auteur devait, pour des raisons techniques, ajouter I’hypothése qualitati-
ve que X est une surface orientée. Ici, nous ne supposons rien sur le nombre
de composantes connexes du complémentaire de £, ou méme sur le nombre de
composantes de £. Modulo cette différence qualitative, Semmes a prouvé
que, si L € SS(d), opérateur T* est borné sur L*(Z, do) pour la plupart des
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noyaux K (et en particulier lorsque K est le potentiel de double-couche, ou le
noyau de Cauchy-Clifford). La preuve donnée par Semmes utilise le «Théore-
me 7(b)», appliqué en prenant pour b le vecteur unitaire normal 4 X. La dé-
monstration que nous allons donner maintenant est basée sur le critére sui-
vant, qui utilise les techniques de variable réelle classiques dans 1’étude des
opérateurs de Calderén-Zygmund (par exemple, I’usage de fonctions maxima-
les et d’inégalités aux bons \).

Lemme 13. Soit o une mesure de Radon sur RY qui vérifie (1) et (2). Suppo-
sons qu’il existe M > 0 et v > 0 tels que, pour toute boule B C R" centrée en
un point du support X de o, on puisse trouver une fonction M-lipschitzienne
F:R?—> RN~% et un compact EC T, tel que o(E) = vYo(B), et qui soit contenu
dans I’image du graphe de F par une transformation orthogonale de R™.
Alors, opérateur maximal T?* est borné sur IP(RY, do) pour 1 < p < .

Pour prouver le lemme, on utilise la Proposition 4 Bis de [D2], qui dit que
T* est borné sur L? dés que o satisfait a (1) et (2), et que de plus, il existe une
constante vy > 0 telle que

(45) pour toute boule B centrée en un point du support de o, on peut trouver
une mesure u, vérifiant (1) et (2) (avec une constante qui ne dépend pas
de B), telle que, pour tout 1 < p < o, I’opérateur maximal T:‘ soit
borné sur LP(R", dy) uniformément en B, et un compact E C T tel que
o(E) = va(B) et tel que Xz0 < p.

Nous allons appliquer ce résultat en prenant pour u la mesure de surface
d-dimensionelle sur I’image, par I’isométrie linéaire donné par I’hypothése du
lemme, du graphe de F. Le fait que, dans ce cas, I’opérateur T ,’f est borné sur
LP(R™, dy) est une conséquence facile du Théoréme de Coifman, McIntosh et
Meyer sur la continuité de I’opérateur défini par le noyau de Cauchy sur un
graphe lipschitzien [CMM)] (voir par exemple [D2], Lemme 16). Il ne reste
donc plus, pour prouver le lemme, qu’a montrer que si E est le compact men-
tionné dans I’hypothése, on a X0 < Cp (pour un C qui ne dépend pas de B).

Soit donc A C E, et soit B;, i € I un recouvrement de A par des boules dont
les rayons respectifs 7; sont tels que Zir? < Cu(A). (L’existence d’un tel re-
couvrement n’est rien de plus que la définition de la mesure de surface sur le
graphe de £.) On déduit de (1) que, pour tout i, o(B;) < Cr?; par conséquent,
(A) < Cu(A), et on en déduit le lemme.

Proposition 2. Soient ¥ € SS(d), xe L, et r > 0. Alors on peut trouver une
fonction M-lipschitzienne F: R® — R et un compact E C LN B(x, R) tel que
a(E) = vo(B(x, r)) et tel que E soit contenu dans I’image, par une transforma-
tion orthogonale de R®*!, du graphe de F. Les constantes M et v ne dépen-



104 Guy DaviD

dent que de la constante C, de (1), (2) et (44). Par conséquent, [’opérateur T*
défini par (43) est borné sur LP(R?*1, do) pour 1 < p < co.

La deuxiéme partie de la proposition découle effectivement de la premiére
et du Lemme 13. Pour trouver E et F, nous allons appliquer le Lemme 12,
avec pour fonction z la projection orthogonale de ¥ sur un hyperplan V de
R?*!. Nous pouvons, par translation de I et changement d’échelle, supposer
que x =0 et r =2C, (ou C, est comme dans (4)). Choisissons pour ¥V un
hyperplan perpendiculaire & la droite qui joint les points x; et x, de (44), ou
I’onaprisx = 0et R =1 (voir la figure 1). Si x, = z(x;), ou z est la projection
orthogonale sur V, alors z(X N B(0, 2)) contient la boule B(z(x,), Cy )N V car
chaque segment de droite qui joint B(x;, Cy ') & B(x,, Cy ') rencontre I.
Comme il n’y a qu’un nombre < C de 0-cubes qui rencontrent B(0, 2), on peut
trouver un O-cube I, tel que |z(ZNI,NB(0,2))| = C~'. Notons que I, est
contenu dans B(x,r) = B(0,2C,), de sorte que si ’on trouve un compact
EcCXNIi,tel que a(E) = 6 > 0 et qui soit contenu dans ’image par une iso-
métrie d’un graphe M-lipschitzien, nous aurons fini de prouver la Proposi-
tion 2.

Lemme 14. La propriété (9) est vérifiée lorsque X € SS(d) et z est la projec-
tion orthogonale sur un hyperplan de R®*1.

Avant de prouver ce lemme, vérifions qu’il entraine la Proposition 2. Puisque
(9) est vérifiée et |z(ZN1y)| = C !, on peut appliquer le Lemme 12 & I,; on

Figure 1.
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trouve un compact £ C X N1 tel que o(E) = 6, et tel que la restriction de la
projection z & E soit bi-lipschitzienne. Il est clair que cela implique que E est
contenu dans 1’image par une isométrie d’un graphe lipschitzien. On en déduit
la proposition.

Pour prouver le Lemme 14, donnons-nous xe I, n € N, et soit 7'’union des
n-cubes qui rencontrent B(x, C,€"). Supposons pour simplifier que x = 0, que
n = 0, et que z est la projection sur I’hyperplan «horizontal» {x;, ; = 0}. Suppo-
sons aussi que d(T") = |z(T)|a(T) ™! > §/2, et que la seconde conclusion de (9)
ne soit pas satisfaite, c’est-a-dire que d(R) < (1 + 29)a(T’) pour tout 0-cube R
contenu dans 7. Enfin, quitte & augmenter C;, supposons que C; > 1.

Lemme 15. Si C, est grand et n assez petit, on peut trouver un point x; sur
le segment vertical joignant 0a (0,0, . .., C,/4) tel que la boule B, = B(x,, C,)
ne rencontre pas .

Supposons qu’il n’en soit pas ainsi. Alors, on pourrait trouver au moins
(10C)) ~'C, boules disjointes D;, de rayon C,, centrées en des points de
L NB(0, C,/3), et telles que la projection z(D;) soit contenue dans B(0, 2C,).
Soit A la réunion des O-cubes qui rencontrent une de ces boules. On a
a(A) = (CC,)~'C,, alors que z(4) C B(0, 3C,). Si C, est assez grand, on en
déduit que [z(A)| < 6a(A4)/10, et par conséquent que

|Z(T\A4)| = [=(T)| - |z(4)|
= d(T)a(T) — 6a(A)/10
= d(T)o(T\ A) + 3(T)a(A) — 6a(A)/10
= 0(T)a(T\ A) + 460(A)/10
> (1 + 29)a(T)o(T\ A)

si 1 est assez petit pour que 486(CC;) ™ 'C, > 2093(T)o(T). On obtient la con-
tradiction désirée en remarquant que 7\ A est composé de O-cubes R tels que
|z®)| < (A + 29)a(R)A(T).

Donc le Lemme 15 est vrai; on prouverait de la méme maniére que ’on peut
trouver un point x, sur le segment vertical joignant 0 a (0,0, ..., —C,/4) tel
que la boule B, = B(x,, C;) ne rencontre pas X.

Supposons que x; et x, soient dans deux composantes connexes différentes
de RY* 1\ . Alors tout segment vertical joignant B, 4 B, recontre I, et la pro-
jection XN T) contient B(0, C,). Dans ce cas, donc, la conclusion de (9) est
vérifiée.

Si x, et x, sont dans la méme composante, utilisons (44). Il existe un point
x; € B(0, 107 C)) tel que dist (x;, £) > (10C,) ~'C; et qui n’est pas dans la méme
composante que X, et x, (voir la figure 2). Pour tout x dans B(x;, 20Cy) ~'C)),
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Figure 2.

les segment verticaux qui joignent x a B, et & B, rencontrent tous les deux X.
Soit x, un point de £ qui se trouve sur le segment vertical qui joint x; a
B, et soit R le 0-cube contenant x,. Quitte & agrandir C;, on peut suppo-
ser que C,; est assez grand par rapport & C, pour que R soit contenu dans
B(x,, 100~ 1C)). Alors, z(R) est contenu dans z(T'\ R) (si y € R, le segment ver-
tical joignant y & B, rencontre £ N T en un point qui est en dessous de la boule
B(x;,207'C)), et qui ne peut donc pas étre dans R). Par conséquent,

|z(T\R)| = |z2(T)| > (1 + 29)d(T)a(T\ R)

si n est assez petit, ce qui contredit le fait que I’on a supposé que tous les
0-cubes composant 7 sont tels que

l2(R)| < (1 + 20)o(R)I(T).

Ceci fini de prouver le Lemme 14, et, du méme coup, la Proposition 2.

Nous nous proposons pour finir de généraliser la Proposition 2 & des surfa-
ces de dimension d dans RN (avec N>d + 1).
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Définition 3. Nous dirons que I’ensemble * C R, muni de la mesure de Ra-
don positive o, est dans SS(d, N) si (1) et (2) sont vérifiés, et si de plus

(46) pour tout x, € T et tout r > 0, on peut trouver un sous-espace affine W
de dimension N — d et une sphére S de dimension N — d — 1 contenue
dans W, telle que S C B(x,r), dist(S,Z) > C; 'r, et telle que S et T
soient enlacés (au sens défini ci-dessous).

Nous dirons que S et L sont enlacés si I’on ne peut trouver aucune homoto-
pie F,(x), définie et continue pour (t,x) €[0, 1] x RY, et telle que

—F,(x) = x pour t =0, ainsi que pour x hors de B(x,, 10r),
—F, (x) € B(xy, 10r)° pour tout xe X, et
—F,(x) e S° pour tout xeX et tout 0 <t < 1.

Remarques. La définition de la notion d’enlacement que nous avons choisie
n’est pas la plus naturelle: il aurait été plus agréable de dire que S et £ sont
enlacés si I’on ne peut pas déformer S en un point sans rencontrer X (au lieu
de dire que I’on ne peut pas déformer X sans rencontrer S). Il est trés probable
que le résultat que nous avons en vue soit vrai avec cette définition plus natu-
relle de SS(d, N), mais ’auteur ne sait pas le démontrer. '

Le fait que S est une sphére n’est pas important; on peut se contenter de
n’importe quel ensemble S contenu dans W N B(x,, r), a condition que la di-
mension de S soit < N — d (la démonstration que nous allons donner convien-
dra encore dans ce cas). Enfin, nous avons encore demandé explicitement que
(2) soit satisfaite, mais (2) est en fait une conséquence facile de (46).

Proposition 3. Soit £ € SS(d, N). Alors, il existe v > 0 et M > 0 tels que, si
X, €L et r > 0, on puisse trouver une fonction M-lipschitzienne F: R? » RN ¢
et un ensemble compact E C £ N B(x,, r) tel que o(E) = vo(B(x,r)) et tel que
E soit contenu dans I’image du graphe de F par une transformation orthogo-
nale de R™. Par conséquent, ’opérateur T?* défini par (43) est borné sur
LP(RY, do) pour 1 < p < .

Le début de la démonstration de cette Proposition est calqué sur la preuve
de la proposition 2. Comme lorsque N = d + 1, on veut appliquer le Théore-
me 1, et on prendra pour z la projection orthogonale sur un plan ¥ de dimen-
sion d.

Six,eX etr>0, soient WetSle (N— d)plan et la sphére donnés par
(46). Soit x; un point de S, et soit ¥ le d-plan orthogonal 4 W passant par X,
(voir la figure 3). Supposons un instant que z(B(x,, 3r)) ne contienne pas la
boule de V centrée en x; et de rayon (2C,) ~ 'r, et soit x, un point de cette boule
tel que 2~ '({x,}) ne rencontre pas £ N B(x,, 3r). Appelons D le disque de di-
mension N — d, paralléle & W, centré en x,, et de rayon 2r. Alors, D ne ren-
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Figure 3. (d =1, N=3).

contre pas X, et si £ est ’'union de D et de tous les segments [x, 2(x)] , ou x
est un point de S et A(x) est sa projection orthogonale sur le (N — d)-plan
passant par x, et parallele & W, alors E ne rencontre pas X, parce que S est
a distance > C; 'r de L. Comme chaque A(x) est dans D, on peut aisément
trouver une homotopie qui fixe E et qui transforme le complémentaire d’un
voisinage de E en B(x,, 10r)° sans rencontrer E, ce qui contredit la définition
de S. Ainsi, z(B(x,, 3r)) contient une boule de rayon (2C,) ~'r, de sorte que
|z(B(xo, 3r))| = r/C.

Le méme argument que lorsque N = d + 1 nous permet maintenant d’affir-
mer que la Proposition 3 est une conséquence du lemme suivant.

Lemme 16. La propriété (9) est vérifiée lorsque ¥ € SS(d, N), et z est la pro-
Jection orthogonale sur un sous-espace V de dimension d.

Pour prouver ce lemme, donnons-nous une constante C;, un point x € Z,
un entier n > 0, et soit 7 ’ensemble des n-cubes qui rencontrent B(x, C,€e™).
Supposons que |z(T)| = 60(T)/2 et aussi que, pour tout n-cube R C T, d(R) <
(1 + 29)a(T'); on veut en déduire que z(7') contient la boule centrée en z(x) et
de rayon C;e” (a condition que C, soit assez grand et u assez petit).

On peut supposer que x = 0, n = 0, et que z est la projection sur le d-plan
«horizontal»

V= [xefRN;xd+1=...=xN=()]'
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Soit
W= {xeRV:ix, = .- =x,=0)

le (N — d)-plan orthogonal.

Si z(B(0, C,)) contient ¥'N B(0, C,), nous avons prouvé (9). On peut donc
supposer qu’il existe un point x, € VN B(0, C,), tel que z~ '({X,}) ne rencontre
pas £ N B(0, C,). Le reste de la démonstration consistera a trouver une contra-
diction avec (46); trés grossiérement, 1’idée est que si d(R) < (1 + 29)d(T) pour
tout O-cube R, on ne peut jamais avoir deux 0-cubes R et R’ dont les projec-
tions coincident, ce qui nous aidera a trouver une contraction de £ qui ne ren-
contre pas une sphére S donnée a ’avance. Commencons par quelques nota-
tions: Q, sera le cube centré en 0 et de coté (4N) ™~ 'C, (de sorte que 2Q, est
contenu dans B(0, C,)), V, sera la projection z(Q,), et W, = h(Q,), ou ’on no-
te & la projection sur W. Quitte a changer un peu C,, on peut supposer que
les sommets de Q, sont dans C,Z". Recouvrons V, par les cubes compacts
contenus dans ¥, de coté C,, et dont les sommets sont dans C; Z" (nous note-
rons ces cubes A;, i € I'). Enfin, nous noterons dorénavant (x, ), avec xe V'
et y e W, le point courant de R".

Lemme 17. 1/ existe une constante C (qui ne dépend que de C,, 6 et C,) telle
que, pour tout i € I, le nombre des cubes Q C W, dont les sommets sont dans
C,ZN =9 et qui sont tels que A; x Q rencontre T, est < C.

En effet, si n est ce nombre, on peut trouver 2~ “n boules disjointes, de ra-
yon 107 'Cy, centrées en des points de £ N Q,, et dont la projection sur ¥ est
contenue dans le cube 2A4;. Si n était trop grand, on pourrait conclure comme
dans la démonstration du Lemme 15. Nous noterons J(i) I’ensemble des cubes
Q du Lemme 17. '

Lemme 18. Pour tout iel, on peut trouver un point x;, dans l’intérieur
de A;, tel que si Q et Q' sont deux cubes de J(i) et si Z(ENA; X Q) et
Z(ENA; X Q') contiennent x;, alors Q et Q' sont adjacents.

En effet, si Q et Q' ne sont pas adjacents, ils sont a distance > C; I'un de
I’autre; dans ce cas, si C; est assez grand, tout 0-cube R qui rencontre A; X Q
est disjoint de tout 0-cube R’ qui rencontre 4; X Q’. Donnons-nous un « > 0.
Si |z(R)Nz(R")| > a, alors |2(T)| < 2 |z(R))| — « (ol la somme porte sur tous
les O-cubes R; C T), donc

12(T)| < (1 + 29)(T)o(T) — o < HT)o(T) = |«(T)]
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si n est assez petit. Par conséquent, |z(R)Nz(R')| < a, et comme A; X Q et
A; X Q' ne rencontrent qu’un nombre < C de 0-cubes, on obtient

|Z(ENA; x QNz(ENA; X Q)| < Ca.

Compte tenu du Lemme 17, ’ensemble des points x € A4; tels qu’il existe deux
cubes non adjacents Q et Q' dans J(i) pour lesquels

xez(ENA; x Q)NzZ(ENA; X Q)

a une mesure < Ca < C¢ (en choisissant o assez petit), ce qui prouve le
Lemme 18.

Nous allons faire subir & £ une premiére homotopie, qui déplacera les
points parallelement a V, afin d’agrandir les trous dont le Lemme 18 révéle
I’existence.

Lemme 19. On peut trouver une homotopie F,(x, y), définie et continue sur
[0,1] X R¥ x RN~ et telle que

(47) F(x,y) = (x,y) des que t = 0 ou que (x, y) est hors de 2Q,;

(48) |F,(x,y) — (x,¥)| < 2NC, pour tout t et tout (x,y);

(49) h(F,(x,y)) = y pour tout t et tout (x,Y);

(50) Notons X, I’image de ¥ par F,. Pour tout i € I, on peut trouver un cube
B(i) C W,, de coté 4AC,, tel que si (x,y)eXL NQy, Si x€A;, et si
y € B(i), alors x e dA;. De plus, il existe un iy € I tel que A iy C B0, CC))
et tel que si (x,y)eX,NQ, avec xeA,-O, alors x e aA,-O.

Pour construire F;, donnons nous pour chaque / un point X; comme au
Lemme 18, et choisissons un cube B de c6té C, tel que £ N A; X Q ne rencon-
tre pas z~ '({x;}) dés que Q € J(i) n’est pas contenu dans 3B. On peut cons-
truire une homotopie F; ,, définie sur [0, 1] X 4; X W, qui est I’identité sur
[0,1] X 0A4; X W, qui ne change pas la coordonnée y, et qui transforme le
complémentaire dans A; X (W,\4B) d’un voisinage cylindrique de {x;} X
(Wy\4B) en 0A; X (Wy\4B). On choisit le voisinage cylindrique de fagon a
ce qu’il ne rencontre pas X; alors, en mettant bout-a-bout les homotopies F; ,,
on obtient une fonction F qui vérifie (47), (48), (49), et la premiere moitié de
(50). La seconde moitié de (50) est encore plus facile a obtenir: on choisit i,
tel que A i contienne un point x, € B(0, C,) tel que z~ ({x,}) ne rencontre pas
XN B0, C,) (on a supposé plus haut qu’un tel point existe), et on déforme
34; ) x W de maniére a transformer le complémentaire d’un voisinage tubu-
laire de {x,} X Wen d(34 ,~o) X W. On obtient, en recollant cette homotopie
aux F; , construites plus haut, la fonction F, cherchée.
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Nous allons maintenant déformer la surface £, , en déplacant les points pa-
rallelement a W, pour obtenir une nouvelle surface X, telle que, pour tout
xeV,, LNz~ ({x}) soit composé d’au plus C points.

Lemme 20. On peut trouver une fonction G.(x,y), définie et continue sur
[0,1] x RY x RN~4, et telle que

- (50) G,(x,y) = (x,¥) quand t = 0 ou quand (x, y) est hors de 2Q,;

(51) |G,(x,y) — (x,»)| < C pour tout t et tout (x, y);

(52) z2(G,(x,¥)) = x pour tout t et tout (x,y);

(53) si I, est I’image de T, par G,, alors, pour tout xe Vy, £,Nz"({x}) a
au plus C éléments.

Pour chaque i€l et chaque cube Qe J(i), notons o le centre de Q, et
soit P(Q) I’ensemble des points (x, y) € RY tels que dist (x, 4;) < 1, et tels
que y est dans le cube de centre Co et de coté (1 — dist (x, A;))C;. Notons P
I’union, pour i e I et Q € J(i), des P(Q); pour chaque x € 2V, soit P(x) I’en-
semble des points y € W, tels que (x, y) € P. On définit une semi-distance D
sur W par

D(y,y) = inf { [ 170Xy epe i},

ou la borne inférieure est prise sur I’ensemble des chemins 7 de classe C! tels
que v(0) = y et v(1) = y'. Grace a la forme particuliére des P(Q), la distance
D est une fonction lipschitzienne de x. On définit maintenant la fonction G,
par z(G,(x,y)) = x et

(54) h(G(x, 7)) = Moy + EghgCo

ol la somme porte sur les cubes Q tels que x € z2(P(Q)), et ou A, et les )\Q sont
donnés par les formules suivantes:

(55) No=Mlyy et )\Q=M'1yg, ou
(56) po=1— tsup,, {[1 — dist (v, A)] , FID(, c I}
(ou i est I’indice tel que Q € P(i)),

(57 ko = t1 — dist (x, A)] ;. fID(, cp)l,

ou f est une fonction C* décroissante, telle que f(0) = 1 et f(x) = 0 pour tout
uzl,etou

Vérifions que G, est bien la fonction annoncée dans le lemme. Les coeffi-
cients p, et p, ne sont jamais simultanément nuls, et donc G, est une fonction
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continue (en particulier de x). D’autre part, si £ = 0 ou si (x, ¥) n’est pas dans
2Q,, tous les ko sont nuls et py = 1, donc G,(x, y) = (x,y). L’inégalité (51) dé-
coule de ce que tous les cubes Q tels que po # 0 sont a distance (euclidienne)
< Cde y, de sorte que h(G,(x, y)) est une moyenne de points situés & distance
< Cde y.

II ne reste plus qu’a vérifier (53). Fixons i€l et xe A;. A cause de notre
définition de D, le coefficient u, est nul lorsque # = 1 et y est dans I’un des
cubes Q' € J(i); de plus, les ko SONt constants sur chaque composante connexe
de P(x), de sorte que 4(G,(x, y)) ne prend qu’un nombre < C de valeurs lors-
que y décrit I’union des Q' (qui contient £ Nz~ !({x}) par définition de J(i),
et £, Nz~ '({x}) car on a choisi I’homotopie F, de facon a ce que z[F,(x, »)]
soit dans A; quand x € A;). On en déduit le Lemme 20.

Appelons L = X, N QyNz~ I(Ui aA,i). Compte tenu de (53), L est un ensem-
ble de dimension < d — 1 (et il nous sera facile de modifier une homotopie
de maniére & lui faire éviter un ensemble donné S de dimension N — d — 1).
Par ailleurs, grace a (51) et au Lemme 19, L' = (£, N Q,) \ L est contenu dans
P’union des A; x CB(i), i # iy, qui rencontrent X, (ou i, et B({) sont comme
au Lemme 19).

Pour obtenir notre contradiction, donnons-nous une sphere S de dimension
N - d — 1, contenue dans Q,/2, dont la distance & £ est > C~'C,, et qui est
entrelacée avec L au sens de la Définition 3. Notons que, si C, est assez grand,
I’image de X par les homotopies successives que nous avons construites ne ren-
contre pas S.

Lemme 21. On peut trouver une homotopie H,, telle que H,(x,y) = (x,»)
pour t =0 et pour (x,y) hors de 2Q,, telle que H,(L UL') soit contenu dans
0Q,, telle que H(LUL"YNS = (J pour tout t.

Rangeons les cubes A; en deux catégories: nous dirons que A; est plein si
z(X, N[A; X CB(i)]) contient au moins un point de I’intérieur de A;; sinon,
nous dirons que A; est vide. Notons que, grice & la seconde partie de (50),
on est siir qu’au moins un des cubes intérieurs de V|, est vide. Soit 4; un
cube plein dont 'un des voisins (appelons-le 4;) est vide. Alors, on peut
trouver une homotopie de RY qui contracte [4;U A ;\ V1 x CB(i) (ou Vestun
petit voisinage tubulaire du point x;) en une partie de d[4; U A;] X CB(i), sans
rien changer hors de (4;U 4;) X 2CB(i). Nous venons de trouver une homoto-
pie a I’issu de la laquelle le cube A; est devenu vide. On peut répéter cette opé-
ration aussi longtemps que nécessaire, et obtenir une homotopie qui transfor-
me L' en un ensemble L"” dont la projection est contenue dans I’union des dA4;.
On peut encore appliquer la technique du Lemme 20 pour obtenir, apres nou-
velle homotopie (que nous appellerons M,(x, ), un ensemble L® qui est de
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dimension < d — 1. Notons que chacune des homotopies que nous venons
de composer n’est différente de I’identité que dans des boules de rayon C
contenant un point de X,, et, méme dans ces boules, difféere de ’identité
par moins de C. Si C, est assez grand, I’image de L U L’ par M, ne rencontre
pas S.

Appliquons une derniére homotopie N,, que I’on choisit de classe C*, et
qui contracte le complémentaire dans Q, d’une petite boule de I’intérieur de
Qy ne rencontrant pas M;(LUL'), en une partie de dQ,. Si I’on mettait M,
et N, bout-a-bout, on obtiendrait une homotopie qui convient presque pour
le Lemme 21, sauf que la trajectoire de M, (L U L’) par N, pourrait rencontrer
S. Cette difficulté est aisément circonvenue, car comme S est de dimension
< N —d et la trajectoire par N, de M;(LUL’') est de dimension <d, on
peut trouver une petite perturbation de N, telle que N,[M,(L UL')] ne ren-
contre jamais S. Si nous composons les homotopies des Lemmes 19, 20 et 21,
nous obtenons une homotopie qui contredit la définition de S (en fait, il
faudrait encore modifier un peu notre construction pour obtenir une homo-
topie qui soit I’identité hors de B(0, 5|Q,|*"™), au lieu de 2Q,; nous omet-
trons ce détail facile). Nous avons enfin prouvé le Lemme 16 et la Propo-
sition 3.

Signalons pour finir que la figure 4 représente un exemple de surface
qui a une grande projection sur le plan horizontal, mais qui ne contient pas
de gros morceaux de graphe lipschitzien. On pourrait aussi prendre le pro-
duit d’un ensemble de Cantor de dimension 1 (I’exemple de Garnett-Ivanov)
par un segment. L’exemple X de la figure ne satisfait pas, bien entendu,
la condition 9 (la projection de X sur le plan horizontal préserve la mesure a
une constante prés, mais est loin d’étre un homéomorphisme). Par ailleurs,
la démonstration de P. Jones du Théoréme de Garnett s’applique aussi a Z:
le noyau de Cauchy-Clifford ne définit pas un opérateur borné sur L*(X)
(voir [J]).

Figure 4. Un contre-exemple.
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