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Introduction

Soient R un anneau local régulier, Jun idéal de R et u = (4, . . . , 4) une suite
R/J-réguliere. A cette situation, Hironaka [8] attache un polyedre A(J; u) C R?
dont les cOtés renferment des informations cruciales pour la désingularisation
de R/J.

Le c6té le plus intéressant est le «premier c6té», c’est-a-dire celui qui a une
équation du type

x(1) + - - - + x(d) = 6(J; u).

En effet, 6(J; u) est ce qu’on appelle I’exposant caractéristique [8, Introduc-
tion].

De plus, a chaque c6té de A(J; u), Hironaka attache un gradué. Par exem-
ple, en caractéristique 0, le gradué respectif au «premier c6té» contient des
informations concernant ’espace tangent strict de I’exposant idéaliste que Hi-
ronaka considére dans sa récurrence. En caractéristique p, ce gradué est essen-
tiel ([4] pour la dimension 2 et [3] pour la dimension 3).

D’autres c6tés de A(J; u) sont intéressants, ce sont ceux qui ont des équa-
tions

MDx(1) + -+ - + Md)x(d) = ¢
vérifiant la condition suivante

(*) 0<Ni)<e, 1<i<d.
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En effect, on verra en A.6 que, lorsque I’on effectue une suite d’éclatements
permis, c’est parmi ces cotés que I’on trouvera les informations quant aux
«premiers cOtés» des points proches combinatoires.

Nous montrons ici que le polyeédre A(J; u) et les gradués associés a ses cotés
peuvent €étre construits en n’utilisant que la seule donnée de A = R/J et de la
suite d’idéaux u A4, ...,u A.

De plus dans B, nous donnons des interprétations géométriques des cotés de
A(J; u) satisfaisant a () ainsi que de leurs gradués, simplement en considérant
des suites d’éclatements permis de Spec A[t]. On peut en déduire que les algo-
rithmes de désingularisation définis a I’aide de végétations idéalistes sont
indépendants du plongement de la singularité.

Nous avons fait les démonstrations cruciales des sections B, C et D en nous
plagant dans le cas de la caractéristique 0, car on peut utiliser les résultats de
[1] ce qui simplifie considérablement les calculs, mais les résultats annoncés
sont vrais en toute généralité.

On peut noter que I’idée utilisée ici, qui est d’étudier une déformation
équisinguliére de la singularité est classique ([10] Appendice de B. Teissier,
[7] ou Hironaka utilise de telles déformations pour étudier I’exposant de
contact).

A. VALUATION SUR UN ANNEAU LOCAL REGULIER

A.1. Décomposition barycentrique

Soit L une forme linéaire sur R? notée
1) Lx(1),...,x(@) =a()x(1) + --- + a(g)x(q), a()eN* 1<i<gq.

Soit /(L) le cardinal de I’ensemble des valeurs prises par les a(i). En gé-
néral, on écrira / au lieu de /(L). On définit par récurrence une famille dé-
croissante de parties I, 1 <k <I(L) de {1,...,q} affectées d’un poids
m(k) par

2 L=1{1,...,q9}, m(1) = inf {a(i): 1 <i< g},
I, ={iel;:a(i) > mk - 1)}, m(k) = inf {a(i):ie [},

1<k<IL).
On pose alors

?3) b(1) = m(1),
b(k) = m(k) - mk - 1), 2<k<],
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ce qui nous donne

LG, x@) = 3 b 3 %))

iel,

Désormais, pour simplifier, nous supposons que I’indexation est choisie de
facon que

O] I<al)<a@) <--- <a(g).
On a donc

(5) L(1),...,x(q) =bA)x(1) + - - - + x(q)) + b)Y (X(a2y) + * * * + X(g)
+ o+ D)Xy + 7+ Xg)
ol
Iy = (alk),...,q), 1<k<],
et

b(1) = a(1)
b(1) + b(2) = a(a(2))

b(1) + b(2) + - - - + b(l) = a(a(l)) = a(g).

En un mot, b(i) est la i-éme composante non nulle de L sur la base (x(1) + - - -
+x(g), x(2) + -+ - + x(q), . . . , x(q)) de Z9".

A.2. Valuations combinatoires

Soit R un anneau local régulier, M est son idéal maximal, s = (s, . .., 5,) est
un systéme régulier de paramétres (s.r.p.), ¢ = dim R, L est une forme linéaire
sur R? qui satisfait aux conditions A.1. (1)(4).

Alors (L, s) définit une valuation vy ¢ sur R par

(1) vy ATV 55D) = L(x(1), . . ., X(g))

ou Ae R\ M.
On note grL,s(R) le gradué associé. D’apreés [8, Section 1], on a

) gr, J(R) = R/Mlin, (sy), . :.,in, (s)]-
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A.3. Arbre combinatoire attaché a L et s

Posons
1) Z(0, 0) = Spec R[?].
Soit
(0] &=1{0)):G7)=0,00 ou 1<i</, 1<j<b@)}.

Nous munissons & de ’ordre lexicographique. Pour tour couple (i, /) de &,
on désigne par

(3) (,j)- =Délément de & qui précéde (i,j) pour I’ordre lexicographique,
(i,j)+ =1’élément de & qui suit (i,j) pour ’ordre lexicographique,

s’il en existe.
Par exemple, on a

1,1)- =(@,0) et (0,0)+ =(,1).
Posons

4 R(@i,j) = Rlt, Sl/ta(l)s Sz/ta(z)s <o Sa) - 1/ta(a(i)_ b, Sa(i)/ta(a(i)_ D+
a(a@) -1 +j
s S/t 1

et
Z(i,j) = Spec R(i, j).
Posons a(0) = 0 et considérons I’idéal |
() I((,))-) = (1, Sapy/t*CO DL, L5, /17O =DHIR(G, j)-),
@)= @1,1).

A.3.1. Alors, Z(i, j) est I’ouvert affine complémentaire du transformé strict
de div (¢) dans I’éclaté de Z((i, j)-) le long de I’idéal I((i, j)-).

A.3.2. On a donc construit un arbre
200,00 < Z(1, 1)« -+ - < Z(i,j) < - - - < Z(1, b(1))
de longueur

a(g) = b(1) + b(2) + - - - + b(l).
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A.4. Interprétation du gradué associé. Cas d’une seule forme
linéaire.

Théoréeme. Avec les hypothéses et notations de A.1, A.2 et A.3, notons
E(i,j) le diviseur exceptionnel de

Z(0,0) < Z(, J), 1<ig<d, 1<j<b).
Alors

() E(,j) est irréductible dans Z(i,j), t est une équation de E(i,j) dans
Z(i, j)-
(ii) Pour tout g dans R, on a
ord,q, 51y (8) = v ,(8),

ot v(l, b(l)) est le point générique de E(l, b(l)).
(iii) L’application

in; ((g)— ¢~ "gmod (?)

ou N=v; (g définit un isomorphisme entre gr; (R) et I’anneau de
JSonctions de E(l, b(l)).

PreUVE. L’assertion (i) découle de A.3.1. Prouvons (ii). Si

g= ler(I) e sf,("),

on a
g= ta(l)x(l) +eet a(q)x(q)(s1 ¢ a(l))x(l) e (Sqt' a(q))X(q)
et

N = vL,s(g)
=a(l)x(1) + - - - + a(@)x(q),

on a (ii) en remarquant que
ord,q, pay [(517 Ty (s4t —e@y @] = 0,
Pour prouver (iii), on remarque que notre application peut étre ainsi définie

R/Mlins,, . ..,ins,] = R[t,st™*D, ..., 5,67 °@]/(t) = R/M[5,, . . .,5,]
A e R/M—\mod (t)
in, (s)— s;27“©mod (2) = 5;.
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A.5. Interprétation du gradué associé: cas général.

Le théoréme A.4 se généralise au cas ol R est muni d’une filtration définie
par s = (sy,...,5,) et une famille de formes linéaires L;, i € 1, I fini,

Li(xy,...,x) =a(l,i)x, +--- +alg,i)x,, a(j,i)eN\ {0}, iel, 1<j<gq,
on pose:
A={(x,....,x: Lix) > 1,iel} # J, ACR%,
ou
R+ = {x>0:xeR}.
Chaque L; définit un anneau
) R(L) = R[t,s,/t""D, ..., 5,/t°@P] = R[t, st~

ou L;(A) + a = 0 qui est ’anneau que nous avons noté R(/, b(/)) en A.3 (4).
Posons

)] R(I) = ﬂI R(L)).
Alors on a
3) R(I)=R[t,s"t™*] ou L;A)+a>0, pourtout iel

Alors, A et s définissent une filtration sur R (c¢f. [8, Section 1]), pour tout
beR™, on pose

O] I(A, b)s = {g€ER: vL,-,s(g) 2b,iel},
I*(Ab),={geR: v, (&)>b,iel}.

On définit

&ry,s(R) = be@r[g+ 1A, b)/T7 (4, b);.

la composante homogeéne I(A, b),/I* (A, b), n’étant différente de 0 que pour
un ensemble discret de réels b qui sont d’ailleurs entiers puisque les L; sont
a coefficients entiers.

Pour tout ge R, on note

©) © 0,,(0) = inf (v, (&)

=inf {b: g€ I(A, b),}.
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Théoréme A.5.1.

1. Soit geR et soit N = v,,5(8) alors t~"ge R{).
2. L’application ®

inA’s(g)—>t‘ gmod (2), g€R, ou N=v, (g)

définit un isomorphisme entre gr, (R) et R(I )/tR(I).

PREUVE. Pour tout L;, ona v, (g =N donc t~Nge R(L;), donc

t~"ge N R() = R(),
iel
ce qui est 1.

Prouvons 2. Soit g€ R avec v, (&) 2N, NeN. Alors on a

4
g= >, v,s v,€R
AENAA ’ 4

et
®[cl} (&)] = X v, 5%t~V mod (2).
On en déduit

) et (@] = 3 Blelf (0,5

eNA

De (1) on tire facilement que ® est un morphisme. Rappelons cependant une
difficulté. On a, pour g, g’ dans R

v, s(88) =2 v, (8)+v, (&)
avec parfois une inégalité stricte, ce qui implique alors
) N(gg") = 0=l (g)l} (&)
ou N=v, (g), N'=v, (g).
Avant de montrer la bijectivité de &, montrons le lemme suivant.
Lemme A.5.2.
(t"RU))NR[t] = D, t*~°I(A, b),RI[t], aeN, beN.
b=sa

On a I(A, b),R(I) C t°R(I), donc ’inclusion du deuxiéme membre dans le
premier est claire. Voyons I’inclusion inverse.
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Soit
ge(@RU)NR[L], g=1"Xv, s, v,eR, vA) =0, ().
Soit M un entier tel que M > v(A4) pour tout A avec », # 0.

tMg = Z VASAtM—— v(A)'

tMg e tMR11N D, 17+ M= YDA, v(A4)),.
A

En appliquant [8, (2.1)] & R[t] et aux ensembles
E;={(X, X1, ..., X) ENT lixy + Li(x) 2 a + M)
et
E = {(xg, X1, ..., X) EN*"hixg > M},
on a dans R[¢]

tMgel(r)E,.nE>= %}) Ot“M—”(A)I(A, a(A)),.
1 a— vl =

D’ou le résultat en divisant par ™.

A.5.3. Montrons I’injectivité de &.
Soit G e gr, ;(R) avec (G) = 0. On a

= >l 51O
G igvc A,s(z Pacy )
avec p,q, €R, v, () =4,
¥(6) = Bt (Byys™®) mod (1) = 0mod ().

Donc

2 s = tg e tRA).
i,A(@)

Soit M un entier tel que t™g e R[t] et M > i pour tout i tels que

AG)
>ty iy STE # 0.
AD A()

2t 05O e @M IR N R
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Le lemme nous donne:

Z tM—iMA(i)sA(i) = VcsctM+1—ot(c)
i, AG)

ol v eR, a(c) = v, (5.
Comme R[] est une algebre de polynémes, on a, pour tout i

M—i AG) _ e M—i
it ByeinS = v.St
AQ) A a(c)gl +i©
d’ou
Z /-"A(i)sA(i) = Z Vcsc’
AG) al)=1+i
donc '
) i _
CIIA,S( 2 kayS (')> =0, ieN,
A@) ,
donc G =0.

A.5.4. Montrons la surjectivité.
Soit g dans R(I), cherchons un antécédent a g mod (¢). Comme R(J) est un
R[¢t]-module engendré par les st~ " ol v(4) = v, (s*), on a

g= 2 mstT? g
pAER

On a
gmod (2) = 33 B(cI*P(u,5%).
A.5.5. Remarquons que, puisque I est fini, A est effectif, c’est-a-dire

U bA=R"\{0},

beR+
on a
1) IR(I) = (8,51, . . ., SpR(I).
C’est-a-dire que
div(?) = fUI) " 'WM, 1)
ou f(I) est le morphisme
Spec R(I) - Spec R[¢],

donné par P’inclusion des anneaux.
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A.6. Polyédre caractéristique

Soient R un anneau local régulier d’idéal maximal M et J un idéal non trivial
de R. Alors, pour tout s.r.p. de R que ’on note

§=(S1s--38) =15 e vy Yplhys ooy Ug) = U, )

et tel que in,,(y) est I’idéal de la directrice (espace tangent strict) de Spec R/J,
Hironaka construit un polyédre A(J; u; y) C R?, [8]. Ce poly&dre est une pro-
jection du nuage de points de certains générateurs de J. Hironaka montre que,
quitte & passer au complété R de R, on peut choisir (3, . . . , y,) tel que A(J; u; y)
soit minimal pour l’inclusion. On note A(J; u) ce polyédre minimal et on
I’appelle polyédre caractéristique.

Dans les paragraphes qui suivent, nous allons construire A(J; ) avec la sim-
ple donnée de R/J = A et de la suite d’idéaux (u;R/J, . ..,uyR/J). Faisons
d’abord la remarque suivante.

A.7. La condition (*) est héréditaire

Avec les notations de A.S, supposons que le fermé
Y= V(yli"'!yraul,"-’uk), 1<k<da

est permis pour J et que A(J; u; y) = A(J; u). Effectuons I’éclatement centré en
Y et plagons nous a I’origine d’un des ouverts affines de I’éclaté. Posons par
exemple

yi=uy, 1<i<n uj=wuwu;, 2<j<k,
uj=u, k+1<I<d, u, = uj.

Notons J’ le transformé strict de J. Un calcul classique montre que le po-
lyédre A(J'; u’) est obtenu a partir de A(J; u) en effectuant la transformation
affine

(1), .., x(d)) = (1) + -+ -+ x(k) — 1,x(2), . .., x(d))
et en prenant le monoidéal convexe engendré dans R% . Soit
MDx(1) + - - - + Md)x(d) = ¢

I’équation d’un coté de A(J’; u’), ce coté est le transformé affine du coté de
A(J; u) d’équation

MDE(D) + -+ x(k) — 1)+ -+ + Md)x(d) = c,
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ce qui peut s’écrire:

AMDx(1) + (ML) + N2)x(2) + - - -
+ (M1) + NEO)x(k) + - -+ + Md)x(d) = ¢ + N1).

On vérifie que, si on a (*) pour le c6té de A(J', u’), c’est-a-dire
(*) 0<Ni)<ec, 1<i<d,

alors on a (x) pour le c6té de A(J; u) dont il est le transformé.

Comme le «premier c6té» de A(J'; u’) vérifie (*), on déduit de cette remar-
que que, dans une suite d’éclatements combinatoires (i.e. en restant aux origi-
nes des ouverts affines des éclatés, sans effectuer de translations sur les varia-
bles), les premiers cotés des polyeédres associés sont des transformés affines de
certains cOtés de A(J; u; y) satisfaisant a ().

B. COTES SATISFAISANT A ()

B.1. Modifications attachées a un diviseur pondéré

B.1.1. Soit A un anneau local noethérien (qu’on ne suppose pas régulier)

d’idéal maximal 9M; soient v A4, ..., v;A des idéaux monogeénes de A tels
que,
1) v; € M\ IM?

et, en posant
I/i = CISIJ]'(,(UI'),

k[Vi, ..., V4] est Panneau de la directrice du cone tangent de Spec A4.
Soit A une forme linéaire sur R?

) AG(D), ..., x(d)) = MDx(1) + --- + )\Cdjx(d),

0<Ai@), N)e@, 1Kigd.
Soit N un entier strictement positif multiple du dénominateur commun des
N@). Pour plus de commodité, on posera '

3) a(i) = N\(i), 1<i<d.

Les v; définissent un diviseur V(vs,...,v,) de SpecA et P’on a des poids
a(l), ..., a(d) pour chaque composante.
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Etant donné (4, v, A, N), nous allons définir et étudier un arbre X(i,j) sur
X(0,0) = Spec A[7], la hauteur de ’arbre sera notée L(A, v, A, N) ou plus
simplement /(A, N).

Dans un cas extréme, nous pourrons avoir

I(A,N) = oo,
B.1.2. Effectuons la décomposition barycentrique de NA et reprenons les
notations de A.l. c’est-a-dire

(1) NAXQ),...,xd)=a)x(1) + --- + a(d)x(d)
= b()x(1) + - - - + x(d)) + bQ)(X((2)) + - - -
+ x(d)) + - - - + b()x(a())) + - - - + x(d)).

Donc b(i) est la i-eme composante non nulle de NA sur la base
x()+ -+ x(d), x(2) + - - - + x(d), . . .,, x(d))

de Z*, [ est le nombre de composantes non nulles.
On pose, comme plus haut

2 I;={k:k > ()}, 1<i<y,
et
(3) Il+1= %)
b(l +1)= +c.
Soit

@ 8(A,N, )= ((i,/)eN*(i,j) = (0,0) ou 1 <i</+1, 1<j2bG)).

On munit &(A, N, ) de ’ordre lexicographique.

La suite X(i, j) d’éclatements modifiés que nous allons construire est index-
ée par le segment &(A4, v, A, N) de &(A, N, «) d’origine (0, 0) et de longueur
I(A, N), ce qui fait /(A, N) + 1 indices si on compte (0, 0).

Pour tout (/,7) de &(A, N, «), on note (i,j)- le couple qui le précéde et
(i,7)+ celui que le suit pour ’ordre lexicographique. Par exemple, on a

(1, 1)-=(,00 et (0,0, =(1,1).

B.1.3. La récurrence. Pour tout (i,j) de &(A, N), nous allons définir un
heptuplet

) H(,j) = (X, ), X, )), EG, J), VG, §), TG, J), DG J), X0, /)
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ou

X(@i,j) est un schéma ou un espace analytique complexe,
X(@,j) est un ouvert affine de X(,J),
E(i,j) est un diviseur de X(i, /),

V.(i,j) estundrapeau, c’est-a-dire une suite croissante de sous-schémas
fermés de X(i, j) notée

ViG, ) C Va2, 7)) C - C VI, )) C Vi () = XG0, J),
T(@,j) est un fermé vide ou irréductible de E(i,j), on notera 5(i, j)
le point générique de 7(i,j) si 7(G,j) # &,
D(i,j) est une courbe irréductible de X(i,j),
x(i,j) est un point fermé de D(,j).

Pour (i,j) = (0, 0), on pose

) X(0,0) = X(0,0) = Spec A[?],

E@©,0) = V(2),

Vy(0,0) = V(I 1),

Vi(0,0) = V(v;Altl,iely), 1<k<! (c¢f. B.1.2(2)),

V14+1(0,0) = X(0, 0),

T(0,0) = V(tA[?], v;Alt], 1 < i< d),

D(0,0) = V(IMA[t]),
x(0,0) est le point fermé correspondant a 1’idéal maximal N + ¢.

Remarquons que par construction chaque E(i, j) pour (i, j) > (0, 0) se trouve
étre un schéma affine sur le corps résiduel A/, ce qui nous autorise a parler
de point générique pour un fermé irréductible de E(/,j), méme dans le cas
analytique complexe.

Etant donné H(i,j), définissons un test OC(i,j) (OC signifie: on con-
tinue...), qui nous indique si (i, j) est le dernier indice pour lequel H(, j) est
défini ou bien si H((i, j)+ ) existe; dans le premier cas on aura OC(i, j) = F (on
ne continue pas), dans le deuxiéme cas, on aura OC(i,j) = V (on continue).

On pose, pour (i,j) # (0,0)

3) Y(,J) = TG, )N Ve, jy (s J)s 1<ig<i+ 1.
ou
a(i,j)=1i si j<b@) -1,
a(i,j)=i+1 si j=b().
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Si x(i,j) ¢ T(i,j) ou si Y(i,j) n’est pas permis pour X(i,j) en x(i,j) ou si
Y(i,j) est vide, ou si Y(i, ) n’est pas irréductible, alors OC(i, j) = F. Sinon
OC@,j)=V.
Nous verrons plus tard qu’en fait Y (i, j) est toujours irréductible (B.2.7.3.).
Pour (i,j) = (0, 0), posons

@ Y(0,0) = {x(0,0)}

et alors OC(0,0) = V.
Supposons OC(i, j) = V et construisons H((i,j)+). On note

&) #(0,J) = X(G,))+) > X, J)

Péclatement de X(i,j) le long de Y(i,j).
On définit X((i, j)+ ) comme I’ouvert affine de X((/,j)+ ) complémentaire du
transformé strict de E(i,j) et on note

w0, J): X((5))+) = X))

la restriction de #(i,j) a X((i,/)+).
Bien siir, E((i,j)+) est le diviseur exceptionnel de =(i, ), c’est-a-dire

E((,/)+) = 76, /)~ (Y, )))-

Pour tout £,0 < k </ + 1, Vi ((i,j)+) est le transformé strict de ¥ (i, ). On
a donc bien

Vie1((67)+) = X((G,)+)s

on remarque que, pour (i,j) = (1, 1), on a V,(i,j) = &.

Désignons par e(i, j) le point générique de Y(i, ). Alors #(i, /)~ 1(e(i, j)) est
canoniquement isomorphe a Proj C,; ;,(X(i, j)). Notons I'(;, j) la directrice de
Cei, (X, J)), soit n((i,/)+) le point générique du fermé de =(i, 7))~ Uel, j))
qui correspond au point générique de Proj., ;,I'(i,j) par ’isomorphisme
canonique.

Si 7((G,j)+) € X((,J)+), on pose T((i,j)+) = J, sinon

TG,J) = {n(i,))+} C X))+

D((i,j)+) est le transformé strict de D(i, j) et x((i, j)+) est le point fermé de
D((i,j)+) au dessus de x(i,j). (On verra en B.2 que D(i,j) est transverse a
Y(i,j) en x(i,j) et donc que x((i,j)+) est bien défini).

B.1.4. Remarquons qu’on a toujours

Vie16,)) = X, 7)
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et donc, pour / + 1 <i,ona
YU+ 1,/)=TU+1,)) 1<,

bien sir, ceci sous réserve que H(/ + 1,/) existe.

B.2. Explicitation

B.2.1. Nous nous plagons dans le cas ou A = R/J, R anneau local régulier,
soit u = (uy, ..., uy) unrelevementde v = (vy, ..., vy) (¢f. B.1.1.). Le théoréme
B.2.2. énoncé ci-dessous est alors vrai sans autre hypothése. Nous ne ferons
la démonstration que dans le cas ou

R=Clz,,...,25Uy,-.. ug} ou Cllz,,...,2,U;,...,uUyll.
Par [7, Ch. I (6.4)(6.5)(6.6.1)], on peut trouver
y=(y1’---:yd) et fz(f]’---s.f;n)

tels que (f, #,y) est une donnée distinguée pour R, J et de plus

(1) W=V,...,»)

contient la strate de Samuel relative & Cf{uy, ..., u,} = R (cf. [6, (2.1)])
@) A u39) = A(Jsu)  (cf. [1, p. 18])

et méme

3) A(J;u) = A(fsu; ) (¢f. [1, lemme 3]).

Théoréme B.2.2. Reprenons les hypothéses et notations de B.1. Soit ae Q™
U {} donné par

1) AlAWJ; )] = [a, +oof.
1. On a les équivalences
a>=sup {(Ni):1<i<d]}
si et seulement si il existe N e N avec N\(i)e N et
(A, v, A, N) = sup {NN({):1 <i<d}
si et seulement si pour tout Ne N avec NN\(I)e N on a

I(A,v, A, N) = sup {N\({):1<i<d]}.
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2. Si
azsup (Ni):1<i<d}

alors

(a) l(Ay v, A, N) = |_Na_] (eﬂ posant © = L(X)_] ),
(b) a= lim N"'(A,v,A,N), '

N-o .

(¢) Pour (i,j) < (l,b(l)) l’algorithme de B.1.3. défini par (A,v,A,N)
est la restriction a X(0,0) = Spec (R[t]1/J) et a ses transformés stricts
X(i,j) de la suite d’éclatements combinatoires définis en A.3. pour
Z(0, 0) = Spec R[¢],

s=(u,y),
ai)=N\I), 1<i<d;
a(j) = N, d+1<j<g=r+d,

(d) Fixons N, posons
(e, B) = sup (6(4, v, A, N)),

A’ = (N/ | Na | ))A forme linéaire sur R?, alors pour tout ye A = R/J,
ona

Up,u,y(&) = sup (M/ | Na] :t™"g e T (X(c, B))}

ou I'(X(«, B)) est I’anneau de fonctions de X(a, 3). De plus, I’applica-
tion de grA,’u’y(A) vers I’anneau de fonctions de E(a, ) donné par
in,., y(g) — ¢t~ Mg est un isomorphisme d’anneaux.

B.2.3. Rappelons que si A’ est une forme linéaire sur R? & coefficients stric-
tement positifs, (4, y) étant fixé, on définit

vy, WPYE) = |E| + N(D).

Montrons que B.2.2.2.d est une conséquence des autres résultats su théore-
me B.2.2.
Puisque @ > sup {A\(#):1 <i<d}, par B.2.2.1,,0on a

N(D) + |E| = | Na| ~'(NA(D) + N|E|) = | Na| ~'L(a, B)(D, E)
ot L(a, B) est le forme linéaire sur R?*” de coefficients
a(i) =N\(i), 1<i<d; a(j)=N, d+1<j<qg=r+d.

Alors B.2.2.c et A.4 appliqués avec L = L(«, 8) et s = (u,y) nous donnent
B.2.2.d.
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B.2.4. Pour montrer les autres assertions de B.2.2., nous avons besoin de
quelques notations.

Pour tout (i,/), 1 <i<!+1,1<j<b() (¢f B.1.2), on note L(i, j, A, N)
ou plus simplement L(i,j) la forme linéaire

IO LEGHEA), ..., x(@) = aD)x(1) + -+ - + x(@) + - -
+ bla() — D) - 1) + - - + x(q))
+ (b(a() — 1) + (@) + - - - + x(g)).

Pour simplifier, on pose
2 h(i,j) = a(e@) — 1) +Jj
ce qui, par définition de a(i) (¢f. B.1.2) donne

©) h(i,j) = # {(a, b:1<a<i+1,1<b<b),(a, b)li(i,j)}

Alors, pour i >/ + 1, (1) devient

@ LU+ 1LHx®D), ..., x(q) = NAX(), ..., x(9)
+h(+ 1,7)0d + 1) + - - - + x(9)).

Lemme B.2.5. Soit
X =((),...,x(d),x(d+1),...,x(q)) e R
avec
1) x(D+---+x(g)>1 et xd+1+---+x(g)<1.
Alors la suite
v, ) )X) = LG, ))(X) - hG,j), (/) €8&(A, N, )

est d’abord strictement croissante, puis éventuellement stationnaire, puis
strictement décroissante.

PrREUVE. Par B.2.4 (1)(2), on a
v, )X) = a()(1) + - - - +x(@) — 1) + - -
+ bla(i) - D@ - D+ ---+x(g) — 1)
+ (bla@@) = 1) + ))x(@(@) + - - - + x(g) — 1)
v, ))X) — v((,)-)X) = x(a(@) + -+ - + x(g) — 1,
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ou (i,j)- est I’élément de &(A, N, ) qui précede (i,j) pour ’ordre lexico-
graphique.

On constate qu’on a croissance stricte de v(i, j)(X) tant que x(c(i)) + - - - +
x(g) > 1, ce qui se réalise au moins pour / = 1 et qu’on a décroissance stricte
dés que x(a(i)) + - - - + x(q) < 1, ce qui se réalisera pour i > d.

Lemme B.2.6. Reprenons les notations de B.2.1. Notons M [’idéal maximal
de R.

1. Si A(fiu;y) = &, pour tout k, 1 < k < m et pour tout (i,j) € &(A, N, ©),
ona

Vi jyouy (i) = nORG, j) = 0,
ou
n(k) = OrdM(fk)s Clz((f‘);')(’l.l;l'l(fk) € C[Y]’ L Yr]’

. i
ou Y,= clL(’,.’Jj),u’y(ya), I<a<r.

2. Si A(fsu;y) # O alors il existe (o', B') e &(A, N, ), (o',8)=(,1) et
B < oo tel que

(G,J) <(a',B) implique v, .\, (fi) — n(k)hG,j) =0, 1<k<m,
(,J) < (', B) implique cl}$ND (fi)eClYy, ..., Y],
(o',8)<(@,Jj)  impliqgue v, ; , (fi) — nk)h(i,j)<O.

B.2.6.1. Développons f;, 1l < k< m

(1) fk = Z )‘c,kyc + Z )\D E kyEquOd (y)l+n(k)
lel = ntk) |El<ntk)y 777

A,k €Clu,y} ou Cllu, yl], )\D,E‘k € C{u,y} ou C[[u, y]], avec A\,  nul our
inversible, )\D, Ek nul ou inversible, avec, par définition de A(f; u;y)

Mp. g« #0 implique (n(k) — |E|)”'DeA(f; u; y).

Si A(f; u;¥) = (& alors tous les \, .., sont nuls et la premiére assertion est
claire.

B.2.6.2. Pour tout D, E, k avec )\D‘E’k # 0, on applique B.2.5 pour

X = n(k)”" (D, E).

vy, (VFuP) = |E| + |D|
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et, par définition des données distinguées, on a

(2) lnM(fk) = Z 5 Xc,k Yc’ )‘c,k = inM)‘r:,k

le] = n(
donc Ura, 0,u,yMp g, YEuP) — n(k) x 1> 0,
Ve iy, u,y(fi) = n(k).
De plus, pour (i,j) € &(A, N, o), ona vy, ;) , (Y) = |c|h(, j), les variations
de v(i,j)[n(k)~ (D, E)] donnés en B.2.5. montrent la deuxieéme assertion.
Lemme B.2.7. Avec les hypothéses et notations de B.2.2. et B.2.6., on a les
assertions suivantes, en posant
(o, B) = sup &(A4, v, A, N).
1. (a,8) = (&, B") =sup &, v, A,N) si A(J;u) # J,
(@, B) = (a(!), ) si A u) = Q.
2. De plus, pour tour (i,j) < (¢, B'), on a
(@ X(,J) = Spec[R(,))/J,))] ou
R(,J) = RIt,5;7D, . Saqy— 18OV, 5,0t THED, L st 7 HED),
JGi,J) = (fit "D 1 < k < m),
S=(SseeesS) = (U oo s Ugy V152505 VD)

(b) E(G,j) =V + JG,J) C Z(,j) = Spec R(, ).
() pour1<r<i+1,

V:(i,J) = VUG, J) + (5,0, /), a € 1))

~

ou

S(isj): = (Sl(i’j)! e asq(i’j))
_ _ o i i —hG,j
= (Slt a(l), ey scx(i)- lt (@) D,Sa(i)t h(l'j), e ,Sqt ¢ J)),

(d) x(i,J) est le point fermé de Z(i, j) de paramétres (t, s,(i,j), 1 < a < q).
(e D(,J) = V(s,(i,j), 1 Sa<q).
(f) ord,q, j,(fit " "®ED) = n(k),

ingg j,(JG, J)) = ing j) (fit "®MED 1 < k< m).
3. Pour (i,j)< (¢',B"), on a

(@) Orde(i,j)(fkt_n(k)h(i'j)) = n(k),
ins(i,j)(J(isj)) = ine(i,j)(fk(i,j)),
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4. Pour (i,j) < (&', 8"

(a) siona
(1) pourtout k, 1<k<m, cdiPWD (f)eCly,,..., Y],
ou
Y =cljd  ve» 1<asr,
alors

TG,j) = VUt yit "D, .y~ heD),
Y(,J) = V(t, 5, J); a(k) > hGi, j).

(b) Si on n’a pas (1) pour (i,)), alors T(i,j) = &.

B.2.7.1. Remarquons que, pour i = 1, on a A(i,j) = j, on déduit de B.2.7
3.(c) que les éclatements

X(0,0) <« X(1,1) « - - - < X(1, a(1))

sont centrés en les {x(1,/)}, 0<j<a(l) - 1.

B.2.7.2. Montrons que B.2.7 termine la preuve de B.2.2. Remarquons
d’abord que pour A(i,j) = sup {N\(@):1 <i<d}, c’est-a-dire, pour (i,j) =
(4, b(7)), on a

L(i,j)D, E) = NA(D) + h(i,/)|E|,
d’ou
0)) UL(,-,j),u,y(yEuD) — n(k)h(i,j) = NAD) + h(i,j)(|E| — n(k)).

Or, par définition de a = inf { A(A(f; #; ¥))} dans le dévelopement de f;, on
a pour A\, p, # 0 avec A(D) > a(n(k) - |E|),

) Vi pyony (Y EUP) = nQORG,J) > (Na — h(i, ))nk) — |E])

avec égalité pour au moins un (D, E, k).
Donc, si a < sup {\(i)}, on a Na < h(i, j), d’ou en appliquant (2), pour au
moins un n(k), on a

Vs, iy uy i) — 0, j) <0,
d’ou

a <sup (A7)} implique ((/, b()) > (e, B)).
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Réciproquement, si a > sup {\(i)}, d’aprés (2),

Vr iy, uy(fi) = MUORG,j) 20 pour (i, j) < Na,
donc en ce cas

I(A,v, A, N) = h(l, b(I)) = sup {NN(i):1 <i<d}

ce qui prouve B.2.2.1.
Si a > sup {\(i):1 <i<d}, alors on remarque que (2) implique

(a, B) = sup {(;,)): h(i,j) < Na},

comme h(a, 8) = I(4, v, A, N), B.2.2. 1.(a) est clair et il implique B.2.2. 2.(b).
Quant a B.2.2. 2.(c), c’est une conséquence de B.2.7. 2.(@). On a déja vu
(B.2.3) que B.2.2. 2.(d) est une conséquence des autres assertions de B.2.2.

B.2.7.3. Remarquons que la condition (1) de B.2.7 est vérifiée pour
G,J) < (&', B"), en effet, d’apres B.2.5 appliqué a X = n(k)~ (D, E), pour
G,J) < (@', 8 vy jy. ., (¥EUP) > n(kAG, j) pour tout (D, E) tel qu'un )y, 5
# 0.

B.2.8. Prouvons B.2.7.
Nous allons d’abord prouver 2,3 et 4 par récurrence sur (i, j), ce qui entrai-
nera ’existence de H(i,j) pour (i,j) < (a’, 8’). On prouvera ensuite 1.

B.2.9. Supposons 2, 3 et 4 vérifiés a I’étage (i, j) et prouvons 2, 3 et 4 a ’éta-
ge ((4,0)+) si ((,))+) < (', B), et 2 et 4 si ((,/)+) = (¢, B'). Remarquons
qu’on a

D Sy = 20 New¥(, )

lel = nk)
.. .. ij — n(oOhG. j .. k
+ IEIZ(k) Np, 5, 1 (i ))Eu(, j)PHED@EY = nORGD mod (i, j))' O,
<n

1<k<m, (1,1) <)) Aok €t Ny g €tant définis en B.2.6.1 (1).
Par B.2.7. 2.(f) (i, ), x(i, j) est un point proche de x(0, 0), de plus, on voit
que in,; ;,(f(, /) €C[Yy, ..., Y,], donc W((i,j)-), le transformé strict de

w(0,0) = V(»,...,¥) CZ(0,0)

épouse X(i,j) en x(i,j) [6, (3.9)], donc x(i,j) est trés proche de x(0,0) et
(f@,j),u(i,)),y(i,J)) est une donnée distinguée de J(i,j). Si (},j) < (&', B'),
alors par 3(i,j), Y(i, /) est permis pour X(i, j) en x(i, j) (rappelons qu’on a (1)
pour (i,j) d’aprés B.2.7.3).
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Effectuons I’éclatement #(i, j): X((i,j)+) — X(i,j) le long de Y(i,j). Les
reégles usuelles de calcul des transformées stricts nous donnent 2.(a)(b)(c)(d)(e)
pour ((Z,j)+). On obtient 2.(f) en regardant ’expression de fi((i,/)+).

Maintenant, remarquons que, si on a (1) en ((i, j)+ ) alors, pour tout D, E, k
avec Ap g, # 0,

L((G,J)+ (B, E) = h(G, )+ n(k) > 0
LG, J)YB,E)+ by + -+ by + |E| — h((i,j)+)n(k) >0
ou k' =inf {x: a(x) > h((i,j)+)} or hA((i,/)+) =1+ h(i,j), d’ou
LG, j)B,E) — h(i,j)nk) + bg- + - - - + by + |E| > n(k)
on remarque que
Q) ord.g, ;,(®y*) = L(i,j)(B, E).
L(i, j)(B, E) — h(i,j)n(k) + by + - - - + by + |E|
= L((;,/)+)(B, E) — h((i,/)+)n(k) + n(k).
donc
ing, j(fe(, ) €KYy, ..., Y,
Y, =ing,;(5.(,/), 1<a<r,
ou K est le corps résiduel de (i, j), donc

T,

X(@i,J), €, J)

SVIY,,..., Y]

mais par semi-continuité de dim 7,  — dim O, ;, . le long de la strate de
Samuel [5, 1.5.3.3.(9)] on a égalité. Alors, 7((i,j)+) étant le point au-dessus
de (i, /) qui correspond au point générique de Proj.;, j)(TX(,., Pedi, j)), 4.(a) (i,))
est clair.

Prouvons 4.(b) (i,j). Si on n’a pas B.2.7 (1) alors par (2) on a

ins(i,j)(fk(i’j)) EK[T’ Yla ) Yr]
ﬁEK[Yn ] Yr]

ouT= ine(i’j)(t).
Alors W(i,j) n’épouse pas X(i,/) en €(i,j) [6, (3.9)] et
Ty iy eip= V(T Y, .., Y)

et le point de X((/,j)+) qui correspond au point générique de

Projei, jy Ty, jy, e, jy)
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est sur le transformé strict' de E(i, ), donc pas dans X((i,/)+), ce qui prouve
4.(b) ((i,j)+). Maintenant, prouvons 3 a I’étage ((i,j)+), dans le cas ou
((7,/)+) < (a',B"). Par (2), pour tout (D, E, k) tel que )\D,E,k #0,

ord.. ;) )uDyEtL((i.j)+ YD, E) — n(k)h(G,))+)

= L(((,/)+)+)D; E) — h(((i, J)+)+)In(k) + n(k).
Or (((G,7)+)+) < (a’,B"), donc, par définition de (a’, 3") (¢f. B.2.6), et par
B.2.5., on a ord, j, ) (fi(5,/)+)) = n(k).

B.2.10. Prouvons 1. Il n’y a plus qu’a montrer que I’algorithme s’arréte en
(@', B).
Si on n’a pas B.2.7 (1) en («’, 8’) alors par B.2.7. 4.(b) déja prouvé,

T',B)=Y,B)=O e OC(',B)=F.
Si on a B.2.7 (1) en (o, B'), il existe k, 1 < k < m tel que
ord, o, g (fr (', B) < n(k).

Alors par [9, Ch. III, Sect. 4, Lemma 14], e(a’, 3') n’est pas dans la strate
de Samuel de x(a', B8'), donc n’est pas permis et OC(a’, 8') = F.

B.3. Comment se ramener a un algorithme fini

B.3.1. Soit (4, v, A) vérifiant la condition (), soit a = inf A(A(J; u)). Le
théoréme B.2.2 nous permet de calculer @ par un passage a la limite car
a =lim(L(A4,v,A,N)/N).

Cepedant par B.2.2., pour les entiers N tels que Nae N, on a

a=1A,v,A\,N)/N.
Gréce a la proposition suivante, on peut aussi déterminer @ en testant seule-
ment un nombre fini de valeurs de N.
Proposition B.3.2. Soit N tel que N\(i) soit entier pour 1 < i< d. Soit
(o, 8) =sup &(A, v, A, N)

(I’indice qui correspond au sommet de I’arbre). Les conditions suivantes sont
équivalentes.

(i) a=1(4,v,A,N)/N.
(ii) 1l n’y a pas d’isomorphisme entre E(c, ) et C,(X) qui envoie x(c, B) sur
le sommet de C,(X).
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Lemme B.3.2.1.

(i) Pour tout couple (i,j) € 8(A,v, A,N), (i,j) # (0, 0) avec h(i,j) < Na, il y
a un isomorphisme entre E(i, j) et C,(X), I’image de x(i, j) étant le som-
met de C,(X).

(ii) Si, pour (o, B) = sup &(A4, v, A, N) on a h(a,B) = Na, alors il n’y a pas
d’isomorphisme entre E(a, 8) et C(X) tel que I’image de x(«, ) est le
sommet de C.(X).

B.3.2.2. Montrons que ce lemme implique B.4.2. L’implication (i) = (ii) de
la proposition est une conséquence de B.4.2.1. (ii)). Par B.2.2.,, on a
I(A,v,A,N) = | Na], ce qui s’écrit aussi h(a, 3) = | Na] . Donc, si B.3.2.
(ii) est vrai, par B.3.2.1 (i), c’est que A(c, 8) = Na et donc A(e, 8) = Na, ce qui
est B.3.2.(i). Il n’y a plus qu’a prouver le lemme.

B.3.3. Prouvons (i). Choisissons (R, f, u, y) tel que (f, u, y) est une donnée
distinguée pour R/J = A. Alors nous pouvons appliquer B.2.7. et donc pour

(6,)) < (@, B)
1 E(i,j) = Spec [R(i, /)/ () + (fit"®"¢D), 1 < k < m].
Par B.2.9. (1) on a

I A A T RS ()
)

lel =n(

+ Z )‘D,E, ky(i,j)Eu(i,j)EtL(i’j)(D’E) - h(,j)n(k)
|E| < n(k)
-mod (¥, G, /), - - - » ¥, /N "®

et Ap, ex?0 implique A(D) > a(n(k) — |E|) puisque A(x) = a est I’équation
d’un c6té de A(J;u). D’apres les variations de L(i,j)(D, E) — h(i, j)n(k)
décrites en B.2.9, pour (i,j) < (o, 8), on a

3) L(i,j)(D,E) — h(i,j)n(k) >0 pour X\, o 0.
Pour i = a, on remarque que, par définition de L(i, ), on a
L(a, j)(D, E) = NA(D) + h(a, j)|E]|.
Or A(D) > a(n(k) — |E|) d’ou
(4)  NAD) + h(a, J)|E| = h(e, jIn(k) = (Na — h(e, j))(n(k) — |E]) 2 0

avec positivité stricte si A(c, j) < Na ou si A(D) > a(n(k) — |E|). De (3) et (4),
on déduit que si A, j) < Na
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(5) St T"ORED = HT N, ¥, j) mod (2).
k)

lel = n(
Maintenant, remarquons que
(6)  Ci(X) = Spec[(R/M)[i, 71/iny, ()] ou @ =iny ), J=in,(y).
Par (1) et (5) on a un isomorphisme
R/M)l@, y1/in,,(f) = T(EGC, /)
u = in,,(u) = u(i,j) mod (¢, (i, )

y = in,,(y) — y(i,j) mod (¢, f(i, }))
NeR/M - \mod (¢, f(i,))).

B.3.4. Prouvons (ii). D’apres (4) et puisque A(c, 8) = Na, on a

@) St OO = S (e, B)
le] =n)
+ 20 Np g e, B)Fu(e, )P mod (7)
(D,E)e&
ou

& = {(D, E)|AD) = a(n(k) - |E|)}
= {(D, E)|L(e, B)(D, E) = n(k)h(c, B)} .

Posons g = fit~"®*® P mod (tR(«, B)), g« € R(e, B)/tR(a, B), 1 < k < m,
i = u(a, B) mod (tR(a, B))
7 = y(e, B) mod (tR(, B)).
Supposons que I’on ait un isomorphisme
0: (R/M)[a, 31/in,,(f) = T'(C(X)) = (R/M)I4, 71/ (F) = T(E(e, B))

envoyant I’idéal (iZ, ¥) sur I’idéal (&, 7).
Un tel isomorphisme respecte les directrices des cOnes tangents aux points
w et x(c, B) correspondants aux idéaux (#,y) et (4, ¥). On a donc

0(7) = ,(D) + ¢;@,9), 1<j<r
ou lj est une forme linéaire et.<pj(zi, ¥) e (i, 7)?, on a donc

® 8= 21 A (ll(P)+ @@ PN,
el = n(k)

or par B.2.2.c, g, est la forme initiale de f; pour la graduation définie par
(NA, u,y) (ou (A, u, y), le fait de changer A en NA ne modifie pas le gradué)
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et (8) veut dire que le c6té d’équation A(x) = a de A(f; u;y) est soluble [8,
(3,9)], c’est-a-dire que A(f; u; y) n’est pas minimal, ce qui contredit B.2.1 (2),
donc 0 n’existe pas. Q.E.D.

C. LE PREMIER COTE EST DETERMINE PAR LA
SEULE DONNEE DE A4 = R/J
Le premier coté de A(J; u) est le c6té d’équation
x(1) + -+« + x(d) = 6(J; u)

c’est-a-dire que tous nos A(i) sont égaux a 1. Ce cOté satisfait a (*) puisque
8(J;u)>1 (¢f. [7, p. 3]).
L’ensemble &(A, N, «) de B.1.2. se réduit a

E(A, N, ) ={(0,0)}U{(L,j):1</<SN}U{@2,)):1</}.
Pouri=1, 1 <j< N -1, I’éclatement
w(i,J): X((G,4)+) = X, J)

est I’éclatement centré en Y(i,j) = {x(i,j)} (B.2.7. 1.).

Pouri=2,1<j,ona YQ2,j)=TQ,Jj) (B.1.4).

Bref, pour définir Y(i, ), il n’y a nul besoin de V.(i, j). Dans ce cas particu-
lier, la connaissance de V.(i,j) est superflue pour construire I’algorithme de
B.1.3, or les v; ne servent qu’a définir V.(i,j), donc ils sont inutiles pour con-
naitre le premier cGté.

D. LES AUTRES COTES
D.1. Soit A une forme linéaire sur R? a coefficients rationnels strictement
positifs

Ax(), ..., x(d)) = N\Dx(1) + - - - + NMd)x(d).

(A4, v) étant donné (B.1.1), supposons que ’algorithme de B nous dise que
le c6té du polyeédre A(J; u) associé & A pour R, J, u satisfaisant a (B.2) ne véri-
fie pas la condition (*) c’est-a-dire que

AlA(J; w)] = [e(J, u, A), +o[
avec

c(J,u,A) < Sup {Ni):1<i<d}.
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Choisissons alors M e N* tel que MN\(i) e N*, 1 <i < d. Posons

Sua = ZIT, X, ..., X,
Sya =T, X, T-™D, ., X, T~ MA@,

Bien slir A[f] est une S,,, -algébre par
T—-t, X,—v;, 1<i<d,
et R[?] est aussi une §,,, -algébre par
T-t X, —u, 1<i<d.
On a, en omettant d’écrire les indices MA

Alt] @? S = Alt, vt~ MMy MMy

not¢ 4,,, ,

R[t] @s@ S’ = R[t,ut MMyt MND)

noté R,,, .
On a la suite exacte

JIEI®S 2 RIII®S' 2 A1 ® S —0.
s s s

Ce qui implique que le noyau du morphisme surjectif R,,, —A,,, est
JRIt, uy MOyt MM D poté T,

Soit (f,u,y) tel que f est une base standard de J totalement préparée
relativement & (u, y) [8, Section 4]. Ce qui implique que A(f; u;y) = A(J; u).
(Par exemple on peut prendre (f, #,y) donnée distinguée).

En reprenant les notations de B, on a

fk = Z)\c,kyc + Z)\D,E,kyEquOd (y)l * i
— Z)\c,kyc + Z)\D,E’kyEurDtMA(D) mod (y)l + n(k)

ou u}=u;t~ M 1 <igd.

Pour tout triplet (D, E, k), définissons weR% par D = (n(k) — |E|)w.
Alors, on a dans R%*!, (D, My (D)) = (n(k) — |E|)(w, MA(w)).

On en déduit que, pour tout sommet s de A(f; #', £; ), il existe un sommet
w de A(J; u) tel que s = (w, MA(w)).

D.2. Montrons que (f; u’, £; y) est une donnée distinguée pour R,,, , J,,, -
En fait, le seul point difficile est de montrer que les formes initiales de f
relativement & 9N’ engendrent gry,.(J,,, ), ou M’ est le maximal de R, .
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Pour tout (D,E,c)e R, X R, X R,
yEthc — yEurDtc+MA(D),
donc ordg, (y*uPt) = |E| + |D| + ¢ + Ma (D). Soit L la forme linéaire sur

R'*? donnée par L(D,¢) = ¢ + |D| + MA(D), alors on a v, , , (f) = n(),
1<i<metpar [8, (2-21d)],

6] inL,y,u,t(J) = inL,y,u,t(f) - grL,y,u,t(R).

Soit g€ J,,, pour ne N assez grand, t"g € JR[t], donc par (1),
m
t"g = -21 ai) fi,
1=

v (a@) + v, (f) = v, (t"9),
a(i) e R[1].
On en déduit que
T gy (&) = gy (£"8) = 25 ingy.(a(i)) ingg. (f)

i=1

On en déduit le résultat par le fait que R, est une algebre de polyndmes en ¢.

D.3. On déduit de D.2 que
A(fiu's559) = AUy 55 U)-
Soit A’ la forme linéaire sur R!*¢ donnée par
A'(x(0), x(1), . .., x(d)) = (M + 1)~ '[x(0) + A(x(1), ..., x(d))].
On a
N[AW gy s u)] = NAS v, 5 9)] = [eJ, u, A), +ool.
Si on prend M suffisamment grand, c’est-a-dire tel que
M+ 1) "N <l u,N), 1<i<d,

le cOté de A(Jyy s u', t) défini par A’ vérifie (x). D’ou

inf A'[A(Jyp 0’5 0)] = (M + 1)e(J, u, A) = lim N~ II(AMA , (', t),AN,N)
N-o

ce qui nous donne une expression de c(J, u, A) déterminée par (A4, v) unique-
ment.
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Maintenant, on remarque que

8y u (A =gry Ay, o (T =1,

et pour tout ge A C 4,,,, on a

ordA’v(g) = ordA,, »(8)-

Ainsi (4, v) nous permet de construire A,,, grice auquel on peut
reconstituer la filtration associée a (R, J, A, u, y).
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