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Résumé

On construit deux bases inconditionnelles de L?(R) adaptées a 1’étude de I’in-
tégrale de Cauchy sur une courbe corde-arc, et on étend la construction a
L*(R%. Cela permet de donner une preuve simple du «Théoréme T(b)» de
G. David, J. L. Journé et S. Semmes. Un espace de Hardy a poids H },(IR“') est
défini et caractérisé par les bases précédentes. Enfin, on applique ces méthodes
a I’étude du potentiel de double couche sur une surface lipschitzienne.

Introduction

Soit T un opérateur linéaire continu de D(R?) dans D'(R%).

Un des moyens que nous donne I’analyse fonctionnelle pour tester la conti-
nuité sur L2(RY) de cet opérateur est de disposer d’une famille dénombrable
de fonctions f,, A€ A, formant une base inconditionnelle de L*(R% (on dit
aussi base de Riesz). Tadmet alors une extension continue a L*(R%) si, et seule-
ment si, la matrice M de ’opérateur T sur la base précédente est bornée sur
I*(A).
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Notre programme de travail est I’étude de certains opérateurs linéaires dits
de Calderén-Zygmund a I’aide de cette remarque. (Nous rappelons leur défi-
nition ci-apreés.)

L’essentiel de notre tdche consiste alors a construire une base incondi-
tionnelle de L*(R?% qui soit adaptée a ces opérateurs (Théoréme 1): ce se-
ra une base d’ondelettes possédant une propriété de compensation particu-
liere.

Ainsi, nous pouvons redémontrer simplement le Théoréme 7(b) de David,
Journé et Semmes [DJS] dans le cas pseudo-accrétif (Théoréme 4), et étudier
des algebres d’opérateurs de Calderdn-Zygmund, isomorphes a celle étudiée
par Lemarié [L] et contenant la valeur principale de Cauchy sur les courbes
corde-arc (Théoréme 5).

Dans [T], ’un des auteurs a réalisé ce programme pour démontrer la conti-
nuité L? de ’opérateur de Cauchy sur les graphes lipschitziens (théoréme de
Coifman, McIntosh et Meyer [CMM]). Notre travail en est le prolongement
au cas «corde-arc».

Il n’en est pas pour autant une extension immédiate, et sans doute quelques
mots d’explication, quoique nécessairement vagues, sont opportuns. Il y a
deux grandes étapes dans 1’élaboration des bases d’ondelettes dont nous avons
besoin: d’abord leur construction, ensuite la preuve qu’il s’agit bien de bases
inconditionnelles de L?(R?), et non pas seulement de familles completes, par
exemple. Cette derniére étape, dans [T], contient tous les arguments d’analyse
réelle (en particulier I’emploi des mesures de Carleson) réputés indispensables
a la preuve du théoréme de Coifman, McIntosh et Meyer. Elle est inchangée
dans le présent article.

En revanche, c’est dans la premiére étape, due en fait a Meyer et Lema-
rié dans le cas lipschitzien, et qui ne repose que sur des arguments de nature
hilbertienne, que nous avons di introduire une idée supplémentaire, qui re-
vient a tenir compte de facon beaucoup plus forte de la géométrie du pro-
bléme. Des explications plus détaillées sont bien siir données dans le corps de
Particle.

Nous concluons ce travail avec deux applications du résultat fondamental:

1. Nous définissons dans le cas corde-arc un espace H(RR?), substitut a 1’es-
pace atomique H'(R?) de Stein et Weiss utilisé classiquement (Théo-
réme 6);

2. Gréce au calcul dans les algébres de Clifford, nous montrons comment
étudier le potentiel de double couche sur une surface lipschitzienne avec
les idées précédentes.

Le contenu de ce travail se trouve dans la thése de doctorat de I’un des
auteurs [Al]. Nous tenons a remercier S. Jaffard et Y. Meyer de nous avoir
communiqué certaines de leurs idées.
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1. Définitions et enoncé du théoréme fondamental

(1) Opérateurs d’intégrales singuliéres

Nous précisons ici la classe d’opérateurs que nous allons étudier. Soit 2 C
R x R? ’ensemble des couples (x, y) € R? x R? tels que x # .

Définition 1. Soit 6 €10,1]1. Un noyau 6-standard est une fonction continue
K(x, y) sur Q verifiant les propriétés suivantes: il existe une constante C = 0
telle que

(i) Pour tout (x,y)eQ |K(x,»)| < Cl|x —y| 7%

1
(ii) Pour (x,y)€Q et he R? avec |h| < 5|x—y|

é
|K(x + h,y) — K(x, )| < Clx - y| ‘d<—ﬂ—> ,
Ix — ¥

1
(iii) Pour (x,y)eQ, et he R? avec |h| < Elx -y,

&
|K(x,y + h) — K, )] < Clx = | —d(ﬁ%i_) .

Définition 2.  Soient b, et b, deux fonctions bornées sur R? et § € 10, 1]. Nous
désignerons par F(6, b,, b,) I’espace vectoriel des opérateur linéaires continus
T de D(R®) dans D'(R%), dont le noyau distribution S(x,y), restreint & Q,
s’écrit by,(X)K(x, y)b,(»), K étant é-standard, et tel que

(Te.f> = [, naf OB K(x, 1)y (9)g(9) dy dx

Rd x Rd

pour tout couple de fonctions f, g € D(R?) a supports disjoints.

David-Journé-Semmes [DJS] ont donné des conditions nécessaires et suffi-
santes pour que de tels opérateurs admettent une extension continue a L*(R%)
et des conditions presque optimales sur les fonctions b, et b, pour que ce résul-
tat s’applique. Nous utiliserons une notion un peu plus forte dite de pseudo-
accrétivité.

Soit Q@ I’ensemble des cubes dyadiques

Qix={x:2x —kel0,11Y), jez, keZ’

Définition 3. Soit b une fonction bornée sur R%, ainsi que son inverse. On
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dit que b est pseudoaccrétive (de constante 6, > 0) s’il existe 6, > 0 telle que
@) pour tout QeQ,  |myb| >,
mQ(b) désignant
—1— j b(x) dx,
10l Jo

dx étant la mesure de Lebesgue sur R°.

Voici ’exemple historique qui motive les définitions précédentes.

Soit I" une courbe simple du plan complexe orientée et passant par 1’in-
fini. On suppose I' rectifiable et ’on note x = z(x) une paramétrisation par
longueur d’arc de I'. On dit que I" est corde-arc s’il existe un &, > 0 tel que

) pour tout (x,»)eR?,  §olx — ¥ < |z(¥) — z()| < |x — ¥].

La fonction z(x) admet une dérivée presque partout et z'(x) vérifie alors la con-
dition (4) pour tout intervalle réel I: z’ est pseudoaccrétive.

Comme exemple de telles courbes, on peut citer une courbe lipschitzienne
ou une spirale logarithmique.

Maintenant, écrivons I’opérateur de Cauchy associé a la courbe I':

l 7
si feDR),  Tpf() =v.p.— L o (_%f(y)dy,

cette valeur principale ayant un sens grace a (5).
Il est immédiat de constater que Tp. € F(1, 1,2).

Définition 4. T e F(5, 1, 1) est dit de Calderon-Zygmund quand T est conti-
nu sur L*(R%).

(2) b-vaguelettes

On désigne par b une fonction bornée. On pose w, (x) = (1 + |x[) =47 pour
xeRyet p>0.

Définition 5. Soit re]0, 1]. On appelle famille de b-vaguelettes r-régulie-
res toute famille de fonctions (BQ) indexée par les cubes dyadiques et veéri-
fiant

6 vn>0 3C,>0,
6,0 < C, 27w, (27x — k)



Basies D’ONDELETTES SUR LES COURBES CORDE-ARC 143

pour Q= Q; ; et xe R,

7 vp>0 3C, 20 V(r,x)eR’, vQeQ, Q=Qj,,
|6p() — 05| < C,2¢* ¥ |x — x'|"(w, (2%x — k) + w,(2/x" ~ k)
8) vQeQ, | b)) dx =0.

On dira que la famille (BQ) est une famille de b-molécules de régularité r si,
(8) étant verifiée, (6) et (7) sont seulement satisfaites avec n =r.

Remarque. Dans le cas des b-molécules r-réguliéres, (7) peut étre remplacée
par (9):

9 v5€l0,1,
|60(0) = 8(x)| < C2C* ¥ P|x — x'|(w,(27x — k) + w,(2)x" — k).

La raison de ce double formalisme est que pour la construction qui va suivre,
nous aurons besoin d’estimations «a décroissance rapide» donc de b-vague-
lettes, tandis que les propriétés des b-molécules nous suffiront pour étudier
les opérateurs de la classe introduite ci-dessus.

On pose maintenant

B(f,8) = |, f()b(X)g dx pour f,geL*(RY).

Théoréme 1. Soit b une fonction pseudoaccrétive. Il existe un re€]0, 1[, un
ensemble fini A de cardinal 2% — 1 et, pour chaque \ € A, deux familles (0, Q)
et (5)\,9) de b-vaguelettes r-réguliéres telles que

10 vfel’®) [ |fwdx~ BT8P ~ D3 BG, oML
) Wel® 7= %}B( EANPPEDY %B(é‘x, oy o

(12) YO\ €A, V(Q,0)e0% B, o0y o) = 1000

ou 6 désigne le symbole de Kronecker.

En d’autres termes, les collections de fonctions (Bx, Q) et (01, Q) forment deux
bases inconditionnelles de L*(R?) bi-orthogonales pour la forme bilinéaire B.

La démonstration de ce théoréme s’organisera comme suit. Nous nous pla-
cerons constamment en dimension 1, le cas de la dimension d étant traité dans
la partie 6. Dans la partie 2, nous démontrerons deux séries de Lemmes abs-
traits. Nous élaborerons dans la partie 3 une analyse multirésolution de L%(R%)
adéquate. Les lemmes abstraits seront appliqués dans la partie suivante pour



144 P. AUSCHER ET PH. TCHAMITCHIAN

construire les deux familles de b-vaguelettes vérifiant (12). Nous en termine-
rons dans la partie 5 en montrant les propriétés (10) et (11).

2. Lemmes abstraits

(1) Matrices a décroissance rapide

L’emploi de bases inconditionnelles conduit & remplacer les opérateurs par
leurs matrices infinies. Celles-ci appartiendront & une algébre de matrices que
nous décrivons.

Soit (7, d) un espace métrique vérifiant les deux propriétés suivantes:

(13) vt tYeT? t#t  ditt)>1.
(14) VR>1, vreT Card{t:d(t,7) <R} <CR’

ou C et » ne dépendent que de 7 (T est donc nécessairement dénombrable).
Soit M P’espace vectoriel des matrices complexes infinies «(z,t’), te T,
t'e T telles que sup, .. |a(t, )| < oo.
Soit M, le sous-espace vectoriel de N constitué des matrices M = (a(z, ')
telles que

(15) VNeN* 31C, >0 let, )| < C\(1 + d(t, )N,
Le résultat suivant est dii a S. Jaffard et Y. Meyer (non publié).

Lemme 1.

(i) M, est une sous-algébre de LI*(T)).
(ii) soit M e M, un isomorphisme de 1*(T) sur I*(T).

Alors M~ ' e, .

PREUVE.

(i) M, C L(*(T)) s’obtient par le lemme de Schur. Il s’agit de vérifier

sup D |e(t, t)| < oo
t t

et

sup > |a(t, t')| < co.
t t

Les deux inégalités se traitant de la méme fagon, nous examinons la
premiére.
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Soit ¢ arbitraire et N> 1 + v. D’apreés (13) et (14) il vient

SlaOl< % % a0

Jj=0 2i=<d(t,t)y<2/+1

< 2 Gy +2)~M27

jz0
<Cy 227" M< o,
j=z0
Soient M, et M, € M, . Montrons que M; M, € M,. Avec des notations
évidentes, les coefficients de M, M, s’écrivent

alt, 1) = Doy (2, oy (', 1).
<

Posons d(t,t") = 2R, alors, soit d(¢,t’) > R, soit d(¢', t") = R. Soit alors
N > 1+ ». En utilisant (15) et (14) il vient

lat, )] < Cy 221+ dt, )™M +d(@', t") ™

<CN( S A+dery N+ X (Hd(nt'»‘”)
d,t)=R

d(t,t)=R
-N
<Gy, 0+ Ry~ 7.

Soit 7€ T. Appelons X, Popérateur non borné défini sur IX(T) par
(c) — (d(t, 7)c,). Si M e M, nous désignons par [M, X,] le commutateur
MX, — X, M lorsqu’il a un sens. Ensuite, si M, € N, nous définissons une
suite de matrices par M, . ; , = [M, ,, X,] et M, ,= M,. On voit facile-
ment que

MyeM, < VYneN*, sup ||| M, ||| < o

ou |||M,, ||| est la norme d’opérateurs de M, , agissant sur /*(T). (Nous
adopterons cette notation par la suite.)

En effet, les coefficients de M, étant a(Z,?'), ceux de M, . s’écrivent
@', 7) — d(t, 1))"aft, t') et il suffit d’employer & nouveau le lemme de
Schur.

Supposons maintenant M, : [(T') — I*(T) inversible et posons 4, = M; *.
On a alors

Ar,r = Ao, Xl = —AoIMy, XJAg = =AM, Ay.

En utilisant les régles de calcul sur les commutateurs, il s’ensuit que 4, , ; ,
s’écrit comme une fonction polyndmiale de Ay, 4, ,,..., A4, » M; ., ...,
M, . dont les coefficients ne dépendent pas du choix de 7. Une simple
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récurrence montre que, si n > 1, A, , est opérateur borné sur I1*(T) dont
la norme est majorée uniformément en 7. Par conséquent A, € M, .

(2) Formes pseudoaccrétives.

Dans cette section, V et H désigneront deux espaces de Hilbert séparables
sur C.

Définition 6. Soit 3 une forme sesquilinaire continue sur V X V. Nous di-
rons que (3 est pseudoaccrétive sur V X V s’il existe une constante 6, > 0 telle
que l’on ait

(16) sup |B(v,v")| = 68y|v| pour tout veV,
lv'l=1

et

a7 sup |B(w,v)| =6, |v’'| pourtout v'eV.
vl =1

Adoptons dés a présent la notation suivante: si 8 est une forme sesquilinéaire
sur ¥ X V, on appellera 8* la forme adjointe donnée par:

B*(v, v') = B(V', v), v, v'evV.

Enfin les produits scalaires canoniques sur ¥ et sur H sont notés (s|+),,
(+|*)g ou plus simplement (+|s).

Démontrons maintenant plusieurs résultats sur les formes pseudoaccrétives.
Ceux-ci seront utilisés au cours de la partie 4.

Lemme 2. Soit (v,) une base inconditionnelle de V (t parcourant ’ensemble
T). Soit 3 une forme sesquilinéaire continue sur V X V et M la matrice infinie
de coefficients (v, v,), s, t € T. Alors (3 est pseudoaccrétive sur V X V si, et
seulement si M est inversible sur 1*(T).

Supposons maintenant 3 pseudoaccrétive sur V X V. Alors

@) M~ < Co;'!

ou C ne dépend que de la base (v,) et §, est la constante figurant dans (16)
et (17).
(ii) Appelons a(s, t) les coefficients de M~ et ¥, les vecteurs de V définis par

(18) b= Das, ), seT.

La famille (0) forme une base inconditionnelle de V telle que

19 B(Ds v,) =8, , pour tout s,teT.
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PREUVE. L’opérateur A: [*(T)— V défini par
AN =D \u, =0, A=) elXT),
t
est un isomorphisme de /%(T) sur V. Si (+|+) désigne le produit scalaire sur
IX(T), on a
B(v, v") = B(AN, AN) = (MN|N)) = (\\M*N).

La pseudoaccrétivité de 8 signifie alors que M et M* sont injectifs et d’image
fermée dans /%(T); c’est-a-dire que M est inversible sur /?(T’). Dans ce cas, on
obtient

MMl < Al 47186,

ce qui démontre (i).
Pour démontrer (ii), on commence par remarquer que (18) peut se réécrire

b, =AM~ '4"',.

AM™'A~! étant un isomorphisme de V sur lui-méme, les vecteurs (&) for-
ment une base inconditionnelle de V. On a ensuite

BT, v) = BAM ™ 'A Mo, v) = (A" "o | A7) = 6,
par définition de A4.

Lemme 3. Soient I: V— C une forme linéaire continue et 3 une forme
pseudoaccrétive sur V X V. Alors il existe un unique vecteur vye V tel que
I(v) = B(v, vy) pour tout ve V.

PrReUVE. Soit R I'unique opérateur linéaire continu sur ¥V défini par
(Rv|v") = B(v,v") v,v'eV.

Les conditions (16) et (17) impliquent I’inversibilité de R sur V. Le théoréme
de représentation de Riesz nous donne ensuite un unique vecteur wy e V tel
que /(v) = (v| w,) pout tout v € V. Posons alors vy = R*~ "W . Il est immédiat
de vérifier que v, convient.

Proposition 1.

(i) Supposons V C H. Soit 8 une forme pseudoaccrétive sur H X H dont la
restriction a V X V est encore pseudoaccrétive.
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Si nous introduisons
X={0eH:vve V,p(v,0) =0},

alors H est la somme directe de V et X.
Soient ensuite w,: H— X I’opérateur de projection sur X parallélement
a 'V, et W I’espace orthogonal a V dans H. Alors la restriction de «, a
W induit un isomorphisme de W sur X.
(ii) Supposons V muni d’une base inconditionnelle (v,) et appelons (0,) la
base construite dans le Lemme 2. Alors

(20) VheH, w,h)=h— 3,8*@n, b),.

(iii) Posons
X*={0*eH:vveV,[B(v,0%) = 0}.

En remplacant 3 par 3* on obtient les mémes résultats. De plus, la restric-
tion de B a X* X X satisfait des relations analogues a (16) et (17).

PREUVE.

(i) Le fait que H soit la somme directe de V et X est une conséquence facile
de la pseudoaccrétivité de 8 sur ¥ x V et du Lemme 3.
Montrons maintenant que w, est un isomorphisme de W sur X. Soit
0 € X, cherchons we W tel que 7, (w) = 6. Ecrivons pour cela § = v + w
ouveVet weW. Alors 0 = 7,(0) = 7, (v) + 7, (W) = 7, (w) par défini-
tion de m,. Ensuite, pour montrer que =, est injectif, on choisit we W
et ’on écrit

[wl?=w|w) = w|zw) < |w] [z,

la deuxiéme égalité provenant du fait que V et W sont orthogonaux.
Donc | w,w| = |w]| pour tout we W.
(ii) Commencons par remarquer que comme corollaire du Lemme 2, on a

voeV  v= 2,8, d)v, = 2,8, bv,.

Soit w, = I — =, la projection sur V parallélement a X. Alors, si h € H,

7,(h) = 21 B*(my(h), DJv, = 21 B*(h, Dv,,

t t

ce qui démontre (20).
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(iii) Regardons la restriction de 8 a X* X X. Fixons 6* € X*. D’apres (16), il
existe he H, |h| <1, tel que

BO*, h) = 6o 6%

On écrit ensuite h=v+ 0 ouve Vet §eX etil vient 8(6', h) = B(6*,6)
et 0] < [mh| < |m| |#] <C. On a donc

sup  |B(0*,0)| = C 15, 60%].

fex, 6] <1

L’autre inégalité s’obtient de fagon symétrique.

2. Construction d’une Analyse Multirésolution Adéquate

Il est temps pour nous d’abandonner ces notions abstraites et de rentrer dans
le vif de la démonstration du Théoréme 1. Le cadre fonctionnel sera ’espace
L*(R). 1l conviendra de prendre d = 1 et de remplacer les cubes dyadiques Q
par les intervalles dyadiques I =I; , = k277, (k + )27, jeZ, keZ, dans
les définitions de la partie 1. La collection de tous les intervalles dyadiques
sera notée J.

Dans toute cette partie, on désignera par b(x) une fonction pseudoaccrétive
de constante §,. Nous lui associerons une forme sesquilinéaire continue sur
L*(R) x L*(R), notée B, par

@1 B(f,f’)=LRf(X)b(x)mdx feLl’®), f'eLl*(R).

Notons que B* est alors associée a b (x).

Théoréme 2. 1] existe un r €10, 1 et une analyse multirésolution r-réguliére
de L*(R), notée Vi,jeZ, telle que, pour tout jeZ, la forme (3 restreinte a
V; X V; soit pseudoaccrétive de constante 8,/2.

Pour le confort du lecteur, nous allons rappeler ici la définition d’une ana-
lyse multirésolution r-réguliére de L%(R) et les résultats que nous utiliserons.
De plus amples développements sur ces analyses peuvent étre trouvés dans
[Ma] ou [M1].

Définition 7. Une analyse multirésolution de L*(R) est une suite de sous-
espaces fermés de L*(R), notée V;,J € Z, obéissant aux conditions suivantes:

(22) V;CV;,1 pour tout jeZ.
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(23) N\ V;= {0} et \J V; est dense dans L*(R).
JEZ

JjeZ
24) f eV, < fQx)eV;,, pourtout jel.
25) fWeV, = f(x—k)eV, pourtout keZ.

(26) 1l existe une fonction g eV, telle que la famille de vecteurs g(x — k),
k € Z, forme une base inconditionnelle de V.

On dira, sous ces hypotheses, que g engendre I’analyse multirésolution
Vi,jeZ.

Celle-ci sera r-réguliere si I’on peut choisir g r-réguliere, c’est-a-dire si pour
tout Ne N* la fonction (1 + |x|)Ng(x) appartient & C"(R)N L (R).

Rappelons que C’(RR) est I’espace de Holder homogéne d’exposant r: f€ C'(R)
si
| fG) = f())]
sup ———

x=y  |x =)l

(Pour nous, r sera toujours pris dans 10, 1[.)

On peut exprimer de fagon équivalente la r-régularité de g a ’aide des iné-
galités (6) et (7)oud=1et Q=1[0,1[ (i.e. j =0, k= 0).

Prenons un exemple qui, pour nous sera fondamental. Soit j€Z. Soit V;
le sous-espace fermé de L*(R) constitué des fonctions en escalier sur les in-
tervalles dyadiques /; ,, k€ Z. On vérifie facilement que V;,j€Z, est une
analyse multirésolution de L2(R) engendrée, par exemple, par g(x) = X10, 11%)
(fonction indicatrice de [0, 1[). Cette analyse n’est par r-réguliére quel que soit
r > 0 puisque, excepté la fonction nulle, les fonctions de ¥, ne sont pas con-
tinues.

Voyons pourquoi elle est fondamentale en regard du Théoreme 2. Fixons
J€Z, examinons la restriction de 8 a V; x V;. Posons pour cela g; ,(x) =
272g(27x — k), k € Z. D’apres les régles (24) et (26), cette famille est une base
inconditionnelle de V; (et méme orthonormée). Formons alors la matrice M;
de coefficients 3(g; x, g;,), k€Z, l€Z. On voit facilement que

si k#1,  B(g kg )=0
etsi k=1 B(gj, ks 8, k) =myb ou I=1; ;.

M est donc diagonale et, d’apres la relation (4), ses coefficients diagonaux
sont en module minorés par é,. M, est donc inversible et, d’aprés le Lemme
2, Brestreinte a V; X V; est pseudoaccrétive, la constante de pseudoaccrétivité
étant méme 6.

Nous aurions conclu le Théoréme 2 si g avait été r-réguliere. Pour dé-
montrer ce théoréme, notre tiche sera alors de modifier la situation précé-
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dente en lissant convenablement la fonction g par un argument de perturba-
tion.

Tout d’abord, rappelons un résultat de S. Mallat [Ma], que nous avons 1é-
gérement amélioré pour la circonstance. On désignera par f(£) la transformée
de Fourier de f(x) donnée par

LR e” £ (x) dx.

Théoréme. [Ma] Soit m(£) une fonction C*(R) 2w-périodique telle que
m(0) = 1. Posons
G = II me2™).
Jj=
(i) On suppose que m(£) ne s’annule pas sur [—7/2, /2] et que |m(£)|* +
|m(t + 1)|* < 1. Alors g définie par §(§) = G(%) appartient & L*(R) et la
collection des vecteurs g(x — k), k € Z est une famille inconditionnelle de
L*(R).
(ii) On suppose de plus, qu’il existe G{(§), re]0, 1[ et C > 0 tels que

_ sin £/2
G(¢) = —E/?-GI(E)
avec
27 Gl <Cca+ &)™

alors g est r-réguliere et engendre une analyse multirésolution r-réguliére
de L*(R).

Pour obtenir I’estimation (27), on utilisera un résultat di a Y. Meyer [M2].

Lemme. [M2] Soit g(¥) une fonction C* 2w-périodique et a valeurs dans
[0, 1]. On suppose qu’il existe deux constantes a €10, 1{ et b > 1 telles que I’on
ait

b
@] <5 1§~ 7]

et

q(0) = 1.
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Alors la fonction w(§) = I j»,9Q2 7% est de classe C* et il existe a€]0, 1],
o = ala, b), et C =0 tels que

lw(®] < CA + [E) 7"

Ces résultats étant rappelés passons a la démonstration du Théoréme 2.
Pour commencer, nous fixons I’indice j égal a 0; les estimations que nous ob-
tiendrons seront uniformes en j. La fonction X;q, 1((x) sera notée GO (x), I’es-
pace V, associé, V@, et les fonctions g@(x — k), gQ(x).

Posons g(¢) = exp [—log?cos®£/2] et w(®) = II ;,,q(£277). Il est immé-
diat de vérifier les hypothéses du lemme précédent.

Ensuite, soit € > 0, posons m,(£) = e~ *2g(£)* cos £/2. On définit une fonc-
tion g@(x) dans L*(R) par sa transformée de Fourier en posant

§9®) = [l mQ7/p=e" imww(é)e = §P®)w(®).
Jjz1 E/ 2
Remarquons que g(§) est a valeurs dans [0, 1], s’annule au point = (modulo
27), est plate en ce point, donc m, (£) € C*(R), et ’on vérifie aisément les con-
ditions du théoréme de S. Mallat.

On appellera V;(e), j € Z, ’annalyse multirésolution ainsi construite. Elle
est ae-réguliére, o étant donné par le lemme d’Y. Meyer.

Revenons & j = 0 et posons V{? = V©, La famille de vecteurs g(x), k€ Z,
est une base inconditionnelle de ¥©. Formons alors la matrice M© de coeffi-
cients B(g?, g{?), k€ Z, | € Z. Suivant le Lemme 2, pour montrer que 3 res-
treinte & V@ x V'@ est pseudoaccrétive, il suffit de montrer que M@ est inver-
sible sur /%(Z). Ceci découlera du lemme suivant.

Lemme 4. [l existe une constante C = 0 telle que pour tout € = 0

1@ — M| < Ce.

Admettons un instant ce lemme et terminons la démonstration du Théo-
réme 2. Puisque M@ est inversible, M@ est inversible pour e choisi assez petit
et, par suite, B restreinte & ¥© x V© est pseudoaccrétive. Il est alors facile
de voir que la constante de pseudoaccrétivité, que nous notons 6, de 3 res-
treinte & V@ x V© dépend continuement de e. Valant §, pour € = 0, on choi-
sit définitivement e tel que 8 > 8,/2. Ceci achéve la preuve du Théoréme 2.

PREUVE DU LEMME 4. On définit une fonction 4#©(x) par sa transformée de
Fourier en posant

- a
RO = % £ = log w(®) - £(9).
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Une estimation grossiére de log w(£) nous donne pour tout &
llog w(¥)| < C(1 + |log® |¢|| + |log |£| log? (sin £/2)].

La preuve en est laissée au lecteur. On obtient alors les estimations

o2 sing/2 |1+
(28) [R9®)]* < C(a) 2
et
2©OE _ O |2 _ 2| Sin€/2 e

pour tout £€R, e >0, ¢ > 0et a€]0, 1[. La fonction ¢ — A% définit alors un
chemin continu dans L*(R) et I’intégrale J:) h® d¢ est convergente dans L*(R).
Sa valeur est donnée par

j;;z(r) de =g© — O, e>0.

La transformée de Fourier inverse et les translations étant continues sur L*(R),
on obtient ensuite:

£(9) — &.(0) = [ A ds

pour tout k€Z, e = 0.
Admettons un instant les inégalités suivantes: il existe C > 0 telle que

(29) Ve 0 uzxkhk“sczw
k k

(30) : Ve >0 ||Zxkg§:”<02|xk|2,
k k

la norme étant ici celle de L(RR).
Soient (A,) et (ux) deux suites finies de nombres complexes. On calcule alors
(IM® — MY\ | (m)) = Ale):

|A(e)] = | 3 INlBe, 1) |
< J: ’3(; >\kh/(f), Z/‘Igl(E)> , + lB(;)\kgg))’ Z,:’L’hfr)>l ds.

On a utilisé pour cela la sesquilinéarité et la continuité de 8. Donc

4@ < Ce( SN ) (S )2
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d’apres (29) et 30). Cette inegalité nous donne donc celle désirée.
Passons a la démonstration de (29).

Posons
m(§) = ;)\ke""‘f.
On a alors

“ IRWICL) “2 - % L RGRIEGIRES

1 (> -
= 2—j |m@®))* > A9 + 2kn)|* dE.
™ Jo k
Comme
1 27
o [, Imorae = S
™ Jo k

il suffit de montrer

DAOE + 2km)* < C
k

uniformément en e et cela découle aisément de I’inégalité (28).

Pour démontrer (30), on applique le méme raisonnement et I’on remarque
que, pour tout € >0, [£9®)| < |29®)).

Nous avons donc terminé la preuve du Théoréme 2. Nous abandonnons dé-
sormais la notation de e en exposant. Celui-ci étant fixé, on désignera par V;
’espace V' et g@(x) devient g(x). Enfin, on posera r = ae qui est la régularité
de g(x).

4. La contruction des b-vaguelettes

Dans cette partie j est fixé égal a 0, sauf mention du contraire. Nous noterons
V pour Vet H pour V;. Suivant S. Mallat [Ma], si nous appelons W ’espace
orthogonal & V dans H, il existe dans W une fonction y(x) r-réguliere telle que
la collection des vecteurs y(x — k), k € Z, forme une base orthonormée de W.
De plus, y(x) vérifie la relation

31) LR Y(¥) dx = 0.
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Remarquons que, puisque g(x) est a valeurs réelles, 1’algorithme constructif
de S. Mallat permet de choisir y(x) a valeurs réelles. Notons enfin que si W;
est I’espace orthogonal & V; dans V, ;, alors une base orthonormée de W est
donnée par la famille 2/%y(2/x — k), keZ. De sorte que la collection
272y(2%x — k), j, k € Z est une base orthonormée de L*(R) appelée base d’on-
delettes de LX(R).

Construisons maintenant les b-vaguelettes. On note yY,(x) la fonction
Y(x — k). Soient X et X* les deux sous-espaces de H introduits dans la propo-
sition 1 et IT, et IT, , les deux projecteurs associés. On définit deux suites de

fonctions (8]) et (0F) par

(32) b0 =T, eX, keZ
et
(33) 00 =1L, (b)) e X*, kel

Image d’une base othornormée par un isomorphisme, (8)) (resp. (6;)) est une
base inconditionnelle de X (resp. X*). Cherchons une famille, que nous
noterons (f; ), de vecteurs de X* vérifiant

(34 B0 ,6/) =6, pourtout (k,I)eZ>

On procede de la fagon suivante. D’apres le (iii) de la Proposition 1, 3 res-
treinte a X* X X est (en étendant la définition 6) pseudoaccrétive. Une imita-
tion du Lemme 2 (i) montre que la matrice N de coefficients 8(6%, 6/), k, [ e Z,
est inversible sur /%(Z). Suivant le Lemme 2 (ii), on appelle Y(k, /) les coefficients
de N~ ! et ’on pose

35 07 =2 vk, D0F, keZ
1

(07 ) est alors la famille recherchée.

Nous allons maintenant nous intéresser aux estimations vérifiées par ces
deux familles. Si k € Z, on a par exemple, d’aprés la formule (20) de la Propo-
sition 1
(36) elf =Y — Z B*(Y> & )&
ou la fonction g;~ est définite par la relation (18) du Lemme 2 appliqué dans
Pespace V aux vecteurs (g;). La fonction g(x) étant r-réguliére, on voit faci-
lement que la matrice (B(g, &) appartient a ’algébre 9N, introduite dans

le Lemme 1: T est ici Z muni de la distance d(k,/) = |k — /|. Par suite,
M~'e M, et la fonction g (x) s’écrit h;(x — I) ou h; est a décroissance ra-
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pide en x a ’infini. La fonction A; est en fait r-réguliere. Ensuite, grice a
(36), on voit que 0 (x) s’écrit u,(x — k) ou u,(x) est r-réguliere. Le méme
raisonnement s’applique aux fonctions 0, puis on utilise & nouveau le Lem-
me 1 et (35) pour voir que 6; (x + k) est r-réguliére. Notons pour finir que
les constantes obtenues dans les majorations sont uniformes par rapport a
keZ.

Montrons maintenant que

| b0 ax = o,

c’est-a-dire B(1,6;) = 0 ou 1 désigne la fonction identiquement égale a 1.

On a B(g;, /) = 0 pour tout / € Z par définition de X. On peut alors remar-
quer que 2,&(x) = 2,8(x — ) = 1. En effet, il suffit d’appliquer la for-
mule sommatoire de Poisson et d’observer que g(2k7) = 0 pour k # 0 tandis
que 8(0) = 1. Comme b} e L'(R), on somme sur tous les / € Z et par conver-
gence dominée on obtient 3(1, ;) = 0.

De facon symétrique, on obtient 8*(1, 65) = 0, puis en appliquant (35) et
la convergence dominée il vient 8*(1, 6; ) = 0, c’est-a-dire

LP 07 ()b(x) dx = 0.

Pour terminer cette partie, laissons varier I’indice j dans Z. On obtient alors
deux familles de fonctions (Bj’f o €t (01.?,() de L*(R). Identifiant I’intervalle
dyadique 7 = I, , avec le couple (/, k), on notera 6, = 0 et = ijf - 11 suit
de la construction précédente que (9,) et (6; ) sont deux familles de b-vaguelettes
r-réguliéres. Pour montrer (12), on prend X, ={0eV, 1:80, 0)=0vveV;}
et X7 en remplacant 8 par 8*. On observe facilement que si j #j' alors
ﬁ(XJ’.“, X}) = 0, c’est-a-dire que les deux espaces sont orthogonaux par rapport
a la forme (3. Avec la relation (34), on obtient la relation (12).

5. Estimation Quadratique

Nous allons montrer que (f,) est une base inconditionnelle de L*(R). Pour ce
faire, rappelons que (¢,) est une base orthonormée de L?*(R). Nous démon-
trons le théoréme suivant:

Théoréeme 3. L’opérateur défini par linéarité par
TW) =40, Iegd

est un isomorphisme de L*(R) sur lui-méme.
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Une fois ce théoréme démontré, la preuve du Théoréme 1 sera complétement
achevée.
Commengons la preuve du Théoréme 3 par le résultat suivant:

Proposition 2. La collection des vecteurs 8, est totale dans L¥(R).

Preuve. Il suffit de montrer que la somme algébrique des espaces X; Xj 1
X ... est dense dans V, 4+ bour tout j€ Z. Appelons alors P;le pro;ecteur
de L*(R) sur V; parallelement a {fe L (R): B(v,f) = 0vve V;} = Y;. On peut
alors apphquer la Proposition 1 et le Lemme 2 en posant V=V, LZ(IR) H
(B est pseudoaccrétive sur L2(R) X L*(R) car b(x) ! est bornee) et Y;=X.On
a donc la formule

P(f)=f- ZI]B*(f, g,)g;, pour toute feL*(R).

Avec (37) et les propriétés de décroissance des fonctions gjj,(x) etg; ;(x), on
montre que lim [P_,(f)| =0.
N—- +©

Prouvons maintenant la continuité de ’opérateur 7 sur L*(R). Pour ce faire,
nous utiliserons des résultats classiques de la théorie des opérateurs de Calderén-
Zygmund. Gréice a ’orthogonalité des fonctions y, entre elles par rapport au
produit scalaire (et parce qu’elles sont & valeurs réelles), on peut écrire le
noyau distribution de 7 comme

K(x,y) = IZ;J 0,()y,(») pour tout x#y.
€

Un simple calcul montre que K(x, y) est é-standard pour tout 6 €0, r[ (r étant
la régularité des ondelettes et des b-vaguelettes). Pour montrer que 7 est continu,
nous appliquons le Théoréme 7°(1) de David-Journé. Nous renvoyons le lecteur
aux références suivantes pour les définitions et résultats concernant ce
théoréme: [DJ], [L], [M3].

Il s’agit de vérifier que T est faiblement borné. Ceci peut se voir de la fagon
suivante: soit fe€ D(R) et g € D(R) telle que LR g(x)dx = 0. On calcule { f, Tg)

(le crochet désigne maintenant la dualité distributions-fonctions formellement
notée par JR f)Te(x)dx).
On a

I<f, Tey| = ]Iezguc 0,5z, ¥y

Sif=1I ,ona|{f,0)]| <C|f|-2772, donc
(AT S ClS | 252772 Ke ¥
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Or cette série définit une norme équivalente a celle de BY !(R) (voir [LM])
donc

£, Te>| < C1 Ll s -

Ceci prouve la continuité faible de 7 (voir [L]).
On vérifie ensuite que 7(1) et ‘T(1) sont dans BMO (R). Comme

[ vay=o,

et grice a la décroissance des 6,, on obtient 7(1) = 0. Ensuite, calculons 'T(1).
On a

Wmm=;quoﬁq=LMﬁW

Utilisant un résultat de [LM], on sait que ‘7T(1) e BMO(R) si, et seulement si,
il existe C > 0 telle que pout tout Je€ 9

2 el <,
ICJ,Ied

qui est la condition de Carleson.
Calculons ¢;. Pour cela, on revient 4 la notation I =I; , et 0,(x) = Ojff £ ).
D’apres la formule (36), on a

oﬁk(x) = ¢j,k(X) - ;B*(\ﬁj,kgjj,)gj,l(x)-

Posons
mj(x) = 2 {:J‘jo,lilgjtl(x)-
Comme
[ ¥ xtadx =0,
on a

= _[Pejifk(x)dx = B*(;, o 1) = Kb | ¥ o).

Posons w,(x) = ¥, ,(x)m,(x). La collection () est une famille de 1-vaguelettes
r-réguliéres. La régularité s’obtient immédiatement. Pour montrer que

[Ler@ax =0,
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il suffit d’observer que m j(x) appartient a ’adhérence de VJ dans L*(R) et que
¥ (e WjﬂLl(ﬂ?). Grace a Porthogonalité entre Vet W;, on voit que
I’intégrale de w,(x) est nulle par convergence dominée.

Enfin b(x) € L*(R) C BMO(R). On a alors classiquement

% IBlepP<Cly]
ICJ,Ies
qui est la condition de Carleson recherchée.
D’apres le Théoréme 7(1), T admet une extension linéaire bornée sur L*(R).
Passons a l’invertibilité.

Soit 7' I’opérateur de la classe (6, 1, b), ou 6 < r, dont le noyau-distribution
vérifie

S0,9) = K'069b) = ( 34,0067 ())b0) pour x .
€
On montre de maniére analogue a ce qui précéde que I’opérateur de Calderén-

Zygmund de la classe F (6, 1, 1) de noyau K'(x, y) est borné sur L*(R). Donc
T' est borné sur L*(R) et I’on a:

T'T=1 sur L*(R) et TT'=I sur F

ou F = Span {6,:I € 9}. F étant dense dans L?*(R) et T" étant borné sur L%(R),
la seconde égalité se prolonge par densité a tout L>(R). Ceci montre que 7"
inverse T sur L*(R).

Notation. L’opérateur qui envoie (¢,) sur (6,) sera noté désormais 7, et celui
qui envoie (¥ sur (6;), T, . On a donc

37) Ty ' ='T; M,

ou M, est I’opérateur de multiplication par b(x). L’importance de cette formule
dépasse largement, comme nous allons le voir, le cadre du Théoréme 3.4.

Remarque. La démonstration aurait pu se traiter sans introduire a la fois les
espaces X * et X. Nous avons cependant choisi cette approche pour pouvoir
étendre les résultats qui suivent au cas ou le corps des complexes est remplacé
par une algébre de Clifford (Partie 10).

6. Le cas de la dimension d

Il nous faut rappeler comment on construit une analyse multirésolution de
L?(R% aI’aide de celles de L*(R). La définition d’une analyse multirésolution
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de L2(R? est analogue 4 la définition 7 ou les translations entiéres par Z sont
changées en celles indexées par Z7.

Soit A ’ensemble des indices A = (A, My, - . . s Ag) ol les \; sont non tous nuls
et appartiennent a {0,1}. On posera A = AU {(0,0,...,0)}.

Soit V ,J € Z une analyse multirésolution de L*(R). 801t NeA, fixons jeZ.
On appelle E; » le complété dans L*(R) du produit tensoriel algébrique
ENQER®---Q@EMsiN=(\;,...,\) et si E)=V, et E;= W,. Appe-
lons alors V,,jeZVespace E® . Il est immeédiat de vérifier que V ,JjEZ,
est une analyse multlresolutlon de Lz(fRd) Les espaces E;  étant 2 a2 orthogo-
naux, on apelle W, la somme orthogonale des E;, AAEA. Il est clair que W est
I’espace orthogonal aVdans V,, ;.

Partant de la fonction g@(x) = g@x)g@(x,) - - - £@(x,) on construit

g900) = g90)g®(x) - - - g9 xy)

et la démonstration se déroule de la méme facon.

7. Le théoréme de continuité 7'(b) de David-Journé-Semmes

Le premier Théoréeme T(b) a été prouvé par MclIntosh et Meyer dans [MM]:
il affirmait essentiellement que, si T(b) = ‘T(b) = 0, avec b fonction bornée
accrétive (c’est-a-dire telle que Re b > 6,), alors T est borné sur L*(R).

L’énoncé le plus général a été ensuite donné par David, Journé et Semmes
(IDJS]). En voici une version légérement plus faible:

Théoréme 4.  Soit b, (x) et b,(x) deux fonctions pseudoaccrétives sur R®. Soit
T un opérateur de la classe F(8, b,, b,). Sont équivalents:

() T admet une extension linéraire continue sur L*(R%)
(i) T faiblement borné (WBP), T(1) € M, BMO(R?), ‘T(1) € M, BMO(R.

La condition de bornitude faible est la méme que celle adoptée dans [DJS]. Ici
T(1) est définie comme forme linéaire continue sur ’espace noté { D(R%)b,(x)},
des fonctions de D(R?) telles que

[ fIbax)dx =0

tandis que ‘T(1) est définie sur {D(R?)b,(x)},. Pour expliquer cela, on peut
écrire T = Mb SMb ou S peut étre défini dans la classe F(6, 1, 1). Suivant un
théoréme de Peetre, si S est continu sur L*(R% alors SM,, envoie L *(R%) dans
BMO (R%).

Nous nous proposons de démontrer le Théoréme 7(b) a I’aide de la cons-
truction précédente.
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Nous allons présenter la structure de la preuve sans rentrer dans les détails
techniques. Cette structure est analogue a celle adoptée originellement dans
[DJS] et nous référons le lecteur a cet article pour les justifications.

Nous nous placons pour ce faire en dimension 1 en prenant b, (x) = b,(x) =
b(x) pour simplifier les notations.

Comme nous venons de le voir, I’'implication (i) = (ii) est connue. Nous
organisons la réciproque en deux étapes.

Premiére étape. Réduction au cas T(1) = 0 et 'T(1) = 0.
Il nous faut reprendre tout d’abord I’argument de perturbation en e (Partie
3). Quitte a supposer e plus petit, on impose la condition supplémentaire:

(38) |B(g,, g)| = 80/2 pour tout Ied,

ou g(x) est la fonction «génératrice» de ’analyse multirésolution Vj, JEZ et
ou g,(x) = 272g(2’x — k) lorsque I =1, .

Rappelons que (¢,) désigne la base d’ondelettes sur L?*(R) associée et que r
est la régularité des fonctions g et ¢ et des systémes de b-vaguelettes (6,) et @ ).
Enfin é désignera n’importe quel nombre pris dans [0, 7].

Reprenons I’opérateur T, (Partie 5). Utilisant (37), on voit que 7}, ! envoie
BMO (R) dans BMO (RR) (7}, est méme un isomorphisme de BMO(R) sur lui-
méme). Soit alors 3 € BMO(R) tel que 7(1) = bB. On pose

¢, =<T; '(B), ¥,>B(g,,g)~ " pouttout Ied

et on définit un opérateur de paraproduit I1; dans la classe F(8, b, b) dont le
noyau-distribution est donné par b(x)K;(x,y)b(y) lorsque (x, y) € Q ou

Ki(x,y) = 1;} cjol(x)g](y)z'

On vérifie classiquement que IT; est borné sur L%(R), que IT,(1) = b8 dans
M,BMO (R), et que TI;(1) = 0 dans M,BMO (R).

On définit ensuite un deuxiéme opérateur de paraproduit IT, dans F(6, b, b).
On prendra pour cela, si ¥ € BMO (R) est tel que ‘T(1) = by,

d,=B(g,g) XT3 ', ¥
et

KZ (x’ y) = I;J d](gl(x))zgl(y)

I, envoie L*(R) dans L*(R), T (1) = 0 et TI,(v) = by dans M,BMO (R).
On est donc réduit a I’étude de R = T — II, — IT, qui vérifie R(1) = 0 = ‘R(1)
dans M,BMO (R) et R € F(5, b, b).
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Deuxiéme étape. T(1) = 0 = 'T(1) dans M BMO (R).

On écrit T = M,SM,, ou S est faiblement borné et peut étre défini dans la
classe F(6, 1, 1). Si » < 8, d’aprés un théoréme de Lemarié adapté dans [DJS],
les opérateurs SM,, et ‘SM,, envoient continuement C”(R) dans C*(R). Ceci
permet de calculer SM,(6,) pour tout J € 9. Des calculs classiques (¢f. [L] ou
[M3]) montrent que la collection des fonctions w, = SM,(0,) est une famille
de b-molécules p-réguliéres. On écrit ensuite grace au Théoréme 1:

w,(x) = SM,(0,)(x) = %}1 B(§,, SM,0,)6,(x)
= 207 ,0,).
Ieg

SM,,, et par conséquent T, est borné sur L%(R) si, et seulement si, la matrice
M de coefficients Yy, 551, J € 9 est bornée sur I?(9). On peut estimer v,y dela
facon suivante: supposons |I| < |J|, 6,(x)b(x) est une fonction localisée dans
I’intervalle 7 et d’intégrale nulle tandis que w,(x) est réguliére et plate a I’échelle
de 6,. On écrit alors

0= [ 0,096, () — () dx
(x, étant inf7), ce qui conduit & la majoration (voir [M3] pour les détails):

|I|1/2|J!1/2

vyl < Ct UL VY G T st @, Ty

ou » est n’importe quel nombe tel que 0 < » < 6 < ret oudist (I, J) = |x, — x|
si x, =inf[I et x, = inf J.

Pour montrer enfin la continuité de M sur /%(9), on utilise un lemme de
Schur i poids:

5 5m w5 <| S S )|| S (S im0 [
(BN )

Sup[Zlv,A(IIII!) + 2| ”|<l|§‘l> } =

1 1 )
Et cette relation se vérifie aisément pour tout o e} 5Ty + v[ - Le Théo-
réme 4 est donc démontré.

dés que
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Par exemple, T}, s’étudie par la méthode de la deuxiéme étape, ce qui prou-
ve une nouvelle fois la continuité sur L?(R) de ’opérateur de Cauchy sur une
courbe corde-arc.

8. Un isomorphisme remarquable entre algébres d’opérateurs

On appelle @(5, 1, b) le sous-espace vectoriel de F(8, 1, b) constitué des
opérateurs 7 continus sur L%(R) tels que 7(1) = 0 dans BMO (R%) et 'T(1) = 0
dans M,BMO (R%).

L’algébre @}, que nous définissons ci-dessous, est une sous algebre de I’alge-
bre A, étudiée dans [MM]. Le point nouveau est la relation entre @; et @]
démontré dans le théoréme suivant.

Théoréme 5. Soit b(x) une fonction pseudoaccrétive sur LX(R%). Il existe un
relo, 1] tel que
@,= U @G LDb
o<é<r
constitue une sous-algébre d’opérateurs continus sur L*(R%). Cette algébre est
isomorphe a ’algebre
@i= U @@, 1D,
0<dé<r

sous-algébre de I’algébre de Lemarié, par conjugaison intérieure dans £(L*(R%)).
Enfin, si Te @S, 1, b) alors M, ' 'TM,, € @5, 1, b).

PrReEUVE. Nous P’effectuons en dimension 1 pour simplifier 1’écriture. Re-
prenons alors les fonctions (¢,), (6) et (5,) que nous avons précédemment
construites. Le nombre r désigne la régularité de ces fonctions. Alors ’appli-
cation

C: @,— Q]
S — Ty 'ST,

est un isomorphisme d’espaces vectoriels. Si nous admettons cela un instant,
C étant un opérateur de conjugaison, et @] une sous-algébre de L(L*(R)) (cf.
[L]), il suit facilement que @}, est une sous-algebre de £(L%(R)).

Montrons maintenant que C est un isomorphisme de @& sur @]. Par
symétrie, il suffit de montrer que si S € @ alors C(S) € @F.

Soient donc a, v,6 tels que 0 <a< v <é<r.

Soit S € @(5, 1, b), posons A = T, 'ST,. Montrons que A € @(c, 1, 1). Tout
d’abord A est continu sur L?(R). Désignons par 71, 5 le coefficient B(@‘I, S6,)



164 P. AUSCHER ET PH. TCHAMITCHIAN

ou B désigne la forme bilinéaire usuelle. Il s’ensuit que

(39 Ay, (x) = IEZS V1,7V ).

L’orthogonalité des fonctions y,(x) prises deux a deux nous permet de voir
que le noyau-distribution de A4 s’écrit

K(x,y) = 1;,] AY,(0)¥,(») pour (x,y)eQ.

Des calculs classiques montrent que les fonctions Ay, (x) définies par (39) for-

ment une famille de 1-molécules »-réguliéres. Par suite K(x, y) est un noyau

a-standard et 4 € F(a, 1, 1). Comme Ay, (x) et ¢,(x) sont d’intégrale nulle, on

vérifie aisément que A(1) = ‘A(1) = 0 dans BMO (R). Donc 4 € Q(x, 1, 1).
Enfin, le dernier point du théoréme ne présente aucune difficulté.

9. Une base inconditionnelle de ’espace H}(R%)

Définition 8. On appelle HL(R? I’espace My 'H'(R?) muni de la norme
171 Y Ry = |&l prrqray ST f = b 'g. H'(R?) est ici I’espace atomique de Stein
et Weiss.

On a le résultat suivant:

Théoréme 6. Soit b(x) € L°(R%) une fonction pseudoaccrétive.

(i) T, se prolonge en un isomorphisme de H Y(R? sur H ,l,(fR”).
(ii) (0)\’9) est une famille inconditionnelle de H },(Pd) et

fEHé(er) < f= ;%B(g)\,g’f)e)\,Q

avec
~ 1 172
<§ % IB(GX,Q,f)P@xQ(xO e L'(RY).
(iii) L’application BMO (R%) — (H, (R’
B—(f—B(/,8)

est un isomorphisme.
(iv) Pour tout eBMO(RY, > > B(6, o B)d, o converge vers (3 dans
~ ‘0 ’ ’

BMO (R% pour la topologie de dual définie dans (iii), que nous noterons
o (BMO (R%), Hy(RY).



Bases D’ONDELETTES SUR LES COURBES CORDE-ARC 165

Remarque.  On peut interchanger la famille (6, o) avec ((7x, o) et T avec T,.
Les énoncés restent identiques.

PreuviE. Nous allons encore une fois nous placer en dimension 1. On a vu
que T, était un isomophisme de BMO (R) sur BMO (R). Par conséquent, ‘T,
est un isomorphisme de H*(R) sur H'(R). Or T, ! = 'T,M,. 1l s’ensuit que
T, ! est un isomorphisme de H}(R) sur H'(R) ce qui établit (i). Pour montrer
(ii) nous allons utiliser un résultat de [LM] ou de [AEPT]:

he H(R) © h= ;Uz R

avec

1

1/2
2 1
(213 K| ¥ I—Il—x,(x)> e L'(R).

Soit alors fe H}(R). On écrit, au sens des distributions,

f= ZI; o,b,

et il vient o, = B(@,, f) (qui a un sens puisque 6,(x)b(x) f(x) € L'(R)). La fonc-
tion A = T, '(f) appartient & H'(R) et il vient

h=lay, ave <Z ERRN '1)(1(x)>‘/2 e L'(R).
I I

(ili) est une évidence car B(9, 8) = (M,0, B) si f € H,(R) et 8 e BMO (R). Or
M,0 € H'(R) et ’isomorphisme s’établit a ’aide de la dualité entre H'(R) et
BMO (R).

(iv) Soit 8 € BMO (R). On sait que 75 '(8) € BMO (R). Alors, d’apres [LM],

T, '(® = ;(TEI(B), 7242,

et la convergence a lieu dans BMO (R) pour la topologie o* (BMO (R), H(R)).
Soit alors fe H'(R); on a

‘;J’;l(m, U £ | < ClS s 15 B syo -
Or (T, '(B), ¥;> = B(B,6,) et si 0 = T,(f) e Hy(R) on a

13(211 B(B, 0, 0) ’ < Cl0] @) 181 o -

Donc 2,,B(8, 0)5, converge dans BMO pour la topologie faible o;(BMO (R),
H}(R)) et il est facile de montrer que la limite est 3.
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10. Une excursion dans les algébres de Clifford

David-Journé-Semmes ont montré que le 7(b) s’étendait au cas ou le calcul
dans les corps des complexes était remplacé par celui dans une algébre de Clif-
ford. Notre démonstration du 7(b) s’appuyant sur la théorie des espaces de
Hilbert complexes, il n’est pas clair que nous puissions I’adopter. Nous allons
donner les éléments nécessaires a cette extension.

Pourquoi une algeébre de Clifford? Parce que le potentiel de double couche
sur une surface lipschitzienne de R?*! se réécrit simplement par le biais des
algebres de Clifford. Cette observation nous a été communiquée par R. Coif-

man. Soit X, = ¢(X) = (X, X5, . . . , X,) le graphe de ¢(x) ou ¢ est telle que
|8¢/8x;|.. < M pout tour i€ {1,...,d}. Le potentiel de double couche est
Popérateur

T,/ =v.p. [ K, (x,0)f(»)dy pour feD(R?
ou

o(X) = () =X =¥, Vo) ga
(x = yI> + lo(x) — o()|H“* P>

K, (x,y)=

El dans ’algebre de Clifford @4, K, (x, ) est la partie réelle du noyau

i=1

@(x) — e(¥)ey — Z (x; — yoe; d
d
( 0~ | (.y)ei>

dp
(Ix =y + le®) — o(y)[H)@+ D72 2

XK(x, )b(y) =

=1 ax,-

X(x, y)b(y) est donc un noyau du type de ceux que nous avons vu précé-
demment.

Nous allons rappeler brievement la définition d’une algeébre de Clifford et
voir comment adapter les méthodes précédentes.

Soient ne N* et P = P({1,2,...,n}). L’algébre de Clifford @, est engen-
drée sur R par 2" vecteurs e,, A € P, construits de la facon suivante: on part
de n+ 1 vecteurs eg,e,...,e, Vérifiant e’ =e,, e’=e;, ee,=eye; et
e;e;= —eje; pour tout (i,j)e{l,... ,n}?, i#j. On posera par la suite
e=1c¢et si AeP, e, = € €€ lorsque A est la famille ordonnée
(27 7 A

@, est une algebre non commutative pour la multiplication définie ci-
dessus. @, est munie d’une involution o — & définie par: si a = 2,0 e,,
alors @ = Y a,e, ou g, = (—1)“e, et r(4) = (§A)N#A + 1)/2. On vérifie
que ae’ = o - & pour tout «, o’ € ®,. Enfin, @, peut étre munie du produit
scalaire (o, @’) = Re (a’) ou pout tout u € @,,, Re pu désigne la composante de
u sur le vecteur e, = 1. On notera | | la norme euclidienne induite sur @, par
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ce produit scalaire. (@,,| |) est alors un espace euclidien et une algebre
normée.

Pour terminer, on distingue dans @, le sous-espace de dimension » + 1,
noté C, et appelé espace des vecteurs de Clifford, composé des vecteurs x =
gy + aje; + - - - + aye,. C, possede la propriété remarquable suivante: si
X =opey+ e+ -+ ae, alors X=ope) — o6, — -+ — e, et x¥=
|x|%ey = |x|?. On définit alors x~' e €, par x~! = ¥/|x|* pour xe €, — {0}.

Nous renvoyons le lecteur a [BDS] pour toutes les justifications de ce que
nous allons employer.

Passons aux définitions de espace L*(IR?, @,). On dit que f(x) € L*(R%, @,) si

f) = };,fA(X)eA ou f,(x)e LR R).
On munit L*(R%, @,) du produit scalaire réel

(f,g) =Re [ f@eg@ax et |fI*=<AS>
et ’on a également

HEI AR

Soit b(x) € L™(R?, @,) 4 valeurs dans C, et soient 3 et 8* les formes associées
a b(x) et a b(x) par (21). On dira que S est pseudoaccrétive sur un sous-espace
fermé V de L*(R%, @,) si V est un @,-module a gauche et si

VfeD, sup ReB(f,f) = 6| f],

et symétriquement en échangeant les roles de f et f'.

On généralise les lemmes abstraits de la facon suivante: si V est un sous-
espace fermé de L*(R?, @,) et un @,-module a gauche, une forme @,-linéaire
a gauche L sur V vérifie L(av + v') = aL(v) + L(v’) pour tout o €@,,
v, v' € V. Alors, a chaque forme @,-linéaire a gauche L continue sur V corres-
pond une unique forme R-linéaire, notée Re L, telle que Re L(v) = Re (L(v))
pour tout V. La réciproque est également vraie. Ce résultat permet de nous
ramener au cadre classique des formes R-linéaires.

Nous utiliserons églement le test d’inversibilité suivant.

Proposition 3.  Soit M une matrice a coefficients dans @, , notés o ,,s,t€T.
On posera

(m l ”’) = Z zt] )‘sas,tﬁ}
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qui fait de M un opérateur Q.,-linéaire a gauche sur 1X(T, @,). On suppose que
M est continu sur I*(C, Q,) et vérifie

VN elXT,Q,) sup Re(M\|p) > 60| A|

el =1
et

vuelX(T,®,)  sup Re(M\|p) > d|ul

N =1

oit 8, > 0. Alors M est inversible sur 1*(T, Q).

La preuve est laissée au lecteur. Nous lui laissons aussi le soin d’adapter les
lemmes abstraits de la partie 2.

Une analyse multirésolution de L*(R?, @,) est définie de la facon suivante:
on dit que fe v, si f= 2.f,e, avec pour tout 4, f, € Vv (cf. partie 6) et I’on
définit de maniére analogue W - Il convient de remarquer I’importance du fait
que la fonction g et I’ondelette y sont a valeurs réelles car R identifié ici a Re,
est le centre de I’algebre @,,. Par suite V; et W, sont des &,-module & gauche.

On applique alors ’argument de perturbation. La aussi, la fonction g et
Pondelette ¢ sont & valeurs réelles et les espaces V{? sont des @,-modules
a gauche. Les espaces X{? et X{?* que I’on est amené & définir seront égale-
ment des @,-modules & gauche, de sorte que nous pouvons utiliser les remar-
ques précédentes.

Pour terminer, notons que la contruction des b-vaguelettes n’utilise pas un
calcul commutatif. Le lecteur intéressé pourra en vérifier les détails. On obtient
finalement le théoréme suivant.

Théoréme 7. Soit b(x) € L°(R?, @,) & valeurs dans @, et pseudoaccrétive. I
existe un r €10, 1[, un ensemble A de cardinal 2° — 1 et, pour chaque \ € A,
deux familles de b-vaguelettes r-régulieres ©,, o et ((7)\, Q) a valeurs dans @,
telles que

() vfeL*(R, @,),
f= ; %}B(f, BX,Q)G)‘,Q = ; §9X,QB(f’ 0)\,Q)'

py 2 1 2 2
(ll) "f“ ~ ; % |B(0)\,Q’f)| ;% |B(6)\,st)| .

(iii) B(f)x,’Q,, OX,Q) = Bx’,\,ag,g, pour tous \,\', Q, Q'.

Précisons que

[aBh o0Ib0)dx =0 = [ (9B, () dx,
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(7)\,Q est une b-vaguelette «a gauche» tandis que 6, o €N est une «a droite». B
est la forme donnée par

B(f,&) = [fbe.

Remarque. L hypothése b(x) a valeurs dans C, n’est pas nécessaire dans cet

énoncé. Toutefois, elle apparait de fagon cruciale dans le 7(b) ou I’on a besoin

de calculer B(g,, gI)“1 comme I’inverse d’un vecteur de Clifford.
L’adaptation des théorémes 4, 5, 6 est laissée au lecteur.

11. Commentaires

La théorie 6(ii) peut s’étendre, si a4 < p < 1, en définissant de fagon simi-

laire un espace H’;(ﬂ?"). Une démonstration directe de la caractérisation de
H?(R? par la fonction maximale <Z 2oy ol*101" le(x)>1/ 2 peut se trou-
ver dans [AEPT]. »e

En dimension 1, ’espace H} (R) est lié de fagon trés étroite a I’analyse com-
plexe sur les courbes corde-arc (b(x) étant ici la fonction z'(x)). Voir [Z] par
exemple. Lorsque p < 1, H7(R) est seulement un espace de distributions et on
ne sait pas relier cet espace avec des espaces de fonctions holomorphes.

On peut également montrer que les familles (01, Q) et (GX’Q) forment des ba-
ses inconditionnelles des espaces L”(R%), 1< p < = et donner des critéres
d’appartenance a I’un de ces espaces d’une série ; %} a, by, o- On s’appuie

pour cela sur I’article [LM] et I’on utilise les propriétés de I’opérateur 7}, (ou T}).
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