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Introduction

Si M est une variété riemannienne C® compléte, nous pouvons considérer son
flot géodésique {¢,} sur le fibré unitaire tangent 7; M. Soit X le champ engen-
dré par {¢;}.

D’autre part, si 6 est un r-tenseur covariant sur M, on définit la fonction
F@6): T;M— R par F@6)(v) =0(v,...,v). On peut donc calculer XF(6) et
exploiter les implications sur le tenseur du fait XF(f) = 0 lorsque le flot géodé-
sique est topologiquement transitif. Remarquons que sir = 1 ou biensi r = 2
et 0 est symétrique, la fonction F(f) permet de «reconstruire» le tenseur.

Nous utilisons cette technique pour prouver les résultats suivants:

Soit (M, g) une variété riemannienne compléte a flot géodésique topologi-
quement transitif. Alors

(a) Le groupe de Lie des isométries de (M, g) est discret.

b) Si f:(M,g)— (M', g’) est une correspondance géodésique, c¢’est-a-dire
que fest un difféomorphisme qui envoie les géodésiques (non paramé-
trées) de (M, g) sur celles de (M’, g'), alors f est une homothétie.

(c) Soit p le tenseur de Ricci de (M, g). Si V,p(v, v) = 0, pour tout champ
de vecteurs v sur M, alors p = cg ou ¢ est une constante.
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Dans les derniéres sections nous exploitons la méme idée sur O(M) (le fibré
des reperes orthonormés de M) et Q,(M) (le fibré des p-repéres orthonormeés)
a la place de 7, M: les tenseurs sur M induisent des fonctions sur ces fibrés
et nous étudions ’action des flots géodésiques généralisés (sur O(M)) et celle
du flot de p-repéres sur ces fonctions.

Rappelons que la condition la plus générale sur la variété riemannienne
compléte (M, g) impliquant la transitivité topologique de son flot géodésique
sur 7, M est due a Eberlein (voir [2], Théoréme 3.7). Enoncons ce résultat
dans le cas compact:

(1) Si(M, g) est compacte et vérifie ’axiome de visibilité uniforme alors son
flot géodésique est topologiquement transitif.

Il est intéressant de signaler aussi (voir [2], Théoréme 5.1) que:

(2) Si (M, g) vérifie ’axiome de visibilité uniforme, alors toute métrique sur
M sans points conjugués vérifie aussi cet axiome.

Si M est une variété a courbure sectionnelle non positive, des propriétés sup-
plémentaires trés faibles impliquent que M vérifie I’axiome de visibilité unifor-
me (voir [2], Théoréme 4.1 et [3], Section 5). Il est en particulier ainsi si M
est compacte a courbure sectionnelle négative.

D’autre part, Klingenberg ([8], remarque de la page 11) a montré que si M
est compacte et son flot géodésique est d’Anosov, alors M vérifie ’axiome de
visibilité uniforme; dans ce cas, la transitivité topologique du flot géodésique
était bien connue mais (2) montre que cette propriété est héritée pour toute
métrique sur M sans points conjugués.

Remarquons, enfin, que Gulliver [7] a construit des exemples de variétés (de
dimension arbitraire) ayant des morceaux a courbure sectionnelle positive et
dont le flot géodésique est d’Anosov.

1. Flot géodésique et 1-formes

Soit (M, g) une variété riemannienne compléte, désignons par {¢,} son flot géo-
désique sur le fibré unitaire tangent 7, M. Soit X le champ engendré par {¢,}.

Si ¢ est une 1-forme sur M on définit la fonction F(y): TyM — R par
F()(v) = ¢(v). De méme, si 6§ est un 2-tenseur covariant sur M, la fonction
F(6): T,M — R est donnée par F(6)(v) = (v, v).

Si @ est un champ vectoriel sur M, L g désignera la dérivée de Lie de la
métrique g par rapport a ®; c’est-a-dire que L g est le 2-tenseur covariant
symétrique

chg(l), w) = g(Vué’ w) + g(qu)’ U)-
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Proposition 1. Soit ® un champ de vecteurs sur M et ®* sa 1-forme duale
d*(v) = g(P, v). Alors

1
XF(®*)(v) = 5F(Lq,g)(v), pour tout ve T M.

PREUVE. Désignons par w: T,M— M la projection canonique. Remar-
quons que le champ ¢ — ¢,v est parallele sur la courbe ¢ — w(p,v) car {¢,} est
le flot géodésique; en conséquence:

XE@NW = 5| F@New = 5| s@mon), om) = 87,8,
t=0 1=0

Soit i(M) I’algébre de Lie des champs de Killing (ou isométries infinitésima-
les) sur M et notons par I(M) le groupe de Lie des isométries de M.

Rappelons (voir [9], Section 3 du Chapitre VI) que ®€i(M) si L,g =0
(c’est-a-dire, si F(®*) est invariante par le flot géodésique {¢,}). D’autre part,
comme la variété M est complete, les champs de /(M) engendrent des groupes
a un parametre de difféomorphismes (isométries) de M. Il y a donc un iso-
morphisme naturel entre i(M) et ’algébre de Lie de I(M).

Enfin, si le flot géodésique est topologiquement transitif et ® € i(M), alors
F(®*) est constante, donc F(®*) =0 et & = 0. En résumé:

Théoréme 1. Soit M une variété riemannienne complete a flot géodésique
topologiquement transitif. Alors le groupe de Lie des isométries de M, I(M),
est discret (c’est-a-dire que son algébre de Lie est nulle). En particulier, si M
est compacte, I(M) est fini.

2. Flot géodésique et 2-tenseurs covariants

Comme dans la section précédente, si 0 est un 2-tenseur covariant, on définit
F(6): T;M — R par F(6)(v) = 0(v, v).

Proposition 2. Soit M une variété riemannienne compléte; désignons par
{@,) le flot géodésique sur T\ M et par X le champ géodésique.
Si 0 est un 2-tenseur covariant, alors

XF(O)(v) = V,0(v,v), pour tout veT, M.

PREUVE. Soit ve T, M fixe et choisissons un repére {E,,...,E,} de TW(U)M
ou E; = v. Désignons par E;(¢) le transporté par parallélisme de E; sur la géo-

désique s — m(p,v) jusqu’a w(p,v); en particulier E;(f) = ¢,v.
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SoitA (E'N), ... ,E"(t)} le repere dual de {E;(¢),...,E,(f)} (c’est-a-dire
que E'()(E, (1)) = 8).
Ecrivons le tenseur 6 en w(¢,v) par

M O(re,v) = 6,(DE'(t) ® E’().

Alors le 2-tenseur covariant V, (,)0 s’écrira
1

d . .
(Ve D(Tev) = < g 0,.,.(t)>E’(t) ® E“(t)
+ 0,0, (, E'(0) ® (1)
+ 0,(DE'(0) ® (Vg E' ().

Il est aisé de montrer que V. ,,E*(f) = 0, pour tout @ = 1, .. ., n, en consé-

quence

1@

d ; )
il en résulte en particulier que
d
[V, o OE (), Ex () = — - 01,(0)

et la proposition en découle car, d’aprées (1):
011(2) = F(O)(E(?)
et

a

g7t () = [XFOIE, (7).

Corollaire 1. Si le flot géodésique est topologiquement transitif et 0 est
un 2-tenseur covariant symétrique vérifiant V,0(v, v) = 0, pour tout ve TM
alors, il existe une constante c telle que 6 = cg, ou g est le tenseur métrique.

PreUVE. D’aprés la proposition 2, F(¢9)}T1 u=C

2.1 Variétés dans la classe @

Soit M une variété riemannienne et p son tenseur de Ricci. On dit que M est
dans la classe @ si V,p(v, v) = 0 pout tout ve TM.
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Gray [5] a montré que si M est compacte, a courbure sectionnelle négative
et elle est dans la classe @ alors M est un espace d’Einstein, ¢’est-a-dire p = cg
ol c est une constante et g est le tenseur métrique.

Le Corollarie 1 nous permet de généraliser ce résultat.

Théoréme 2. Si M est dans la classe Q et si son flot géodésique est tologique-
ment transitif, alors M est un espace d’Einstein.

2.2. Correspondance géodésique

Soient M et M’ des variétés différentielles de dimension » > 1 munies des con-
nexions V et V'. Un difféomorphisme f: (M, V) = (M', V') est dit application
affine si df(V,Y) = V-, df Y, pour tous champs de vecteurs Z, ¥ sur M (voir
[9], Section 1 du Chapitre VI). En particulier, f envoie les géodésiques para-
métrées de (M, V) sur celles de (M, V'); c’est-a-dire, que £ — f(v(¢)) est géodé-
sique en (M', V') si £t = v(¢) I’est en (M, V).

Cette propriété caractérise les applications affines si les connexions V et V'
sont sans torsion (en effet, deux connexions V et V sur M ont les mémes géodé-
siques si et seulement si '} + Iy, = T'%, + T 5 voir [9], p. 146).

Considérons maintenant deux métriques g et g’ sur les variétés M et M’ respec-
tivement, et soient V et V' leurs connexions riemanniennes. D’apres les remarques
précédentes, les applications affines f: (M, g) = (M, g’) sont les difféomor-
phismes qui préservent les géodésiques (paramétrées). On appelle correspon-
dance géodésique entre (M, g) et (M, g’) a tout diffécmorphisme f: M — M’
qui envoie les géodésiques (non paramétrées) de (M, g) sur celles de (M’, g);
les applications affines sont donc des correspondances géodésiques.

Nous considérons le probléme suivant: dans quelles conditions la corres-
pondance géodésique f: (M, g) > (M', g') est-elle une homothétie? (c’est-a-
dire, qu’il existe une constante c telle que g'(dfv, dfw) = cg(v, w), pour tous
v,we TM).

On peut donner la solution du probléme pour les applications affines en ter-
mes du groupe d’holonomie: rappelons (voir [9], p. 71) que si xe (M, V) le
groupe d’holonomie en x, que sera désigné par y(x), est le sous-groupe des
transformations linéaires de 7,M induites par le transport parallele sur les
courbes fermées en x. Si Y(x) ne laisse aucun sous-espace (non trivial) de 7,M
invariant, on dit que y(x) est irreductible. Si M est connexe, tous les groupes
¥(x), pour x € M, sont isomorphes: on obtient ainsi le groupe d’holonomie de
M, que sera désigné par y.

Proposition 3. Soit (M, g) une variété riemannienne connexe et | son groupe
d’holonomie. Alors:  est irréductible si et seulement si toute application affine
fi (M, g)— (M', g') est une homothétie.
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PREUVE. Supposons que y soit irréductible. Prenons une application affine
fi(M,g)— (M',g") et considérons la métrique g sur M définie par g(v, w)
= g'(dfv, dfw). En particulier, si V est la connexion de g, Vg = 0 et g, est inva-
riant par y(x). Or, ce groupe étant irréductible, on a g, = ¢,g,, ou ¢, est une
constante (voir [9], p. 277); comme Vg = Vg = 0, il en résulte que ¢, = ¢ pour
tout xe M. Ainsi g = cg et f est une homothétie.

Supposons maintenant que y ne soit pas irréductible. Nous allons cons-
truire une métrique g sur M telle que g # cg et ’application identite Id:
(M, g) — (M, g) soit une application affine.

Soit x € M fixé et T, un sous-espace non trivial de 7, M invariant par y(x).
Etant donné y € M, nous définissons 7', comme le sous-espace de 7, M obtenu
par transport parall¢le de T, sur une courbe joignant x et y (T, ne dépend pas
de la courbe choisie). Soit 7' le complément g-orthogonal de 7, en 7, M. Les
distributions y = 73, et y = T, sont différentiables; en outre (voir [9], p.
180-183) elles sont involutives et vérifient aussi la propriété suivante:

Soit y € M et désignons par M, et M les sous-variétés intégrales de 7" et
T" par y. Alors ils existent: un voisinage ouvert V, de y en M, des voisinages
ouverts Vet V) de y en M, et M respectivement, et un diféomorphisme
h:V, =V, x V) vérifiant

¥)) h:(V,,8)~> (V, x Vgl v, X glV;) est une isométrie.

Prenons deux constantes positives ¢’ et ¢” et définissons la métrique g sur
M par les conditions

3 g

. =c'gl g|m=c" "
r, = C8lr, &l =gl

et les espaces T, et T sont g-orthogonaux, pour tout y € M.
Il est aisé de montrer, utilisant (2) et (3), que

@) h:(V,,8) — (Vy X V;’,gl% X g‘|,,;,) est une isométrie.

D’apres (3), il en résulte que (V5, g|,..) et (V}, g|,..) ont les mémes géodési-
y bd
ques (parametrées); il en est de méme pour (V, g|,.) et (V,", &|,.). En con-
y y

séquence, les métriques g
or, (2) et (4) impliquent ce résultat pour les métriques g et g sur V, . En résumé,
I’identité Id: (M, g) — (M, g) est une application affine, mais g # cg si ’on
prend ¢’ # c".

v, X g| v et gly; X g]V,v, ont les mémes géodésiques

Néanmoins, dans le cas des correspondances géodésiques, ’irreductibilité
de Y ne suffit pas pour garantir qu’elles soient des homothéties comme le
montre I’exemple suivant:
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Considérons les coordonnées canoniques (x,y) de R? et deux fonctions
©1(X) > ¢,(¥) > 0. Définissons les métriques g et g par

ds® = (1 — @)(dx* + dy?)

dst= "% g2, #17 @ 402
e1(p1902) P2(p102)

11 en résulte que g # cg et on peut vérifier a I’aide de ’égalité (5) ci-dessous
que I’identité Id: (R?, g) — (R?, £) est une correspondance géodésique (remar-
quons que I’exemple est naturel au vue des résultats de Levi-Civita; voir [10],
p. 287 et [4], Section 41). La courbure de g est

92 92 ——
k(x,y) = - ———1lo — ¢y +——1 - .
(x, ) = (¢, ¢1)< dxax CBN eI T 02 T o) ogVe, ‘P2>
Alors, on peut choisir ¢, et ¢, de fagon a avoir k£ # 0 ce qui implique que
le groupe d’holonomie de (R?, g) est irreductible.
Observons que si I’on prend ¢;(x + 1) = ¢;(x), pourtoutneZ (i = 1, 2), on
a les mémes résultats sur le tore T2,

Théoréme 3. Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension n > 1, com-
pléte, a flot géodésique topologiquement transitif.

Alors, toute correspondance géodésique f: (M, g) —~ (M, g') est une homo-
thétie.

Preuve. Considérons la métrique g, sur M, donnée par

g(v, w) = g'(dfv, dfw).

Nous allons montrer que g = cg, c’est-a-dire que f est une homothétie.
Prenons des coordonnées (x', . .., x") sur un ouvert de M et soient g;et I‘z. les
composantes de la métrique g et de sa connexion; désignons par det g = det (g,)).
Pour g nous utilisons des notations analogues &> I_‘g. et det 2 = det (g,.j).
D’apres I’hypothése, g et & ont les mémes géodésiques (non paramétrées) ce
qui équivaut (voir [4], Section 40) a:

¥+ 6’.‘—6—1,!/,

_ 9
k k _ sk
®) Ik Tk = 5k o

ij J 9x!

ou

_ 1 o detg
T 2n+1) gdetg

¥
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En conséquence, si V est la connexion de g, on a:

0= 6kg,'j
d _ _
_ - @5 6 5
= k8T I8 = Ti8is

3y . 9 .
= k8- (l‘ki+5’;w¢+6i

)\ 6 .5 0 6 0\
axk "b>goci - (ij + 5ja_xi{ \b + 6"@‘// g,'ﬁ
C’est-a-dire, que
6) V.2

Si ’on fait

detg 1/(n+1)
o <det§>

alors
Y= ! lo
=73 g K
et (6) s’écrit:
_ _ 9 _ 9 _ 0
0] 2uVi8;; = "28,-,-'a—x—k"ﬂ T Bik gy BT Bk gy

Comme p ne dépend pas du systéme de coordonnées, nous pouvons définir
le tenseur symmétrique

0, = ;Azg_'ij.
Il est aisé de montrer a I’aide de (7) que

®) Vb + V0 + V.0, = 0.

14

Or, 6 étant symétrique, (8) revient a dire que V,6(v,v) = 0 pour tout
ve TM. En conséquence, d’apres le Corollaire 1, il existe une constante X telle
que

_ detg 2/(n+l)_
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Alors p*"detg = \"detg et on a

2
n+l _ detg_/"'n

detz A\

or n # 1 implique p est constante et (9) s’écrit g, =cg;-

3. Les Flots Géodésiques Généralisés

Soit M une variété riemannienne compléte de dimension n; désignons par
O(M) le fibré des repéres orthonormés de M. Il s’agit d’une variété différen-
tiable qui, en outre, est un fibré principal sur M dont la fibre est le groupe
de Lie compact des matrices orthogonales O(n) (voir [9], p. 60). L’application
w: O(M) — M est la projection canonique.

Soit C: (a, b) = O(M) une courbe sur O(M); désignons par ¢ sa projection
7 o C. On peut écrire

C(t) = (Ey(1), ..., Ex(1)) ou (E\(),...,E,(t)ex ' (c()).

La courbe C est appelée courbe horizontale si V, «yEi(f) = 0 pour tous fe
(a,b), i=1,...,n. Etant donnée une courbe c(¢) sur M, et si on fixe
(Ey, ..., E,) e (c(0)), il existe une unique courbe horizontale C(?) telle que
C@0)=(E,,...,E,) etc(t)=mo C(t), pout tout . On appelle C(¢) le releve-
ment horizontal de c par (E},...,E,).

Soient p e M et u e = ~(p) fixés. Un vecteur W e T,(O(M)) est horizontal
(respectivement vertical) s’il est tangent a une courbe horizontale (respective-
ment si de W = 0). Il en résulte que 7,,(O(M)) = V(u) Q D(u), ou V(u) et H(h)
sont les espaces des vecteurs verticaux et horizontaux de 7,(O(M)).

Définissons maintenant les flots géodésiques géneralisés sur O(M): étant
donné (E,,...,E)en ! (p), etsi’on fixe ie {1,...,n}, soit E, (¢) la géo-
de51que sur M déterminée par les conditions T, (0) =p, v, E, 0) = E;. Soit

(EI, ...,E,) le repere en v E, (¢) obtenu par transport parallele de
(El, . ,,) sur g - Le flot <pt ainsi défini est appelé le i-eme flot géodésique
generahse Le champ de qa, est noté par X'. Remarquons que $(u) est engen-
dré par {X'(w),...,X"(w))}.

Désignons par T;(M ) espace des tenseurs r-contravariants et s-covariants
sur M. Nous pouvons associer a chaque tenseur K e T.(M) une fonction
F(K): O(M)— T (R") = [R"€*7 de la fagon suivante:

Si(E,,...,E)en"'(p),soit (E, ..., E") lerepere dual E/(E)) = 8. Alors
K(p) e T'(T,M) s’écrira

K(p)=K} " E, @ QF, QE'®- - @ E~.

------
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Nous définissons donc

FK)Ey, ..., E) = (KD e [R1CH? = TY(R?.

......

Etablissons maintenant les relations entre les flots X, les fonctions F(K)
et la dérivée covariante.
Proposition 4. Soit ie {1,...,n} fixé. Alors
. X(FK)E,, ..., E,) = F(Vg K)E,, ..., E,),
pour tous
(Eys ..., E)e OM), KeTyM).
En particulier, le tenseur K est paralléle (c’est-a-dire que VK = 0) si et seule-

ment si F(K) est invariante par le i-eme flot géodésique généralisé.

PREUVE. Fixons (Ey, ..., E,) et K. Soit (E,(¢), ..., E,(t)) = ¢:(E}, ..., E,)

et (E'(?),...,E"(t)) son repére dual. Le tenseur K sur la géodésique v, ()

s’écrit '
KOrg @) = K4 (OB, () ® -+ ® E, () @ (D ® - - - ® E(0),

------

En conséquence
F(K)E(2), ..., E, 1) = (K,"-; """ };(t))

.....

et

......

Etant donné que E(,)E (t) = 0 pour tout j =1, ,n il en résulte que
E(,)E () = 0. Alors on a

Ve

K= [ ;Ku --:j‘;(t)]Eil O® - QE, (1) QEN)® --- ® E'st)

et la Proposition en découle.

Remarque. Comme les champs X!, ..., X" engendrent les espaces horizon-
taux, nous pouvons écrire la proposition 4 de la facon suivante:

(10) Si C(t) est une courbe horizontale et c(¢f) = = o C(¢), on a:

C'OFK)) = F(V,, K.
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Corollaire 2. Soit Ke T(M), désignons par VVKeT., (M) le tenseur
dérivée covariante seconde de K. Alors

X' X(F(K))NE,,...,E)= F(Vg Vg K)Ey, - . ., Ey).

Preuve. Dans les notations ci-dessus, observons que le tenseur r-contra-
variant et s-covariant V, K est défini sur v, (¢); on peut considérer alors
VEi(t) (VE,.(t)K ).

D’apres [9] (p. 125) on a

an Ve Ve 0K = Ve Ve K) = Vv, 0 EenK = VE0) VEWKD:
car VEi(t)E,-(t) =0.
La Proposition 4 implique

X (FENE@), - - - En() = F(Vg (\ K)E (1), - . ., Eq(2)).

X0)

En conséquence

XXEENE W, ... Ex0) = X'FTy ( KYEO)s - ., En(0)
= F(VE‘,(;) (VEi(t)K))(El (t)» veey En(t)),

ou ’on a appliqué la Proposition 4 au tenseur Ve K. Le corollaire découle
donc de (11).

La Proposition 4 permet aussi de retrouver le résultat de [11], p. 4:

Corollaire 3. Si M est compacte, la nullité d’une dérivée covariante d’ordre
quelconque d’un tenseur entraine la nullité de la dérivée premiere de ce tenseur.

PREUVE. D’apreés le corollaire antérieur, V VK = 0 équivant 3 X' X' '(F(K)) = 0,
ce qui s’écrit, sur orbite (E;(2), ..., E,(t)) = goﬁ(Eb ... Ep),

F(K)E,(),...,E,(t)) =At+B ou A,Be[R"¢*",

Or, la compacité de M implique celle de O(M), donc A = 0 et F(K) est cons-
tante sur les trajectoires de X*, la Proposition 4 implique alors que VK = 0.

Un tenseur K est dit récurrent s’il existe une 1-forme o telle que
VK = K ® o; c’est-a-dire que V,K = (Z)K cour tout champ Z sur M. Dans
le cadre général des variétés munies de connexion linedire, Wong [13] a carac-
térisé les tenseurs récurrents en termes des propriétés de la fonction F(K) (voir
aussi [9], p. 304). Nous nous intéressons aux relations entre les tenseurs récu-
rrents et les tenseurs paralléles dans le cadre riemannien:
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Proposition 5. Soit K un tenseur récurrent sur la variété riemannienne M.
Alors il existe un tenseur parallele P et une fonction positive \: M — R
veérifiant \P (réciproquement, tout tenseur de la forme \P est récurrent).

PreuvE. Fixons une composante connexe de M, que nous désignerons aussi
par M.

Si K = 0, la proposition est triviale. Soit p, € M tel que K(p,) # 0 et fixons
ity € 7~ (p,). Le fibré d’holonomie de u, est I’ensemble

OM)(uy) = fue OM): il existe C: [0, 1] = O(M), horizontal, tel que
C0) = uy et C(1) = u}.

Soit C une courbe horizontale avec C(0) = u, et désignons par c¢ sa projec-
tion sur M, = o C. Comme K est récurrent, on a V_, K = a(c'(¢))K. Alors

c’'(t)
F(Vc,(,)K) = a(c'(t))F(K) et, d’aprés (10)

C'OIF(K)] = a(c')F(K).
En conséquence,
12) FK)C@) = FK )(uo)e%“(c"s))d‘ pour tout .
Cela implique la propirété suivante
(13) Si K est un tenseur récurrent et il existe u, tel que
F)| oqaryugy = FK) o) # 0,

alors K est paralléle.

(En effet, il en résulte de (12) que a(c’(s)) = 0, alors a = 0, car c’(s) est arbi-
traire, et VK =K ® o = 0.)

La propriété (12) montre aussi qu’il existe une fonction positive ¢: O(M) = R
telle que F(K)(u) = F(K)(ug)e(u), pout tout u e O(M )(u,).

Nous allons voir que ¢ est constante sur O(M)(u,) N7~ '(p), pour tout
peM. En effet: soient u, iex "(p)NOM)(uy); si u=(E,...,E,) et

i=(E,...,E)onakE= a{.'Ej et Ef= b;Ej ou les matrices A = (a®) et
B = (b?) = A~! sont orthogonales, c’est-a-dire que
(14) Yaial =6, et 2 bibi=25_.

7 7

Soient maintenant

..........

FK)Y@) = (K et FK)@) = (Kinoooh).
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Alors
Tt i _ gl I pip i, m; m
Kip-~~:f: Kml ..... rmsbll,...,b,:ajl,...,aJ.SS,
et (14) implique
Tt i _ i i2
(15) XN = B Ky
s : e,
VA A VAR A

Etant donné que
F(K)(u) = F(K)(uo)p(u) et F(K)(i2) = F(K)(up)p(i1)
on a (pour tous iy, ...,0, Jis---J5)"

(Ki.l ..... ir)Z = ¢(u)2(T;i ,,,,, .;:)2 et (K;i ,,,,, ;:)2 — (p(a)Z(T}i, ey i':)Z,

Jiseees js senes yeens

ou ’on a noté

et comme F(K)(u,) # 0 et ¢ est positive, on a ¢(i1) = o(u).

Définissons alors la fonction \: M — R par A\(p) = | 0N uYNT Com-

-1(p)-
me K est récurrent, il en est de méme pour (1/M\)K et, d’aprés la définition de
N\, F((1/N)K) est constante (# 0) sur O(M)(u,). Alors la propriété (13) impli-
que que (1/N)K est parallele et la proposition est prouvée.

3.1. Implications de la transitivité topologique de X’

Supposons maintenant que M est orientée et désignons par O * (M) le fibré des
repéres orthonormes positivement orientés de M; O* (M) est une fibre princi-
pal sur M dont la fibre est le groupe de Lie SO(n) = {ae O(n): deta = 1}.
Si K € T%(M) nous avons, comme dans la section précédente, une fonction
F(K): 0" (M)~ TH(R"Y.
Rappelons que, si v = (E,, ..., E,) 0" (M) et a = (@°) € SO(n), ’action
4 droite de SO(n) sur O* (M) est définie par

O* (M) x SO(n) o* (M)

(u,a) —>  ua
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Deméme, si T= T be, X---Xe Xeltx - XelseT(R)eta=(a
dyseesdsCiy i s

€ SO(n), I’action a gauche de SO(n) sur T;(R") est donnée par

SO(n) x TH(R") ————— T4(R")

(a, T) — aT
ou aT = T est le tenseur de composantes

Tl = Tl gh o glp™ b
Jyse s my,...,m"1;’ UL G > s

(ici @%)=b=a™").
Dans ces notations, il en résulte que

(16) F(K)(ua) = a '[F(K)(u)] pour tous ueO* (M), aeSO(n).

Si le flot X' est topologiquement transitif sur O+ (M) et le tenseur K est
paralléle, la Proposition 4 implique que

(17) F(K)| o+ gy = T TH(RY.
Et, d’aprés (16), le tenseur T vérifie
(18) T = F(K)(ua) = a 'F(K)u) = a~'T, pour tout aeSO(n)

(on dit dans ce cas que T est invariant par ’action de SO(n); voir [12] pour
une classification de ces tenseurs).

Remarquons que les tenseurs 7 e T5(R") invariants par ’action de SO(n)
induisent d’une facon canonique des tenseurs paralléles sur la variété orientée
M. Les résultats antérieurs impliquent que, si X* est topologiquement transi-
tif, alors ces tenseurs sont les seuls tenseurs parall¢les sur M. La Proposi-
tion 5 donne alors la forme des tenseurs récurrents.

D’autre part, observons que si le tenseur de courbure de M vérifie (17)
(donc (18)), alors M est a courbure sectionnelle constante.

Les résultats de L. W. Green [6] impliquent que X’ est topologiquement
transitif sur O* (M) si M est compacte et a courbure sectionnelle négative
1/4-pincée (c’est-a-dire qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que les courbures
sectionnelles de M sont bornées par —c et —1/4 ¢). Nous pouvons donc, énon-
cer le théoréme suivant:

Théoréme 4. Soient M une variété riemannienne orientée et X' le i-eme flot
géodésique sur O (M). Si X' est topologiquement transitif (ce qui est vrai si
M est compacte a courbure sectionnelle négative 1/4-pincée) alors un tenseur
K e Ty(M) est parallele si et seulement si F(K)|0+(M) =TeT,(R") et T est
invariant par SO(n).

En particulier, si M est a tenseur de courbure parallele, alors M est a cour-
bure sectionnelle constante.
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4. Le flot de p-repéres

Considérons maintenant (M) le fibré de p-repéres orthonormés de la variété
riemannienne M. Ici 1 < p < n — 1 ot n = dim M. C’est-a-dire que pour cha-
que x € M nous considérons tous les p-repéres orthonormés (E, ..., E,) de
T .M. .

Si QP(M) - Tll\f est la projection m(Ej,...,E,) = E;, on peut voir
Q;(M) comme un fibré sur 7, M dont la fibre 7~ 1(E)) est la variété de Stiefel
O(n-1)/0n-1-(p-1)).

Etant donné (E, . . ., E,), soit YE, la géodésique déterminée par E, ; désig-
nons par ¢X(Ey, ..., E,) le p-repére en 'YE[(t) obtenu par transport paralléle
de (Ey, ..., Ep) sur g, - Le flot ¢?ainsi défini sur Q,(M) est appelé le flot de
p-reperes et X » hotera son champ.

Si(E,... ,Ep) est un p-repére en TXM, soit [E, ... ,Ep] le sous-espace de
T .M qu’il engendre et désignons par E' le covecteur dual de E; pour la métri-
que g de M (E' = g(E;, *)). Alors, étant donné K € T (M), la restriction de
Kx)alE,... ,Ep] s’écrira

£y =K B, ® - QF, ®F'®- - @ B

ou 1 i, < p, 1 < jg < p. Nous définissons la fonction F(K): @,(M) = T(R?)
par FK) (B, ..., E;) = (K. ).

Il est aisé de montrer suivant la preuve de la Proposition 4 que

;;;;;;

(19) X, FK)E,,...,E,) = F(Vg K)E,, ..., E,).

En particulier, si K est paralléle alors F(K) est invariante par X, i Comme
p < n nous ne pouvons pas affirmer la réciproque.

Néanmois, si le tenseur K a des propriétés supplémentaires, la fonction
F(K):Q,(M)~ T (R”) peut garder toute I’information sur le tenseur (ce qui
est toujours le cas pour F(K): O(M)— T (R")) méme si p est petit.

Par exemple, si I’on prend le tenseur de courbure riemannienne R € Tg(M )s
il suffit de considérer F(R): Q,(M)— T9(R?). En particulier

(20) Si F(R)| 00 = TeT 2([132), alors M est a courbure sectionnelle constante.

11 est bien connu (voir [1]) que si M est compacte, a courbure sectionnelle né-
gative et de dimension impaire, alors le flot de 2-repéres sur 2, (M) est ergodique.
En conséquence (19) et (20) nous permettent d’énoncer le théoréme suivant

Théoréme 5. Soit M une variété riemannienne compacte, de dimension
impaire, a courbure sectionnelle négative.

Si le tenseur de courbure est paralléle, alors M est a courbure sectionnelle
constante.
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