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1. Introduccién y preliminares.

En este articulo estudiaremos el sistema lineal parabdlico de valores
propios

Ll@) = My a en O xR,
(1.1) u(z,t) =u(z,t +¢£) en O xR,

u(z,t) =0 en 9 xR,
donde @ = col(ul,...,u™), £ es un nimero real positivo fijo,  C
R¥ (N > 1) es un dominio acotado cuya frontera 92 es una variedad de
clase C**t* a € (0,1), L[@] = col(L[u}],...,L[u™]), L es un operador

lineal de segundo orden uniformemente parabdlico en 2 xRy y(z,t) =
[yij(z,t)] es una matriz m x m con componentes 7;;(z,t) continuas

en ) x R, f-periédicas en la variable ¢, (m es un entero positivo) y

A€eR
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Los resultados sobre (1.1) se aplicaran al estudio del sistema

Li@)(z,t) = H(T(@),z,t)i(z,t) en Q xR,

LT)(z,t) + C(z,t) T(4, z,t)
(1.2) < = Z;'n=1 G;(T(¥),z,t)u!(z,t) en xR,

u'(z,t) = ui(z,t +£), T(z,t) = T(z,t+£) en O xR,

| T(z,t) =0 = u'(z,t) en 002 xR, 1=1,...,m,

donde H(s,z,t) = [H;j(s,,t)] es una matriz m x m, las funciones
G;, H;; son continuas en R} x Q x R, £-periédicas en la variable ¢ y
C(z,t) es continua en @ x R y £-periédica en t¢.

Los resultados referentes a (1.1) tienen muchas aplicaciones en la
Teoria de Bifurcacidn.

Se conocen varias publicaciones sobre el estudio del caso escalar de
(1.1) (m = 1). Para L eliptico y autoadjunto por Manes-Micheletti [10]
y por Hess-Kato para operadores no necesariamente autoadjuntos [4].
El caso parabdlico fue estudiado por Laser en [7], (y =1,m = 1).

El sistema (1.2) es un modelo que describe el fenémeno de reaccién
difusién en el interior de un reactor nuclear de fisién. Ha sido estudiado
para el caso eliptico con resultados parciales por Anthony Leung y Gen-
Shun Chen en [9] y [8]. En este articulo demostraremos la existencia
de soluciones clasicas positivas de este sistema, con hipdtesis que se
especificaran en esta misma secciéon. Para mayor informacién sobre
el significado fisico de las funciones que aparecen en (1.2), veanse los
articulos antes mencionados.

En este articulo J denotard al conjunto J = {1,...,m} y o €
(a,1). Se introducen los siguientes espacios de Banach sobre los reales

F={ueC*/?(QxR): u(z,t)es-periédica en t},

con la norma

ﬁ [ YZ]
“ ) ”1? = “ ' “cw/?(ﬁx[o,e]) = || ) ||ax ’ ’

E={uec CH+/2(Q xR): u(z,t+¥€)=u(z,t) en xR,
u=0 en 0N xR},
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con la norma

ax(o,g
[P

”'”m H ”c2+a1+(a/2>(nx[oe]) 24a

F={ueC"?QxR): uz,t+L)=uz,t)},
con la norma

i,
(et

|| ’ ||i~' = ” ) ||01+v.v/2(5x[o,e]) = 140

También usaremos los espacios: E™ = [, E;, E; = E, F™ =
[, Fiy F; =F, yE={d € F™": @& =0 en 0Q x R}, con las

respectivas normas:
&g = max{||u’||z , i € T},

1@|g = max{||u’lle , i € J},

g = max{lu’|lz, 7 € T},

para todo @ =col(ul,... ,um). Para mayor informacién acerca de las
funciones Holder-continuas vease [7] y [3].

En E consideramos el orden natural dado por el cono positivo P =
{d = col(ul, -+ ,u™) € E, ui(z, t)>0en 2 xR, 2 € J}. Obsérvese
que el interior de P, Int P, es no vacio.

Un par (A, %) es solucidn cldsica de (1.1) si (A\,4) € Ry xE™ y
satisface la ecuacién (1.1). En forma analoga se definen las soluciones
clasicas (T,%) € E™*! de (1.2).

Estamos interesados en la existencia de soluciones clasicas de (1.1)
¥ (1.2) con componentes positivas.

En lo que sigue L denotara un operador de la forma

(1.3) Llu ————(ZZa”D,]u+ZbDu+c0u>

i=1 =1

donde los coeficientes @;;(-), 0i(-), Co(-) pertenecen a F, @;; = @j; y
Co SOenﬁ XR,E,'J' € CI’O(QX R)

Todos los resultados de este articulo son validos si L es uniforme-
mente eliptico en  y las funciones involucradas en (1.1) y (1.2) son
independientes de t. Es decir, si L es un operador de la forma

(ZZ‘IU 1Ju+ZbDu+c0u)

=1 j=1



308 B. E. ViLLA

donde las funciones a;;, b;, ¢o, pertenecen a C*(), @ij =aji y o <0

en Q,4; €CY(Q) y

n

N
Y () big; =My &,
=1

,5=1

para todo z € Q, (&,... ,én) € RY y algin M > 0.

El primer resultado que presentaremos es un Teorema de Com-
paracién, el cual es muy 1til en el estudio de sistemas parabdlicos y
elipticos y jugard un papel muy importante en este trabajo.

—

Teorema 1.1. (Teorema de comparacién). Supongamos que U, U €

CP(QxR,R™NCY(Q xR,R™), @ # 0, satisfacen

Llu'] = >t piju’ en A xR, 1€ J,
(1.4) i(z,t +£) = i(z,t),

@ |saxs =0,

(1.5) { Lv'] > Z;n=1 gijv’ en 2 xR,

vi(z,t+0) = v'(z,1), 1eJ,

donde p;j y qij son funciones acotadas en O xR, {—periodicas en t.
Supongamos que v' >0, v Z0 en xR, ¢i; > pi; en QA xR, 1,5 € J
y ¢ij(z,t), pij(z,t) >0 en Q ?(B’ para i # j. Entonces ezisten 6 € R
y s € J tales que v° = 6u’, v =6u? >0, y psj; = qs5 en 2 xR, para
todo j € J. (6 = min{sup{c; : v’ —ciu' >0 en QA xR}: 1 € J}).

Corolario 1.1. Si suponemos las mismas hipétesis del Teorema 1.1 y
suponemos que alguna componente de & toma algin valor positivo, en-
tonces el resultado del Teorema 1.1 sigue siendo vdlido, aun cambiando
la igualdad en (1.4) por “inferior o igual”.

Adoptaremos las siguientes hipdtesis sobre la matriz

(A1) Existe una biyeccién 6 del conjunto {1,...,m} en si mismo tal que

a‘) Yo(1)k ?_éov k= 1""7m'
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b) Para todo j > 2 existe ¢ € {1,...,7 — 1} tal que 7g(j)g¢:;) # O.

(A2) Las componentes de v pertenecen a F y v;; > 0 en Q x R si i #
7y t,3=1,...,m.

(A3) Existe una funcién continua h : [0,£] — Q tal que k(0) = k() y
para algun k,

£
(1.6) /0 yir(h(s), s)ds > 0.

OBSERVACION 1.1. Por la condicién (Al), si @ € P es solucién de
(1.1) para A > 0 y una de las componentes de @ es positiva en 2 X R,
entonces % € IntP. La condicién (A1) se satisface por ejemplo si todas
las componentes de la fila ¢ y la columna ¢ de v son no nulas. Por el
contrario, es de notar que si todas las componentes de dos filas de v
son nulas, excepto los elementos de la diagonal, los cuales suponemos
mayores o iguales a cero y diferentes entre si, entonces el problema (1.1)
no tiene solucién positiva en 2 x R, para A > 0.

El resultado principal referente a (1.1) estd contenido en el siguiente
teorema.

Teorema 1.2. Si v satisface (A1)-(A3), entonces existe (A1,uy) €
Ry xE™, A\ >0, @; = col(ui,...,ul”) tal que

(1) (A1,1u7) satisface (1.1).

(i) v >0en Q xR,y dul /07 <0 endQ xR, j=1,...,m.

(0/07t denota diferenciacion en la direccion de la normal exterior),
(ii1) A1 es dnico y simple.

Sobre las funciones H;;, G; y C adoptaremos las siguientes hipé-
tesis:
(B1) H;;(T(-),) € FsiT € F, H;; es uniformemente acotada en R 4 x
Q x [0,£] y la matriz H(0,-) satisface (A1)-(A3).

(B2) a) C €T, las funciones G;(s, z,t) y 0Gi (s, z,t)/0s son continuas,
Gi(T(-),") y 0Gi(T(-),")/0s € Fsi TeF y Gi(-,z,t) es de-
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creciente en R 4, para todo (z,t) € @ x [0,€], i = 1,...,m.
b) Existen m funciones g; € F tales que 0 < g;(z,t) < Gi(T, z,1)
para todo (T, z,t) e Ry x Q2 x [0,4], e =1,...,m.

Sea j\; el valor propio de (1.1) para v = H(0,:). En las hipétesis
siguientes consideramos dos posibilidades para Ag :

(B3) a) XE > 1 y existen dos numeros reales ag, Tp tales que ag > XO y

H;;j(T,z,t) > ag H;;(0,z,t), paratodo T > Ty y (z,t) € A xR.

b) Para algin k€ {1,...,m}, Hg(0, ) satisface (A3) y Hix
(T,z,t) > Hyx(0,z,t), para todo (z,t) e R xRy T > 0.

(B4) a) 0< Xo <1 y existen dos ntimeros reales aj vy Ty tales que
0<ay <Xy Hij(T,z,t) < ai Hi;(0,z,t), para todo T > Tyt y
(z,t) € QA xR.
b) Existe un conjunto compacto D C Q tal que H;;(T,z,t) =0
paratodoT >0, te Ry z € (2/D).

En algunas situaciones supondremos que §) satisface la condicién:

(C*) Existe una sucesién {Dx}32, de subdominios de RY, con frontera
de clase C?** tales que Dy C D41 C Diy1 C R, para todo k y
Use; Dk = Q.

Teorema 1.3. a) Supongamos que se satisfacen (B1)-(B3) y que Q sa-
tisface (C*). Entonces (1.2) admite una solucién (T, @) € E™+!, iy =
col(ug,...,ul) tal que T(z,t) > 0 y uf(z,t) > 0 en Q xR, ¢ =
1,...,m.

b) Si se satisfacen (B1), (B2) y (B4) obtenemos el mismo resultado

de la parte a).

OBSERVACION 1.2. Todos los resultados permanecen validos si supone-
mos que L(%@) = (L(u'), ..., Lm(u™)), @ = col(ul,...,u™), donde Ly
es uniformemente parabdlico en 2 x R para £ = 1,...,m y tiene la
forma

N

N N
Li[u] = —68—1: — (ZZaijiju + beD,—u + cgu),

=1 j=1 =1
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y sus coeficientes satisfacen las condiciones antes impuestas para el
operador L.

2. Resultados principales.

En esta seccidén demostraremos los teoremas 1.1 y 1.2. Respecto
al sistema (1.1), consideraremos primero, en la Proposicién 1, el caso
especial en el cual v satisface (A1) y (A2) y las componentes de su
diagonal son mayores o iguales que cero y no nulas.

En la demostracién del Teorema 1.1 utilizaremos el siguiente lema:

Lema 2.1. Siu,v € C3'(QxR) N CHO(QxR), v(z,t) >0, u(z,t+1) =
u(z,t), v(z,t+£) = v(z,t), en AxR, u(z,t) =0 en QxR y ademds
Ov(Z,1)/07 < 0 para todo (T,%) € N x R, para el cual v(ZT,%) = 0,
entonces eziste un nimero real a > 0 tal que v(z,t) > au(z,t) para

todo (z,t) € 2 xR.

DEMOSTRACION. Supongamos que el lema no es cierto. Entonces pode-
mos construir una sucesion {(¢p, Tn, ta)}oz;, con ¢, > 0y (zp,t,) €
QxR tales que ¢, = 0y (v—cpu)(zn,t,) = 0, para todo entero positivo
n. Sin pérdida de generalidad suponemos que (zn,t,) — (Z,1), para
un (Z,%) € Q x [0,£]. Ademas 0 = limp_,0o(v — cpu)(zn,ts) = v(Z, 1),
implica que (Z,%) € 9Q x R. Sea z, el punto de Q2 mds cercano a
z,. De nuestras hipétesis sobre u y v y del Teorema del Valor Medio
obtenemos

0<(v— cnu)(zn,tn)‘— (v — cpu)(Tp,tn)
((V:’U - cnvzu)(ﬁﬂ’tﬂ)’ Zn — :IIn) )

donde &, € Q estd en el segmento que une z,, con zy,, (-,-) es el producto
interno en RN y V, es el gradiente respecto a z. Entonces,

(Vav — cnVot)(nytn), (2nyta)) > 0.

(7i(2n,ta) es la normal unitaria hacia el exterior a 92 X R en (zy, tn)).
Si hacemos tender n a infinito en la ultima desigualdad obtenemos
Ov (Z,t)/0% > 0, lo cual contradice una de nuestras hipétesis.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1.1. Sea k > 0 una constante suficien-
temente grande tal que p;i+k >0y qii+k >0en Q xR, ¢ =1,...,m.
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De las hipétesis, obtenemos

L[vi]‘*‘kvi=(Qii+k)vi+2q.~jv120 en Q xR,
—
{1'-‘#1'

v* >0y v* #0en Q x R. Entonces, por el Principio del Maximo para
ecuaciones parabdlicas [12], tenemos que

; ovt _
(2.1) v'>0 enQxR, y Z=(3,9<0
sivi(Z, 1) =0,y (7,1) € 9Q x R.

Sea 6; = sup{a; : v' —a;u’ > 0en Q x R}. Por (2.1) y el Lema
21,0 < é6; < oo, 72=1,...,m. Por otra parte podemos suponer sin
pérdida de generalidad que alguna de las componentes de @ toma un
valor positivo. Entonces, si §; = min{éi,...,0m}, se tiene que

0<é;j<o0 y vi—ﬁjuiZO en xR, 1=1,...,m.

Mas atin, probaremos que v/ — §;u? = 0 en 2 x R. Por hipdtesis
tenemos

(L + k)7 = &;u7) 2 (k+pj;)(v7 — b;u7)
(2.2) +> pji(v' - 6u’)
=3
+ Z(qj,' - pj,-)vi >0 en 2 xR.
i=1
Por esta desigualdad, el Lema 2.1 y la definicién de §;, existe un
punto (zg,%) € 2 x R tal que (vj — dju’)(zo,t0) = 0. Finalmente

por (2.2) y el Principio del Maximo, concluimos que v? — §;u’ =0y
pii=¢gjien Q2 xR parai=1,...,m.

El préximo lema se utilizara en lo que sigue.

Lema 2.2. Para cada f € F, eziste una tinica funcidn u € E tal que
Lu] = f en @ x R. Ademds ezisten dos constantes ky, k; > 0 tales

que
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a) |lu]|g < kIHL[u]“F, para todo u € E,

b) ”u“CH.,,, o/2@x[0,0) < kg“L[u]Hoo para todo u € E |
(k2 depende de o € (a,1)) (cf. [11], [13])

En la demostracién del Teorema 1.2 utilizaremos la siguiente pro-
posicion.

Proposicién 2.1. Si la matriz v satisface (Al) y (A2) y vi(z,t) 20
Y vi Z0 en Q X R pare todo 1 = 1,...,m, entonces eziste (Ag,Up) €
R4 x E™ tal que X\g es dnico y

i) (Ao, Uo) es solucidn de (1.1),
i) G €E™N IntP y Oul /0R <0 en QA xR, j=1,...,m.
iii) Ao es un valor propio simple.
DEMOSTRACION. Sea S : F™ — F™ el operador lineal completamente

continuo y positivo definido asi:

m

S(eol(u, ..., u™)) = col <J*L—1 (X mw),
j=1

75 (L))
j=1

donde J* : E — F es la inyeccién natural, la cual es compacta, (3].
Sean 7 = col(L~Y(1),...,L7Y(1)) y v = (L)"!(v2) = S(Z). Con el

mismo argumento usado en el Teorema 1.1, obtenemos

23) S(Z)—-6z€P,
. § = min{sup{c;: v' —¢;2' >0en Q xR} : i € J}.

Por (2.3) y un resultado muy conocido de la tegria de operadores
positivos (cf. [5, Teorema 2.5]), existen @y € P, 1y # 0 y un niimero real
A1 > 6 tales que S(Wo) = Ao, esto es, L[dg] = Aoy do, (Ao =1/A1) y-
(Ao, Uo) satisface (i) y (ii).
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La unicidad de Ao se sigue directamente del Teorema 1.1. Uti-
lizaremos también este teorema para demostrar que Ay es simple. Sea
@ = col(w!,...,w™), & # 0 tal que L[w] = Aoy w. Podemos suponer
que alguna componente de @ toma un valor positivo en @ x R. En-
tonces, por el Teorema 1.1, existe 6* > 0 tal que u) — §*w’ = 0, para
ciertos j € J y up —6*w' > 0 en Q xR, para todo i € J. Del Principio
del Méximo y la.Observacién 1.1 se deduce que @y —6*w = 0 eri @ x R.

Para demostrar que la multiplicidad algebraica de A es uno, supon-
gamos que Ty = col(vd, ..., v") € E, 7 # 0, satisface

(5 - ;;1)260 — 0.

(I es la matriz identidad en E)
Entonces (S—A;1)vy = —k*uy, para una constante k* que podemos

suponer positiva. Sea é > 0 suficientemente grande tal que
w3=3u8+v6>0 en xR, paratodo i€ J.

Por un simple calculo se obtiene

L[wé]Z/\OZ’y,-jwé en xR, 1€ J.

j=1
Entonces, por el Teorema 1.1, existen s € J y a € R tales que
(2.4) wi =aul, wi—aul >0 enxR, 5=1,...,m.

Por la identidad

0=L(w — aug) = Ao Y _ 7sj(w] + (Aok* —a)uj)  en QxR,

1=1
y (2.4), existe un punto (zo,%0) € 2 x R tal que
(wg + (Aok™ — a)ug)(zo,t0) =0.
Puesto que

Liwg + (Aok™ — a)ug] = Aok*(Aok™ —a)ug >0 en Q xR,
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por el Principio del Maximo obtenemos que w§ + (Aok* — a)uj = 0 en
Q xR, ypor (2.4), k*=0.

En el resto de esta seccién supondremos que v satisface (A1)-(A3)
y k € {1,...,m} es el entero positivo tal que i satisface (1.6). Deno-
taremos con 4t = [7,-';-'] ¥y 7~ = [v;]- Es claro que si ¢ # j, 7,7; = vij
¥y 7~ es una matriz diagonal. Para cada s € (0, 1], denotaremos con
ps = [p3;], donde

pLi=svl  sii#j bi=j#k  ph=k -

Por la Proposicién 2.1, para cada s € (0,1], A >0 existe
(Bs(A),usx) € R4 x (E™ () Int P) tal que

(2.5) L[] + Ay [@sA] = Bs(A)ps[@sn]  en Q x R.

Claramente, (1.1) tiene solucidn si y sélo si B1(A) = A para algtin
A > 0. Por el Teorema 1.1, para s fijo, B,(\) es estrictamente creciente
en Ry y, para A fijo, B,()) es estrictamente decreciente.

El siguiente resultado se utilizara en el resto de esta seccion.

Lema 2.3. S v satisface (A1)-(A3), entonces Bs()) es continua en
(0, 1] X R+ . )

DEMOSTRACION. Sean a,b > 0, A* € [0,qa], s* € [b,1] ¥ {(sn,An)}32,
una sucesiéon en [b,1] x [0,a] tal que (sa,An) — (s*,A*). Podemos
suponer que B, (A,) — d € [0,B4(a)]. Para cada n, existe i, =
col(ul,...,u™) € E™ N Int P tal que.

lEnllco = ma,x{[[u;”oo c1=1,...,m}=1

(Z)[’In] + AnY Un = Bs,(An)ps,Un en Q x R.

Por el Lema 2.2 la sucesién {ul,} es acotada en F y puesto que la
inyeccién natural J* : F — F es compacta, (para una subsucesién) u, —
v'€F,enlanormadeF,:=1,...,m, v =col(v!,...,v™), ||V]jec = 1.
Entonces

7= lim @, = im ()" (—=Any " @n + Bs, (An)ps, @n)
(2.6) n—oo n—oo
= (L) Y (=A*y" 7+ dps+ 7).
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Finalmente para (s*,A\*), existe @ssx» € E™ (] Int P tal que
27)  (L)(@ere) = =Ny Tgore + By (AN )pyeigers en @ xR.
De (2.6), (2.7) y el Teorema 1.1 se deduce que B, (A*) = d.
Lema 2.4. Para s fijo, B4()\) tiene por lo menos un punto fijo.

DEMOSTRACION. Sea s € (0,1] fijo. Puesto que B,s()\) es continua y
B,(0) > 0, es suficiente probar que By(A*) < A* para algin A* > 0.

Sea G € R una bola abierta con centro 0, tal que y + h(r) € Q
paratodoy € Gyr € [0,{]y

3
/ Yek(y + h(r),r)ds > 0
0

para todo y € G.
Sea ¢ : RN — [0,1], ¢ # 0 una funcién de clase C* con soporte
compacto contenido en G. Es claro que

(2.8) / ver(y + h(r), T‘)¢2 >0.
Gx[0,q

Introducimos la siguiente notacién

h(r) = (hy(r),..., hn(T)),
aij(yvr) = ?l](y + h(T’),’I‘),
bi(yar) = bl(y + h(r)v T) )
Co(y,’l‘) = -C_O(y + h(T’), 7‘) )
bz, t) =log(uiA(x,t)),
Yi(y,m) = ¥x(y + h(r),r),
Dy = Dy 5,
Dz’j¢'§ = Dyiy,- 7»[’,/{

Remplazando Ei y sus derivadas en (2.5) obtenemos
N

N
0—k _ —k — -k —k
-B—td))‘(x’t) - Z @;;Dziz; 5 — Z @ij Dz, 0y Dz s —

ij=1 ij=1
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N k
=Y BiDa by 2 T0(3,t) — ATgi(e, t) + Bo(A) v (2, 1)
=1

Cambiando de variables, multiplicando por ¢? e integrando sobre

D = G x[0,£], obtenemos

(@ o S

1,7=1

00) -3 ayDaADu - zb D) ¢*

1,j=1

> /D [0 — My + A(r), ) + BN vy + h(r),r)] 6

o k
Puesto que / -ai’lqﬁz dr dy = 0, integrando por partes obtenemos
T
de (2.9)

/D (B — M) (v + h(r), )2 (w.r)

(2.10) .
<[ (<¢vy¢§, AV, 08 +d) + ¢) ,

donde d = (dy,...,dm), con

N
— Z(Diaijqﬁ +2a;;D;¢) + b;6 + h3¢’
=1

A es la matriz A = [a;j], V, es el gradiente respecto a y, y (-,-) el
producto escalar en RY . Observemos que d es independiente de % .

Por ser A simétrica y L uniformemente parabdlico, tenemos que
para todo vector B

l

(B, AB+d) = (B+
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Entonces, de (2.10), obtenemos

A [ it + b))
/ (Y + h(r), )¢
D

(2.11) B\ <a+

)

donde

—

1,
[ G d) -]
/ Ty + h(r), 1)
D

De (2.8), deducimos que existe A\* tal que para todo A > \*,

a =

A wely + b, r)8)
/ Ty + h(r), )
D

>a,

y por (2.11), By(A) < A para todo A > A*, y por tanto, B,()) tiene un
punto fijo menor que \*.

Del lema anterior se desprende la existencia de soluciones de (1.1).
El resto de esta seccién lo dedicamos a probar la unicidad de los valores
propios de (1.1) con funcién propia con componentes positivas. Para
cada s € (0,1] denotaremos con A;(s) el primer punto fijo de By(}).

Lema 2.5. Si v satisface (Al)-(A3), entonces Ai(s) es estrictamente
decreciente y continua.

DEMOSTRACION. Supongamos que s; < sz. Del Teorema 1.1 de-
ducimos que B,,(A) < B,,(A) para todo A > 0. En particular para
A= /\1(81) y Ay = )\1(32) se tiene que Ay < Bsz(Al) < le(/\l) =A.

Supongamos ahora que 5 € (0,1], {s,}52, es una sucesién en
(0,1], s, =3, y Ai(sn) — d. Para cada n, existe 4,, € E™ NIntP tal
que ||t |loo = 1, ¥y L[ts,] + A1(sn)7 " Us, = A1(Sn)ps,Us, en @ x R.
Con el mismo argumento usado en el Lema 2.3 obtenemos una funcién
v € E™ NInt P, tal que ||vgllec = 1, ¥

(2.12) L[] + dy~vg = dps-v5  en Q xR.
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De (2.12) es claro que d > A((3). Si d # Ai(S), Bs(A) tendria un
segundo punto fijo Ag > A;(3). Sea x € (A1(3), Ao), es claro que Bs(3) <
X y puesto que limp— o0 B, (:) = B;(i), existe un entero positivo Ny tal
que Bsn(i) < X < Ao para todo n > N,. Consecuentemente, A;(s,) <
X < Ao, y entonces, d = M(3) < X < Ao.

Lema 2.6. Sean p € F y {(t) = mr?.xp(x,t). El problema

(213) Lluj=Apu en QxR, u€E u>0, en Q xR, A >0,

£ £
tiene solucidn si / £(t) dt > 0 y no tiene solucién si / E(t)dt =0.
0 0

4
DEMOSTRACION. Si / £(t) dt > 0, la existencia de soluciones de (2.13)

0
es consecuencia directa del Lema 2.4, puesto que es posible construir
¢

una funcién o : R — Q de clase C? tal que / p(o(t),t)dt > 0.
0

e
Supongamos que / £(t)dt = 0 y que existe (X, u3) solucién de
0

(2.13), X > 0, u5 > 0. Sea ¢o € E, ||¢o]lc = 1, la solucién del
problema

Ligl=X¢ enQxR, 1>0,6>0, 6€E, |[$)loo=1,

(cf. [6]). Sea
vy = d(a, ) Jo €08,

entonces _
L{vs] = Ao vy + A(t)vs .

_ Puesto que {(t) > p(z,1), el Teorema 1.1 implica que AE@)+ Ao =
Ap(z,t). Esta contradiccién demuestra el lema.

Denotemos con &(t) = max{ykx(z,t): = € Q}. Por (1.6),

£
/ £(t)dt > 0.

Sea s* € (0,1), tal que

s*/0£2+(t)dt=/022(t)dt.
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Para cada s € (0,1], X > 0 existen uy € E,uyx > 0y B,()) > 0
tales que

Liua] + Mpua = Bs(A) (77 )ua en I xR.
Por el Lema anterior si s € (s*,1], Es_(/\) tiene por lo menos un
punto fijo, el primero de estos serd denotado A;(s). Como en el Lema 2.5
se prueba que \;(s) es estrictamente decreciente y continua en (s*,1].

Lema 2.7. X\;(s) — oo cuando s — s* por la derecha.

DEMOSTRACION. Supongamos que \;(s) — d < oo cuando s — s*, s >
s*. Sea us €EE, ug >0en @ xR, ||us]|eo =1, tal que

Llug) + Xi(8) Yeptts = M(s) s7us  en O xR.

Con el mismo argumento del Lema 2.3, existe v € E, v > 0 en
Q x R tal que

L{v] 4 dygv = ds*vhv en 2 xR,
lo cual contradice el lema anterior.

Lema 2.8. 5i (), %) € (R4+—{0})x(E™NInt P) satisface (1.1), entonces
A< Aq(1).

DEMOSTRACION. Sea @ = col(ul,...,u™), es claro que
k - 1.k
Llu®] 2 My = vilu” -

Si suponemos que A > X;(1), por el lema anterior, existen s €
(s, 1) yus €E, us >0, tales que A = A\y(s) y

Llug) = A[vh — el us en 2 xR.
Entonces, por el Teorema 1.1, obtenemos una contradiccion.
Lema 2.9. \(s) = d > X(1) sis =0, (d < 0).

DEMOSTRACION. Suponiendo que A;(s) — d < oo, cuando s — 0,
como en los lemas 2.7 y 2.3, obtenemos una funcién v € E™ N Int P,
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= col(v!,...,v™), tal que L[v¥] = dyxrv* en Q x R. Entonces d >

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1.2. El Lema 2.4 y el Principio del
Maximo implican la existencia de (A,4;) € Ry x E™NIntP, el cual
satisface 1) y i1), Ay = A1(1).

Sea (A uy) € Ry x E™NIntP, una solucién de (1.1), con A >
A1(1). Por el Lema 2.8, A < X\;(1), y por los Lemas 2.5 y 2.9, existen
s €(0,1)y us € E™"NInt P tales que A = A1(s), y

L[@,) = A[syt —y7)d, enQxR.
Entonces, del Teorema 1.1, obtenemos que sy* = 4*. Esta contra-
dicciéon demuestra la unicidad de A;. La simplicidad de A; es conse-

cuencia de un resultado de Teoria de Perturbaciones Analiticas debido

a Kato, (cf. [4, Lema 8.a]).
3. Aplicaciones.
En esta seccién aplicaremos los teoremas 1.1 y 1.2 al estudio del

sistema (1.2). En la demostracién del Teorema 1.3 utilizaremos los
siguientes lemas.

Lema 3.1. Siu € C?t*14(/2(Dy xR), f € C**/*(Dy xR), f(z,t+
0) = f(z,t), u(z,t +£4) = u(z,t) y Lju] = f en Dx xR, entonces

D Y 8D ¥l D Dy x[0,4
3D fullgr ™ <k [l uf 0+ )
(Dy estd dado en (C7)).

DEMOSTRACION. Sea ¢ € C*°(R), tal que ¢(£/2) = 0, ¢(t) = 1 para
t>f 0<¢<1lenR. Es claro que

Ligu] = d'u+ of en D xR,

para todo k, y

D , Dy x[e, Dy x[e, D e/zzq
[l 220 = Juf 222 = (g 21 < Y pull
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Entonces, a partir de una desigualdad clasica en la teoria de ecua-
ciones parabolicas (cf. [6, Cap IV, Teorema 5.3]), obtenemos

lullra™ > < e (loulvpn ™" + 165 + #'u] 27*2%)

< ks (|[ull222 09 4 fuf 24 4 |7 209

OBSERVACION 3.1. Sean F = {i € C(2 x R) : existe una sucesién
{un} en F tal que Jlun — dlloo — O}, - I = Il lloos ¥ F como en los
preliminares.

Por el Lema. 2.2, el operador L™! : F — E puede ser extendido por
continuidad al operador continuo y positivo I1 . F > F, (se define
L™Y(@) = o siy s6lo si & = limy_,oo(L™ (1)) en la F-norma, donde
{up} estaen Fy |lu, — d|lco — 0)

El siguiente Lema es muy conocido (cf. [1]).
Lema 3.2. Sea ¢g(z,t,u) una funcion continua definida de AxR xR en
R, £-periddica en t, tal que Og/Ou es continua y ¢(-,-,v) y Fg(-,-,v)/0u
pertenecen a F, para todo v € F. Si ezisten dos funciones v,w € FN
C?%°(Q x R) tales que
(3.2) L) > g(o0),  Llw] < g(,-w)

w<venQAxR, v>0>wendQAxR, entonces ezisten dos soluciones
u*, uy € E del problema

(3.3) Liu] = g(-,-,u) en xR, uecE
tales que
i) w<u, <u*<venQxR,y

ii) st 4 es solucion de (3.3) yw <4 < v en Q xR, entonces u, <
t<u*en Q2 xR.

(Dos funciones v, w que satisfacen (3.2) se llaman supersoluciones
y subsoluciones de (3.3) respectivamente).



UN PROBLEMA DE VALORES PROPIOS 323

Lema 3.3. Si se satisface (B2), para cada @ = col(u!,...,u™) € P,
eziste una tnica solucion T(w) € E, T(@) >0 en Q x R del problema

(3:4) LIT(@)]) = —C(z,t) T(@)(z,t) + Y  G;(T(@),z,t)u’ en @ x R.
j=1

DEMOSTRACION. Sean @ = col(u!,...,u™) € P, T (z,t) =0y T(z,t)
=k en Q x R, con k suficientemente grande tal que
L[T| = Sk > 0> — C(z,t)T(z,1)

(3:5) + Z G;(T, z,t)u’ en 2 xR.
=1

T y T son una subsolucién y supersolucién de (3.4) respectivamente.
Entonces, por el lema anterior, existe una solucién T € E, T > 0 de
(3.4).

La unicidad de la solucién también es consecuencia del lema ante-
rior. Supongamos que T; y T son dos soluciones de (3.4). Tomemos
T(z,t) =k>T),, T, >0en Q@ xR, y T(z,t) = 0. Por el Lema 3.2,
existen dos soluciones T*, T, de (3.4) talesque I <T, <T; <T* < T
en @ x R, i =1,2. Puesto que

LIT. ~ T = C()(T* — T) + Y (GH(Tey ) = G4(T*, P >0
j=1
en 2 x R, el Principio del Maximo implica que T, = T™*.
El problema (1.2) es equivalente a
(3.6) i=K@+Gla, ik
donde _
K(a] = (L)™' (H(0,)d)

Gli] = (L)™' ([H(T(&),") — H(0,")]i).

Consideraremos el problema auxiliar

(3.7) [I-XTj@é+ AM-G[@)) =0, (M\@)eRyxE.
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Por el Teorema 1.2, K tiene un valor caracteristico Xo _con funcién
propia correspondiente 1y = col(¢¥],...,¥T) € E™, (Ag, o) satisface
(ii) y (iii) del mismo teorema . Puesto que

|-Gl o Ak,
e~

por un resultado de la Teoria de Bifurcacién (c¢f. [2, Teorema 29.1]),
obtenemos el siguiente lema:

H[H(T( i), ) — H(O,-)]'a‘“co — 0, si HHHT}E"’ 0,

Lema 3.4. Si se satisfacen (B1)-(B2), entonces (Xo,ﬁ‘) es un punto
de bifurcacion por soluciones positivas de (3.7) y la componente coneza
Cde M C R, x E, la cual contiene a (X0,6) es no acotada, donde
M={\d)eRy xP: @#0y(\a@) es solucién de (3.7)}.

La bifurcacién es por soluciones positivas debido a que o pertenece
al interior de P.
Si ) satisface (C*), por el Teorema 1.2, para cada entero positivo

k, existen dx > 0y ¢z = col(gk,..., o), ¢t € C*F> 1+("‘/2)(Dk x R)

tales que (dg, ¢k) satisface (i1) y (ii1) del mismo teorema, H¢ ||1D4'_°:[O -

1, 6r=0endQ xR,y

L(¢r) = de H(0,-)[¢k] en Di xR,

(3.8) v dk(z,t+€) = gr(z,1),
<a € (a,1) fijo, |$k||i=:[0,£] = max{”cﬁi“i:[o’q, i=1,... ,m}) .

Lema 3.5. 51 H(0,-) satisface (A1)-(A3) y Q satisface (C*), entonces
dy > dj41 para todo entero positivo k, y dx — Ao .

DEMOSTRACION. Por el Teorema 1.1, d1 > dp > dpyr > .. > ’XO
y por lo tanto dp — /\1, para cierto /\1 > /\0 . Denotaremos con ¢k
la extensién por cero de qbk aQxR, qﬁk = col(¢k, .. ¢k ). Por ser

compacta la inclusién
J*:C7THQ x R) — C¥/2(Q x R),

(para una subsucesién), ¢r — ¥ en F™, para un ¢ € F™.
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Para todo entero positivo s fijo, si k > s,

7 1| Dsx[0,4
Lz ||y,
Entonces (para una subsucesién) ¢ — P enla |- ||—15_::[0’£] -norma

y P € C1*o(e/2)(D, x [0,€]). Puesto que
L(¢x — $n) = drH(0,")[$k — &a] + (dk — dn) H(0,") #n
end D, x R, k, n > s, utilizando la desigualdad (3.1), obtenemos que

”qﬁ}c — ¢;”2D_::[0’£] — 0, cuando n,k — oo.
En consecuencia ¢} — ' en C*¥1+ (/D (D x [0,4]) v % # 0.
Tomando limite en (3.8) obtenemos

Z(J) = X1H(O, )1/; en D, x [0,!], paratodo s>1.

Por lo tanto

~

L) =XH(0,)% enQxR, $eP, $#£0.

~

Finalmente, por el Teorema 1.1, concluimos que A; = Ag .

OBSERVACION 3.2. Si H(O0,-) satisface (A1)-(A3) y (B3) b), entonces
siguiendo el mismo razonamiento del Lema 2.4, podemos probar que el
conjunto

A={)X>0:existe iy € E" NP, U\ %(—)‘tal que
(A, @) es solucién de (3.7)}

es acotado.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1.3. Para probar la parte a) demos-
traremos que si se satisfacen (B1)-(B3) y §2 satisface (C*), entonces
existe 4 € P tal que (1,u) € M.

Por la Observacién 3.2, el conjunto {A : (A, %) € C} es acotado. Por
el Lema 3.4, existe una sucesién {(A,,%,)} en M tal que ”ﬁ"HE — 00,

¥ An — X, para cierto X € R, @, = col(ul,...,u)y

(3.9) Llin) = M[H(T(@y), ) @n  enQ xR.
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Probaremos primero que T(u,) — oo, uniformemente sobre sub-
conjuntos compactos de £ x R. Definimos las sucesiones

T(i,) ) ol

— Wy = — Wp = col(wk. -+ w?).
Ty O T = o)

Zn =

=)

Dividiendo (3.9) por Hun||E, por el Lema 2.2, obtenemos que (para

una subsucesién) W, — W en E, para un & € E. Anélogamente, por ser
acotado el lado derecho de

Llzn] = ~Czn + Y Gj(T(dn),")w)  en 2 xR,

j=1
(para una subsucesién) z, — z € F, para un 2z € F. Para cada w,

(respectivamente, para w) existe v, € E (respectivamente, v € E) tal
que

m
Llva] = —Cvn+ > gjw), v,>0, enQxR,
i=1
(respectivamente, Lv] = —Cv + Z;’;l g;w!, v>0,en Q xR). Es facil

ver que (para una subsucesién), v, — v en F, v, < z,, y por lo tanto,
z>ven ) xR. Puesto que

Zn = T_(.un) )
(e
concluimos que
(3.10) T(@) — o0 si n— oo,

uniformemente sobre conjuntos compactos de 2 x R.

Por el Lema 3.5, existe un entero r tal que ao > d, > Ao, y por
(3.10) y (B3), existe ng tal que si n > ng, entonces
(3.11)  Hij(T(dn)(z,t),,t) > ao Hij(0,z,t) en D, x [0,4].

Puesto que

Lliis] = A\nH(T(in), )@in,  en D,[0,4],
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y

Li§,)=d.H(0,)¢., enD,x[0,4], ¢,=0, en D04,

(3.11) y el Teorema 1.1 implican que A\, < d,/ap < 1, para todo
n > ng. De la conexién de C se sigue el lema.

La parte b) se demuestra en forma similar.
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