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Résumé. On montre que lorsqu’une analyse multi-résolution de L?(R)
de multiplicité d et de facteur de dilatation A (A entier > 2) admet des
fonctions d’échelle a support compact alors elle admet également des
ondelettes & support compact. Inversement si (Y. j, = A7 12 (Al —
k), 1 < e < E, j,k € Z, est une base hilbertienne de L%*(R) avec
les fonctions meres 1. continues a support compact alors elle provient
d’une analyse multi-résolution de facteur de dilatation A, de multiplicité
d =E/(A—1) et de fonctions d’échelle a support compact et de méme
régularité que les ondelettes .. Ces résultats s’étendent aux cas de
fonctions a localisation exponentielle et des ondelettes biorthogonales.

Abstract. We show that to any multi-resolution analysis of L%(R) with
multiplicity d, dilation factor A (where A is an integer > 2) and with
compactly supported scaling functions we may associate compactly sup-
ported wavelets. Conversely, if (e ;x = AI/?.(Alz — k), 1 <e < E,
3,k € Z, is a Hilbertian basis of LZ(R) with continuous compactly sup-
ported mother functions ., then it is provided by a multi-resolution
analysis with dilation factor A, multiplicity d = E/(A — 1) and with
compactly supported scaling functions (which have the same regular-
ity as the wavelets 1.). Those results can be extended to the cases of
exponentially localized functions and of biorthogonal wavelets.
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Introduction.

La théoric des bases d’ondelettes remonte a 1985 lorsque Y. Meyer
se posa et résolut dans [14] et [16] le probléme de construire des bases
orthonormées de L?(R) de la forme (v x)j rez avec

(1) hik(z) =272p(2z — k)

ou ¥ était réguliere, localisée et oscillante. La fonction 1 était appelée
la mere des ondelettes, puisqu’elle engendrait la base (1, x) par trans-
lations et dilatations dyadiques. Pour étendre la construction de Y.
Meyer a R™, Y. Meyer et 'auteur introduisirent une seconde fonction
, le pére des ondelettes, telle que la famille

(w(z = k))rez | J(¥ik)s30, kez

forment une base orthonormée de L*(R).

En 1986, S. Mallat introduisit le concept d’analyse multi-résolu-
tion dans [15]. Une analyse multi-résolution de L?(R) est une suite de
sous-espaces fermés (V})jez de L?(R) tels que

(2.a) Vi C Vi, m V; = {0}, U V; est dense dans L*(R),
JEZ JEZ

(2.b) f(z) € V; siet seulement si f(2z) € Vj44,
(2.c) f(z) € Vy siet sculement si f(z—1) € Vg,

(2.d) Vu a une base orthonormée de la forme p(z — k), k € Z.

La fonction ¢ est alors appelée (la) fonction d’échelle de (V;). Le
lien avee les bases d’ondelettes est le suivant. Si (v; ) est une base
d’ondelettes, on note W; l'espace fermé de L? engendré par les ¥; i,
k€Z,ctV;=d,<;j1W,. Il est clair alors que (V;) vérifie (2.a), (2.b)
et (2.c); dire que (V;) vérific (2.d) revient a dire qu’il existe une fonc-
tion pere associée a (1 ). Inversement si (V) est une analyse multi-
résolution de fonction d’échelle ¢, on note W; le complémentaire orthog-
onal de Vj dans Vj4;. On montre alors que Wy a une base orthonormée
de la forme o(x — k), k € Z ; la fonction v est alors la mere d’'une base
d’ondelettes dont ¢ est le pere.
L’inclusion Vy C V] donne une équation a deuz échelles sur ¢
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(3a)  ¢(z) =Yiezap(2z —k) avec ar = (p, 2¢0(22 — k))

ou encore, en notant (£) = [ ¢(z)e”**¢dz la transformée de Fourier
de ¢,

(3.b) P(&) = mo (g) 95(%) avec mg(€) = % Z are” %€

kez

On obtient alors, s1 (,5 est continue,

La fonction 1 se déduit de la fonction ¢ qui se déduit elle-méme de la
fonction mgy. Cette réduction a permis a I. Daubechies de construire en
1987 dans [3] des bases d’ondelettes régulieres a support compact.

Toute base d’ondelettes ne provient pas d’unc analyse multi-résolu-
tion, comme le montrent des contre-exemples (voir par exemple [10];
I'idée de ces contre-exemples est due a Jean-Lin Journé). Cependant
si la mere 1 est Holdérienne a support compact (ou a localisation ex-
ponentielle), l'autcur a démontré récemment qu’il existait alors une
fonction-pere ¢ elle-méme a support compact (ou a localisation expo-
nentielle) ¢f. [12] et [13].

La notion d’analyse multi-résolution se généralise de plusieurs ma-
nieres. Le premier execmple que nous étudierons est le passage a la
dimension n. Une analyse multi-résolution de L?(R™) est une suite de
sous-espaces fermés (V});ez de L?(R™) tels que:

(4.a) Vi C Vg1, ﬂ V; = {0}, U Vj est dense dans L?(R"),

JEZ JEZ
(4.b) f(z) € Vj sict seulement si f(2z) € Vjqy .
(4.c)  f(z) €V sict seulement si f(x—Fk) € Vo pour tout k € Z™,

(4.d) Vo a une base orthonormée de la forme p(x — k), k € Z™.

On définit de méme W, comme le complémentaire orthogonal de
V; dans Vj4;. Wy a alors une base orthonormée de la forme

Ye(z — k), 1<e<2"—1; keZ".
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Le probléme de la construction des i, est assez compliqué quand les
V; ne proviennent pas d’une analyse multi-résolution (V]-(l)) de L?(R)

par tensorisation (V; = V]-(l)®---®Vj(l)). En 1987, K. H. Grochenig
a montré le résultat fondamental swivant, c¢f. [7], [17]: si ¢ est &
décroissance rapide (Va € N*, z%p(z) € L?*(R")) on peut choisir de
meéme les 1.. Ce théoréme se démontre assez simplement et une anal-
yse un peu plus détaillée de sa démonstration permet de conclure que
si ¢ est a localisation exponentielle on peut choisir de méme les 3. et
que si V4 a une base de Riesz de la forme g(z — k), k € Z", avec g a sup-
port compact il en va de méme pour W, (avec 2™ — 1 fonctions g, ). Ce
dernier résultat, redémontré par Micchelli et ses collaborateurs dans [9]
en utilisant un théoréme de géométrie algébrique, ne semble pas avoir
été mis en lumiére comme corollaire simple du théoréme de Grochenig ;
nous consacrerons donc une annexe au théoréeme de Grochenig et & ses
corollaires.

Un probléme qui reste ouvert et que la démonstration du théoréme
de Grochenig ne permet pas de résoudre est le suivant: si ¢ est a support
compact, peut-on choisir les 1. a support compact? L’orthonorma-
lisation de la base de Riesz g.(z — k), k € Z",1 <& < 2™ —1, détruit la
compacité des supports des g. et ne donne comme information qu’une
localisation exponentielle des ..

Une autre généralisation est de changer le facteur de dilatation 2
dans (2b) par un facteur entier A > 2. Le cas A = 3 est brievement
discuté dans le dernier chapitre du livre d’l. Daubechies [4] qui ex-
plique les motivations d’une telle généralisation en traitement du signal.
On peut aussi changer le nombre de fonctions d’échelle, ¢f. [6] et [8]:
cela permet par exemple de généraliser les analyses multi-résolutions
de fonctions splines a des fonctions polynémiales par morceaux plus
générales ; les splines affines correspondent a une interpolation lagrang-
ienne (avec l'interpolante A(z) = (1 — |z|)*) tandis que les polyn6émes
par morceaux de degré 3 et de classe C'! permettent une interpolation
hermitienne (avec les interpolantes a(z) = (1 4 2|z|)(1 — |$|)2X[—1,1] et
B(z) = z(1 — |z])*x(=1,1))-

Une analyse multi-résolution généralisée de L?(R) de facteur de
dilatation A (A entier > 2) et de multiplicité d (d entier > 1) est une
suite de sous-cspaces fermés (V;) ez de L*(R) tels que

(5.a) V; C Vit ﬂ V; = {0}, U V; est dense dans L%(R),
JEZL JEL

(5.b) f(z) € V; siet seulement si f(Az) € Vi1,
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(5.c) f(z) € Vo siet seulement si f(z —1) €V,

(5.d) Vo a une base orthonormée de la forme po(z — k), 1 <2 < d,
keZ.

Les fonctions ¢1,...,pq sont appelées les fonctions d’échelle de (V;).
On note encore W; le complémentaire orthogonal de V; dans V4. W,
a une base orthonormée de la forme

Ye(z—k), 1<e<(A-1)d; keZ.

On peut facilement adapter le théoréme de Gréchenig pour montrer
que si Vp admet des fonctions d’échelle ¢, a décroissance rapide W,
admet des ondelettes 1. a décroissance rapide; de méme si Vy admet
des fonctions d’échelle ¢, a localisation exponentielle (ou une base de
Riesz ge(x — k), 1 < ¢ < d, k € Z, avec g; a support compact) W,
admet des ondelettes 1. a localisation exponentielle (ou une base de
Riesz y.(z — k), 1 < e < (A —1), k € Z, avec v, a support compact).
Nous renvoyons encore une fois a I’annexe sur le théoréme de Grochenig
pour de plus amples développements.

Une fois encore, le théoreme de Grochenig ne permet pas de con-
clure que si Vp admet des fonctions d’échelles ¢ & support compact on
peut choisir les ondelettes ¥, elles-mémes a support compact. Le but
de cet article est de démontrer ce résultat (par une méthode totalement
différente de celle de Grochenig). Cette méthode permettra de montrer
également qu’inversement toute base orthonormée de L?(R) de la forme

A% (Alz —k);1<e < E, jk€Z (avec A entier > 2)

ou les . sont continues & support compact provient d’une analyse
multi-résolution généralisée de facteur de dilatation A et de multiplicité
d = E/(A—1) (de sorte que E doit étre divisible par A —1) et de fonc-
tions d’échelle a support compact ; de plus les fonctions d’échelle et les
ondelettes ont la méme régularité. Ce résultat s’étend a la localisation
exponentielle.

Une derniére généralisation est 'analyse multi-résolution bi-ortho-
gonale de A. Cohen, I. Daubechies et J. C. Feauveau, ¢f. [2] et [5].
Une analyse multi-résolution bi-orthogonale de L?(R) est la donnée
de deux analyses multi-résolutions (Vj), (V;*) (vérifiant (2.a) a (2.d))
telles qu’elles admettent des fonctions d’échelle o, »* Holdériennes et
en dualité

(6) (@), 0" (z = k)) = ko -
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On définit alors W; comme W; = V11 N (V)L et de méme W} =
] ﬂVj'L. Le projecteur oblique P; de L? sur V; parallélement & ( Vj*)J'
a pour noyau

(7) pi(z,y) =2 Y @(Pz — k) g (2y — k)
k€EZ

et vérifie Pj o Pjy; = Pj41 0 P; = Pj; l'opérateur QQ; = Pjy, — Pj est
donc un projecteur, c’est le projecteur sur W; parallelement a ( W]*)J‘ ;
de plus W, admet une base de Riesz ¢(z — k), k € Z, et W§, ¥*(z — k),
k € Z, telles que (¢, 9*(z — k)) = 6 o et

Qif =27 (f,4" (Y2 — k) (2 — k).

keZ

Si ¢ et ™ sont a localisation exponentielle (respectivement a support
compact), on peut choisir ¥ et ¥* a localisation exponentielle (respec-
tivement, & support compact). Enfin les familles 2//24(2/z—k), j, k € Z
et 2j/21/)*(2ja: — k), 7,k € Z forment un systéme de bases incondition-
nelles de L?(R) qui sont bi-orthogonales

U2 (32w — k), (2 — k) = 6 3 Sk uo -

Nous montrerons qu’inversement si ¥ et ¥* sont Holdériennes, engen-
drent par translation-dilatations dyadiques des bases bi-orthogonales de
L?(R) et sont & localisation exponentielle, alors elles proviennent d’une
analyse multi-résolution bi-orthogonale avec des fonctions d’échelle dua-
les v, * a localisation exponentielle. Lorsque 3 et * sont a support
compact, ¢ et * peuvent de méme étre choisies a support compact.

Le plan de ’article est alors le suivant:

1. Enoncé des résultats : ondelettes et fonctions d’échelles a support
compact.

Projecteurs Z-invariants, indices et bases hilbertiennes.

Le cas de la localisation exponentielle.

Ondelettes bi-orthogonales a localisation exponentielle.
Ondeclettes bi-orthogonales & support compact.

Annexe: le Théoreme de Grochenig, ses corollaires et ses variantes.

SOt LN
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NOTATIONS.

e On note L2 Despace des fonctions de L? & support compact.
Siw e L2c0mp on note §(w) le diametre du support de w, é(w) =
sup{|z —y|: z,y € suppw}.

e Pour a > 0, on note C* 'espace des fonctions de classe C*: si a
est entier, f € C“ si f est « fois continiment dérivable et si ses
dérivées sont bornées; sia = N + p, N entier, 0 < p< 1, f € C*
si feCN etsi

b lg(z) — g(y)l

N N
AN, <400, ou |llglll, =su o~y

z#y

(module de continuité Holdérienne d’exposant p).

e De méme on notera E, ’espace des fonctions réguliéres (de classe
a) a localisation exponentielle (ainsi que leurs dérivées): la défini-
tion précise de E, est donnée au début de la Section 3.

e La transformée de Fourier f d’une fonction f est définie par

i) = / f(z)e~ =€ dz.

1. Enoncé des résultats: Ondelettes et fonctions d’échelle a
support compact.

Le but de cet article est de montrer le théoreme suivant

Théoréme 1. Soit A un entier > 2. Alors

1) §i (Vj) ez est une analyse multi-résolution de facteur de dilata-
tion A et de multiplicité d a fonctions d’échelle p (1 <€ < d) a support
compact alors le complémentaire orthogonal Wy de Vi dans Vi admet
une base orthonormée de la forme

(he(r — k))1<e<(A-1)d; keZ
ot les 1. sont d support compact. En particulier les fonctions
A% (Alz — k), 1<e<(A-1)d; j,keZ,

forment une base orthonormée de L?(R).



340 P. G. LEMARIE-RIEUSSET
On a de plus

< —
6(ve) < lrg?sxdé(gm) pour 1 <e<(A-1)d

et 31 les g sont de classe C® pour un réel a > 0 alors 1. est également
de classe C°.

i) Inversement, s
(A7 e(A'z = k))1<e<; kez

est une base orthonormée de L*(R) avec les 1. d support compact et
continues, les Y.(z — k), 1 < e < E, k € Z, forment une base hilber-
tienne d’un espace Wy associé d une analyse multi-résolution (V) de
facteur de dilatation A, de multiplicité d = E/(A — 1) (en particulier
E est un multiple de A — 1) et de fonctions d’échelle o, (1 <€ < d) a
support compact et continues. De plus, on a

6(pe) < lrsnng«S(%)

et s1 les 1. sont de classe C* alors les g sont de classe C°.

La démonstration repose sur ’analyse des projecteurs orthogonaux
Qo sur Wy pour le point i) et Py sur V; pour le point ii). Ces projecteurs
admettent des noyaux

d d
B(z,y) == euz—k)@ely—k)+AD > pi(Az—k)p(Ay—k)
(=1 k€ezZ (=1 k€Z

et

-1 E
po(z,y)= Y D > Ay (Alz—k)p(Aly — k)

j=—oc e=1k€Z

qui vérifient la propriété fondamentale suivante:
9(z,y) =0,  sifr—y|>maxé(pe)

et
po(z,y) =0  si|z —y| > maxd(ye).
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C’est évident pour gq ; pour pyg , il faut remarquer que Py = ]_=]_ oo @
(en définissant Vy = @;<_1W;, W; comme le sous-espace engendré
par AI/%p (Alz — k), (1 < e < E, k € Z), et Q; le projecteur or-
thogonal sur W;) mais que également Py = I — jzog Qj ; or pour
j >0, ¢gj(z,y) est nul pour |z — y| > (1/A7) max. §(¢)c) et donc pour
|z — y| > max, §(3pe). Par ailleurs Wy est invariant par translations
entieres dans le cas i) (puisque Wy = V; N Vit et que V; et V; sont
invariants par translations entieres) et Vj est invariant par translations
entieres dans le cas ii) puisque Vit = @;>oW; et que pour j > 0, W;
est invariant par translation entiére.

On est donc amené a étudier les espaces invariants par translation
entiere dont le noyau du projecteur s’annule loin de la diagonale.

Théoréme 2. Soit V C L%*(R) un sous-espace fermé et P son pro-
jecteur orthogonal (de noyau-distribution p(z,y)). On suppose que

j) f(z) €V si et seulement si f(x —1) eV,
jj) plz,y) =0si |z —y| > M.
On suppose de plus Uhypothése suivante

iji) Pour tout a < b, l'espace V, = {w € V : suppw C [a,b]} est
de dimension finze.

Alors (1 V # {0}),

k) Il eziste w € V avec w & support compact, é(w) < M, les
w(z — k) (k € Z) orthornomées.
kk) V admet une base orthonormée de la forme
wi(z — k), 1<i:<N; k€Z,
avec w; & support compact et 6(w;) < M.

Le nombre N ne dépend que de V et pas du choiz des fonctions de
base w; . Il sera appelé indice de V sur Z et sera noté N = IndzV.

Le Théoréme 2 sera démontré dans la section suivante ainsi que la
proposition ci-dessous qui donne un critére pour que la condition jjj)
soit vérifiée.

Proposition 1. Soit V un sous-espace de L*(R) vérifiant les conditions
i) et jj) du Théoréme 2. Alors V satisfait également la condition iii) s:
le noyau p(z,y) est une fonction continue.
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Nous pouvons maintenant achever la démonstration du Théoréme 1.

e pour le point i): W, vérifie de maniere évidente la condition jjj)
puisque Wy 45 est contenu dans ’espace engendré par les p¢(Az — k)
(1<¢<d, k€ Z) tels que supp pe(Az — k) N [a,b] # 0; ces fonctions
sont en nombre fini et donc Wy , j est de dimension finie. Le Théoréme
2 nous indique donc que W admet une base orthonormée & support
compact

Ye(z — k), 1<e<IndzWy; ke Z.

Par ailleurs IndzV; = IndzV, + IndzW, puisque V; = V5 & Wy (la
somme étant orthogonale); IndzVy = d par hypothese et IndzV; = Ad
(en prenant comme base les VAo A(z—k)—7),0<r<A-1keZ,
1 < ¢ < d) et donc IndzWy = (A — 1)d. Enfin tout élément a support
compact de V] se décompose comme une combinaison linéaire finie des
we(Az — k) et a donc la méme régularité que les fonctions ¢, .

e pour le point ii): on vérifie que V; satisfait jjj) en montrant que
po vérifie la condition décrite dans la Proposition 1. En effet on a

E
po(z,y)= > DN Ay (Az — k) (Aly — k).

j<—1e=1keL

Or on vérifie facilement que ¢, (X — k)?/_)E(Y— k) est nul pour X, Y fixés
sauf pour un nombre fini d’indices (¢, k) et que ce nombre se majore
indépendamment de X et Y par le nombre My = E(1 + max. §(%)).
Si les 1. sont de classe C*, « = N + p, alors: pour 0 < n < N

n

ooaPo| < D AT Mo sup e oo 19 1o
X j<-1 €
= g Mosup [[Yelloo 14" [l

et

oN oN
‘Er—ﬁpo(fqy) - EI—N‘PU(T + h,y)

< 37 ATENEO) B My sup |[the oo 1[0 ]],
i<—1 ‘



ONDELETTES GENERALISEES ET FONCTIONS D’ECHELLE A SUPPORT COMPACT 343
1 N
= (=g Mosup léelln 14711, 1.

En particulier si les 1, sont continues alors py est continue. Gréce a
la Proposition 1 et au Théoréme 2, on en déduit que Vy admet une
base orthonormée a support compact ¢¢(z — k), 1 < ¢ < IndzV,
k € Z. Comme on a a nouveau IndzV; = IndzVy + IndzWy , on a
IndzVo = E/(A — 1), ce qui implique que E est divisible par A — 1.
Enfin la régularité des fonctions ¢, provient de ce que

dr dr o
TRt = o (/po(z,y)w(y)dy) = / 5gm Po (2, ¥)ee(y) dy

de sorte que ¢, est bien de classe C°.

Le Théoréme 1 est donc démontré (modulo la Proposition 1 et le
Théoreme 2).

2. Projecteurs Z-invariants, indices et bases hilbertiennes.
Dans cette section nous démontrons le Théoréme 2 et la Proposition 1.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 1. Soit (fn)i1<n<n une famille
orthonormée de Vi, 3. Alors si 8 € L2, 5" (8, fr)|* est la norme du
projeté de 8 sur Vect »(f,) C V et donc

S0 £ < PO = (P.6) = [[ ple,n)b(w)f(z) dady.

On prend 6, = 0 ((z — z¢)/€) /€ et on fait tendre € vers 0. Les f, sont
continues puisque

b
fulz) = / p(z,y)fuly) dy

On obtient donc

N
(8-a) > 1 fa(z0)* < plzo,70)
n=1
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et
b b
(8.b) N=/ Z|f,,(xo)|2d;cog/ p(zo, o) dzy

Comme p(z,y) est continue, fab p(z0,70)dzo < 400 et donc dim V5 <
+o0.

DEMONSTRATION DU THEOREME 2. On va commencer par démontrer
que pour tout € > 0 il existe w. € V satisfaisant w, & support compact,
dwe) < M + €, les we(z — k) (k € Z) orthonormées et suppw. C
[0, M +1]. En effet, si V # {0} il existe au moins une fonction Q € V' a
support compact non nulle (car d’apres jj) les éléments de V' & support
compact sont denses dans V). On peut supposer que o = inf supp{2 €
[0,1[ quitte & translater {2 par un entier. Soit maintenant ¢ > 0 avec
a + ¢ < 1. On définit

a+

H = {fGV: supp f C [a, +oo[, / e]flzdac:l}

[

et
K.={f€H.: suppf C [a,a +2M +¢]}.

H, est non vide puisque & une constante multiplicative prées Q € H..

On pose alors 6 = inf ey, ||g]|2 ; on va montrer que cet infimum est

atteint en une fonction wy et que la fonction we = wy /||wo||2 convient.
Pour cela, on décompose g € H. en

g=Plg X[e,a+M+e]) + P(g X[a+M+e,+oo[) =6g1+92-

La fonction g2 est a support dans [a + ¢, +00[, de sorte que g; = g — g2
vérifie g, € H., Par ailleurs

suppg; C [a,+oo[N[a — M, a + 2M + €]
de sorte que ¢; € I{.. Enfin

lg1ll2 < 119 X[a,atr14e]ll2 < lg]l2

et il n’y a égalité entre ||g1||2 et ||g||2 que si suppg C [a, a0 + M +¢].
On en conclut que 8 = inf .y, ||g||2. Soit go € K. fixé; on a

6 =inf{llgll2: g € Ke,lgll2 < llgoll2} -
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Or ’ensemble {g € K. : ||g]l2 < ||go]l2} est compact puisque c’est un
fermé borné de Vi, o42m+e qui est de dimension finie. L’infimum est
donc atteint en une fonction wq ; en particulier

llwoll2 < I[P(woX[a,at+M+e])ll2

et donc suppwg C [a,a+M +¢] et §(wg) < M+ec. Par ailleurssi k > 1,
wo(z — k) est a support dans [a+ 1, +00[ et donc wg + Awo(z — k) € H,
quel que soit A € C; on obtient donc ||wollz < ||lwo + Awe(z — k)||2,
ce qui entraine (wo,wo(z — k)) = 0 pour k£ > 1 et donc pour k # 0
puisque (wg ,wo(z + k)) = (wo(z — k),wo). Enfin ||wel||2 # 0 puisque
f:+£ |wo|?dz = 1. La fonction w. = wyp /||wo]|2 vérifie donc bien les
propriétés annoncées.

Or ||lwellz = 1 et we € Vj ar41 qui est de dimension finie; on peut
donc extraire une sous-suite w,, (avec ¢ — 0) convergente dans Vj pr41
vers une fonction w. Il est clair que w est dans V, a support dans [a, o+

M] (et donc é(w) < M) et que

(w,w(z —k)) = limo(wsj ,We,; (T —k)) = bk -

On a donc démontré le premier point du Théoréme 2.

L’existence de la basew;(z—k),1 <1 < N, k € Z, se démontre alors
facilement par récurrence sur dim Vj p41. En effet, une fois trouvée
la fonction w décrite par le premier point du théoréme, on note W
I'espace engendré par les w(z — k), k € Z, et V' = VN W=, Alors V'
vérifie les mémes conditions que V : le projecteur P’ de L? sur V' s’écrit

P'f = [p'(z,y)f(y)dy avec

plz,y) =plz,y) - Y w(z—k)o(y — k),
kEZL

on a bien f € V' si et seulement si f(z — 1) € V' et p'(z,y) = 0 si
|z —y| > M. De plus, on a dimV, , < dimV, , puisque V' C V. Enfin
dim VOI,M+1 < dim Vp pr41 — 1 puisque VO’,M+1 C Vom+1,w € Vo,m41,
w.l.‘f()"M+1. Si dim Vo pr41 = 1, on voit que VOI,M+1 = {0} mais cela
implique que V' = {0} (sinon on pourrait trouver d’apres le point k)
une fonction w' € Vg 54, avec ||w'||2 = 1) et donc V = W. La récurrence
est alors immédiate.

Il ne reste plus a vérier que le fait que l'indice ne dépend pas du
choix de la base. Cela est bien connu et assez évident. Par exemple
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on note II 'opérateur défini sur Veomp = {f € V : f est & support

compact} par IIf = 3", ., f(z—k); alors siw;(z—k),1 <i < N,k € Z,

est une base orthonormée de V avec les w; a support compact, les IIw;,

1 <i < N, sont une base orthonormée de IIVcomp, C L2([0, 1]); on voit

donc que N ne dépend pas du choix des w; puisque N = dim IIVeomp -
Le Théoreme 2 est donc démontré.

3. Le cas de la localisation exponentielle.
Pour décrire la localisation exponentielle, nous introduisons les es-
paces E, , @ > 0, comme suit

1) f € Ey s’il existe C, D > 0 tels que
veeR, |f(z)|<C ~Pll
i) fEE,,0<p<1,sife€E;etsilexiste C',D' > 0 tels que
Vz €R, Yh e [-1,1], |f(z)— f(z +h)| < C'e PIl|R)r
i) f € Enyp, NENO<p<1,sif,f,....fV) € Eyetsi

fMeE,.

Pour f € Eg,onnote IIf = 3", ., f(z—k). On a la propriété fondamen-
tale suivante: si la famille f;(z — k), 1 <: < | k € Z, est orthonormée
dans L?(R) avec f; € Ej alors lafamille IIf;, 1 < i < L, est orthonormée
dans L?([0,1]): en effet

1 - +oo -
| nang e = [ pTf e = 3 e = )

oo :
Le Théoréme 2 et la Proposition 1 se transcrivent alors en
Théoréme 2-bis. Soit V C L%(R) un sous-espace fermé tel que f(z) €

V si et seulement st f(x —1) € V. Alors

i) St VNE,# {0}, V contient une fonction w € E, telle que la
famille w(z — k), k € Z, soit orthonormée.

i) S1V # {0} et s
(9.1) EyNYV est dense dans V
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(9.2) II(Eo NV) est de dimension finie

alors V admet une base orthonormée de la forme
wi(z — k), 1<:<dimI(EoNV); k€Z,

avec w; € Ey .
De plus toutes les bases de la forme Q(z — k), 1 <: < L, k € Z,
ont le méme nombre de fonctions de base Q; : L = dimII(E, NV).

iii) Les conditions (9.1) et (9.2) sont en particulier vérifiées lorsque
le noyau p(z,y) du projecteur orthogonal P de L? sur V est une fonction
continue qui vérifie pour deuzx constantes C,D >0

(10) Ip(z,y)| < C e Plz=ul

La démonstration du Théoréme 2-bis est élémentaire et reprend les
idées de [11] et [13]. On choisit wy # 0, wg € Eg NV et on note W
le sous-espace fermé de L%(R) engendré par les w(z — k), k € Z. On
va montrer que W admet une base orthonormée w(z — k), k € Z, avec
w € Ey. Pour cela, on considére la fonction

F(z) = Z@D(I),wo(m — k)2,

kEZL

c’est le développement de Laurent d'une fonction holomorphe au voisi-
nage du cercle-unité |z| = 1. De plus, ses zéros sur le cercle-unité sont
de multiplicité paire puisque

Fe™™) =" |[@o( + 2km)* > 0
kEeZ

d’apres la formule sommatoire de Poisson. F(z) se factorise donc en
M(z)®G(z) ot G ne s’annule pas sur |z| = 1 et ot M(z) est un polynéme
dont toutes les racines sont de module 1.

On définit alors 3(£) = Wo(€)/M(e~*). On va montrer que v €
W N Ey et que les v(z — k), k € Z, forment une base de Riesz de W.
Pour cela, on utilise le lemme suivant

Lemme 1. Si h € W N Eg et si 3 ycq|h(éo + 2km)[2 = 0 alors la
fonction n définie par

h(¢)

e_if _ (:_iEO

(&) =
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est dans W N Ey .

En effet on montre facilement que si h est & décroissance rapide
alors la série Y |h(¢ + 2k7)|? converge en tout point vers une fonction
C®. Si cette fonction s’annule en £, alors on peut factoriser |e™ —
e~%0|? de cette fonction et on trouve un quotient C*°. Cela montre que
n € L? puisque

+oc0 2T 7 2
, > |h(€ + 2k7)|
/ |77(f)l2d£ = /0 le—i€ — e—i50|2 d¢

— o0

Par ailleurs, la formule sommatoire de Poisson donne que
> e*on(z —k)=0.
keZ

La fonction _
i(e) = ) *n(z —k)

k<—1

est alors dans Fy : la décroissance exponentielle est clairement vérifiée
pour z — +00; pour £ — —o0, il suffit de remarquer qu’on a également

i(z) ==Y Do h(z — k).
k>0
En particulier 7 € L?; comme de plus on a clairement

i(z) = —e’°h(z) + e%i(z — 1),

on voit que 77 = 5 et donc n € Ey. De plus

N
_ Z ei(k+l)€oh(¢ —k)=nn(z) — 7
0

dans D' et

1 NIy
Innllz = o [l7(1 —e INFD(E=C)y 1) < 2],

de sorte que ny — 1 dans L2-faible et donc € W. Le lemme est donc
démontré.
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En itérant la construction du lemme deg M fois, on voit que v €
Ey NW. Par ailleurs les v(z — k) engendrent W (puisque wq est combi-
naison linéaire finie des v(z — k)) et

Z [3(€ + 2km)|? = coeilde8 MIEG (™)
kez

avec |co| = 1, de sorte que les y(z — k), k € Z, forment une base de
Riesz de W. La fonction

Uz) = > (1(z),7(z — k))2*

k€L
est holomorphe au voisinage de |z| = 1 et est strictement positive sur
|z| = 1 (puisque 3 |5(£ +2k7)|? ne s’annule pas), de sorte que U(z)~1/2
—1/2 _

est définie et holomorphe au voisinage de |z| = 1; on a alors U(z)
> kez Ok zF avec aj & décroissance exponentielle. Il suffit alors de
définir w comme & = U(e™*)"1/24, ou encore w = 3 e y(z — k), pour
obtenir une base orthonormée w(z — k) (k € Z) de W avec w € Ey. Le
point i) est donc démontré.

Le point ii) est alors évident et se démontre par récurrence sur
dimII(EoNV). Il suffit pour cela, si V # {0}, de choisirw € VNEj telle
que les w(z — k) soient orthonormées, de définir W I’espace engendré
par les w(z — k) et Vo = VNWL. Le projecteur orthogonal @ sur W est
donné par Qf = > (f,w(z — k))w(z — k) et on vérifie immédiatement
que Qf € Eq lorsque f € Ey, de sorte que Vo N Ey est dense dans Vp
(puisque Vp = (I — Q)V'). De plus on a

I(V N Ey) = (W N Ey) & TI(Vy N Ey)

(la somme directe étant orthogonale) de sorte que dimII(Vy N Ey) =
dimII(V N Ey) — 1. On peut donc appliquer I'hypothese de récurrence
a Vp et exhiber (si (Vo # {0}) une base orthonormée de V; de la forme

wi(z — k), 1<:<dimII(Vo NEy), keZ,

avec w; € Eg NVp: il suffit de rajouter les fonctions w(z — k), k € Z,
pour obtenir une base orthonormée de V.

Que toutes les bases orthonormées de V' de la forme w;(z — k),
1 <1< N,k €Z, (avec w; € Ey) alent le méme nombre de fonctions
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de base w; est immédiat car les IIw;, 1 <7 < N, forment alors une base
orthonormée de II( EoNV). Le point ii) du théoréme est donc démontré.

Pour démontrer le point iii), on introduit 'opérateur IIP défini
par: si f € L%([0,1])

Pf(e) = [ pla = kfw)dy.
kEZ

Si f elI(Ey NV), il est immédiat que (IIP)f = f:
+oo
IP(f) = PN Flx =) = [ play) Y Flu—k)dy

=Y F(z—k)=f.

Or la fonction ), ;p(z — k,y) est continue. Si (fn)i<n<n est or-
thonormée dans II( Ey N V'), on trouve comme pour la Proposition 1,

D falzo)* <Y plzo — k,20)

kez
et
1
(11) dim7(EyNV) < / > p(zo — k,zo) dzo -
0 ez

Par ailleurs il est évident d’apres (10) que P(Egy) C Ej et donc que
Ey NV est dense dans Ey. Le Théoreme 2-bis est donc démontré.

Du Théoréme 2-bis on déduit directement

Théoréme 1-bis. Soit A un entier > 2. Alors

1) Si(Vj)jez est une analyse multi-résolution de facteur de dilata-
tion A, de multiplicité d et de fonctions d’échelle oo (1 <€ < d) avec
we € Eqy alors le complémentaire orthogonal Wy de Vi dans Vi admet
une base orthonormée de la forme

be(z—k), 1<e<(A-1)d; ke,
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avec Y. € Ey. De plus, st les pp sont de classe E, pour un a > 0 alors
les 1. sont également de classe E,, .

il) Inversement s
(APpe( Az — k))1<e<E; kez

est une base orthonormée de L2(R) avec les 1. continues de classe Ey ,
les

Ye(z—k), 1<e<E;kelZ)

forment une base hilbertienne d’un espace Wy d’une analyse multi-
résolution (V;) de facteur de dilatation A, de multiplicité d = E/(A—1)
et de fonctions d’échelle o (1 < € < d) de classe Ey. De plus si les 1.
sont de classe Eq il en va de méme pour les ¢y .

Le point i) est immédiat puisque, si Py désigne le projecteur or-
thogonal sur Vy, Py(Ey) C Ey de sorte que EgNWy = (I —FPy)(EyNV;)
est dense dans Wy ; par ailleurs dimII(Eo N Wj) = (A — 1)d car on a

I(E, N Vi) = II(Ey N Vp) & I(Eo N Wy).

Enfin le fait que les 1. soient de classe. E, est immédiat: on vérifie
immédiatement que Fg NV} C E, en décomposant les fonctions de
Eo, NV sur la base (VA pp(Az — k))o -

Pour le point i1), il s’agit d’estimer la taille et la régularité du noyau
du projecteur
n- Y o-1-Yo,.
i<-1 >0

On commence par remarquer que si 0 < D' < D alors

(12) Z e_D]‘Y_kle'—D|Y—k| S C(D,D’)E_D’IX_YI )
keZ

On obtient donc, lorsque |z —y| < 2et || <1(ct 0 <p < N,a = N+p)

AP po . . §
(z,y)| <C § AI(1+p) ,—D'|z—y:
’amp i<

<C )y A<t

<=1
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3NP0 aNPO ; ' i
-7 — (1+N+p)|p1pp—D'|z—y| A’
N (29— 5| SC Y A |h|oe
‘ Oz Oz =

< C'|h|*.

Lorsque |z — y| > 2, on obtient

0P po i ' Al
< i(1+p) ,—D' A’ |z—y|
‘Bxl’ (z,y) _CZA e
j20
< Ce D'l=-yl ZA1(1+P) e—(D'=D") A

720
1+ _—D"|z—
< (C'e | yl,

(D" < D'), et enfin (jz—y| > 2, |h| < 1et donc |z +h—y| > |z —y|/2)

oN oN
S (ay) —5 (e 4 hyy)

<C Z |h|pAJ'(1+N+p) e~ A |lz—y|D’

J>0,Ai |h|<1
+20 Z AI(I+N) ~A|z—y|D' /2
Ai |R|>1
<2 CZ |h|p AI(HN+p) =4 |z=y|D'/2
j20
<2 C|h|pe—lr—yID”/2 ZA1(1+N+P) e—(D'=D")A

70
< c' lhlpe—D”lz——yI/Z .

On est alors dans les conditions du Théoréme 2-bis. De plus si f € Ey,
on obtient immédiatement que Pyf € E4 a cause des estimations sur
po(z,y). Le Théoreme 1-bis est donc démontré.

Pour conclure cette section, nous allons traiter le cas ou les espaces
considérés contiennent un sous-espace dense de fonctions a support com-
pact.

Théoréme 2-ter. Soit V C L%(R) un sous-espace fermé tel que f(z) €
V si et seulement s1 f(x — 1) € V. Alors
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i) S1VNLZm, # {0}, V contient une fonction w € LZ,mp telle que
la famille w(z — k), k € Z, soit une base de Riesz de l’espace W qu’elle
engendre. De plus si VN L? est dense dans V, alors VAWLNL?2

comp comp

est dense dans VN WL,
i) SV #{0}. st VNLZ,,, estdense dans V et si dimI(LZ,,, N

comp

V) < 400 alors V admet une base de Riesz de la forme

wiz —k), 1<i<dimI(L%, NV).

comp

De plus on peut choisir les w; tels que (wi(z),wj(z —k)) =0 si ¢ #j
(quel que soit k € Z).

La démonstration du Théoréme 2-ter suit 'organisation générale
de celle du Théoreme 2-bis. L’existence de la fonction w du point i)
se fait & nouveau a ’aide du Lemme 1, puisque lorsque h € Lzomp et
Z |h(§o + 2kl7r)|2 = 0 alors il est immédiat que n € L, (ou 7 =
h/(e7* — e~*0)). Une fois w construite, on note  la fonction duale
de w

w
2 kez [@(€ + 2km)|?

de sorte que le projecteur orthogonal @ sur W est donné par

Qf =) (f,x = k)w(z - k);

Q=

on pose

M(¢) = Z |o(€ + 2k7)|* = Z(w,w(:ﬂ — k))eike

k

et F'=M(&)f sife L2, alorsFelL2, etQFeL%  (car QF =
S ({fiw(z—k))w(x—k)) de sorte que, si f € LzompﬂV, alors (I-Q)f =y
vérifie § = G/M(€) avec G = (I — Q)F € Limp NV N W+, comme
M (€) ne s’annule pas, g est dans 'adhérence des combinaisons linéaires
des G(z — k) et donc, si L2, , NV est dense dans V, Lfomp NVnw+t
est bien dense dans V. N W+,

Téoréme 1-ter. Soit A un entier > 2. Alors si (V;)jez est une analyse
multi-résolution de facteur de dilatation A et de multiplicité d et s1 V)
admet une base de Riesz de la forme

99[(13—]6), 1S€Sd,k€z,
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avec p¢ ¢ support compact, alors Wy (le complémentaire orthogonal de
Vo dans V}) admet une base de Riesz de la forme

Ye(z — k), 1<e<(A-1)d, keZ,
avec . & support compact.

La réciproque est également vraie (mais présente peu d’intérét): si
Wy a unc base de Riesz de la forme (¥.(z — k))e & avec les ¥, a support
compact alors Vj a une base de Riesz (pe(z —k))e, x avec les ¢ a support
compact.

Nous terminerons en remarquant que le processus d’orthogonalisa-
tion préservant la compacité des supports qui a été utilisé pour démon-
trer le Théoreme 2-ter a d’abord été introduit dans le contexte de la
théorie des ondelettes par Micchelli [9], Chui [1] et leurs collaborateurs.

4. Ondelettes bi-orthogonales a localisation exponentielle.

Le cas bi-orthogonal est essentiellement similaire au cas orthogonal
dans le cas des fonctions a localisation exponentielle.

Pour comprendre le cas bi-orthogonal, nous nous ramenons une
fois encore a I’étude des projecteurs Z-invariants

Proposition 2. a) Soient V, V* deuz sous-espaces fermés de L%(R)
tels que

i) f eV sietseulement s1 f(x —1)eV,
feV* siet seulement 81 f(z —1) € V*,
1) Eo NV est dense dans V, Eg N V* est dense dans V* |
iii) dimI(EyNV) < 400,
iv) L=V @ (V*)! (somme directe non orthogonale).

Alors il existe des fonctions e, 1 < £ < dimII(Eo NV), et ¢,
1<l <dimII(Ey NV), telles que

i) wt€ENVetp; e EgNV*,
31) (pe(z —k))er est une base de Riesz de V et (@j(z —k))ex
est une base de Riesz de V* .

33) Aee(z = k), 0p(z = K')) = o006k 1
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de sorte que le projecteur P de L? sur V parallélement ¢ (V*)* s’écrit

dimII(EoNnV)
(13) Pf= > > (figi(z—k)pec—k).
=1 kEZ

b) Si P: L? — L? est un opérateur continu tel que
k) PoP=P (P est un projecteur),

et tel que Pf = [p(z,y)f(y)dy ou, pour des constantes C,D > 0 et
B €10,1]
kk) p(z,y)=p(z -1,y—1) (Z invariance),
kkk) |p(z,y)| < CemPlevl,
kv) Pour |h| <1, |p(z,y) — p(z + h,y)| < C |h|fePlzmvl,

alors les espaces V. =Im P et V* = (Ker P)L vérifient les hypothéses
(i) a (iv).

La preuve de cette proposition est trés simple. L’hypotheése iv) est
équivalente & ce que le projecteur orthogonal Py de L? sur V soit un
isomorphisme de V* sur V: il est évidemment continu et I’hypothése
iv) implique qu’il est bijectif; il est donc bicontinu par le Théoreme de
Banach. Par ailleurs on sait que V admet une base orthonormée de la
forme

vz — k), 1<l<dmIl(E;,NV), k€Z

avec gy € Ey .

On fixe alors w* € V*NE, tel que lesw*(z—k) soient orthonormées,
et on note W* l'espace engendré par les w*(z — k), k¥ € Z. On note
2 = P,w* ; la famille ((z — k)) est une famille de Riesz, puisque

1> axQz = k)l ~ | Y aw*(z = k)2 = (O lax[*)/2.
k

Cela implique que > |Q(§ + 2k7)|? ne s’annule pas; or on a

dim w(eqNV)

PIUE+2kmP = DT D€+ 2km) (€ + 2km)|;
k

e=1
on pose

a(6) =Y OMN(E+2km) Ga(€+2km) et (&) = |ar()?
14

k
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encore une fois, elles s’écrivent ay(£) = Fy(e™%) et a(£) = F(e™%) ou
les fonctions Fy(z2) et F(z) sont holomorphes au voisinage de |z| = 1 et
F(z) est strictement positive sur |z| = 1; on peut alors poser

. a (5)
O(8) = =X Gelt

etonaw € EgNV et (w(z),w*(z —k)) = 8o & . La famille (w(z — k))
est alors une famille de Riesz

o la©F _ 1
(Z""“"k P =2 e ‘a(é))

et engendre un sous-espace W de V.
On pose alors X =V N(W*)t et X*=V*N WL, On a alors

a)V=WeaXetV*=W*®X*; en effet on note Q) le projecteur
sur W parallelement a (W*):

Qf = Z w(z — k))w(z — k);

alorssi f eV, Qf e Wet (I —Q)f € X; demémesi f € V* ona
Qf € W* et (I—Q")f € X*.

B)L? = X ®(X*)*: eneffet si R=(I-—Q)P,ona RoR = R car
QP =PQ =Q (PQ=Qcar W CV; QP = @ car Q* = P*Q* puisque
W* C V*) et R est donc un projecteur; on a R|x = I et RL?> C X d’ou
Im R = X; de méme Im R* = X* et donc Ker R = (X*)+.

v) X et X* sont évidemment invariants par translation entiére
puisque V, V*, W et W* le sont (et donc aussi W+ et (W*)1)

§) EgNX est dense dans X car X = (I —Q)V et (I — Q)Ey C Ey;
de méme Fy N X* est dense dans X *.

¢) enfin dAimII(Ey N X) =dimII(E,NV) — 1 carsi Qe(z — k), 1 <
¢ < dimII(Ey N X), k € Z, est une base orthonormée de X alors IS,
1 <2 <dimII(Ey N X), augmentée de Ilw est une base de II(E, N V).

En itérant cette construction, on arrive a X = {0} et alors X* =
{0} de sorte qu’'on a exhibé des fonctions ¢1,...,¢L, ¢1,...,9¢1 (L =
dimII( Ey N'V)) qui vérifient j) a jjj). Le point a) est donc démontré.
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Le point b) est immédiat. La seule chose a vérifier est que dim II( Ey
NV) est finie. (Eg NV est dense dans V car V = PL? et PE, C E,).
Mais pour cela il suffit de définir

nps= [ (Sne - k) Sy

kez

et de remarquer que IIP est compacte sur L?([0,1]) (estimations de
taille et de régularité du noyau) et que IIP(II(E; N V)) = II(E, N V).
En effet la fonction ), ., p(z — k,y) vérifie les estimations suivantes

(14.1)  Texiste C>0 telque Va,y, [» p(z—k,y)|<C
kez

Il existe C >0 et f>0 tel que Vz,y, Vhe[-1,1]

(14.2) 13 p(z—ky) =3 ple+h—k,y) < C Al
k€EZ kEZ

Si gn, est une suite bornée de fonctions de L?([0, 1]), les fonctions IIP(gy,)
sont uniformément bornées et uniformément Hoéldériennes sur [0, 1]; le
Théoréeme d’Ascoli permet de conclure que (IIP(g,)) admet une sous-
suite uniformément convergente sur [0, 1], et donc convergente dans
L?([0,1]). IIP est bien compact et donc dimIIP(E; NV) < +oo.

De la Proposition 2, on déduit alors facilement le théoréme

Théoréme 3. a) Soit V;, V;* deuz analyses multi-résolutions de L*(R)
de méme facteur de dilatation A telles que Ey NV, soit dense dans Vj,
Eoy N Vg soit dense dans V' et L2 = Vo @ (V). Alors elles ont la
méme multiplicité d et elles admettent des fonctions pg, 1 < € < d, et
vy, 1 <€ < d, telles que

o p€E NV, p; € EgNVY,

o Les po(r—k),1<¢€<d, ke€Z, forment une base de Riesz de
Vo, etles pj(x — k), 1 <€ <d, k € Z une base de Riesz de V" ,

o (pe(z—k),pp(z—Fk)) = 06006k -

(fonctions d’échelle duales).
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On définit Wy = Vi N (V)L et Wy = V¥ N Vg, Alors
L =W, @ (Wg)*
et 1l eziste des bases de Riesz duales de Wy et Wy de la forme
be(z—k), 1<e<(A-1)d;keZ,

et
Yl —k), 1<e<(A-1)d; ke,

avec Y., P € Ey .

St de plus les @q et les o} sont de classe E, pour un a > 0 alors

les familles . '
(A9 (A7 — k))1<e<(a-1)d; jkez

et
(A9 ( ATz — k))1<ce<(a-1)d; jkez

forment des bases inconditionnelles bi-orthogonales de L*(R).

b) Inversement si les fonctions 1. et 1 sont de classe E, et si les

familles . :
(A7) (Alx — k))1<e<E; jkez

et
(AJ/2¢:(AJ:L' —k)i<e<E; jkez

forment des bases inconditionnelles bi-orthogonales de L*(R) alors elles
proviennent d’analyses multi-résolutions bi-orthogonales de facteur de
dilatation A, de multiplicité d = E/(A — 1) et ¢ fonctions d’échelle
duales ©1,...,94, ©1,...,¢) de classe E, .

Le Théoreme 3 a une démonstration exactement analogue a celle
des divers théoremes 1. Dans le sens des fonctions d’échelle aux on-
delettes, on se borne a vérifier que L2 = Wy &(W; )+ (car les projecteurs
obliques P, sur V; parallelement a (Vjr)t et P, sur V; parallélement
a (Vi) vérifient PPy = Py (Vo C Vi) et PPy = Py (V5 C Vy),
de sorte que Qo = P; — Py est un projecteur; or Wy = Im@Qg et
(W)+ = KerQq), que Wy et Wy sont Z-invariants (puisque c’est le cas
de Vo, Vi, V1 et V¥), que Ey N Wy est dense dans Wy et Eq N W dans
Wg (car PoEy C Eg et PyEy C Ey) et enfin que dimII(E, N W) <
dimII(Ey N Vy) < +o0; la Proposition 2 permet alors de conclure a
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I'existence des 1., ¥%. Pour la propriété de base inconditionnelle, on
remarque que si P; est le projecteur sur V; parallelement a (Vj*)L alors
les P; sont équicontinus (car P; = D_,-POD]-_1 o D;f(z) = f(27z)) et
donc, par densité de UV}, que pour f € L? on a P;f — f dans L?
quand j — +o00; cela force alors P; a vérifier P;1 = 1 (condition de
Strang et Fix), ou encore les ¢y, ¢} a vérifier

d

1=g(/sazdx)Zw(x—k>=2(/¢edx)‘sz(z—k)

kez =1 kez

(cela sera démontré dans le Lemme 2 ci-apres) et donc les 1, a vérifier
[Yedz = [ -1dz = 0 puisque (Y.,p;(z — k)) = 0, et de méme
J ¥% dz = 0. Si maintenant on a de plus 9. € E, alors on a (¢f. Lemme

3)

| 497w et az 1), < (3 hogucl?)
e J k

€,5,k

et de méme pour les ¢} ; enfin on a

Y ekl

£,7,k

= (> A ajpepe(Az—k), > A ajp. pi(Az —k))
€5,k €.,k

S A s e aa = ], C (3 faaa)
€ 7 k

<|
€,5,k

et donc

O el D o) 3 R
e 3 k

€,5,k

La famille (Aj/2¢€(Ajz — k))e jx est donc de Riesz dans L?; de plus
elle est totale (car NV = {0}; orsi f € ﬂWJ»J“, alors Q7 f = 0 et donc
Py f = P} f pour tous k,£; si £ — 400 on trouve P f = f;si k — —o0
on trouve f € NV et donc f = 0); c’est donc une base inconditionnelle

de L2(R).
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Dans le sens des ondelettes aux fonctions d’échelle, on note W;
lespace engendré par les ¢, jx (1 <e < E, k € Z), W} celui engendré
par les ¥; . | et Q; le projecteur

Qif = Z Z(f, Y2 k) Ve ik
c &

(ot ek = AV %) (Al — k) et Yk = A% (ATz — k). Alors
QiQr = 0siy # ket Q;Q; = Q;. On désigne par Py I'opérateur
P, = 2]< 1 @j; alors Py est continu (car (e jk) et (¥ ;) sont des
bases inconditionnelles de L?); de plus P, est un projecteur, d’aprés
les propriétés des Q; citées plus haut et Py[f(z —1)] = [Py f](z — 1) car
Po=1- Z >0 @; et les Q; sont Z-invariants pour ; > 0. Le noyau
p(z,y) de Py verlﬁe les estimations kkk) et kv) de la Proposition 2; par
un calcul similaire & celui effectué pour démontrer le Théoréme- 1b1$
On peut alors conclure et le Théoréme 3 est démontré.

Il reste cependant a vérifier les lemmes 2 et 3 (qui sont classiques).

Lemme 2. §i (V;), (V) sont deuz analyses multi-résolution bi-ortho-
gonales alors Pp1 =1.

En effet on a

P,f = u(2z)f(a)
+§:§}v/¢g4w— B(f(y) - f(2)) dy pel Al — k)

u=Pol=ZZ(/¢?dy)w(w—k)-
ek
Le second terme tend vers 0 dans L2, car les opérateurs
T,f = Pif — p(¥2)f

sont équicontinus sur L? et lorsque f € C§° il est immédiat que T f —
0: ||T}fllec < CA™7 d’'une part, et d’autre part lorsque

>2 =
|| é{{%ilyl o
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on a » )
|f(z)| < CAJe~PA Izl
et donc
/ |T; f|?dz < / Ce 2Plrldzr — 0
|z|>z0 |z|>Aizo

car z9 > 0 (si f # 0). Comme P;f — f, on obtient u(2/z)f — f. On

teste cela sur f = 1oy

1 2J

0= tm | I AESVORE

1
- [ - ue)ias
0
puisque u(z — 1) = p(z); cela implique que 1 = p(z).

Lemme 3. $i 6 € E, et [0dz =0 alors on a
IS nwaroara — k)| < o33 a2
7k 7k

En effet, on calcule la matrice de Gram des 8; = A7/2§(Aiz —k):
sij > £ on écrit

. . k
(8.k,6e,) = /AU“W O(Alz — k) (8(Az — p) — G(A‘E —p))dz
et donc
; 9 - »jr— . k
(8,1, 0e,)| < C AU+ / DIV H g Alz — p) — 6(A° 5 ~p)|de

On obtient

[(6.k,0e.p)
< C A/ / e Pl g(A Tz + ATk —p) — 0(A Tk — p)| dz.

o Si|A“ Iz <lousi|A e + A7k —p| > |A* 7k — p|/2 on obtient

6(A Iz + ATk — p) — (A“Tk — p)| < (A4 ) |g| e DIAT kP12,
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o Si A% iz| > 1et |A* 72| > |A* 7k — p|/2, on obtient
e~ Dlzl < (Al—j)alz|ae—D|z|/2e—D|A“"k—p|/4
et au total
(14)  [(85k,0ep)] < C AU=9)(1/2+0) = DIA* 7 k—p|/4 pour j >/{.

On vérifie alors que

ZA(K—J')/lej,k’@[‘p), < C(Z ZA(f—j)(<¥+l)6—D|Al_jk—P|/4

5k >tk
+ Z Z A(j—e)ae—ow-‘p—k|/4)
i<t k
< C’(ZA(f—j)(a+l)Aj—f n ZA(]‘—!)G)
7>t i<t
<c"

de sorte que

IS @ik bip(6)k:0e)] < (Z D laikl 165k, Gz,pHA(j_”/Q) .

ik Lp 5.k &p

(3 e (650, e P4 02)

Bk &p

< O'(Slae) " (S thes?)
7.k tp

ct le Lemme 3 est démontré.

5. Ondelettes bi-orthogonales a support compact.

Nous allons traiter de méme le cas des bases bi-orthogonales
d’ondelettes a support compact.

Proposition 2-bis.
a) Soit P: L*(R) — L%*(R) un opérateur continu tel que
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i) PoP = P (P est un projecteur) et tel que Pf = [p(z,y)f(y)dy
ou,

i) p(z,y)=p(z—1,y—1) (Z-invariance),

ili) p(z,y) =0 si|z—y|> M (ot M est une constante > 0).

Alors 3: Indz Im P < 400 il existe des fonctions g et o, 1 <€ <
Indz Im P, telles que

i) ¢e €ImP, p; € (Ker P)L et oy, o} sont a support compact,

i) (pe(z —k))er est une base de Riesz de Im P et (p5(z — k))e
est une base de Riesz de (Ker P)*,

§33) Ape(z = k), pp (e — k') = e Sk pr

de sorte que le projecteur P se décompose en

IndzIm P
(15) Pf= > > (fipilz—k)ez k).
=1 keZ

b) S P vérifie i), ii), iii) et sz de plus, pour deuz constantes C > 0
et f €]0,1], on a

(16) Ip(z,y) — p(z + h,y)| < C|A)?
alors IndzIm P < +00.

Si P #0,il existe w € ImP N L2, avec w # 0. On appelle W le
sous-espace de L? engendré par les w(z — k), k € Z. La démonstration
du Théoreme 2 ter nous a montré que W admettait une base de Riesz
de la forme wo(z — k), k € Z, avec wy € LZomp, et donc que Indz W = 1.

Pour f € WN LZ,,,, on note

Pi(z) =) (f,flz — k)"

kez

(de sorte que Ps(e™') est le polynéme trigonométrique que nous avons
déja utilisé & plusieurs reprises) et on note ¢ un élément de W N L2,
tel que P, soit non nul (¢ # 0) et de degré minimum. Alors Py(z) ne
s’annule pas sur le cercle-unité car nous avons vu que si P,(e™%°) =0

et sih=p/(e % —e %) alorsp € W N LZomp et

Py(e™) = |7 — TP Py(e7H),
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ce qui contredit la minimalité de P, .
Pour v € C§° on pose

Q+(2) =D (1 p(z — k).

kez

Alors I'ensemble des Q. (e~*) est un idéal de I’anneau des polynomes
trigonométriques: si @ est un polynéme trigonométrique 3 are™**¢ et
sin =3 apy(z — k) alors Q, = QQ,. Soit Py le générateur de cet
idéal. Alors Py(z) ne s’annule pas sur le cercle-unité, puisque Q, = P,
ne s’y annule pas. Si Py s’annulait en un point zg, alors nécessairement
> kez ¢(z — k)z§ serait nul dans D'. La fonction

0=> zplr—k)==) z5p(z—k)

k>0 k<0

serait alors & support compact; de plus § € W car la premiére série
converge dans L? si |z9| < 1, et la seconde si |z9] > 1. Enfin on a
0 — z00(z — 1) = et donc

P,(e7%) = Py(e ™) |1 — zpe |2,

ce qui contredit la minimalité de P,. On obtient donc que Py ne s’annule
pas, et donc Py = 1.

On fixe alors 7o tel que Py, = 1 et ¢* = P*(v). Alors ¢* €
(Ker P')t n L%y et

(", 0(x = k) = (v0,0(z — k)) = b0, -

On pose alors

Pf=Pf=> (fo"(z—k))p(z - k).

ke€Z

P est un projecteur et InP = Im P N {p*(z — k)}+, de sorte que
Indz Im P = Indz Im P — 1 et que Im P = {¢(z — k)} @ Im P. Le noyau
de P est encore Z-invariant et proprement supporté. En itérant la
construction, on obtient les bases ¢y, @ -

Le point b) de la Proposition 2-bis est un cas particulier de la
Proposition 2 et la Proposition 2-bis est donc démontrée.
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On a alors le théoréme

Théoréme 3-bis.

a) Soit V;, V¥ deuz analyses multi-résolution de L*(R) de méme
facteur de dilatation A et de méme multiplicité d. On suppose que de
plus elles admettent des fonctions @¢, @;, 1 <€ < d, telles que

o ¢ et p; sont a support compact,

o lespe(z—k), 1<l <d, k€Z, forment une base de Riesz de Vj
et les py(z — k), 1 <€ < d, k € Z, forment une base de Riesz de V|,

o (pe(z—k),pop(z—Fk')) = bee bk .

On définit Wy = ViN(Vy)t et Wi = V* N V-, Alors il eziste des bases
de Riesz duales de Wy et W de la forme

Ye(z—k), 1<e<(A-1)d; keZ,

et
Yie—k), 1<e<(A-1)d; ke,

avec Y., P! d support compact.

Si de plus les @ et les o} sont de classe C% pour un o > 0 alors
les familles

(A1 24 (Alx — k) i<e<(a-1)d; jkez

et
(A2 (AT — k)i cecia1)a; jkez

forment des bases inconditionnelles bi-orthogonales de L*(R).

b) Inversement si les fonctions . et ¥} sont d support compact
et de classe C® pour un o > 0 et si les familles (A?/ >4 (Alz — k))) et
(A3/2*(AIz—k)) (1 < e < E; j, k € Z) forment des bases incondition-
nelles bi-orthogonales de L*(R) alors elles proviennent d’analyses multi-
résolutions bi-orthogonales de facteur de dilatation A, de multiplicité
d=E/(A—1) et a fonctions d échelle duales @1,...,04, P7,..., 0} &
support compact et de classe C'.

Ce théoreme se montre de maniere analogue aux théoremes 1 et 3.
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6. Annexe: Le Théoréme de Grochenig, corollaires et vari-
antes.

Le Théoreme de Grochenig concerne les analyses multi-résolutions
multi-dimensionnelles. Plus précisément, on considere une suite (V;) de
sous-espaces fermés de L*(R™) tels que

(5.1) V5 C Vi1, Njez Vi = {0}, Ujez Vi est dense dans L*(R™),
(5.2) f € Vj si et sculement si f(2r) € Vj41,

(5.3) Vo a une base orthonormée de la forme ¢(z — k), k € Z™, ou
¢ est & décroissance rapide (Va € N?, z%p € L?).

On note Wy le complémentaire orthogonal de Vj dans V; et on veut
montrer que Wy admet une base orthonormée de la forme ¥.(z — k),
1<e<2"—1,k € Z" oules 1. sont a décroissance rapide. Pour cela,
on note ry,...,ron desreprésentants de Z"/2Z", de sorte qu’on dispose
d’une base orthonormée de V; constituée des wj(z — k), 1 < j < 27,
k€ Z", ot wj = 2"/2p(2z — rj). Comme ¢ € Vi, ¢ se décompose sur
leswj(z — k) et on a

on
6= wi(6)$;(6)
j=1
ou les w; sont C*° et 2nZ"-périodique. Or les familles (f(z—k)), (9(z—
k)), k € Z™, sont orthonormées pour f,g € V3, (f =3 fi(©)p;(&), § =
> 9i(€)#5(£)) si et seulement si on a: 37, [f5(§)* =1, 32, lg;(§)I* = 1,
25 fi(€)gi(€) = 0 (puisque

1 .
z —k)g(z)de = —— (6)g;(€) e ke dg)y.
J1e-waei = [ > H(O8(6)

11 s’agit donc de compléter de maniére unitaire une matrice carrée de
taille 2" dont on connait la premiere colonne ; les coefficients de la ma-
trice doivent étre des fonctions C* sur R", 27 Z"-périodiques, ou encore
des fonctions C*® sur T" = S! x --- x §' = R"®/27Z". Le Théoréme de

Grochenig est alors le suivant

Théoréme 4. Sim:T" — S9! = {2 € C?: |z||> = 1} est C*°, et
sin < 2q—1, alors il existe une application: M : T" — U(q) de classe
C* telle que le premier vecteur colonne de M soit m.
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En effet, puisque m est C*° et que n < 2¢—1, m(T") est de mesure
nulle sur $2971 et donc n’est pas surjective. On peut toujours supposer
que (0,...,0,1) n’est pas atteint. Alors le déterminant de la matrice

my «a 0
My = 0 a
Mg —-ﬁil ‘e —-ﬁiq_]

vaut

— a7 tmy + (=1t (fma [P 4 [mg
= (=17 a2 (1~ jmy* + (=1)?am,)

et est donc nul pour (—1)?"!a €]0, ], € assez petit; en effet si &, est tel
que
1- Imq(55)|2 —emy(&) =0,

alors |m,(€:)| = 1 pour € — 0 et my(&) € Ry d’oumy(&.) — 1, ce qui
est impossible. Il suffit ensuite d’orthonormaliser les vecteurs colonnes
de M, pour obtenir M. Le Théoréme 4 est donc démontré.

Si la fonction ¢ est a localisation exponentielle, les fonctions m; ont
leurs coefficients de Fourier a décroissance exponentielle et il en va de
méme pour M,. Cette propriété reste stable sous 'orthonormalisation
de Gram-Schmidt des colonnes de M, (la vitesse de décroissance ex-
ponentielle pouvant étre modifiée), et on trouve des ondelettes 1, a
localisation exponentielle.

Si Vy admet une base de Riesz de la forme g(z — k), k € Z",
avec ¢ a support compact, on exprime les vecteurs de V; dans la base
27/2g(2(z — k) — r;). En particulier, si (y(z — k)) est une base de Riesz
de V ou «v s’exprime a l'aide d’un nombre fini des 2"/2g]-(:r, — k) (on
peut prendre par exemple

avec

A(€) = (g(x), g(x — k))e™ ™ =" |3(€ + 2km)
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A ne s’annule jamais, il en va donc de méme du produit H?;l A(€/2+
r;j7) qui est 27Z"-périodique, de sorte que les y(z — k) forment bien
une base de Riesz de V} ; enfin si

1=IA CEBEGERG

et siry =0,ona

-
Y=Y (T.gik) gik

Jj=1kezn

avec
gj.k = 2/ 2g(2x — k) — i)

T" est a support compact et la somme ne conticnt qu'un nombre fini
de termes non nuls), on doit compléter dans GL(2",C) une matrice
dont le premier vecteur colonne est a coefficients polynémes trigonomé-
triques. La matrice M, cst alors elle-méme & coefficients polynoémes
trigonométriques. On a donc complété y(x — k) a I'aide de fonctions
Ye(z — k), 1 < e <2" -1, k € Z", avec 7. a support compact pour
former une base de Riesz de V;. Le procédé d’orthonormalisation décrit
dans [1] et [9] permet alors d’obtenir une base de Riesz de Wy de la

forme
I'.(xz— k), 1<e<2"~1, keZ™,

avec I'; a support compact.

Le Théoreme de Grochenig s’applique également immédiatement
au cas des analyses multi-résolutions de L?(R) de facteur de dilatation
A et de multiplicité d. On est alors amené a compléter une applica-
tion m de T' dans (S244~")? telle que les vecteurs my, ..., my soient
orthogonaux deux & deux dans C*¢ en une application M de T' dans
U(Ad); c’est exactement le cas de figure du Théoreme de Gréchenig.
On compléte d’abord 'application m; en une application M;. Mais
alors les applications ma,...,my (prenant des valeurs orthogonales a
my) s’expriment a 'aide des vecteurs colonnes de M, orthogonaux a
m; ; on est alors ramené a une application & valeurs dans ($244=3)4=1
et ainsi de suite.

Le Théoreme de Grochenig permet alors de passer des fonctions
d’échelle aux ondelettes dans le cas des fonctions d’échelle a décroissance
rapide, ou a localisation exponentielle (Théoreme 1-bis, Théoréeme 3) et
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dans le cas ou Vj admet une base de Riesz a support compact (Théoréme
1-ter). Mais il ne permet pas de traiter le cas des fonctions d’échelle a
support compact (Théoreme 1) ni de passer des ondelettes aux fonctions

d’échelle.

Conclusion.

Nous avons développé une méthode alternative au Théoréme de
Grochenig pour 1’étude des bases de V et Wy dans le cadre des anal-
yses multi-résolutions uni-dimensionnelles. Cette méthode, basée sur
I’étude des projecteurs associés, a permis de traiter le cas des fonc-
tions d’échelle & support compact et le passage des ondelettes aux fonc-
tions d’échelle. Mais elle ne parait pas transposable aux dimensions
supérieures, que ce soit pour l'idée de la propriété de minimisation
utilisée dans la démonstration du Théoréme 2 ou que ce soit pour le
lemme “d’expulsion des zéros” (Lemme 1).

REMARQUE. Y. Meyer m’a signalé un argument plus simple pour prou-
ver la compacité des projecteurs périodisés IIP (de noyau ), p(r —
k,y)) intervenant tout au long de cet article. En fait, le projecteur IIP
est compact parce qu’il est un opérateur de Hilbert-Schmidt:

/01 Al |ZP($ — k,y)|*dz dy < 4.

kez

Cela permet d’éliminer presque toute hypothése de régularité sur les

ondelettes ..

Par exemple si (A7/?1.(Az — k)) est une base orthonormée de
L*(R) (1< e < E, j,k € Z) avec 3. a support compact et 1), € L*t8
pour un 3 > 0, alors 'opérateur IIP est de Hilbert-Schmidt: si les 1,
sont & support compact contenu dans [—M, M], le noyau

E
Poy)= 3 D D A4y — k(4T = B)
J<—1k€Ze=1

est nul si [z —y| > 2M et on a donc

1 1
- — k,y)|*dzd
/O/OIZ;D(I y)|"dz dy

k€Z
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1 1
<[ [eMeY b -kyPdedy
o Jo k€Z
+ o0 1
< (@M +1) / / ip(z, v)[dy
z=—o0 Jy=0
Mais

|43 ve(aiz — by p(ary — k)

k€EZ

L2(Rx[0,1])

<A pe(Ay — F)l| 2o,
keZ

< AN g (Aly — k)

kez
< (2M +1) A7 PICCEED Y1yl 5

L2+A([0,1])

et 3 iy AIB/22FB) < too. On procede de méme dans le cas des

bases bi-orthogonales.
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