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1. Introduction.

Dans ce travail, nous étudions le probleme de décomposition sui-
vant: Etant donnés deux ouverts bornés de Cr, Q et Q (vérifiant
certaines conditions) et étant donnée une matrice A(z), carrée d’ordre
n, dont les coefficients sont des fonctions holomorphes dans 2, N 25,
ayant un prolongement C'* & 1’adhérence Q; N €2, peut-on trouver deux
matrices A;(z), A2(z) holomorphes dans 2; et {2, respectivement et se
prolongeant de maniére C* a Q0 et 0 telles que sur ; N, on ait

A=4,4,.

On connait 'importance de cette décomposition dans la classifi-
cation des fibrés analytiques (voir par exemple [1], [8] et leurs biblio-
graphies). Dans [8], une décomposition a déja été obtenue en utilisant
la structure topologique de I'espace A®°(2) des fontions holomorphes
dans Q qui se prolongent en des fonctions C™ sur Q. Cet espace est
une limite projective d’espaces de Banach E, et grace a un théoréme
de Mitagg-Leffler, on se rameéne a établir la décomposition dans chacun
des E,,, ce qui se fait a ’aide du théoréme des fonctions implicites dans
les espaces de Banach.
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La métohode porposée ici est plus directe, nous travaillons di-
rectement dans les espaces de Fréchet en développant ’argument des
fonctions implicites dans ces espaces. On met alors en évidence cer-
taines propriétés intéressantes de l’espace de Frechét A*°(§2) permet-
tant Iintroduction des opérateurs de régularisation de Nash [6] et de
montrer un théoréme des fontions implicites de type Nash-Moser. Nous
suivons pour cela la présentation de R. S. Hamilton [4] et de S.
Lojasiewicz et de E. Zehnder [5]. La présente méthode est antérieure a
celle de [8] et peut sembler plus compliquée, mais elle est plus effective
et peut s’appliquer a d’autres types de factorisation (de type Birkhoff
par exemple, voir [7, Théorémes 8.1.1 et 8.11.5]).

Les notations sont celles de [8] auquel nous revenons pour tous
les résultats d’analyse complexe que nous utilisons dans le présent tra-
vail. Le second paragraphe est consacré a 'introduction des opérateurs
de Nash et a poser le probléme de la décomposition dans le cadre des
matrices. Le troisiéme paragraphe traite du théoréeme des fontions im-
plicites dont nous avons besoin pour la décomposition. Le quatriéme
paragraphe étudie la décomposition des sections de certains fibrés ana-
lytiques, certains calculs -a la formule de Campbell-Hausdorff- sont
nécessaires, ils seront traités en appendice.

2. Cas de la propriété (P)

Dans cette section, nous considérons deux ouverts §2; et {22, pseudo
-convexes, bornés et a bord lisse et C™ tels que

2\Q2 N2\ =9,
QU =N est pseudo-convexe a bord lisse et C°.

Les bords de §;, 2, et Q vérifient la propriété (P) suivante:

Pour tout M >0, A € PSH(Q) N C*®(N) (respectivement
PSH(Q:)NC™(), i =1,2),0< X <1 telle que
pour tout z € b2 (respectivement z € b$2;,7 = 1,2)

(P)
PL 9% _ )
Y. goas () 6l 2 MItP.

1,5=1
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L’intérét de cette condition est formulé par un résultat de D. Catlin [2].

Théoréme [2]. Soit Q@ un ouvert pseudo-conveze, borné, @ bord lisse
et C>® dont le bord bS) vérifie la propriété (P), il existe une constante
Cm > 0 telle que pour toute (0,1)-forme a, O-fermée et d coefficients
dans H™(Q), la solution u de Ou = a, qui est orthogonale auz fonctions
holomorphes satisfait d l’estimation

lullz < Cm (el + llull*)

ot ||1_1_||2 = |lull}2(qy - En particulier, si a et dans Cy,)(Q),u est dans
C*= (%),

Dans le méme travail [2], 'auteur montre que la propriété (P) est
satisfaite par une classe tres large d’ouverts de C?.
Suivant la terminologie de [9], on pose

Définition 2.1. Un bon espace de Fréchet E est un espace dont la
topologie est définie d 'aide d’une famille croissante de normes || -||o <
-1 <:-- et ot il existe une famille d’opérateurs Sy : E — E, t > 0
tels que il exziste ng € N, tel que pour tout z € E

|Sezli < Cij 77|zl i+ne>7,
|Sez — z||; < Cijt* 7 *"||z)|;, i4+mo<y.

Les C;; sont des constantes dépendant de ¢ et j, mais non de x, ni de
t.

Proposition 2.2. Soit Q un ouvert borné, pseudo-conveze d bord lisse
et C et tel que b satisfait d la propriété (P), l’espace de Fréchet
A>(Q) est un bon espace de Fréchet.

Nous avons besoin du résultat qui suit.

Lemme 2.3. Soit L°(R"™) l’espace des fonctions bornées sur R™ et
B(R"™) = {f € C=(R™): D*f € L*(R"), pour tout o € N*}, on mu-
nit B(R™) de la topologie définie d l’aide de la famille de semi-normes

|flm = sup [D°f(z)].
z€R

la|<m
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L’espace de Fréchet B(R™) est un bon espace de Fréchet, en conséquence
Uespace C>®(Q2) est un bon espace de Fréchet.

REMARQUE. Le fait que C*°(Q) soit un bon espace de Fréchet résulte
aussi de l'isomorphisme bien connu C®(R2) ~ S ou S est lespace
des suites a décroissance rapide, qui est bon ([4]); ici, nous avons be-
soin d’inégalités explicites faisant intervenir directement le systéme de
normes définies dans C*°(Q).

PREUVE DU LEMME 2.3. On remarque que la construction de Nash [6]
s’adapte. Soit ¢ une fonction C°°, a support dans B(0, 1), boule centrée
en 0 et de rayon 1, ¢ = 1 sur B(0,1/2) et soit ¥ = ¢ la transformée de

Fourier de ¢, alors ¥ € S(R") et [;. P(z)¥(z)dz = P(0) pour tout
polynéme sur R™. Pour f € B(R") et ¢ > 0, on pose

Sef(@) =t [ Ut —u)iwitn= [ ¥wf@e-Y)dr.
On vérifie, comme dans [6] que

ISeflli < Cij t’:"’: Wi, >4,
[Sef — flli L Ci; 7\ fllj,  72>¢,

et donc B(R™) est bon. Puisque § est a bord régulier, le Théoréme de
Seeley permet de trouver un opérateur linéaire &,

Cc>@) 5 Cce@)
ot Q est un ouvert borné de R*, Q C Q et
ENlg =1, 1€ ma < Cullfllma, fE€CT(®),meN.
Ainsi, on a une suite
c=() 5 BR") B c=(@)

ot R(f) = flg,f € B(R") et Ro & = Iowgy- Soit (Si')e>o la famille
d’opérateurs dans B(R"), définie précédemment, on pose

S;=RoS/o&.
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(S%)t>0 est une famille d’opérateurs dans C>=(Q), vérifiant aussi, f €
C=(Q),
ISl < C ™7 Nfll;, 24,
ISef = flli < Ci; t77 | fll;, 1 <7,

d’ou le lemme.

Revenons a la Proposition 2.2. Puisque le bord de Q vérifie la
propriété (P), on peut considérer le projecteur de Bergman

P:C™(Q) —» A®(Q)

alors Pf = u — f ot u est la solution de du = Jf, qui est orthogonale
aux fonctions holomorphes, par le Théoréme de D. Catlin: pour tout

m entier,
IPfllam @) < llullam@) + | fllam @)

< Cm || fllHm+1(0) -

(En effet : ||ull%mqy < Cm (1fllfmsr (@) FlullZziay) < Cm (1f | zrm+1(a)
+ ||lullL2¢e))? on utilise ensuite |lul|z2) < | fllz2@) < Ifllam+1(@))-

Considérons a présent la suite
A%(Q) EA Cc>(Q) £ A%(Q) (J injection canonique)
ona PoJ = Igxq). Sil'on pose
S0t A%(Q) - A%(9),
{ S¢y=PoSjoJ.
On a grace au lemme d’injection de Sobolev H™*?(Q) — C™(Q), que

IS flli = IP oS0 T(f)ll:
< Ci ||y Ertrcay
<G ll‘s’;(f)llp+i+l
S Cii 7 N flli+p+1 s

sit > et

I1Sef = flli = 1P o (St — 1) o T(£)ll:
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< Cill(S; = 1) o T ()|l rr+i+r(
< C; H(.SQ— D)o T(H)llp+i+
SCi 7 [ fllj4p+1 -

si ¢ < j. Les constantes intervenant dans ces inégalités changent a
chaque étape mais ne dépendent que de : et de j (et aussi de p, qui est
fixé, p = dim CP), la proposition est démontrée.

REMARQUES 2.4. 1) Soient & < # < 7 trois entiers et f € A%(Q) C
C>=(Q), f vérifie

Iflls < NSef — flls + 11Seflls
< Coyt" 7V Ifllytp + Coat’* |Ifllatp, >0,

En minimisant par rapport & t la fonction

t— Cg A= | fllv+p + Cﬂ,vtﬂ*v | flla+p

on a

B—~)/(a— (B— —a
1flls < Cagr IAILS 7 ) £SO

et si 'on considére f comme élément de C°(Q), il vient

1 flls < ISef — flls +ISiflls
< Co 4t flly + Coa t? || fla
< Copy ”f”gﬂ—v)/(a—*/) ”f“gﬂ—a)/('y—a)_

Dans la toute la suite, on ne retiendra que la deuxiéme inégalité qui est
plus précise.

2) La seule existence d’opérateurs (S;); sur A*°(Q) montre, grace
a un théoréme de Vogt [10] que A*°(12) est un sous-espace de S, espace
des suites a décroissance rapide. En effet soit ap un entier quelconque
fixé et B > ag un autre entier, I'inégalité obtenue dans la Remarque
1) avec ag < 8 < 28 — aq devient || f[3 < Cap | fllasep | Fllz5—arts
pour toute f dans A°°({2), ceci est exactement la propriété (D.N.) de
[10].

3) L’existence de régularité globale pour les solutions u de Ju = «
dans les ouverts {2 dont le bord vérifie une propriété telle que (P) fait de
I’espace A*°(§2) un quotient de S. En effet, dans [10], on caractérise les
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espaces de Fréchet nucléaires qui sont quotients de S par la propriété
-dite propriété (§2)- suivante:

Pour tout ¢, il existe gy tel que pour tout k,

il existe n et une constante positive C = C(q, o, k,n € N)

(€2) tels que pour tout r > 0
1
Ugo CCr"Uk-I-; U, .

On montre dans [10] que C*®(Q) vérifie la propriété (), avec pour
tout entier m, Up, = {f € C®(Q) : ||fllm < 1}. Pour voir que A%®(£)
vérifie aussi (§2), fixons un entier ¢ et soit gy I'entier associé a ¢ +p+1
et écrivons l'inclusion précédente avec k +p + 1 (p = dim C?),

1
Ugy C C' 7" Ukapts + —Ugtptr, (1 >0).

Soit f € Uyy N A®(R), il y a donc fi € Ur4p41 €t f3 € Ugqpt1 tels que
f=C'r"fl + fi/r. La (0,1)-forme w = —C'r"3f, = 9f}/r est O-
fermée et a coefficients dans C*°(Q), il existe a € C°(Q) telle que
Oa = w. On pose

1
f1=f1'—5;;01, fo=fy+ra, f1,f2 € AZ(Q).
Soient C},... les constantes intervenant dans le lemme d’injection de
Sobolev ou dans les majorations des normes H**?(Q) par || - ||+, on a

Il = | - e,

< Ck Hfll -

-_—
c'rn “H”+P(Q)

n 1
< Ci (Ifillnreniay + €' 1" g i larss i)
< Crllfillk4pt1 s

de méme

If2llg £ Cq I f2llg+p+1 5

comime

F=C'rfi + %fz € Crr™(Ur N A%(Q)) + % C,(U, N A®(Q)).
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1l vient
oo trpin vt T\ o C; oo
Uy N A%(Q) € C'(CL)" Ch ()" Ui N A™(Q) + —2(U, 1 4(%))
q
puisque r est positif quelconque, avec C = C' (C)" Cy,

U, NA®(Q) C Cr™ (Ux N A™(Q)) + %(Uq NA®(Q)).

En résumé, on a montré la proposition suivante.

Proposition 2.5. Si Q est un ouvert pseudo-conveze borné, i bord
lisse et C™° dont le bord vérifie une propriété telle que la propriété (P),
Uespace de Fréchet nucléaire A®(S2) est d la fois un sous-espace et un
quotient de l’espace S des suites complezes ¢ décroissance rapide.

(L’espace A*°(2) est nucléaire puisque c’est un sous espace fermé de

C>°(Q) qui lest).

Dans la suite, nous aurons besoin du lemme simple suivant,.

Lemme. Soit X un espace métrique compact et soit E un bon espace
de Fréchet, Uespace C(X, E) des applications continues de X dans E
est bon.

Rappelons que la topologie de C(X,FE) est définie & ’aide des
normes suivantes, pour f € C(X, E),

|flli = sup [If(z)fi, i€N.
z€X

Si (S})¢>0 est la famille d’opérateurs sur E, on définit sur C(X, E) les
opérateurs

Si: C(X,E)— C(X,E)
f=Sf

ou (S:f)(z) = Si(f(z)), on en déduit aisément des inégalités sur Sy
analogues a celles données sur Sj.

Comme conséquence immédiate et pour un ouvert {2 dont le bord
vérifie (P).
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Corollaire 2.6. Soit s un entier > 2, M(s; A*(Q)) lalgébre des ma-
trices s X s @ coefficients dans A®°(Q), s1 X est un métriqgue compact,
lespace C(X,M(s,A>®(Q))) est un bon espace de Fréchet.

Tout d’abord, remarquons que si E; et E; sont deux bons espaces
de Fréchet avec deux familles d’opérateurs (S?)i>0 et (S7)e>o0 corres-
pondantes, ’espace produit E; x E; est, lui aussi bon, il suffit de poser
Si(z,y) = (Siz,S%y), (z,y) € E; x E; en munissant ce dernier, par
exemple, du systéme de normes

(z,y) € Ex X Bz : ||(2,9)lli = sup {J|zls, llyll:}, i €N.

Sibien quessi f € M(s; A>®(Q)), f = (fij)ij et en posant encore: ||f||, =
sup; ; || fijlln - On a pour f,g € M(s, A~(R))

If +9lla < 1 flln + llglln »
[1£9lla < s1ifllnllglln -

Si SY : A%(Q) — A®(RQ), on définit
Syt M(s, A%(Q)) — M(s,A%(Q))

par (Sif)i; = Si'(fij) et
Sy C(X,M(s,A*(Q)) —» C(X,M(s,A>(Q))

par (S.f)(z) = S!(f(z)), ot f € C(X, M(s, A®(Q)) et z € X. Ainsi

I1Seflli < Cij 77 | falljapsr, 27,
I1Sef = flli Cij 77 [ Flljaptr,  1<7-

Les C;; sont des constantes ne dépendant que de ¢ et de 5. Si maintenant
S est un fermé de X et E un espace de Fréchet, on note par: Cs(X,E) =
{f: X — E, f continue et f(t) =0, t € S}, c’est aussi un espace de
Fréchet, quand on le munit de la topologie induite par celle de C(X, E).
Il est aussi bon si C(X, E) est bon, c’est-a-dire si E est bon. Avant
d’énoncer le théoréme principal de cette section, précisons la situation.

On considere deux ouverts ©;, Qo de CP, pseudo-convexes, bornés
et & bord lisse et C™ tels que

O\ N\ =2,
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i) @4 U$; est pseudo-convexe, a bord lisse et C°,
iii) les bords de Q;,9Q; et Q = Q; U Q, vérifient (P).

Dans ces conditions, on a le
Lemme 2.7. Pour tout s entier > 2, on a la suite ezacte sutvante

0 — Cs(X, M(s, A®(Q; U,)))
2, Cs(X, M(s, A®())) ® Cs(X, M(s, A=(Q3))
E Cs(X, M(s, A®(Q1 N Q).

avec de plus R inversible d droite et d’inverse linéaire et continu.

PREUVE. La suite 0 — Aoo(gl UQz) N Aw(ﬂl)@Aw(Qg) RN Aoo(Ql N
22) — 0 est toujours exacte sous les seules hypothéses i) et ii). L’hypo -
these iii) implique que de plus a est inversible & droite, d’inverse linéaire
et continu, en effet si ¢ € Cg°(CP), p = 1 sur ;\Q; et ¢ = 0 sur
Q:\Q1, la forme (0,1)-forme w = f Oy est O-fermée et a coefficients
dans C®(f21 U Q) et le fait que ©Q; U 2 ait un bord vérifiant (P)
montre qu'il existe un opérateur Ty : Cé’j(Ql UQy) = C(Q2UQ,)
tel que O(Ty(fOp)) = fOp, pour tout f € A®(Q; N Q) et

IT1(fO0) | m(@yn02) < Cm || fO2|| Hm (@, 002)

ce qui montre, grace au lemme d’injection de Sobolev et le fait que
fOp soit & coefficients dans C(Q; UQ,), que Ti(fOp) est dans
C®(Q UQ,). Evidemment, si fi = (1 — ¢)f + Ti(f0p) et fo =
T(f-gc,p) — f, le couple (f1, f2) € A®(Q1) x A®(Q3) dépend linéaire-
ment de f. Soit

£: A% N Q) — A%(R) x A®(Qy)
f = (fl,f?)

on a

[€(Hlln < Cnl|flln+p, n€EN.
Si maintenant f € C(X, M(s; A*(£1 N Q3)), on pose

L) =L(f(?), telX,
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alors

L: C(X,M(s,A%(Q N ) |
— C(X, M(s, A%(Q1)) x C(X, m(s, A%())

est linéaire et R o L(f)(t) = &, (L(f)(t) = a 0 £(f(t)) = f(t), t € X)
c’est a dire
Ro L = Ic(x,M(s;4A (2:1925))

on vérifie facilement que

”‘C(f)”n S Cn ||f||n+p ) n e N

Enfin, a cause de la linéarité de £, I’application £ induit une application
notée encore L

Cs(X, M(s; A% (0 N Q)
— Cs(X, M(s, A®()) x Cs(X, M(s, A(2)).

avec
Rol = Ics(x,M(s;4%(Q:nQ2)) -

Le théoréme principal de cette section est

Théoréme 2.8. Soient E; = Cs(X,M(s; A®(Q)),t = 1,2; E =
Cs(X,M(s; A2 NQ)) et U; = {f € E: |fllix < s7'}. Sigp

est Uapplication

p: U1 xUy CE; xEy - E
(z,y)—zy—z—y

il existe 6 > 0 et so € N tels que si V ={y € E: ||y||s, < 6}, il existe
une application continue ¥ : V — Uy x U, p(¥(y)) = y, pour tout y
dans V.

Avant de démontrer ce théoréme signalons qu’il entraine un “lem-
me de matrices holomorphes” dans la classe A>®. Si z € C(X, M(s, A®
(21 N Q3))), 2(t) = e pour tout t € S et ||z — ¢||s,,< &, s0it 2' =
z —e, z' est dans V, il va donc exister ' € U; et y' € U, tels que
'y’ —z' —y = 2'. Solent z = e—z' et y =e—y' alors zy = z et
z(t) = y(t) = e pour t € S ol e est la matrice identité de M (s, A=(£;))
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i =1,2, de plus, si § < s™! (situation qu'on va réaliser en construisant
le voisinage V'), z est inversible. La norme de matrices considérées ici
est ||A|| < sup;<; j<,laij|. Les antécédents z,y sont aussi inversibles.
Enfin, le théoréme ne donne de factorisation que pour les z qui sont
voisins de la matrice identité dans C(X, M (s, A®(Q2,NQy))) et 2(t) = e,
t € S mais si par exemple X = @ ou X est contractible en un point
et GL(s; A®(§2; N Q,)) est connexe (par exemple si ; Ny est con-
vexe) on montre facilement que C(X, GL(X, A*(£2;N{2;))) est connexe
par arcs, et en raisonnant comme dans la premiére partie, tout z €
C(X,GL(s,A>(Q2; NQy))) s’écrit alors z = xy ou z (respectivement y)
est dans C(X, GL(s,A>®(£y))) (respectivement C(X,GL(s, A>(22)).)

Pour montrer le théoréme, on a besoin de quelques inégalités.

Lemme 2.9. Dans Ualgébre C(X, M (s, A®(Q)) = A, Q étant un ou-
vert @ bord lisse (sans conditions supplémlentaires), on a les inégalités
suivantes:

a) Si(a,B,7) €EN?, a<pB<~y, f€EA,
1A < CUAE A1

b) Si (i,5) € N x N appartient au segment joignant (k,£) et (m,n)
etsi f,ge A,

IFll:llglls < € ULFN N F e + 1LFllm Nlglln)

c) S f,g € A et n est un entier,

[1fglln < C (Il flln llgllo + 1 fllo llgll=) -

Les constantes C' intervenant dans ces inégalités dépendent na-
turellement des indices a, 3, ...,7,7 mais non des éléments f € A. Les
inégalités de b) et ¢) se déduisent de celles de a) par des méthodes
habituelles. Pour montrer les inégalités de @), on se ramene facilement
au cas ot f, g sont dans C*°(9), le résultat se déduit alors de I’existence
des opérateurs (S;) sur C*®(Q) comme on 'a fait dans les Remarques

2.4 (voir [4]).

Lemme 2.10. Soit B un élément de C(X, M(s, A>®(Q))) tel que |B —
I||; < € ou € est assez petit, B est inversible dans C(X, M(s, A®(£2))
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et pour tout entier n > 1 il existe une constante C, ne dépendant que
de n (et de s) tels que

1B~ ln < Cn||B|ln -

PREUVE. On procéde essentiellement comme dans [8]. Remarquons
d’abord que B! existe dans C(X, M(s, A°(Q2)) ot A°(Q) est ’algébre
des fonctions holomorphes dans € et continues sur et & cause de
la présence du déterminant, B! est en fait dans C(X, M(s; A®(Q2)).
D’autre part, il existe une constante C, indépendante des éléments B
vérifiant ’hypothése du lemme telle que | B|lo < C. Eneffet sie < s71,

B -I=> (I-B)"

n>1

et
SE

IB™ =1l < > s 1B~ I||f <

n>1

1—se

et donc se
HBJMSHﬂb+TjE=”7<+w-

Pour montrer les inégalités d’ordre supérieur ou égal & 1, on iden-
tifie B & une matrice s X s en la variable z € Q et dépendant du
paramétre t € X. Pour ¢ fixé et puisque B~1(¢,2)B(t,z) = I pour
tout opérateur différentiel du premier ordre D sans terme constant on
a DB™1(t,z) = =B~(t,2) (DB(t,z)) B7(t,z) donc

IDB7}(t,)llo < 1 |DB(t,)llo et |DB[o < Cy | DB,

ou encore |[B7!||; < Cy||B|

Supposons que P'on ait prouvé |[B7Y||, < C,||B|l,, p < n —1,
n>2.

Soit ' un multi-indice, |n'| < n et D™ un opérateur différentiel

d’ordre n'
O = D" I =D"(B(t,z) B™\(t,z))
= D" B(t,z) B™(t,z) + B(t,z) D™ B~(t,z)

+ > C,, D? B(t,z) D! B1(t,2).

p+g=n’
[p|<n~1, [g|<n-1
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On en déduit, grace aux hypotheses ||B™!||, < C, || Bllp, p < n—1, que
1B Mipt 1B gt < 1Bllipt 1B~ gt < C | Bl 1Bl

et par 'inégalité a) du Lemme 2.9,
n' - n' n' 1- n'
1B, IBll, < C | BIEA™ Bl B2 By g et/

< OBl < C||Blln

et comme ,
1D™ B(t,)llo < | Bt i) < [IBlln
il vient que

B~ ln < CallBlla -

On est en mesure de montrer que ’application ¢ du théoréme principal
est différentiable (au sens de Géteaux), que sa différentielle est une
“bonne” application linéaire, qu’elle est inversible a droite et que son
inverse est aussi bon (au sens de [9]).

Proposition 2.11. Sotent E; = Cs(X,M(s,A®(Q,))), ¢ = 1,2,
E = Cs(X,M(5,A®(Q: N Q) et U; = {x € E; : |z|[i1 < s}
L’application ¢ : Uy x Uz — E, p(z,y) = zy — z — y est différentiable
au sens Gdteauz et il exziste une application linéaire L,

L: U] XUQXE—-)E]XEQ
((z,y),n) = L(z,y)n

telle que do(z,y)L(z,y)n=n;n € E, (z,y) €Uy x Us.

Par définition

(z,y) +t(h, k) —o(z,9)l
t

dp(z,y)(h, k) = lim 11
On en déduit que
do(z,y)(h,k) =h(y —e) + (z —e)k.

Afin de déterminer ’application L, on résoud en (h,k) € E; x E,,
Péquation do(z,y)L(x,y)n = n, c’est-a-dire que h(y —e)+(z—e)k = 7.
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Comme z —e et y—e sont inversibles si (z,y) € Uy x Uy, il est équivalent
de résoudre

(z—e)htk(y—e) =(z—e)Tn(y—e) .

Mais si n est donné dans E, nous savons qu'’il existe (£1,&2) € Ey x E;
tel que

L+&=(z—€e)'n(y—e",

de plus le couple (£1,¢;) dépend linéairement de (z — e)~In(y — e)™?
lorsque 7 varie. On pose

h=(z—e)& € Ey, k=¢&(y—e)€E;.
Ceci définit une application

LZU]XUQXE—)EIXEQ,
L(z,y)n = ((z —e)é1,&2(y —¢€))

telle que dp(z,y)L(z,y)n = n, d’ou la proposition.
On désigne par R(z,y) le reste dans le développement de ¢,

R(z,y)(h, k) = o((z,y) + (h, k) — @(z,y) = df (z,y)(h, k) = hk.
Dans la suite, nous aurons besoin des estimations simples suivantes.

Proposition 2.12. Pour tout n, il eziste Cp, > 0 tels que s (z,y) €
Ui xUs, (hyk)€ Ey xE; etn€E

a) [le(z,y)lln < Coll(z,9)lln

b) llde(z,y)(h, E)lln < Ca (IR, E)llo (2, 9)lln + I(h, )ll=) ,

¢) I1L(z,y)nlln < Ca ((2,9)lln+p [1llo + lI7lln+p) ,

d) [|B(z,y)(h, k)lln < Call(R, B)lo (R, Bl -

Ces inégalités résultent de ce qui précede, a titre d’exemple, mon-

trons comment on obtient ¢). Par construction de L, si (z,y) € Uy X
U2, n € Ea

L(z,yn=((c - e)é1,&(y—¢)), &+b=(@—e) ny—e)",
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avec de plus; ¢t = 1,2,
l€illm(@s) < Cmll(z —€)"'n(y =€) lam@y, mEeEN,

ol on a noté pour simplifier Q' = Q; N Q,. Par le lemme d’injection de
Sobolev,
I€illng: < Call(z =€) n(y — )7 [lntp.0r

et par le Lemme 2.9.¢)

Iz — &) 'n(y — ) Hlntpr < Ca (I — ) lloer Iy = ) llnsp.0r
+l(z = &) lntp,0r

Ny =€) Mo, 0r)

< Cr (Inllo.e Ity — €)™ lntp.0r
+ (= &) llntp,0r) s

carsi (z,y) €Uy x Uy |[(z —€) Mo < Coet |(y—e) o < C.
En utilisant deux fois le méme lemme, on trouve

Iz — &) lIntpr < Cn (Inllntp.0r + Iz = €)™ llntp,2 lInllo)

et
Iz =€) 'n(y — &) ntpe < Cu (Inllo.or 1y — €)llnp,0r
+ |[7lln+p,0/
+I(z = €)llntp,2 lInllo,0’)
comme

Iz =)llntp 0 <ll(z—€)llntpo: et [[(y—e)llntpo <I(y—e)lln+p.0
il vient enfin

[€ille: < Cn (I(z, ¥)llntp [Inllo + linlla) -
En recommancant de la méme fagon avec

I(z = e)rllntpar et [I€2(y = €)llntp.0n

on aboutit a 'inégalité c).
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3. Preuve du théoréme principal.

Dans ce paragraphe, on montre le théoréme principal du Para-
graphe 2, il s’agit d’un théoréme des fonctions implicites dans les espaces
de Fréchet. On sait qu’en toute généralité, un tel théoréme ne peut étre
vrai. De nombreux contre-exemples se trouvent dans [4]. Cependant, on
a pu dégager depuis [6], une classe d’espaces de Fréchet ou un théoréme
des fonctions implicites est possible (voir [4], [5] et [6] et leurs bibliogra-
phies). L’espace A*°({2) -qui est limite projective d’espaces de Banach-
fait partie de cette classe si le bord de 'ouvert 2 est régulier et vérifie
une propriété telle que la propriété (P) du Paragraphe 2. Notre situa-
tion est voisine de celles déja étudiées a un décalage d’un entier p prés
dans la définition des opérateurs S; et dans les estimations portant sur
I'inverse L de la différentielle. Ce décalage est dit aux estimations dont
on dispose a ’heure actuelle sur le projecteur de Bergman.

La situation est formulée par le théoréme suivant.

Théoréme. Soient E; et E; deuz espaces de Fréchet, on suppose qu’il
eziste des opérateurs Sy : E; — E, tels que pour p entier non nul

ISz — 2l < Cijt* 7 |lelljup, <7

ISez]li < Cij t77 |lzlljzp, P27,

Soit U louvert de E,, U = {z € E : ||z|l1 < a} ot a est un réel
inférieur ou égal d 1 et soit o : U — E, une application différentiable
au sens de Gateauz, p(0) = 0 et dont la différentielle dp est inversible
@ droite, d’inverse L, vérifiant en outre pourx € U ety € E1, y2 € Es
les inégalités

le(z)lln < Ca (1 +|1]ln),
lde(2)ylla < Cu(lizlln llyillo + llyalla)
[L(z)y2ln < Cn (l[zllntsp lly2llo + [1y2lln+p) »
IR@)y1lla < Co (llzlla lyallg + llyllo llyalln) -

Alors ¢ admet une section locale: il exziste V', voisinage de 0 dans E; et
une application y de V dans U telle que, pour tout y dans V, p(¢(y))=
u.
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PREUVE. On veut montrer que si y est dans un voisinage de 0 dans Fj,
ily aun z dans U tel que (z) = y. Posons, comme dans [5], [9] et [4],

zo =0, To+1 = Tq + Se, L(2p)2,, zg =y —p(zq)

et

Azg=Tg41 — T4,
ol (t,), est la suite suivante: Si 7 = 3/2,t, = 27" desorte quety4; = tg-
Avant de montrer que la suite (z,) est convergente vers un élément
z de V vérifiant p(z) = y, on renforce sensiblement 1’inégalité sur
¢ : |le(@)||ln £ Ch(1+ ||z||n) en utilisant le fait que p(0) = 0 et que
pour tout z dans U, y; dans Ej,

llde(2)y1ll < Cn (Il [l llo + llyalln) -

La formule de Taylor avec reste intégral appliquée a ¢ donne, U étant
convexe

o(z) = p(0) + /0 do(tz)z dt = /(; do(tz)z dt.

Sizel,

(@)l < /0 |de(te)z||n dt < C; (l|zlln lIllo + [ ]lx)-

Comme ||z]lp £ a £ 1, on a, avec une nouvelle constante C,, = 2C}, ,
le(@)lln < Callzlln, z€U.
Dans toute la suite, c’est cette derniére estimation qu’on utilisera.

Lemme 3.1. Si ||y|l; < a et||zj||; < apourj=1,...,9—1, pour tout
entier n, il eziste une constante K,, indépendante de q, telle que

12glln < Kt [lylln -

PREUVE. Commencons par remarquer que 'élément z; = y — ¢(z;)
vérifie
Izilln < 1Ylln + lle(zi)lln < llylln + Cr llz;ln -
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Sans diminuer la généralité, on va supposer que, pour n entier donné, les
constantes C,, intervenant dans les majorations du théoreme précédent
sont égales & une méme constante, notée encore Cy,, supérieure ou égale
a 1. Ainsi,

[Zilla < Ca (lylln + [I5l=) -

En particulier ||z;||; < 2C}, dés que ||z;||; < a. Grace aux estimations
sur les opérateurs Sy, nous avons, si n > 2p,

2
1AZ;]ln = 1St L(z)25]ln Cryne2p £ | L(25)2 |l nmsp
2
< Cryn—2p Cnp tjp(”xj”n lzjillo + ”sz|")
< 2C) Crnzp Cnp t57 (I[2jlln + l125]ln) -
D’autre part [|z]n + ||2;]la < 2Cn(||Z;]|n + ||y]|n) donc
|AZ;ln < 4C1 Cr Cnmp Cnn2p t37 (IIz5lln + [1¥lln) -

On va poser pour simplifier A, = 4C,C,Cpr_pCp n—2p- Revenons au
lemme. Soit 5,1 <j < q¢—1, puisque z; =z;_; + Arj,ona

I25lln + Iylln < ll2j=1lln + llylln + [Azj-1]ln
2
<A, tj’ll (lzj=1lln + l¥lln) + (lzj=1lln + |¥]ln)
< 24a 72 (lzj-1lla + llylln) -

Car 4, et t?’i , sont supérieurs a 1. En itérant, il vient

2p 42
1Az5]ln < (24n)* 57 52, (I2j-1ln + llylla)

< (24n) (titj-1 1) lylla, (20 =0).
Remarquons quesi j <g-—1
(tjtj—l . .t0)2p < 22p(r”—-1)/(r—1 < 24p‘rq

et que

g-—1
zg = (2 —Tg-1) + -+ (71 _$0)=ZA’31'

=0
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il vient alors

g—1
Izglla < 3 1AZ5]ln < 4 (240)72°7 |lylln -

j=0
On veut trouver K,, indépendant de ¢ tel que
q(24n)72% |lylln < Knt?* [lylln
pour cela on écrit t‘;"‘*’l = 2(4r+ 1™ ¢t il suffit alors que
q(24,)! < K,27".

Ce qui résulte facilement d’un passage 2 la limite apres division par 27°.
Afin d’alléger quelque peu les calculs qui vont suivre on introduit

C'=C*Cy Cyp Cazp Caap C2p 22p Koy
C"=22Cy, CIC},,, C=C'+C", M=C+2'

et on fixe §, 0 < § < (a™*M?3)7L.
Proposition 3.2. §i ||y||24p < 6, tous les z, vérifient ||z4||2, < a.

PREUVE. On va prouver par récurrence sur ¢ et sous ’hypothése
lyllz4p < 6 les implications (Ry—1)4>1 suivantes

(Rg=1)  lzjllzp < a, 0S5 < q—12 |lzgllap < Mt ||yl2ap -

Admettons pour un instant que (R, ) est vraie pour ¢’ > 0, on va
prouver la proposition, par récurrence sur q. Sig =0,z =0et il n’y
a rien a démontrer. Supposons que ||z;]|2, < a, 0 < j < g. Cela veut
dire en particulier que R, _; est vraie pour tout ¢' < ¢ + 1. Pour j,
0<j<gona

1Az;ll2p < ||St; L(2;)z;]l2p
< Copo t?’ ||L($j)zj”p
< Cpo Gy tﬁp (”%‘”2? llz;llo + ”21‘”211)
< 2C3p,0 Cp 177 ||2;|2p -
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Comme Rj_; est vraie ||zj||2p < Mtj_w” llyll24p, par suite
q
legallzp < D 11Az5112
=0
L s
<2C; Copo M |lyl|24p th ?

j=0

< 2Cp Copo M||yll2sp

car

q +o00 +oo . oo

-8 —8p __ —8pr’ —8p(1+j5/2

YDURED LIS S SR

7=0 j=0 j=0 J=0
Comme 6 < (a™'M3)~!

I2g+1ll2p < C" M |lyll24p < .

La proposition sera donc démontrée si ’on prouve les implications

(R4-1)g>1- Pour ce faire, en notant ¢'(z) = dp(z), on établit d’abord
une identité. On a, par définition de la suite (z;); ,

o(zj+1) = o(z;) + ¢'(z;) Azj + R(z;) Az;
et donc

zig1 =Y — ¢(zj41) = z; — ¢'(z;) Azj — R(z;) Az
= z; — ¢'(z;) Si; L(zj)z; — R(z;) Az
= ¢'(z;)L(z;)z; — ¢'(z;) Sy; L(z;)z; — R(z;) Az,
= ¢'(z;)(I - S4;)L(z;)z; — R(z;) Az; .
Cette identité, pour 7 = 0 donne,
ll21]l2p < Copl|l(I — Sto)L(x0)z0||2p + || R(z0) AZo]|2p -
On majore successivement chacun des facteurs dans le second membre
Cop (I = S1)L(20)20l2p < Cap Caprpts” " [IL(z0)¥ 23y
< Cop Cap 22p Casp t0_20p

- (Ilzollz3p llyllo + l1¥ll24p)
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< Cp C2p,22p Ca3p t;20p lyll24p , (z0 =0).
Le second facteur se majore comme suit
[ R(z0)Azo|l2p < Cap |A20]l3, < Cap |St, L(z0)yll3,
2 2
< Cp (Cop0 0" 1 L(zo)yllp)
4
< Cop G, 0 to” | L(20)yll;
4
< C2p C2p,0 C;? top ”y”gp .
En remarquant que ty? = 2% < M et ||y||2p < ||y|l24p il Vient que
-16
Cap ”A%”gp < Cy szp,o Cz M? to 7 "3/”%4;; .
En ajoutant les deux majorations obtenues, on a

Iz1ll2p < (C2p Cap22p Caspty "

-16
+Cop C3p 0 Cp M2 1577 lyll26p) llyll2sp -

—20 —20
CZP C2p,22p 0231» to P’ to P

— Cl t;—20p-(2/3) — Cl t1—40p/3 S Cl t;—lﬂp
et

Cap Clp o Cg MP 157 < C" MP £57°7
— CII M2 t1—16p-(2/3) S_ C" M2 t;lOp

donc

lz1ll2p < (C" + C" M? ||yll2ap) t7 P Ilyll24p
< C(1+ M |yll2a) 17 ||yll24p -

et d’apres le choix des constantes C, M et é
C(1+ M?|lyllagp) < C (1 + M?8) < M,
il vient finalement

-10
lz1ll2p < M e Nlyll2ap -
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A présent, montrons que R,_; implique R, . Supposons que ||z||2p < a
pour j, 0 < j < g, il s’agit de montrer que ||zg41]l2p < Mtq__ig" lyll24p-
On procede exactement comme pour z;, en partant de

2041 = @' (2)(I = 5,,)L(z)2, — R(z,)Az,

¢ ()T = Se)Eg)zllzp < Cap (2 = St ) Llw0)zqllo llqllzp
+ (I = S¢,)L(zg)2gl2p)
< 2Cy ||(I = St,)L(z4)24llI2p
< 2C2p Cop,22p ;27 || L(24)2gl23p
< 2Cy, Cap 22p Cagp 1727

- (Ilzqll2ap llzgllo + ll2gl24p) »

(Jlzgll2zp £ @ £ 1), 0on a vu que
llzgllo < llyllo + lle(zg)llo < llyllo + Co llz4llo < 2Co

(Jlylle £ 6 <1< Co) par suite

1Zgll26 l1zqllo + llzqllz4p < 2Co(llzgll2ap + ll2qll24p)
<2 Co(||zq||24,, + ly||24p + Caap ||]|24p)
< 22 Cy Caap (||zgll2ap + [|¥]l24p)
< 22Cy Crap (Kaap t37+ + 1) [lyllasp
< 2% Co Coap Koap t37+ ||yll2ap

(Lemme 1). Si bien que

l"(2g)(I = St ) L(24)2ql2p < 2* Co Cop C23p Casy

P Yll2ap

_ -10
<O lyllaap < C't 3" Iy lloay

: C2p,22p . 24p tq

Reste & majorer le terme ||R(z4)A z4]2p,

”R(xq)qull?p < C2p (”xq”2p “qu”g + ”A:’:qHO ”qu”b)
< 20y, || Az,

S 2 CzP ”Sth(xq)zq“gp
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< 2Cy (Capo 12 | L(24)2lp)

< 2Cy €210 C2 2 (Ilzqllzp 1z llo + llzql2p)
<20y, C3, , C22%77 |73,

< 2C" 4 ||z|13, ,

(lzgllzp < a < 1 et ||Azyllo < ||Azg|l2p). Comme R,_; est vraie
l2¢ll2p < Mtq_m” lly||24p, par conséquent

IR(2q)Agllzp < 2C" M? 7% |ly|l3,, < 2C" M?t 77 |lyll3, -
En définitive,

zg+1ll2p < (C" +2C"M? |lyll2ap) t 741" ll24p
< C(1+2M*8) 7 1yllaap
—10
< Mtq+1p yll24p -

Ceci achéve la preuve de la proposition.

Lemme 3.3. Pour tout entier k, il existe une constante C = C(k), un
entier n = n(k) tels que st ||y|| < 6

lzgllzp < Ct7 " lyllagry, g €N.
PREUVE. Si k < 10p, la proposition précédente affirme que ||z4||2, <
Mt_m” ||y||24p, on prend alors C = M et n(k) = 24p. Supposons le

lemme vrai pour un entier £ > 10p et montrons le pour k + 1, posons
pour simplifier & = 2(k + 1) + 6p + 1. On sait que pour ¢ > 0.

l2g+1ll2p < Cop (I(I = St, ) L(24)zgll2p + | R(24) Az g]l2p) -
Mais

(I = St,)L(zq)zqll2p < Copa tip_a IL(zg)zglla+p
< C2p,0 Catp,2Co t§"_“ (lzgllat2p + “zq”a+2p) )

o, dans la derniere inégalité, on utilise ||z4]lo < 2Cy. Comme

llzglla+2p < Cat2p (”y”u+2p + ||"’3q||a+2p) )
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on en déduit, grace au Lemme 1 que

(I = St,)L(zq)zqll2p < C(,p) 1227 (llzgllat2p + |Yllat2)
< C(a, p) P27 |y|layap

avec une constante C(a,p), dépendant de o et de p, non de ¢. On
remarque a présent, par définition de a, que tg”"’l"" < tq__,(,lfﬂ). Ceci
donne

—(k+1
Copll(I =~ St )Lz q)2ll2g < Co(B) 3T ullacirnyespen -
Quand au terme |R(z4)Az,l|2p, il se majore comme suit
| R(zq)Azg|l2p < 2Cyp IIA%H%,, <2 C"t:p llqulip .
Comme le lemme a été supposé vrai a ’ordre k, on a
-k
l2gll2p < C(R) 2" lyllncay »
c’est-a-dire,
—2k
IR(zg)Azql2p < 2C"C? (k) e~ |lyl7 ) -
Le Lemme 2.9 entraine, par interpolation entre 0 et 2n(k),
Iyl < C'(k) 1Yll2nc) »
il vient finalement, avec une nouvelle constante Cy(k),

1R(zg)Azqllzp < Ca(k) 127> [lyllaner) -

L’hypotheése 0 < 10p < k montre que t‘;”‘“’ < tq__*(_lch). Donc

lzg+1llzp < CEY ™ Nyllmgesr)
ou C(k) = max {C;(k),Ca(k)} et n(k 4+ 1) = max {2n(k),2(k + 1) +
8p +1}.

Lemme 3.4. Pour tout entter n > 0, pour tout entier k > 0, il
eziste une constante C = C(n,k) et un entier 0 = o(n,k) tels que

st [|yll2ap <6,

—k -
Az,|ln < Cllyllo et lzglln < Cllyllot;*.



26 A. SEBBAR

PREUVE. Fixons deux entiers k et n, par le Lemme 2.9,

1Azl < C || Az,|ls"? | Az,|32

“A%HO < ”St,L(xq)quO
< Coo [IL(zq)zglp
< Co,o (lIzqll2p l12gllo + ll2gll2p) -

La Proposition 3.2 implique que ||z4]|2, < a < 1 et alors
lAzgllo < 2Co,0 [I2]l2p -
On applique le Lemme 3.3 avec k' = 2k + 6p + 2, il vient
1Az g]lo < 2C0,0 C(R) 7% [[yllnces) -

D’autre part 2,41 = 24+ Ay et ||Azyll2n < ||Zg41ll2n + || Z4l|l2n Par le
Lemme 1,

IZgt1llan < Kan g5 1yllzn,  lIZgllzn < Kants?* |lyll2n -

et on a [|Azg|lzn < 2 K2, t:ﬁjl lyll2n et

—k! 4p+1)/2 1/2 1/2
1Az [la < C(n, k) t7* 124882 1y |02 Nyl

par le choix de k' =2k'+6p+2,0n a

—k' /2 ,(4p+1)/2 _ —k'[2 ;r(4p+1)/2 —k
t] /tq-{—l _tq /t;‘(P )/ Stq

et si donc o = o(n, k) = sup {2n,n(k")},

1/2 1/2
[ [ A ¥

et finalement
|Az4]ln < C(n, k) ;% |Yllo(n k- -

Les inégalités sur ||z4||, se prouvent de la méme maniére en écrivant

que
1/2 1/2
Izglla < Ca llzqlle”? llzll3%
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par le Lemme 1: ||zg|l2n < K2n t37*! ||yll2n, par le Lemme 2, ||zgllo <
l12gll2p < th‘k' l¥]|n(k+y €t on conclut de la méme fagon.

Conclusion: Dans le Lemme 3.4, on prend k > 1, comme o = o(n,k)
ne dépend pas de g, la suite (z,) est de Cauchy dans E;, on désigne
par = sa limite. Le méme Lemme 3.4 montre que la suite (z,) tend
vers 0 dans E,, lorsque ¢ tend vers plus I'infini et on a y = ¢(z), par
continuité de . Enfin si y est dans E, vérifiant ||y||24p < 0, tous les
sont dans U C E;. L’algorithme définissant la suite (z4) a un sens
1 mite o est nécessairement dans U. L’application ¥ définie sur

V =1{u< Ez: |ly|l2ap < 6}, qui & y associe & répond aux exigences du
théoreme.

Ty

4. Fibrés vectoriels A®. Espaces des Sections.

Dans ce paragraphe, nous précisons quelques notions et établissons
quelques lemmes techniques dans la catégorie des fibrés A®°. Le résultat
principal est le théoréme dont voici ’énoncé: Soient {2 un ouvert borné,
pseudo-convexe, a bord lisse et C*° vérifiant la propriété (P) et E un
fibré vectoriel A® sur Q, ’espace des sections A* de E est un bon
espace de Fréchet.

Définition 4.1. Soit Q un ouvert quelconque de CP et X = Q. Un
fibré vectoriel topologique E, de rang n sur X est dit fibré A>® s le
fibr€ restreint d Q, Elq, est un fibré analytique tel que si {U;, h;} est
un atlas holomorphe de trivialisations locales, le cocycle associé

gij : UiNU; —» GL(n,C),
(2,9i(2)v) = h,-h;'l(z,v), zeU;nU;, veC",

est dans le groupe GL(n, A®(U; NU;)) des matrices n X n, inversibles
et d coefficients dans A*(U; N U;).

Comme d’habitude, on note par: E 5 X de tels fibrés. Si w est
un ouvert de X et u : w — E est une section, u est dite section C*®
(respectivement, A*) si les applications h; o u = u; de w N U; dans C”
sont des éléments de C*®°(w NU;, C*) = C*°(w NU;)" (respectivement,
A®(wNQNU;)").
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Soient ¢ et 5 deux fibrés vectoriels A sur Q de rangs respectifs n
et m, on peut trouver un recouvrement & = (U;);, ouvert, de Q et des
homéomorphismes h; : (y, = pzl(U,-) —U; xC"et g; :qu, - U; xC™
tels que poh; = p; et pog; = p,oup: U xCF - U, k =m ot
k = n est la premiére projection. Un morphisme f : { — 75 est une
application continue telle que p; = p, o f et pour tout i, g;o fo A7 ! :
U; x C* - U; x C™ soit de la forme g; o f o k' (z,t) = (2, Ai(2)t) ol
A;(z) est une matrice m x n a coefficients dans A*°(U;). Si U; est une
carte, gj o f o hj'l : U;j x C® — U; x C™ I'application associée, par
restriction a Ujj, on a le diagramme commutatif suivant

U,“XC U,'J'XC"

? CU.‘,‘

_q‘,-o_fohj'1 l _q.-o_foh'-'1

nu;;

U,']' x C™ U,‘j x C™

On désigne par A®(, E) I'espace des sections A*° d’un fibré vectoriel
A% E sur Q et si f : { — n est un morphisme de fibrés A%, on note par
L(f): A*(Q,() = A>(Q,n) Papplication entre les espaces des sections
définie par I'(f)(s) =so f, s € A®(Q,(). On a d’apres [8],

Lemme 4.2. Soient f,g : ( — n deuz morphismes tels que I'(f) =
I'(g), alors f =g. Et si F : A(Q,() = A®(Q,n) est une application
A linéaire, 1l eziste un unique morphisme f : ( — n tel que I'(f) = F.

Et toujours d’apres [8], on a le
Corollaire 4.3. Soit E un fibré vectoriel A® sur ), il existe un entier

N assez grand et un épimorphisme f : E' = QxCN — E. D’autre part
il existe un morphisme g: E — E', fog=1Ig.
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On peut résumer cela dans le diagramme commutatif suivant

E'=0xCVN

=l

avec f o g = Ig, ceci donne une suite
A%, E) "9 a~@)¥ 'Y a>~(q, E).

Comme I'(f o g) = I'(f) o I'(g), il vient que I'(f) o I'(g) = I4=(q,E)-
Disons maintenant un mot sur la topologie qu’on met sur A*°(£2, E): on
fixe un recouvrement fini i/ = (Uj)1<j<s et ouvert de §2, par des ouverts
de trivialisations. Soient ¢; : E 'U,- — U; x C" les isomorphismes

de trivialisation. Toute section s de E sur Q s’identifie & 1’aide des
applications ¢; & un systéme (s;);<;<s O pour tout j, s; est un n-uple
(s},---,s%) de fonctions sk € A®(U;). Pour tout entier m et pour
s € A®(Q, E), on pose

k
S|lm = sup ||s] w(U;) -
l|sllm 5y |55 llm, 4 (U;)
1<k<n
Les normes || - ||» dépendent du recouvrement U choisi, mais tout autre
choix donne des normes équivalentes a celles-ci. Sur U; l'application
[(g): A=(Uj, E) — A®(U;)V est de la forme
D(9)(s,)(z) = 4;()si(z),  s; € A=(U;,E), z € Uj,
ou Aj(z) est une matrice N x n, a coefficients dans A*°(U;). Donc

IT(9)slim,a(@)v < sup [|1(g)s]lm,ax(w;)~
1<j<s

< sup ||4; s;llm,a%@im
155
S Cm sup ”'sfum,A""(U,') = Cm ”S”m .
1<j5<s
1<k<n
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L’application I'(g) est donc une bonne application linéaire continue en-
tre les espaces de Fréchet A®(, E) et A®°(Q)", on procéde de méme
pour I'(g), on a ainsi le

Théoréme 4.4. Si Q est un ouvert borné, pseudo-conveze, d bord
lisse C*°, vérifiant (P). L’espace A™((2, E) des sections A d’un fibré
vectoriel A sur 2 est un bon espace de Fréchet.

On va préciser maintenant la notion de fibré A principal et prou-
ver un “lemme de matrices holomorphes” pour certaines sections de ces
fibrés, c’est le lemme fondamental dans la terminologie de Cartan [1].

Nous remplagons I’argument d’équations différentielles de [1], non
commode pour A® par un argument de fonctions implicites qui utilise le
Théoréme 4.4 mais auparavant, nous énongons une proposition relative
aux fibrés vectoriels.

Proposition 4.5. Soient Q0 un ouvert pseudo-conveze dont le bord
vérifie (P) et E un fibré vectoriel A sur Q, on suppose que =
Q; U Qy, avec

i) §y ety sont pseudo-conveze d bords vérifiant (P),
i) Q3 NQy est d bord lisse et C,
111) 91\92 N Qz\Ql = .

81 C est un espace métrique compact, S un fermé de C et F est le
faisceau des germes des sections A de E, on a Uezactitude de la suite

C — Cs(C,F(Q)) > C(C,F()) x Cs(C, F(Q))
8 cs(C, F(Q, N Q) =0,

a(f)(t) = (f®)la,, F(#)la,),
ﬂ(fl,f2)(t) = fZ(t)|Q1092 - fl(t)'ﬂll"lﬂz ’

pour t dans C, f dans Cs(C,F(R)), fi dans Cs(C,F(R)), 1 = 1,2;
Cs(C,F(-)) étant Uespace des fonctions continues surC, d valeurs dans
F(-) et nulles sur S. De plus [ est inversible d droite, d’inverse linéaire.
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PREUVE. On procéde essentiellement comme dans le Lemme 2.7 du
Paragraphe 2. Puisque F est A>-cohérent ([8, Définition 2.1)), il résulte
de la suite de Mayer-Vietoris et du Théoréeme B ([8]) I'exactitude de la

suite
0 — F(Q1 U Q) S F(Q) x F() S F(un0)—0

pour montrer la proposition, il suffit de montrer que 3’ est inversible a
droite. On sait que la propriété (P) de 2; U §2; fait que I’application
B" dans la suite exacte

0 = A®(Q; U Q) — A®(Q)) x A%(Q) 5 4201 N Q2) = 0

est inversible, d’inverse linéaire et continu (Lemme 2.7). Notons par
b = (b],05) : A®(Q21NQ2) = A®(Q;) x A®(£22) cet inverse. Grice au
Théoréme A ([8]), il existe (Ga)i<a<n : N sections de F sur (2, UQ2)
tel que pour tout f dans F(Q2,NQ,) s’écrit f = T fo G4, fa € A1 N
2) et avec les notations du Paragraphe 2, on a la commutativité du
diagramme suivant,

ﬁ'

AOON(Ql) X AooN(Q2) AOON(Q N 92)
(T1(£),T2(£)) I'(f)
ﬁl
.7'-(91) X .7:(92) .7'-(Q1 ﬂQg)

ou I'i(f) = Ta,(f), 1 = 1,2 et I'(f) = Ta,na,(f)- SiI(g) : F(h N
Q2) — A®N(Q; N Q) est application I'(g) = T, ng,(g9) vérifiant
I'(f) o I'(9) = Ir,na,), on définit un inverse b’ : F(Q; N Q2) —
F(Q) x F(2) de p' en posant

b = (T1(£),T2(f)) 0 " 0 T(g)
= (T1(f) o b 0 T(g), T2(f) 0 b3 0 I'(g)).

La proposition en résulte.

Définition 4.6. Soient G un groupe de Lie compleze, G son algébre de
Lie, Uy un voisinage de 0 dans G telle que Uapplication ezponentielle
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soit un biholomorphisme de Uy sur un voisinage U, de I’élément neutre
e de G et V un autre voisinage de e, VE C V, C U, , on considére une
suite (g;) d’éléments de G, dense dans G et {V; = g; Ve, ¢;} Vatlas de
G correspondant d (g;) et V.. Une application f continue d’un ouvert U
de C? dans G est dans A®(U,G) si et seulement si, pour tout j, pjo f
est dans A(U;j )™, ou Uj s = f~1(V;) et m = dim G.

REMARQUE 4.7. On peut munir A®(U,G) d’une distance invariante
par translation pour laquelle le groupe topologique A®°(U, G) devient
métrisable et complet. Si (Lg)e est une suite exhaustive de compacts
de U et log = (exp)™! : U, — Uy, pour f, g deux éléments de A°(U, G)
on pose

ajeM
b
+ ajem

1
d(f,9) = vy
— M

¢,3,

@jem = sup sup |D°10g(gj_1f(z)g(z)_lgj)|-
z€U; yNL; |o|<M

Si maintenant C est un espace métrique compact, on munit ’espace
C(C,A>(U,QG)) des applications continues de C dans A®(U,G) de la
topologie définie par la distance 6(f,g) = sup,cc d(f(t),9(t)), f,9 €
C(C,A>=(U,G)). Les groupes topologiques A*(U,G) et C(C, A®(U,G))
est complets puisqu’ils admettent des voisinages des éléments neutres
respectifs qui sont complets.

Définition 4.8. Soit Q un ouvert pseudo-conveze, & bord lisse et C™®
(non nécessairement borné). La donnée d’un fibré E — X =Q, A® et
d fibre caractéristique un groupe de Lie compleze G est la donnée d’un
recouvrement U = (U;)icr de X et pour tout ¢ et tout 3 de fij : (U;N
Uj)xG — G, fij(z,-) est analytique dans G pour z dans U;; = U;NU;
et pour tout g fizé dans G, fi;(-,g) est dans A®(U;;,G) satisfaisant en
outre d

1) fii(z,fix(z,9)) = fi(z,y), z€UiNU;NUk, y €G,

ii) pour tout z dans Ujj, fij(z,-) est un automorphisme de G tels
que E soit quotient de U;(U; x G) par la relation d’équivalence R: si z
est dans Usj, on définie le point (z,y) de U; x G au point (z, fij(z,y))
de U,' x G.

A un fibré A> E, afibre un groupe de Lie complexe G, on peut as-
socier un fibré A> vectoriel noté Ad E, dont les fibres sont les algébres
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de Lie des fibres de E ([1, Section 7]). L’application exponentielle
définie sur ’algebre de Lie G de G, a valeurs dans G induit une appli-
cation exp de Ad E dans E. Il existe un voisinage O 44 g de la section
nulle de Ad E et un voisinage © g de la section neutre de E tels que exp
soit un isomorphisme au sens des fibrés A® de O 44 g sur Og. On note
encore log, 'inverse de exp, qui est définie sur Og.

Si w est un ouvert de X, A®F(w) (respectivement A®4?E(w))
est ’espace des sections A® de E (respectivement, Ad E) sur w. De
méme si ’on remplace le faisceau 4> par C*°. Si C est un métrique
compact et S un fermé de C, AXF(w) (respectivement, AFA?E(w)) est
I’espace des applications continues de C dans A% (w) (respectivement,
A>®42E(4,)) neutres (respectivement, nulles) sur le fermé S.

Dorénavant, on prend G = GL(n,C), G = M(n,C), I'application
exponentielle de G dans G est I’exponentielle habituelle. Nous sommes
en mesure d’énoncer le lemme fondammental de décomposition.

Lemme 4.9. Soient Q,Q; et Qy comme dans la Proposition 3.1. Il
eziste un voisinage X de l'application neutre dans A°C°SE(91 N§,) et des

applications
oj + T AZEQ), =12,

tels que f = o1(f) o2(f) sur Q3 N Qa, pour tout f dans .

PREUVE. Pour démontrer le lemme, il suffit de montrer que ’applica-
tion

B : ARAE(Q)) x ABAIE(Q,) - AZAE(Q, N Q)
®(f1, f2)(t) = logef1() ef2()) | tecC,

admet une section au voisinage de 0 dans A%‘;Ad E(Q,nQ,). Puisque les
espaces A®°42E(Q) sont des bons espaces de Fréchet (Théoréme 4.4)
nous utilisons notre théoréme des fonctions implicites dans les espaces
de Fréchet (Paragraphe 3, Théoréme). En premier lieu, nous montrons
que 'application @ ci-dessus est différentiable au sens de Gateaux, que
sa différentielle est inversible en tout point (zo,y0) € AZA4F(Qy) x
A2~°SA‘1 E(§3), voisin de (0,0). Les estimations nécessaires pour utiliser
le théoréme des fonctions implicites et qui nécessitent 1'utilisation de
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formules a la Campbell-Hausdorff seront faites en appendice. Nous
rappelons quelques propriétés utiles pour les calculs qui vont suivre,

a)Siz €3, ade® = e*¥% ou adz(y) = [z,y], 2,y € G et adz y =
zyz 'siz €G.

b) (expz)~lexp'z = g(adz), z €G,

1—e7% n 2"
9(2) = — =n§(—1)m, (z €C, z #0)
et g(0)=1
¢) Si
z log z z—1)"
Ue) = 28 =z§<—1>"(n+1) o k-1<1,

on a pour z € G, voisin de 0: g(z) ¥(e®) =1 = ¥(e®) g(x).
Posons G; = AZAYE(Q), i =1,2, G = AFAYE(Q) et établissons
la

1) Différentiabilité de @ : G, x G2 — G, ®(z,y) = loge®e¥. (On
note e* = expz pour simplifier). Soit (z,y) € G; x Gz, voisin de
(0,0), on fixe (h,k) € Gi x G2 et t € R suffisamment petit. Posons
H(t) = log e**th ev*tk Par dérivation de la fonction ¢ — ef/(*)

exp' H(t) H'(t) = exp'(z +th) h exp(y+tk)+exp(z +th)exp'(t+tk)k.
En multipliant a gauche par exp(—H(t)), il vient par le rappel b)
g9(ad H(t)) H'(t) = exp(—H(t)) exp'(H(t)) H'(t)
= exp —(y + tk) exp —(z + th)
-exp'(z + th) h exp(y + tk)
+ exp —(y + tk) exp'(y + tk)k
= e~ WM g(ad(z 4+ th)) he¥+* + g(ad (y + tk)) k
= e (yttk) g(gd (z +th))h + g(ad(y +tk)) k.

Le rappel ¢) permet d’écrire

H'(t) = (e W) (e72¢ 0+ g(ad (z + th)) h+ g(ad (y + tk)) k) .
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En faisant £ = 0 il vient
H'(0) = ¥(e** H®) (e72?Y g(ad z) h + g(ad y) k) .
Or

eadH(l')) = ad eH(O) — ad €% &Y = eadz: eady — ead‘1>(:c,y)

et
ad ®(z,y) e? (=) _ ad®(z,y)

d H(0)y __ d¥(z,y)y —
\I/(e“ ) = \I/(Ca oy ) = ead®(z,y) _ 1 T 1 — e2d®(z,y)
Ceci donne
dd(z, — e—ad
H'(0) = e*42(¥) ad &(z,y) o—ady 1—e™%¢% b

e2d®(z,y) — 1 adz
e?d®(z,y) 1 _ g—edy
+ ad ®(z,y) ead®(z,y) — 1

ady
_ad®(z,y) e®d® —1 b ad®(z,y) 1-—e 2y 5
T e2d®(zy) —1  adzx + 1—e2d®(=y)  ady )

Cela montre que

6% _ ad®(z,y) e*r-—1
Oz (‘T’y) T eed®(zy) 1 adz

0® ad ®(z,y) 1—e 24y
——(.'t, y) = —ad ®(z .
Oy l1—e¢ (z.9)  ady

2) Surjectivité de la différentielle en (z,y) € Gi X Ga, voisin de
(0,0). 11 s’agit de résoudre en (h, k) dans G; x Go et pour  donné dans
G ’équation

ad®(z,y) e**-1,  ad®(zy) 1-e*v,
ead ®(z,y) _ 1 adz + 1 — e—2d ®(z,y) a,dy =1
posons
77’ _ e—adz ead,Q(:)y) _ 1 T]
ad, ®(z,y) "’

c’est un élément de G (Appendice), il existe, par la Proposition 4.5 un
couple (71,72) dans G; X Gy, 71 + 12 =17'. On pose

adz ady

h=1_e—adzn1’ k_eady_1n2
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et on a

ad®(z,y) e*?*—1 adz
eed ®(z,y) _ 1 adzx 1 — e—adz m

ad Q(‘7:1'-‘/) adz
cad®(zy) _ 10 Mo

0%
%(CL‘, y)h =

ad®(z,y) 1—e %Y ady
1—e2d2(zy)  qdy esdy—1 12
ad Q(‘7:7 y) adz

T eedezy _1° Mo

0d
a—y(:l),y)k =

par suite

oo od
g(w,y)h + a—y(w, yk=n.

On posera dans la suite L(z,y)n = (h,k).

L(z,y) est ainsi un inverse a droite de d®(z,y), pourvu que (z,y)

soit voisin de (0,0) dans AFACE(Q;) x AFAYE(Q,). On verra aprés

S
les estimations de I’Appendice, que si U; = {z € .Ag?s'%ég dlzlles <

a}, t = 1,2, avec un réel a suffisamment petit et si ® est ’application
&:U; xUy — A?SAdE(Ql nQy),
®(f1, f2)(t) = log ef1(8) f2(2) ,
alors I'image de ® couvre un voisinage V de l'application nulle dans

AZ?SA"’E (21 N Q2). Si a est comme ci-dessus, on a le diagramme com-
mutatif

.ASZ.AdE(Ql N Qz)

ASZ,AdE(Ql) X AZ';A"E(QZ)

exp exp

U, x U, —_— v

On prend ¥ = exp(V), ceci donne le lemme fondamental.



DECOMPOSITIONS DANS CERTAINES ALGEBRES DE FRECHET 37

Soit C' un autre espace métrique compact, C C C' ; pour tout
ouvert U de X on note par F(U) le groupe des applications continues
de C' dans C*=E(T) telles que f|¢ soient dans AZ,(U).

Si (U;) est une famille d’ouverts de trivialisation de E, U; NU #
@, on munit chaque groupe C®E(TU NT;) de la topologie indiquée
dans la Remarque 4.7 et F(U) de la topologie produit de celles des
C>E(T NT;). Tous ces groupes topologiques sont alors métrisables et
complets.

Voici maintenant le résultat de décomposition, pour la définition
de la A*°-convexité, on se referera a [8].

Corollaire 4.10. Soient Ky, K2 deuz compacts de X, A*°(Q)-convezes
tels que Ky U K, soit A®(Q)-conveze. Soit Uy un voisinage de K1 N K,
dans X, si f est un élément de F(Uy) suffisamment voisin de I’élément
neutre de F(Uy) il existe des voisinages U; de K;, 1 = 1,2, UyNU, C Uy
et il existe des f; dans F(U;) tels que pour tout t dans C', on ait sur
U1nU;

ORIORESIOF

Avant de donner la démonstration du Corollaire, on rappelle une
généralisation du Théoreme d’extension de Tietze, due a Dugund;ji ([3,
Théoréme 4.1)).

Lemme. Soient X un espace métrique, A un fermé de X, L un espace
vectoriel topologique localement conveze et f une application continues
de A dans L. 1l existe une extension continue F de f, de X dans L
dont l'image F(X) est contenue dans U’enveloppe conveze de f(A).

PREUVE DU COROLLAIRE 4.10. On raisonne comme dans [1]. Puisque
K, K; et K1NK, sont A*°(2)-convexes on peut trouver un voisinage U
de K, UK et des voisinages U; de K;,: = 1,2; U, U; et U; sont pseudo-
convexes, a bords lisses et C*°, bornés vérifiant (P), U;uU; = U,U;NU;
est pseudo-convexe a bord lisse et C*°, Uj\U;NU\U| = @ et U;NU; C
Us. Si f est suffisamment voisin de I’élément neutre dans F(Uj), par
le lemme fondamental, il existe f] dans AFE(U}),i = 1,2 tels que
f(t) = fi(t) f3(t)~* pour tout ¢ dansC. Si dans les données du théoréme
des fonctions implicites, on prend a suffisamment petit, on peut définir
pour tout ¢ dans C les sections log f}(t) éléments de AFA¢E(U}). On

dispose ainsi de deux applications log o f], définies sur C et a valeurs dans
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les espaces de Fréchet Aa"d E(U!) et qui sont voisines des applications
nulles dans C(C, AZA?E(U})), i = 1,2. D’aprés le lemme ci-dessus, elle
se prolongent en deux éléments g; de C(C', AZA?E(U})) en prenant
X =C', A=C et L = AZA*E(U]) et de plus les applications g; sont
aussi voisines des applications nulles. En considérant fi' = expg;, les
applications f]' sont définies sur C’, a valeurs dans AE?sAdE (U}), voisines
des applications neutres dans C(C', AZA4 E(U})) et vérifient

fy=H®HH™

pour tout ¢t dans C. Considérons 1'élément v de C(C’', CEE (U] N Uy)),
v(t) = f'(t) f3(#)~! f(¢)~! pour t dans C’, en diminuant si besoin est le
parametre a du théoreme des fonctions implicites et en prenant f suff-
isamment voisine de 1’élément neutre dans F(U), on peut alors définir
log v(t) pour tout t' dans C’. On considére maintenant des voisinages U;
de K;, U; CC U}, et une fonction ¥ de classe C°, ¥ = 1 sur U; N U,
¥ = 0 au voisinage du complémentaire de U; N U; et on définit une ap-
plication w de C' dans CZF(U,) par w(t)(z) = exp(¥(z)log(v(t)(2)))
et des éléments de F(U;) en posant f; = w™!f]', f» = f5, alors pour
tout t dans C’, on a sur U; N U, : f(t) = fi(%) f2(£) ™!, ce qui acheve la
preuve du corollaire.

Appendice.

Pour terminer la preuve du lemme fondamental, il reste a voir
que ’application @ satisfait aux conditions du théoréme des fonctions
implicites (Paragraphe 3, Théoréme).

La situation est décrite ainsi: les espaces A>®(Q;, Ad E) sont des
bons espaces de Fréchet, on considére un voisinage U; de la section nulle
dans A*°(Q;, Ad E) donnée par: U; = {r € A®(Q;, AdE): ||z|1,; < a}
avec un réel a assez petit, afin que ’application

d: U] X U2 — Aoo(Ql N Qz,AdE),
®(z,y) =loge®e?,

soit définie et on veut prouver que I'image de U; x U par ® contient un
voisinage de la section nulle dans A*°(Q; N 23, Ad E). On fixe une fois
pour toute un recouvrement U = (U;) de Q; U Q,, constitué d’ouverts
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de trivialisation du fibré AdE (ou E). On a vu que la topologie de
A*(Q, Ad E), lorsque 2 est borné, ne dépend pas du choix d’un recou-
vrement. Pour (z,y) élément de U; x U, (a petit), on a au dessus de
Vi =U; N2 NQ, le diagramme

Ad Ely, — Vi x My(s,C)

\ /' w\
T piozl|y; oy
[ 1

Vi x GLe(3,C)—2+ Vi x Mo(s,C) Z% Ad E)y,

V;
,V wgl"-’ %;

Ad E|y, ——V; x My(s,C)

ou exp : V; x My(n,C) — V; x GL(n,C) est définie par exp(z;A) =
(z,exp A) et, dans le second membre, exp est I’exponentielle habituelle
qui envoie un voisinage My(n,C) de la matrice nulle sur un voisinage
GL.(n,C) de la matrice identité. Au dessus de V;, I’application @
admet la représentation

2(alvi,vlw) = o7 (g el orlenilv sl

Vu les normes définies dans les espaces des sections des fibrés vectoriels,
ona

12(2, Y)lln,vi = ||log e®** Y|, v;

et si ’on prouve que
|| log e¥:°% €¥*°¥||n,v; < Cn (1 +[|(¢i 0 ,9:i 0 Y)ln,v;)
ot ||(¢1,¢2)ll» = ll¢1lln + [IC2]ln, on aura
[2(z,9)lln < Cn (1 +|I(2,9)lln) -

Le méme raisonnement vaut pour la différentielle d®, pour 'inverse L
de dy et pour le reste R(z,y)(h, k) dans le développement de Taylor de
®(z+ h,y+ k). Le probléme des estimations se raméne donc au cas des
matrices, on peut méme supposer que §; = §2; dans les majorations sur
®(z,y),d®(z,y)(h,k) et R(z,y)(h, k) (on s’occupera de ’application L
un peut plus tard).
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Lemme 1. Soit s un entier, s > 1 et soit Q un ouvert borné de R",
soit U ={reM(s,C®(RQ)): |lz|o <}, Vapplication

®o:U xU — M(s,C®(Q)), ®o(z,y) =loge” e¥

vérifie les estimations || o(z,y)||n < Crn (1+||(z,¥)|ln), (z,¥) €U x U,
avec des constantes C, indépendantes des = et des y.

PREUVE. On va utiliser les deus faits suivants.

a) Si z € U, le spectre de chaque matrice scalaire z(t),t € Q est
contenu dans le disque D(0,1/2), de centre 0 et de rayon 1/2 et on a la
représentation pour t € 2

o=t — L/ (AT —z(t))terd),
Co,1

2w

ou, comme dans toute cette appendice C,, = {z € C: |z —a| =71},
Le terme (A — z(t))™! est une fonction C*® en t et si A € Cy 1, par le
Lemme 2.10 (Paragraphe 2): ||\ — 2)7!||n < Cpn (1 + ||z||»); par suite
avec une nouvelle constante Cj,, ne dépendant qu de n

le*lln < Cn (1 +[lln) -

b)SizeU,yeU,onale”e?—1||p < s~!/2et alors Sp(e*(De¥("))
C D(1,1/2) pour tout t dans 2, si log z est la détermination principale
de la fonction log et si r est unréel 3/4 <r < 1. On a

—l—/c (M — e*Me¥ )" og X dA
1,r

z() oy(t) —
21

loge

et donc || loge®e¥||, < Crn (1 + ||e®e?||n), par le Lemme 2.9 inégalité c)
(Paragraphe 2) et grace a a),

[loge®e¥|ln < Ca (1 + [le%[|n [l€¥]lo + [le*lo [l€¥]ln)
< Cr (L4 lzlln + lylln)
< Cr(1+1(2,9)lln) -

Lemme 2. Siz,y,h,k sont des éléments de U et R(\,z) = (Al —z)7!
on a
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1 —
i)  Sp(e*(+r(Der(+k(1)) c D(1, 5), pour tout t € Q,
i)
1
eth — o7 4 / RO\ z)hR(\z)e* dA
2mi Jo,,

+ —1-/ R(\,z)hR(\,z 4+ h) R R(\,z) et dX,
2mi Con
ili) On désigne par D,(z,h) Uezpression

2me

L / RO\, z)h R(\,z)d).
Co,1

Alors pour tout n, on a avec une constante uniforme en z,h

1D1(2, )lln < Ca(llzlln lIRllo + [|Alln) -

PREUVE. Comme on va avoir besoin dans toute la suite des techniques
de majorations nécessaires pour ce lemme, on va les faire avec quelques
détails. Puisque la norme || - ||o vérifie |[AB|lo < s||A|lo ||Bllo, A,B €
M(s,C*®(Q)), on a

lle** ey — 1|0 < s]le®+™ — 1o |[e**]lo + [|le** — U|lo
< 's(esllt+h||o _ 1) eslly+kllo + eflly+kllo _ 1

Comme z,y, h et k appartiennent a U

log(1 +s72) log(1 +s72)
hllo £ —=———— kllo < —=————
”.T + ||(J — 43 I ”y+ ”0 —_ 43 ’

et alors
S (69||I+h||o _ 1) e®llytkllo + esllyt+kllo _ 1 < s (63(||I+hllo+||y+k||o) _ 1)

<s((L+s7)M2 - 1)
8—1
2 b

<

d’ou le point i).
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Pour établir la formule ii) du lemme, on remarque ceci: Si R(A, z)
=(\-z)Yona

R(\,z +h) = R(\,z) + R(\,z) hR(\,z + h),
R\, z+h) =R\, z) + R(\,z + h) R R(\, 7).

Donc si f est analytique au voisinage de D(a,r) et si = et h sont deux
éléments de U, avec Sp(z + h) CC D(a,r), on a la formule

fz+h)= -2-372 /C (AL =z — h)"1f(X) dA

1
- %/C RO\, z + k) f(A)dA

et donc

fa+h) = f@)+ 5= [ RO2RRO2) F) )

*)

L / R(A\,z) h R(A\z + k) h R\, z) f(A)dA.
27{'2 Ca,r

Cette derniere formule, avec f(A) = e* est la formule ii) cherchée.
Prouvons maintenant le point iii) du lemme, on procéde comme dans
le Lemme 1

ID1(z, B)lln < Cn (1 + ll2lln) IBllo (1 + llzllo) + (1 + Iz[lo)* II2]la)
comme z est dans U, 1+ ||z]jo < (1 + ||z|lo)? < C, C est indépendant
de z et alors

ID1(, B)lln < Ca (1 + [llla) lIllo + lIAlla)
< Ca (llzlla lIRllo + lIAlln) -

Naturellement, les constantes C,, changent a chaque étape, mais restent
indépendantes de z et h, éléments de U.

Lemme 3. L’application &g : U xU — M(s,C™(Q)) est différentiable
au sens de Giteauz et pour (z,y) € U x U et (h, k) € M(s,C®(Q))? et
on a

od
|52 (@ 9B B)lla < Ca (l(2,9)lln l1kllo + ll)

oo
1522 )k k)l < o (12,0l Do + 1) -
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PREUVE. Les calculs de ce lemme vont donner des estimations et
compléter ceux faits dans la preuve du lemme fondamental et qui perme-
ttaient de construire I’application L(z,y), inverse a droite de d®(z, y).
On conserve les notations des lemmes précédents. Posons

Ri(z,h) = -1—/ RO\ z)hR(\z + k) hR(A,z) e d,
27 Cor
de maniére que e*t* = e + D, (z,k) + Ry(z,h), z €U, h€ U. Si
Daw k) =5 [ ROWERO A,
27 Co
(yveUkeU)et

1
Ra(y, k) = 5~ /C RO\ y) kRO y + k) k RO\, y) e* d),
0,1

(yeU, keU)on a aussi
eVt* = e¥ 4 Dy(y, k) + Ray(y, k)
et alors
e*the¥tk — eTe¥ L Dy (z,h) e + e*Dy(y, k) + R'((z,y))(h, k),
avec

R’((.’E, y))(hs k) = ezRZ(yv k) + Rl(m’ y) eY + Dl (IB, h) D2(ya k)
+ Dl(‘z, h) R2(yv k) + Rl(z’ y) D?(yv k)
+ Ra(a,h) Ra(y, k).

On posera pour simplifier
T =T(z,y,h, k) = Di(z,h) e? + e*Da(y, k) + R'((z,y))(h, k)

et ainsi
e*thevtk — ezey 4 T
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D’apres le Lemme 2, Sp(e***e¥*+*) C D(1,1/2) si z,y, h et k sont dans
U, il en est de méme de Sp(e®e?) d’apres le point b) du Lemme 1, par
suite, avec r, 3/4 < r < 1, et d’aprés la formule (*),

log e*thevtE = log(e®e? + T)

= loge®e¥ +L/ R(\,e"e?)T R(\A, e"e?) log A dA
2mi Jo, ,

1
z Yy T,y
+ 2t Jo,. R(),e"e?)T R(A,e®e? +T)

T R(\, e®e?) log A dA

= loge®e?
+ —1— R()\,e"e¥)Dy(z,h)eYR(A,e"e?) log AdA
2mi Jo,

+ —L R()\ e%e?)e®Di(y, k) R(\, e"e?) log A dA
271 Ci»

+ R((z,y))(h, k).

Cette derniére expression est le développement de Taylor de
log e**t* e¥*+F avec les variables non commutatives z et y et R((z,y))
(h, k) vaut

R((z,y))(h, k)

= i/ R(\, ee¥) R'((z,y))(h, k) R(\, e%e?) log A dA
Ci,r

2w

+ L R(X,e"e¥)T R(X,e"e¥ + T)T R(\,e"e?) log A d)X.
2m Jo,

Ces calculs donnent de nouvelles expressions des dérivées partielles de
®, par exemple

0%, 1 y v sy
5 (z,y)h = 57 /;;,, R(X,e"e¥)Di(z,h)eYR(A,e"e?) log A dA

pour obtenir les estimations du Lemme 3, il suffit de les avoir pour les
h dans U. Si h est quelconque, Ak est dans U pour ) réel petit et on
utilise I’homogénéité de degrés 1 en h, de I’expression 0%®¢(z,y)h/0z.
Il en est de méme pour 9%¢(r,y)k/0y. On utilisera cette idée dans les
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estimations du reste R((z,y))(h,k) qui est homogene de degrée 2 en
(h,k). Or

L

< 1 |R(A, e"€?) Di(z,h) eYR(A,e"eY)||n |log A| d]A].
27 Ci,r

On utilise ensuite & plusieurs reprises I'inégalité ¢) du Lemme 2, I'inéga-
lité sur ||e*e¥||, du Lemme 1 et celle sur ||Di(z,y)||» du Lemme 2, pour
trouver finalement

15222, 4Dl < Co (14 @)l 1l + 14l)

< Ca(ll(z,9)lln llRllo + [[~la) -

De méme

|23kl < Ca (290l o + 1)

et donc pour (z,y) € U x U et (h, k) € M(s,C>(Q))?
[d@o(z, y)(h, k)lln < Cn ((2,9)lln (R, E)llo + [I(R; k)|n) -

Le Lemme 3 est démontré. Par les mémes méthodes, on obtient aussi
le

Lemme 4. Si (z,y) € U x U, (h,k) € EZ,

IR((z, ))(hs Bl < Ca (I, 9)lln (s IS + IR, K)o IR, K)ll) -

Nous passons maintenant aux estimations sur I'inverse L(z,y) de
d®(z,y) dont I’expression a été obtenue dans le lemme fondamental.

Si z et y sont voisins de la section nulle dans A*49E(Q;) et
A®44E(Q,) respectivement, si 7 appartient a A®49E(Q; N Q,), on

L(z,y)n = (h, k),

avec
adz ady

hzl—c“““m’ kt:g‘“i!l—ln2
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et 11,72, dont l'existence est assurée par la Proposition 4.5, vérifient

d®(z,y) _
_ .0 _ _—adz e’ 1
motnz=n=e ad ®(z,y) -

Il convient de préciser ce que 'on veut dire par = et y sont voisines
de la section nulle dans A®42E(Q,) et A=44E(Q,) respectivement:
on prend z dans U; = {z € A®(Q,AdE) : |z|1,0, < a} et y dans
Uz = {y € A®(,AdE) : |y|l1,0, < a} avec un réel a suffisamment
petit de sorte que pour chaque ouvert de trivialisation U;, U; N Q; #
2, (5 = 1,2), si p; : AdElg, — U; x M(s,C) est I'isomorphisme de
trivialisation, la composée ¢, o SIU'_TQ’, soit dans le voisinage de matrice
nulle

log(1 + 3'2)} ,

{x € M(s,C=(Tin D) : llell, gmmy < o < 22

de méme pour la section y. Ceci est possible puisque £2; et 2, sont
bornés et le recouvrement U = (Uj;), est fini. D’autre part, nous savons
d’apres la Proposition 2.12 que

e2d®(z,y) _ 1
ad ®(z,y)

e—adt

n:lln0; < Crlln'lln+p.2:00, = Cn

" n+p,21NN ’

ou p est la dimension de I’espace. Pour estimer en norme || -||, le couple
(h, k) en fonction de la norme || - ||, de 7, on estime h en fonction n;, k

en fonction de 7, et
etd $(z,y) _ 1

ad®(z,y)
en fonction de n. Comme on I’a remarqué au dédut de cet appendice

il suffit de faire les calculs dans le cas des matrices. Nous commencons
par des observations simples:

a) Soit A € M(s,C(R)), Q est un ouvert borné dans R™, soit Ad A

I'opérateur linéaire

—adz

Ad A : M(s,C(Q)) - M(s,C(Q)),
AdA(X)=[A4,X]=AX — XA.

Alors
|Ad Allo < 25]|Alfo -
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b) Soit A € M(s,C>®(RQ)), ||Allo <1/(4s). Si A € C, |A| =1, pour
toute matrice x dans M(s,C*°({2)) et tout entier n non nul

I(A — Ad A) ™ zln < Ca ([|Alln lIzllo + l|z]ln) -

2

En identifiant les matrices z a des vecteurs 7 a n® composantes, on peut

trouver une matrice A, n? x n2, & coefficients dans C ©Q): AdAz=7
avec de plus ||A|| < 2||A]ln et alors

(A—Ada) 1z =2y 2] (AdA)p ,\Z =0 - A5,
p>0
donc
(A — Ad A) " z]ln < Cu (A = A) 7l 1Zll0 + 1A = &) lo IF]])

en tenant compte de ||Z||x = ||z||x et le Lemme 2. On obtient

(A = Ad A) | < Cu (1 + 14]ln) lillo + IF]|)
< Cu (| Alln lIzllo + l|z]n) -

log(1 + s72)

on a
8s ’

¢) Si m,z € M(s,C=(Q)), [lz]lo <

adz
| =2z m|, < Callizlnlimllo + lmlln) -

On écrit pour cela

adz 1 -1 A
T e—adz M =5 Co,l(/\-"'adx )m T —=x X

et on utilise ’observation b) précédente.

d) Si z,y € M(s,C=(Q)),

log(1 +s72) log(1 + s72)
. L — P =\ S )
”z“() — 88 ’ “yHO — 83 )

et sin € M(s,C®(Q)), on a

wdz€ etd®(zy) _ 1
e mn“n+p < Cr (I(z, ) lln+p Inllo + [Inlln+p) -
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On écrit pour cela

e2d®(zy) _

—adz -
¢ ad ®(z,y T 2m / (M + adz)

X etd®(z,y) _ 1

A
2d%(z.7) ne dX.

Cela donne, par b)

wds etd®(z,y) _ 1 e2d®(zy) _q
”e 77|| Cn (”z”n+p T Y2 77”
ad@(w,y) ad ®(z,y) 0
N etd®(zy) _ 1 )
ad ®(z,y) 7 nt+p/’

on utilise le Lemme 1, point b) pour estimer

eadd>(z,y) -1
Ilmnllk

en fonction de 1+ ||(z, y)||x, on utilise ensuite que ||z||n+p < ||(Z,¥)|ln+p
et ||®(z,y)|lo < C a cause des hypotheses faites sur z et y.

On estime finalement

dz adz
12z, )l = | (7= 1 g =g )l -

L’inégalité du point c) ci-dessus, ainsi q’une autre ou z est remplacé
par y et n; par 7;, permettent d’écrire

IZ(z, y)nlln < Ca (lI(2,)lln (715 12)ll0 + [1(72,72)]5)
< Co (i@ W)lin lin'llo + l17'lln+s)

avec
ad $(z,y) __ 1

! —adz

T=¢ ad®(z,y)

I'inégalité de d) donne enfin
IL(2,y)lln < Ca (I(z,)lln+p lInllo + [7lln+p) »

d’ou les estimations voulues.
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REMARQUES FINALES.

1) Nous venons de voir que si z est une section de AdE sur Q;
et y est une section de Ad E sur ;, toutes deux voisines de la section
nulle, alors (Lemme 1)

|[log e*€?||n 2,002, < Cn (1 +I(2,9)lln)
(@ 9)lln = llzlln.0: + ll¥lln.0z -

Si maintenant C est un compact et A4 £(Q) I’espace des applications
continues de C dans .A°4¢ E(Q) dont la topologie de Fréchet est définie

par le systéme de normes
,AdE
[ flln.0 = Sup If®llne,  feAZF(Q), n€N,

alors pour toute application f; de C dans A& ’AdE(Ql) et toute appli-

cation f, de C dans AZ Ad E(Q2) toutes deux voisines de 'application

nulle, pour tout ¢ dans C
I log e/t Vel V|| 0,00, < Cu (14 [|(£1(2), f2(t)a)
donc
12(f1, fa)lln = sup || log e VO], 0,00,

<C.(1+ sup I f1(2), f2(t)]]n) -

Il en est de méme pour

6@2:;,31)(,%,6), ?%(h,k), L(z,y)n et R((z,y))(h,k)

et le lemme fondamental est démontré.

2) Nous aurions pu démontrer le théoréme des matrices holomor-
phes du Paragraphe 2 en faisant intervenir ’application (z,y)~ log e®e¥
pour des raisons de clarté, nous avons travaillé avec I’application (z,y)
— zy qui, du point de vue “calcul différentiel” est nettement plus sim-
ple.
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