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Résumé. Nous étudions les propriétés de la transformée de Wigner
pour des fonctions arbitraires dans L? ou pour des noyaux hermitiens
du type “matrices densité”. Et nous introduisons des limites de ces
transformées de Wigner pour des suites de fonctions dans L?, limites
qui correspondent a la limite semi-classique en Mécanique Quantique.
Les mesures obtenues ainsi, que nous appelons mesures de Wigner,
possédent diverses propriétés mathématiques que nous établissons. En
particulier, nous démontrons qu’elles satisfont, dans des cadres linéaires
(équation de Schrédinger) ou nonlinéaires (équation de Hartree dépen-
dant du temps), des équations de transport du type Liouville ou Vlasov.

Abstract. We study the properties of the Wigner transform for arbi-
trary functions in L? ir for hermitian kernels like the so-called density
matrices. And we introduce some limits of these transforms for se-
quences of fonctions in L2, limits that correspond to the semi-classical
limit in Quantum Mechanics. The measures we obtain in this way, that
we call Wigner measures, have various mathematical properties that
we establish. In particular, we prove they satisfy, in linear situations
(Schrédinger equations) or nonlinear ones (time-dependent Hartree
equations), transport equations of Liouville or Vlasov type.
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I. Introduction.

En 1932, Wigner [45] a introduit une transformation que ’on peut
écrire ainsi

(1) W(z,6) =(@n)~" /mN e Y (z + -321) ¥*(z — %) dy,

pour tout (z,£) € RN xR . Cette opération transformant une fonction
¢ arbitraire dans L?(R") en une fonction sur l'espace des phases (ici
RY x Rév) est appelée transformée de Wigner. Dans (1) et dans tout ce
qui suit, 2* désigne le conjugué d’un nombre complexe z. L’application
qui a 9 associe W est bien évidemment quadratique mais devient linéai-
re dés lors que 'on introduit la matrice densité associée a v a savoir

(2) p(z,y) = ¥(z)¥*(y), pp. (z,y) eRV xRV,

Une propriété remarquable de cette transformée est la suivante: si yp =
¥(z,t) résout ’équation de Schriodinger (dans le cas d’une particule
quantique libre)

Oy 1 N
(3) Z—a—t-=-§A¢, dans Rz: XR:,
alors W(z,¢,t) (donnée par (1) avec ¥ = 9(t), pour tout ¢t € R) résoud
I’équation de transport libre (i.e., I’équation de Liouville correspondant
a une particule classique libre)

(4) %V-Jrg-vzW:o, dans RY xRY xR, .

Et W joue alors le role d’une densité de particules libres classiques du
point de vue de la mécanique classique statistique. C’est pour cette
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raison qu’on parle parfois de la densité de Wigner méme si, et ce point
qui génait Wigner sera détaillé dans la suite, W n’est en général pas
positive ou nulle.

Ce lien entre Mécanique Quantique (Statistique ou non) et Mécani-
que Classique est éclairé par les remarques suivantes classiques du point
de vue physique: si h désigne la constante de Planck et si ¢ (= )
résout

2
(5) ind% —%Ad), dans RY xR,

alors Wy(z,€,t) = (1/RN) W(9) (z,€/h,t) résout encore (4), comme
on peut s’en convaincre aisément par un simple changement d’échelle
en t. Ainsi, si W3 “converge” vers une fonction f quand h tend vers 0
en un sens convenable, on doit s’attendre a ce que f résolve également
(4). Enfin, si I’on rajoute dans (5) un terme de force, i.e.

(6) i %‘Tb = —-Z—A¢+V¢, dans RY xR,

ot V désigne un potentiel convenable (i.e., une fonction sur RY), alors
les mémes considérations heuristiques indiquent que f, aprées passage a

la limite quand % tend vers 0, devrait résoudre

(7) ﬂ_{_{.vxf—-VV(x)-ng:O, dans RY xR} xR, .

ot
Et I'on reconnait 1'équation de Liouville (classique) correspondant au
systéme (de Newton) Hamiltonien: = §, £ = —VV(z). Le formalisme

introduit par Wigner permet donc d’établir la limite semi-classique et
le passage de la Mécanique Quantique a la Mécanique Classique (de
maniére consistante du point de vue de la Physique Statistique) en
faisant tendre A vers 0. Ce point de vue a été développé par de nom-
breux physiciens et nous nous contenterons de citer J. Yvon [46], [47],
par des développements concernant la Physique Statistique.

La transformation de Wigner, la convergence de W}y quand h tend
vers 0 et la limite semi-classique sont précisément les trois points es-
sentiels que nous étudions rigoureusement dans cet article, et sont
développées respectivement dans les trois sections qui le composent.
A ce point, il convient d’ajouter que notre objectif n’est pas unique-
ment de rendre rigoureuses des considérations formelles classiques en
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Physique. En effet, cette étude nécessite 'introduction de mesures
obtenues comme limites de W, pour des suites arbitraires u, de L2(R").
Et ces mesures, que nous appelons mesures de Wigner (ou W-mesures),
ont des propriétés mathématiques tout a fait remarquables, nous sem-
ble-t-il, qui seront certainement utiles pour des problémes sans rapport
avec la Mécanique Quantique. En fait, dans un travail indépendant
du nétre annoncé dans [19], P. Gérard a introduit ces mesures par
une approche tres différente (basée sur des éléménts du calcul pseudo-
différentiel), a obtenu quelques-unes des propriétés que nous établissons
et, surtout, a pu résoudre grace a ces mesures des problémes délicats
d’homogénéisation. Nous décrivons briévement dans la suite de cette
Introduction les propriétés essentielles de ces mesures.

La troisieme motivation de ce travail concerne la limite semi-classi-
que et la possibilité de relier rigoureusement les équations de Schrodin-
ger linéaires ou nonlinéaires (par exemple de type Hartree) aux équa-
tions dites cinétiques de la Mécanique Statistique et plus précisément
aux équations de Liouville (dans le cas linéaire) ou aux équations de
Vlasov (dans le cas nonlinéaire). Cela permet d’une part la déduction
ab initio de tels systémes cinétiques mais aussi dans le cas linéaire de
contourner les difficultés des développements semi-classiques usuels liées
aux caustiques. Enfin, il convient de noter que les équations obtenues
par transformée de Wigner a partir d’équations de type Hartree sont
utilisées en Physique Nucléaire ou dans la Physique des semi-conduc-
teurs (l'interaction étant coulombienne comme dans le modele origi-
nal de Hartree en Physique Atomique, on parle alors de ’équation de
Wigner-Poisson -voir par exemple G. Grimwall [23], U. Ravaioli et al.
[36], W.R. Frensley [17], V.I. Tatarskii [42], P.A. Markowich [32].

Décrivons maintenant un peu plus précisément les résultats que
nous avons établis. La Section II ci-dessous est consacrée a 1’étude des
transformées de Wigner non seulement pour des fonctions 3 dans LZ
mais également pour des opérateurs hermitiens de Hilbert-Schmidt sur
" L? c'est-a-dire pour des matrices-densité p € L*(RY x R;V) vérifiant:
p(z,y) = p(z,y)*. Et nous supposerons le plus souvent que ces opéra-
teurs sont positifs ou nuls.

Nous rappelons également dans cette section les liens entre équa-
tions de Schrédinger du type (3) ou (6) (et leurs formulations en terme
d’équations de Liouville quantiques) et des équations de transport inté-
gro-différentielles satisfaites par les transformées de Wigner (ces équa-



SUR LES MESURES DE WIGNER 557

tions sont parfois appelées équations de Wigner). Signalons que cette
réécriture de I’équation de Schrodinger est utilisée dans B. Perthame et
P.L. Lions [30] pour établir ou retrouver des propriétés de dispersion et
de régularité locale des solutions de I’équation de Schrédinger.

La Section III est la section centrale de notre article puisque:

1) nous introduisons les limites (au sens des distributions et en fait
dans une dualité qui sera précisée) de

1 —i . y Y
= G [ a4 o= Yy,

011 (pe )e>o est une suite bornée dans L?(RY xRi") de noyaux définissant
des opérateurs auto-adjoints, positifs ou nuls et de trace bornée,

2) nous montrons que ces limites sont des mesures positives bornées
ou RY x Rév arbitraires, la positivité étant une conséquence simple de
I’observation suivante

8) W. = W, + e~ (="+11 /e > ¢ p.p. sur RY xRéV.

En fait, W, est appelée transformée de Husimi de l'opérateur p. et est
reliée aux états cohérents et aux paquets d’onde [8], [25] and [37],

3) nous donnons diverses autres constructions équivalentes de ces
mesures notamment en faisant le lien avec la limite des quantités qua-
dratiques construites a partir d’opérateurs pseudo-différentiels conven-
ables. Il est & noter que les transformées de Wigner peuvent étre con-
sidérées comme le symbole de Weyl des opérateurs considérés et que
les limites semi-classiques que nous étudions correspondent aux régles
de quantifications de Weyl (voir H. Weyl [44, page 274]) méme si nous
pouvons utiliser nos résultats dans le cadre du calcul symbolique usuel,

4) et enfin, nous montrons que ces mesures peuvent servir & mesurer
les pertes de compacité dans L? (et dans L? uniquement) de (pe)e>o,
enregistrant les concentrations et les oscillations éventuelles, en tous
cas lorsque ces derniéres ont une “longueur d’ordre 1/¢” (si

pe = Ye(@)P2(Y),

cela signifie que e est essentiellement, au sens de la norme L2, sup-
portée dans des boules de rayon R/e avec R < o0). On voit donc un
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lien méthodologique avec les H-mesures introduites indépendamment
par L. Tartar [41] et P. Gérard [18] pour mesurer les défauts de com-
pacité de suites bornées dans L?, idée qui est & rapprocher de mesures
de défaut de compacité introduites antérieurement dans d’autres situ-
ations par P.L. Lions [27], [28] (méthode de concentration-compacité)
puis par R.J. DiPerna et A. Majda [15], [16]. Un résumé grossier des
liens que nous établissons est donné par les assertions suivantes: i) la (ou
les) H-mesures sont définies et ont un sens pour des suites arbitraires
tandis que les mesures de Wigner nécessitent d’avoir une longueur car-
actéristique d’oscillations -comme c’est le cas dans les limites semi-
classiques ou dans ’homogénéisation périodique, voir P. Gérard [19]-,
ii) si la mesure de Wigner p est “bien définie” (au sens précédent), la
H-mesure o est la mesure sur RY x RY~! définie par

(9) do(z,w) = /0°° du(z,tw)dt .

Cette observation permet en fait de donner des procédés nouveaux de
construction des H-mesures.

Nous donnons également dans cette Section III quelques autres
propriétés de ces mesures de Wigner ainsi que divers exemples repré-
sentatifs.

Enfin, la Section IV est consacrée a l'analyse de la limite semi-
classique (h — 0) dans des équations de Schrédinger linéaires ((5), (6))
ou nonlinéaires. Ce type de limites est bien str classique en Physique et
diverses présentations heuristiques se trouvent dans les traités classiques
de Mécanique Quantique ou de Physique Nucléaire -une présentation
rapide d’un cas nonlinéaire peut étre trouvée dans V.P. Maslov [35]. En
fait, nous partons de I’équation de Liouville ou I'inconnue est la matrice
densité p(z,y)

., Op
1 h— = [H
(10) thor = [H, 0],
ou H = —-"Z—ZA + V, h joue maintenant le role du parameétre £ précé-

dent. Dans le cas linéaire, V est fixé tandis qu'un exemple canonique
de probléme nonlinéaire est donné par V = Vj * p et p = p(z) est la
densité (= p(z,z)). Bien str, si p(r,y) vu comme un opérateur est un
projecteur de rang 1, i.e., p(z,y) = ¥ (z)¥*(y) avec ||¥|| 2 = 1, (10) est
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une formulation équivalente de (6). Les hypothéses minimales sur p qui
dépend de % bien évidemment sont alors: p = p*, p > 0, Tr(p) bornée.
La limite semi-classique que nous étudions consiste a introduire

1 .
= = —i(&/h)-y g _2
fr = Wa(p) (27rh),v/e pla+5,2-3)dy
1 . h h
= | ity L ——
(ZT)N/E plz+5,2-5)dy

et a établir ’équation satisfaite par la (ou les) mesures de Wigner limites
de fi quand % tend vers 0. Si on note f une telle limite, on s’attend
bien sir & trouver les équations de Liouwville (dans le cas linéaire) ou de
Vlasov (dans le cas nonlinéaire) de la mécanique statistique classique a
savoir

(11) %%H-vxf—vzv-vgf:o,

avec V =Vy xp et p= [pn f(z,£) d€ dans le cas non-linéaire.

Les problemes mathématiques associés & ce passage a la limite sont
nombreux: justification de la limite, type de convergence de f; vers f et
régularité du potentiel nécessaire a cela. Nous obtenons ici trois types
de résultats:

i) si V (ou Vp) € C¢ (i.e., V, 8V/8z; € Co(RN) pour 1 < i < N),
nous vérifions que f; converge (par exemple au sens des distributions)
vers f solution faible de (11). Méme si la régularité nécessitée en V est
importante, il est & noter qu’elle n’entraine pas I'unicité des solutions
de (11) ou de

(12) t=¢, ¢=-VV(),

i) si V est régulier et, au temps t = 0, f converge “régulierement”
vers fo réguliere alors f; converge fortement dans C([0,T]; L(RY x
R?’)) (pour tout T' < o0) vers la solution de (11) vérifiant f|;—¢ = fo et
de plus on peut écrire et justifier un développement asymptotique de f3
en puissances de ki (valable par exemple au sens de C([0,T]; L2(RY x
Rév)) (pour tout T < o0).

iii) si V ou V; sont peu réguliers et si, au temps ¢t = 0, f; est bornée
dans L2(RY x Rév ), on peut encore obtenir la convergence (faible dans
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L?) de fp, vers une solution f de (11). L’hypothése essentielle que nous
devons faire dans ce cas sur V ou Vj est:

VV e LXRN) + LYRNV), ol 2<¢< o0,

VV, € LT(RN) + LY(RY),  avec <r<g<oo.

N +
N +38
Il est & noter que cette derniére hypothese autorise le potentiel coulom-
bien en dimension 3 (i.e., Vp(z) = 1/|z|, N = 3) -puisque 3/2 > 14/11.
En d’autres termes, notre analyse donne en particulier la convergence de
Wigner-Poisson vers Vlasov-Poisson en dimension 3. Rappelons que
diverses études du systeme de Wigner-Poisson ont été réalisées ([34],
(5], [39], [4], [6], [2], [40], [10], [11], [31], [32], [33]) tandis que le systéme
de Vlasov-Poisson est maintenant assez bien compris (les résultats les
plus généraux d’existence de solutions faibles ou de solutions régulieres
peuvent étre trouvés respectivement dans R. J. DiPerna et P. L. Lions
[12], [13], P. L. Lions et B. Perthame [30]).

Un des principaux ingrédients mathématiques de notre analyse
dans le cas iii) est un résultat a la Lieb-Thirring [26] (voir aussi B. Simon
[38] pour une présentation de ces résultats) détaillé dans I’appendice:
si (%n)n>1 est un systéme orthonormé dans LY(RN) et si (An)n>1 €17
avec A, > 0 (pour tout n > 1), 1 < p < oo, alors on a dans le cas ou
N = 3 (par exemple)

(1-6)/2
(19 ol < ClOIE ([ S aivera)
avec
2 2P'+3  ,_ P
= = n n"" = R = —, 9: s
P ; zn:)\ [¥n] 1 2p' +1 P p—1 2p'+3

ou C > 0 ne dépend que de p. Nous obtenons également des résultats,
apparemment nouveaux également, du méme type sur

i =) A Im(Vipathy).

Enfin, signalons pour conclure cette longue introduction que I’étude
du cas iii) sera prolongée par un travail en cours en collaboration avec
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P. Gérard dans lequel nous étudions le cas de systemes du type Vlasov-
Maxwell, et nous revenons sur les résultats donnés en iii) en traitant
d’autres conditions initiales (ce qui permet en fait d’affaiblir encore
I’hypothése faite sur V5) et en précisant la convergence ainsi que la
nature des solutions obtenues en faisant tendre % vers 0. Cela
est rendu possible par la possibilité de “renormaliser” ’équation de
Liouville quantique & la maniére du cas classique (voir R. J. DiPerna
et P. L. Lions [14]). '

II. Transformées de Wigner.

Ainsi que nous 'avons indiqué dans I’Introduction, cette section
est consacrée a diverses généralités sur la transformée de Wigner.

Pour commencer, soit 1 € L(R"), on note p(z,y) la matrice den-
sité associée a savoir l’expression donnée par (2). Bien str, p(z,y) €
L*(RN x RY) et peut étre considéré comme le noyau d’un opérateur
borné sur L?(RV): cet opérateur n’est rien d’autre que 'opérateur de
projection sur Ry au facteur multiplicatif ||s||%, prés. C’est donc un
opérateur compact, positif, hermitien de trace égale & |[¢||2,. On voit
en outre que p(z,z) = |(z)|? a un sens et appartient & L} (RY). Une
maniére systématique de comprendre ce dernier point consiste a intro-
duire g(z,y)

Y

(14) ﬁ(z,y) = p($+§,l‘—3§/), pP-p- (1’,y)€RN XRN'

Alors, bien str,
p € L* (RN x RY)n Co(RY; LY(RY)) N Co(RY; L' (RYY))
et p, vu comme opérateur, est hermitien si et seulement si
(15) oz, —y) = plz,y)*, pp. (z,y) € RY xRV,
Enfin, p(z) = p(z,z) (appelée densité) n’est rien d’autre que la restric-

tion de j au sous-espace {y = 0} de RN x RV,

Ces considérations élémentaires s'étendent a des opérateurs plus
généraux sur LZ(R). En effet, soit ' un opérateur hermitien de Hilbert-
Schmidt sur L?(R") alors -et il s’agit d’une caractérisation évidente- il
existe un noyau p(z,y) € LE(RYN x RY) vérifiant

(16) p(z,y) = ply,z)*,  pp (z,y) e RN xR".
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De plus, et c’est encore une fois un point de vue équivalent, on peut
écrire

17 ple,y) = D Nvi@)$i(y), pp (z,9) RV xRV,
i€l

ou I est au plus dénombrable (vide si p = 0), A; € R\ {0} (pour tout
i€l)et

(18) 2:/\,2 < 400, /I;N P} = b;; (pour tout i,j € I).

En outre, K est positif si et seulement si
(19) Ai >0, pour tout 7 € I.

Et, dans ce cas, K est de trace finie si et seulement si ), A\; < 400, ou
également si et seulement si j donné par (14) appartient a

Co(R); L'(RY))  (NCo(RY; L'(R))).
On note alors
pz) = fly=o = Y Xi i) € LL(RY)
de sorte que
(20) Tr(K) = ) X\ = /]RN p(z)dz
tandis que

(21) TT(KZ) = Z’\? = ||P||?=(memN)-

Dans tout ce qui suit, nous identifierons complétement K et son noyau
p(z,y). Nous utiliserons également la notation p = p(z) pour la den-
sité 3, Ai |i(z)|? et nous parlerons simplement d’un opérateur p de
Hilbert-Schmidt, hermitien, positif, éventuellement de trace finie.
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On définit alors la transformée de Wigner de p

(22) W(z,£) = -@lev-AN e-if-yp(:v-i—g,z—%)dy,

pour (z,£) € RNV x RV, i.e., la transformée de Fourier de j(z,-). Au
vu de (15), p est un opérateur hermitien si et seulement si W est réelle,
de Hilbert-Schmidt si et seulement si W € L*(RY x RY) et

1 1

(23) IWiZ. = Wllﬁlli: = WIIPHZL:-

La traduction en terme de W du fait que p soit de trace finie est plus
délicate. Formellement, on observe que

N
[, W@ 0de = pla) € LLRY)
en tout cas si p est positif. Cette intégration en £ peut étre en fait
justifiée, toujours dans le cas ou p est positif, en considérant
e—lyl*/2¢

cl€1*/2 = 5 R
[ WO e = [ ) G d

qui converge dans L*(RN) vers p(z) € LY (RV) si et seulement si p est
de trace finie. Nous verrons plus loin une caractérisation tres simple de
la propriété de trace finie.

La positivité de p semble se traduire difficilement en terme des

transformées de Wigner. Une caractérisation implicite consiste a procé-
der par équivalences: p > 0 équivaut a

0 < / / p(z,y) ¥(y) $* () dz dy

(23) RN xRN
=[], Hewve-2) @+ Y ey
O 2 2 :

d’ou

(24) // WWydzdé > 0,
RY xRY
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pour tout ¢ € L%(RV), ot Wy, est la transformée de Wigner de ¢ ou
plus précisément de 1(z)3*(y). La condition nécessaire et suffisante
(24) n’entraine pas que W > 0. De plus, si on choisit

P(g) = n~ N elz—2ol/2 giko-z ot (zo,&) € R2V
on trouve Wy (z,£) = 77V exp (=(Jz—=zo|*+|6—&0]?)) et (24) implique
(25) W =Ws+G >0, sur R¥*,
On appelle cette derniere quantité la transformée de Husimi de p.

En fait, (24) implique également beaucoup d’autres positivités de
convoleés de W. En effet, si 5’ est un noyau dans L?(R?") définissant
un opérateur hermitien positif et si W' est sa transformée de Wigner
(qui est donc réelle et appartient 3 LZ(R2V) d’apres ce qui précede), on
a donc d’apres (23)-(24)

(24") / WW'dedé > 0.
R2N

Or si on considére j(z — zo,y — yo) €€ *~¥) | avec (z0,£o) quelconque
dans R?", ce nouveau noyau a les mémes propriétés que j et sa trans-
formée de Wigner n’est rien d’autre que W'(z — zo,& — &) de sorte que
(24") implique

(26) WxZ >0, sur R*V |
avec Z(z,£) = W'(—z,—€) sur R*V.

Enfin, si on revient sur I’hypothese de trace finie pour p, on peut
maintenant facilement la traduire en terme de W en écrivant que W €
LY(R*M). On a alors

JLaede =30 = [ ooree,

Wde = p(z), pp. €RV.
RN

(27)

En conclusion, la transformée de Wigner W d’un noyau p € L?(R?")
hermitien est caractérisé par: W est réelle et W € L?(R?*"). La po-
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sitivité de p (en tant qu'opérateur sur LZ(RV)) est caractérisée par
(24) (ou (26)). Et, dans ce cas, p est de trace finie si et seulement si
W = W * G (par exemple) € L'(R?N) -et cette derniére quantité est
positive ou nulle sur R*V. Enfin, les identités (23) et (27) ont lieu.
De facon a ne pas toujours rappeler les hypothéses faites sur p, de tels
noyaux p vérifiant toutes les propriétés précédentes seront simplement
appelées des matrices densité.

Signalons bien sir que, puisque
p € Co(RY;LNRY)), W e Co(RY; FLY(RY))

et en remarquant que 'on a

(FIIW)(n, €) = (27)2N A (%—T’) ; (T)

(28)
€ CO(R?,;LI(RTIIV))’

on en déduit également que W € C, (Rév; le(RiV)). Enfin,
p € S(RY x Rg’) si et seulement si W € S(RY x Rév)
ce qui permet les arguments de densité habituels.

Nous allons maintenant conclure cette section par une bréve présen-
tation des équations satisfaites par la transformée de Wigner de la solu-
tion d’une équation de Schrédinger ou de Liouville. Nous commencerons
par le cas de particules libres o donc 3 € C(Ry¢; L(RL)) est solution
de (3). Plus généralement, si py est une matrice densité, il existe une
unique solution p € C(Ry; LA(RY x Rg’)) de I’équation de Liouville

.0
(29) t 795 = [Ho,p), pour t€R, pli=o =po,
avec Hy donné par 'opérateur hermitien (——%A) non borné sur L?(R")

(de domaine H%(R")). Pour tout t € R, p(t) est une matrice densité
et si

po = Z /\i d)‘t(T) 1/)1*(3/) ’
avec

N0, Yh<oo, [ wajde=dy (pour touti),
i RN
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alors

p(t) = Z Ai it 2) 97 ()

et ¥i(t) = e""*Hoy; est la solution de (3) dans .C(]Rt;L?(RiV) vérifiant
$:(0) = ¢;. On peut également écrire p(t) = e~**Ho py eitHo,

On introduit alors W(t,z,£) qui est, pour chaque ¢t € R, la trans-
formée de Wigner de p(t). Un calcul élémentaire de transformée de
Fourier donne que W vérifie (4) & savoir I’équation de transport (clas-
sique) libre. Ce passage de Schrodinger au transport libre est d’ailleurs
systématiquement utilisé dans P.L. Lions et B. Perthame [30] pour
préciser les lemmes de régularité locale de I’équation de Schrédinger
(de type dispersion) grace a I’équation (4) et les relier & des lemmes de
gains locaux de moments pour des équations du type (4).

Il est d’ailleurs utile de préciser les liens entre moments de W et
énergie cinétique de p. En effet, si ¢v; € H!(RM) (pour tout ¢) et si

ZA,-/ |Vei[? dz < oo
: RN

ce que ’on peut écrire de maniére synthétique Tr(Hppo) < 400, cette
propriété est bien sir conservée (indépendamment de t) pour la solution
de (29). Cela, en terme de W, signifie uniquement que

/ /m WP ded

est indépendant de t € R. En effet, en tout cas si p € S(RY x R;V) de
facon & ce que W € S(RY x R?’), on a

(30) [, Wittt dade = Te(Hop).

De maniére encore plus précise, on peut observer que Tr(Hyp) < 400
équivaut a

6P W e LRY xRY) e[| jeP W dede = T (Hup) + N,

o W = W * G est la transformée de Husimi, et ceci ne nécessite plus
de supposer que p € S(RY x Rg’) En fait, ’identité entre moments
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en ¢ de W et normes (ou semi-normes) de type Sobolev sur p ou les v;
peut se voir grace a la remarque générale suivante basée sur (28):

(31) Wiz = oo SN IBOF.

mN

Considérons maintenant le cas d’une équation de Schrédinger avec
un potentiel V' (réel)

. O 1 N
(32) Lo = —§A¢+Vz/), dans R, x R} |
Ylt=0 = %o, dans RV,

ou de ’équation de Liouville associée

.0
(33) 2 a—/t) = [H, p]’ pour tout ¢ € R, ,Olt=0 = po,

ott H est 'opérateur (—3A + V). Une fagon de résoudre (32) ou (33)
consiste a écrire ¥(t) = e *Hypy ou p(t) = e H pye*® pour ¢y €
L?(RM) et po étant une matrice densité. Il faut alors des conditions
sur V assurant que H, sur un domaine convenable est un opérateur
autoadjoint. Par exemple, d’aprés T. Kato [24], M. Aizenman et B.
Simon [1] -voir aussi R. Dautray [9], on sait que H est un opérateur

autoadjoint minoré si V vérifie
(34) vt e Ll (RY), V™ e KMNRY),

ot la classe KV (RM) est définie par

K@) = {7 e B ®): s [ o=y Ifwldy =0,
e lz—y|<e

z

si N >3,
KV = {1 € (B timoup [ (log ley DIfwldy =0,
0z Jlzyl<e

siN > 2 et

KMRY) = {f € @) mup [ 1)y <o)

z
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si N >3.
Le domaine de H est donné par

D(H) = {¥ € HURY): VIS € LhoRY), 3 Av+V¥ € 2R |

Pourtant, si on veut écrire I’équation satisfaite par la transformée de
Wigner, des hypothéses supplémentaires sur V' semblent nécessaires.
Les hypothéses que nous ferons sont faciles & comprendre si on veut
écrire que ¥ = e~ *H 3y € C(Ry; L*(RY)) vérifie (32) dans S’ (dans D’
il suffirait de supposer que V € L% _(R")) et nous supposerons donc
qu'il existe C >0, m >0

(35) Ve L (RY), / V(@)Pds < C(1+R)™,
j2I<R

pour R > 0.
On démontre alors (sans grande difficulté) la

Proposition IL.1. Soit V vérifiant (34)-(35) et soit po une matrice
densité. On pose p(t) = e 'tH pye'tH et on note W(t,z,€) la trans-
formée de Wigner de p(t) (pour tout t € R). Alors, W est une fonction
dans

C(Re; LARY xRY))NCy (R, xRY; FLY(RY)NCh (R xRY ; FLY(RY )

et vérifie
(36) ?g-i-f-vzw-{-l&'?W:O dans D',
ot

o= t -y (v Yy _ _Y d
K= aow /]RN e (Va+3) -Vie-3)dy
= i (T V(28) — eV (2¢)) .
REMARQUE II.1. Le produit de convolution K ? W a un sens (dans

D' ou dans S') puisque d’apres (35) [ |V (z)|*(1+ |z|*)7? dz < oo pour
p > 0 suffisamment grand (p > m/2) et donc V € HP(R"N). Ceci
entraine que

KeCRY;HPRY) et |K(z,)lu-» < C(1+]zl).
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Comme W € L%(RY x Rév ), on peut alors définir aisément K x w.

REMARQUE II.2. Plusieurs choix de normalisation sont possibles pour
les transformées de Wigner. Nous avons choisi la normalisation clas-

sique.

REMARQUE II.3. L’énergie totale au niveau de (32) ou (33) s’écrit

5 [[ Wierazac+ [ v pds
//R,N w (%k‘lz + V(z)) dz dt

avec p(z) = [pn W(z,€)dE. 1l est intéressant de retrouver sur (36) les
invariances classiques de I’équation de Schrédinger a savoir que Tr (p),
Tr(p?) et Tr(Hop + Vp) sont indépendants de t. Ceci se fait aisément
sur (36) -en supposant pour simplifier la présentation que V, W sont
réguliers (dans S par exemple)- en remarquant que

/ W dz d€, // W2 dz dE |
R2N R2N
1 2
= Wiu|>dzdé + | Vpda
2 R2N RN

sont indépendants de t. En effet, pour la premiére invariance, il suffit
d’observer que me K dp = 0. Pour la deuxieme invariance, on remarque

que

Tr(Hop +Vp)
(37)

/ (K « W)W d¢
RN

= —2Im (// V(Zf) 521'(5—7))-: W(:I?,f) W(z’n) d{ dn) =0,
RN xRN

en échangeant £ et n puisque f/(—f) = V(E)* (car V est réel). Enfin, la
conservation de 1'énergie totale découle des identités suivantes

%(%//W W|§|2d£da:) _ -% /AzN(If*W)|5|2d§dz

- _W [ dedydn W(w,n)(V(x + %) —V(z - —))



570 PiIeErRE L. LioNs ET THIERRY PauL

/ |€|2 e~ &)y d¢
mN
-3 /m de dgW (2,9)(~4) ((V(z + §) = V(= 5)) ™) =0

=— [ de VV(z)'/ dnn W(z,n)
RN RN

=/ dz V(z) div/ W (z,n)ndn.
RN RN

Or, toujours d’apres (36),
Op .
— +div W(z,£)édE = 0,
ot RN

ce qui permet de conclure:

d /1 ,
5(5//WW|5| d{dx+/mNVpd:c) 0.

Signalons une derniére identité remarquable satisfaite par les solu-

tions de (32) ou (33)

2
(38) %/ml" |z|? p(z) dz = 2Tr(Hop) — Q/RN z-VV(z)p(z)dz

que 'on peut retrouver grace a (36) par des calculs (fastidieux) sem-
blables & ce qui précede. Cette identité en terme de W devient bien

sur

3 | 21" o(e) de

(39) = //mzNWiﬂzd:rdﬁ—éL/mNz-VVpdw
/ W'(|¢)? —4z - VV)dz dE.
R2N
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II1. Mesures de Wigner.

Cette section est consacrée a ’étude des limites de transformées
de Wigner pour des suites bornées dans L2(R") ou plus généralement
pour des suites de noyaux hermitiens, positifs ou nuls, de trace bornée et
bornées dans LZ(RY x ]R;V )- Nous conviendrons dans la suite d’appeler
simplement suite bornée de matrices densité de telles suites de noyaux.
Nous établissons les principales propriétés de ces limites en commencant
par le cas de suites bornées u, dans L?(R") (avec € €]0, 1] par exemple).

Ainsi que nous ’avons expliqué dans ’Introduction, nous intro-
duisons

1
(271’5)N RN

_ 1 itz EZy .. €2
= (QW)N[RNC u (z + 2)u5(rt 2)dz

Wiiz,6) = T (o4 D) (e~ 5) dy

(40)

(transformée de Wigner avec changement d’échelle d’ordre € en £) ainsi
que les transformées de Husimi correspondantes

(41) We(z,€) = W, * (e-'ﬂ’/s e—lf"/e(m)-N) :

Nous avons vu dans la section précédente que W, > 0 sur RY x Rg" en
fait, on a

Ws(ma £) = 2N/2(2W5)_N

2
(42) '/ ue(z)e—lr-ZI’/(‘ie) (2me) =N/t e=i€2/2¢ g
RN

et on reconnait la (a quelques constantes pres) le module au carré des
paquets d’ondes de A. Cérdoba et C. Fefferman [8].

Il est clair que € n’étant que le parametre définissant la suite u,,
la normalisation (¢/e, (2me)~") dans (40) est arbitraire. Nous verrons
plus loin que les limites de W, (quand € — 04) donneront des informa-
tions précises sur le comportement de u. lorsque ¢ est soigneusement
choisi en fonction des (uc ). et plus précisément lorsque € est “la longueur
caractéristique des oscillations de u.”.

Bien siir, si (u,). est borné dans L%(R"), on voit immédiatement
que W, est une suite bornée de fonctions positives ou nulles dans
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LY(RV) (rappeler par exemple que [ [z.n W, dz d¢ = Jn |ue|? dz). Par
contre, les bornes sur W, sont probablement moins évidentes. Une

maniére d’en obtenir consiste a introduire I’espace suivant (il s’agit en
fait d’une algebre) de fonctions test

A = {peCoRY xRY): (Fep)(z,2) € L'RY; Co(RY))}

muni de la norme
|FeellLrc.) =/ sup | Fepl(z, 2) dz .
RV =

On vérifie sans peine que A est un espace (et une algebre) de Banach
séparable contenant S(RY x R?’) et que S(RY x Rév), C(RY x Rév),
{p €8 : Fep € C&C(RY xRY)} ou méme les combinaisons linéaires de
produits ¥1(z)y2(€) (avec 1,92 € C5° ou F(C§®)) sont denses dans
A.

Proposition IT1.1. La suite W, est bornée dans A'.

DEMONSTRATION (évidente). Pour tout ¢ € A,

/ Wep dz dE
R2N

1 ; €z €z
= —i6z Nut (= ==
= Awd:pdﬁ(gw)]v /mNe ue(z + 2)u€(x 2)¢(x,£)d:1:dz

= o [t (Feole,ucle + D) uzle - D)),

d’ott
| Weednde| < e ([ suwlFesl(a,z) dz)
R2N - (QW)N RN

€2\ ., €z
S\ip‘ . u€($+7)ue(x 5 )dz)

Ve

1
< Gy lelalels

Quitte & extraire une sous-suite, on peut donc toujours supposer
que u., W, W, convergent faiblement vers u, u, ii respectivement dans
L*(RYM), A' (muni de la topologie faible *) et au sens des mesures.
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Nous pratiquerons systématiquement dans ce qui suit ’abus de langage
consistant & noter encore u., W,, W, les suites extraites. En fait, dans
toute cette section, £ désignera une suite €, > 0 qui converge vers 0.
Il convient de noter egalement que méme si u, ou ueD converge faible-
ment dans L? vers u, rien n’assure a pr1or1 que We, W, (ou W, ,W.,)
convergent falblement sans qu’il ne soit nécessaire d’ extralre des sous-
suites (supplémentaires). Enfin, nous noterons M = M(R¥) le céne
des mesures positives ou nulles bornées sur R¥.

Avec ces hypothéses et notations, on démontre le

Théoréme III.1.
1) On a p = ji. En particulier, u € M(R*V).
2) Linégalité suivante a liew

(43) po> fu(@)] 8(8),

d’ot en particulier

(44) / [u(z)|? dz < // dp < liminf/ lue|? de .
RN R2N e—0 RN

3)|ue(z)|? converge faiblement au sens des mesures vers fm” du(-,€)

s1 et seulement si i, 1$€/€ | /el est une suite étroitement relativement
compacte dans M(RY),

1 3 2
(45) sgp{e—N /|e|2RI (Ofac=[ o) da}

st R — +o0o. 8i|uc(z)]?, ]&5 ({/2)]2/(271’6)N (ou des sous-suites) con-
vergent fatblement au sens des mesures vers des mesures positives ou
nulles bornées notées respectivement o, pe, alors: pr > [pn du(-,€),

He 2 f]KN d,u(.’l?, )
// dup = lim |ue|? dz
R2N e—0 JgN

4) L’égalité
a liew si et seulement si |u.(z)|? et e~ N|a (5/2)|2 sont étroitement
relativement compactes dans M(RY). En particulier, si cette hypothése
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est vérifie, u. converge dans L%(RN) vers u si et seulement si p =
lu(z)? é0(€) - '

5) Soit u € M(RV), soit u € L2(RN) telle que pu > |u(z)|? 6o(£).
Alors, il eziste u, € L*(RN) telle que u. converge faiblement dans
LY(RN) vers u, W, converge faiblement dans A',_, vers u et

/ lue(z)|? dz — // du, dans € — 04 .
RN R2N

Avant de démontrer ce résultat, il convient de faire quelques re-
marques et de donner une série d’exemples ou ’on peut “calculer” pu.
Bien sir, nous appelons u la mesure de Wigner associée a u. (ou a la
sous-suite convenable).

REMARQUE III.1. Rappelons qu’une suite bornée de mesures positives
ou nulles bornées u, sur R* est étroitement relativement compacte si
et seulement si

sup pn{|z| > R} — 0, si R— 4o0.

REMARQUE III.2. Ce théoréme montre que les limites de transformées
de Wigner sont des mesures bornées positives ou nulles “arbitraires”
sur l’espace des phases et qu’elles contiennent toute ’obstruction a la
compacité dans L2(R") de suites bornées dans L2(R"), en tout cas si
|ue|? est étroitement compacte (pour éviter le phénomeéne dit de bosse
glissante, par exemple u.(z) = u(z + e/¢) avec |e| = 1) et surtout si
|i2¢(£ / 2)|2 /el est étroitement compacte. Cette derniére hypothése est
fondamentale pour obtenir une mesure p informative sur le compor-
tement de la suite u.. Elle signifie en effet que la longueur “non initiale
d’oscillation” de u. est d’ordre €; ce point sera illustré par les exemples
qui suivent et nous reviendrons plus loin sur cette question en indiquant
également des hypothéses simples et réalistes qui permettent de vérifier
cette hypotheése.

EXEMPLE III.1. (Suite compacte) u, — u dans L2(R"). Alors

€z €z
ue(z+5)ul(e—5) = fu(@)
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(faiblement) dans S'(RY x RY), d’ott
_ EZ\ . £z
We = (2m) ™ 7 (ue(e +5) ul(z — 5)) — u(@)[* 6o(6)

et = u()[? bo(€).

EXEMPLE IIL.2. (Suite oscillante) u, = up(z/e*) o u € L%(RV),
¢ € L®(RN) est périodique en z;,...,zy et @ > 0. Alors, si a < 1,
le méme raisonnement que celui de ’Exemple II1.1 s’applique et donne
= {le|?) lu(z)]? 6o(€) ou (|p|?) désigne la moyenne de |p|? sur sa
période. Si @ > 1, on peut vérifier que p = 0 par le méme argument
que celui que nous allons maintenant donner dans le cas « = 1. Si
a = 1 donc, par un simple argument de densité, il suffit de considérer
le cas ot u € C§°(RN) et d’étudier la limite de

@em ™ F (lu@P e+ 3) " (E - 2)) -

Pour simplifier les notations, on peut supposer que ¢ est périodique en
chacun des z; de période 27 et on développe ¢ en série de Fourier

o = ZE: @keibl~

kezN

On obtient alors aisément que p = |u(z)|? 3 6x(€)|pk|?. On peut
également écrire cette expression en introduisant

D(2) = (p(-+3) v(- = 35))

et on voit que u = (27)7N |u(z))? f‘({)
EXEMPLE IIL.3. (Suite avec concentration ponctuelle)

1 T

u5=mu(;), ou u € L*(RV).

Si @ < 1, comme a I’Exemple III.1, on voit que

p= (], @) do) 8o(2) 6).
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Si @ > 1, on vérifie facilement que p = 0. Enfin, si @« = 1, on observe
que

avec

1 ; z z
W(z,£) = L /e_’f'zu(x+§)u*(x—§) dz,

de sorte que (en raisonnant par densité par exemple)

p=bo(@)( [ W),

Et d’apres la section précédente (voir (31))

- 1 a 2
L W6 = il

D’ot finalement pu = o(x) (47)~"|a(€)|?.

EXEMPLE II1.4. (Etat cohérent) On pose

Ue = &

—Na/e u(‘” —0170 ) RIGYOR.
13

otu € L2RY), a >0, (z9,&) € R?V. Alors,si 0 < a < 1

We(o,6) = (2rey Moo [ ity (220t 22)

RN ex

u* (LE — To + 2/2) ei(fo/s)~z dz
e

ome) N [ emie/e Ty, (2220 Y
( ) AN B oA 2

i (T — %o _ 2) o€/ %)y dy

I

ex 2

_ g_NW<:c—:co ¢—¢o>

£ El—a

~ (//M W da d§> bzo(2) 8¢, (€) s
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W(z,¢) = (2m)~N /mN e Y u(z + %) u*(z — %) dy,

de sorte que d’apres la section précédente

//mw W dz d = /}RN |u(z)[? dz .

p= ([ @) do) Beo(e) B ©).

Si @ > 1, on vérifie sans peine que p = 0. Enfin, si @« = 1, on obtient
de la méme maniére que dans I’Exemple 111.4, u = (27)~N §(z) |a(€ —

&)I*.

EXEMPLE I11.5. (Etat WKB) On pose u, = u e*(®)/¢® otiu € L2(RV),
a € WU (RYN) et a est réelle, a €]0,1].

Alors, u. (z+€z/2) u} (z—ez/2) converge dans S'(R*") vers |u(z)|?
sia<l, |u(z)?e’VH)? sia =1. D'ou

D’on,

p=|u(z)|* (&) sia>1, p=u(@)|? bvaz)(€) sia=1.

Le cas @ > 1 est plus délicat sauf si on suppose Va(z) # 0 p.p. sur RY
auquel cas on voit facilement que g = 0. Si par contre Va(z) = 0 sur
un ensemble de mesure positive (et a > 1), I'identification de p requiert
des informations supplémentaires sur a en ses points critiques.

EXEMPLE II1.6. (Etats liés de l'oscillateur harmonique) Pour A4, ...
Apn > 0 rationnellement dépendants, on pose

e =c. Huype(25)... HAN/E(%) e~lal?/(2¢)

/e

avec ¢, constante de normalisation L? et H;(z) polynome d’Hermite,
alors, pour ¢, — 0 avec

A, A
Ep = — = o= —
n} nfy’

n} entiers,

p= 6t + €8 — A1) 6(xk + € — An).
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Cet exemple montre un exemple concret ou il faut prendre une sous-
suite en ¢, situation générique lorsque y a un support compact (régles
de quantification).

REMARQUE III.3. On voit que dans les exemples II1.2, II1.3, II1.4 et
ITI1.5, p = 0. Ceci est bien sir a rapprocher de la Remarque II1.2
puisque a > 1 signifie que la longueur caractéristique des “oscillations”
de u, est d’ordre €” et donc plus petite que €. Ceci explique le fait
que p se trivialise et ne donne donc plus aucune information sur le
comportement de u,.

REMARQUE III.4. On observe que si y est la mesure de Wigner associée
a une suite (u.). alors y(- — o, — &) est la mesure de Wigner associée

a
ue(z — 2¢) eiléo/e) pour tout (zo,§) € RV .

REMARQUE IIL.5. La mesure de Wigner p est aussi la limite (quand €
tend vers 0) de

(2m)y~N / e %y (z + af;-) ur(z — ﬂ%) dz
pour tous «, 5 € R tels que a + = 1.

REMARQUE III.6. La mesure de Wigner associée a une suite (u. + v ).
ou u.,v. géneérent des mesures de Wigner u,v n’est en général pas
i+ v (prendre v, = u. et remarquer que la mesure de Wigner associée
a 2u, est 4u !). Par contre, si p et v sont étrangeres (ou mutuellement
singuliéres), on peut démontrer que cette additivité est alors vraie -par
exemple en utilisant le fait que les mesures de Wigner sont les limites
des transformées de Husimi W, (¢f. Théoréme IIL1). En effet, grace
au caractére quadratique de W, et donc de W., on voit que (avec des
notations évidentes)

We(us +u) = We(us) + We(ue) +2R,,
avec
Re(z,€) € L' et |Re(z,6)] < Walue)/? We(ue)'/?.

Pour montrer que R, converge faiblement vers 0, il suffit alors de pren-
dre ¢ arbitraire dans C§°(R?") et de construire, pour tout a > 0,
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Ya,Xa € C()"’(RZN) tels que 0 < Yo, Xa £ 1, Yo+ Xa = 1 sur le
support de ¢ et fmZN Yo dv, fm’" Xa dp < a. On voit alors que

/ R,sodzdc=/ sozz:aRedxdu/ ¢ Xa Re dz dt |
R2N R2N R2N

] / waRedxds]s(supm) / PaWe(ue) /2 Wo(ue) /2 do de
R2N R2N R2N

‘/ goxaREda:df’ < (sup|<p|>/ XaWe(ue)'/? We(u,)/? dz de .
m2N mzN mzN

De plus,

o We(ue)? We(ue)/? dr de

R2N
N 1
< At —_
< [ e (W) + 52w de
d’ou
Tm / oo Re do dt
€ R2N

Ja 1 /
< 5 o —F adv < :
< wdﬂ+2\/a mmt/) v < Civa

2 R2N

De méme, on obtient:

lim
e—0

/ ¢xadexde] < Cya,
R2N

ou C; et C; sont des constantes indépendantes de a. On en déduit
aisément que

/ pR.drd{ — 0,
R2N €
ce qui prouve l'additivité de la mesure de Wigner dans ce cas.

Signalons une autre situation ou W,(u. * v.) — pu + v : on sup-
€

pose que u, converge (fortement) dans L*(RV) vers u et donc p =
|u(z)|? 60(€) (¢f. Exemple IIL.1) et que v, converge faiblement dans
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L*(RY) vers 0. Un exemple de ce phénomeéne est donné par la super-
position d’un nombre fini d’états cohérents

N
— (27 F5 ) —N/4 i(gx) /e
Ue = _;_ aju’(-—————]-)e e"si ,
=1 Ve

ot1 (z,&;)1<j<N est un ensemble fini de points distincts de RV, a; € C,
u! € L*(RN) et [pn |u’|*dz = 1. On vérifie facilement que la mesure
de Wigner associée a une telle suite est donnée par

N
po= Y lal® 6z, () 66 (£) -

j=1
DEMONSTRATION DU THEOREME III.1.

DEMONSTRATION DU POINT 1). Il suffit bien siir de prouver que p = fi.
Or,
We=W.+G., ot G.=(ne)"Ne Usl’+lD/e,

et il suffit donc de prouver que si ¢ € A (ou une partie dense de A)
alors ¢ * G converge dans A vers ¢. Comme

Felp* Ge)(a,2) = [(Fep)(a,2) x (me) N2 eIl /o] emelo/4,
on voit que
lo* Ge —pla < /mN dz sgp|(}"5<,o) — (Fep) * (me)~N/2 e"’”|2/€|
+/ (1= eI/} sup | Fep| dz .
RN z

Le deuxieme terme tend vers 0 quand ¢ tend vers 04. Il en va de méme
pour le premier terme si ¢ et donc Fep € S(RY x R¥) ce qui suffit
pour établir 1). Mais en fait, par un argument de densité standard, ce
premier terme converge vers 0 pour tout ¢ € A.

DEMONSTRATION DU POINT 2). La premiére inégalité de (44) se déduit
bien str de (43) et la deuxiéme inégalité se déduit de 1’observation
suivante

[ an= ([ dn<tm ([ Wedede = tm [ jufas,
R2N R2N e R2N € RN
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d’apres (27). 11 suffit donc d’établir (43). Il est particulierement com-
mode d'utiliser pour ce faire les transformées de Husimi en observant
que l'on a (avec des notations évidentes)

We(us) = We(u) + Ws(ug —u)+2 Ws(u, Ue — U)
> Wo(u)+2We(u,u, —u).
D’aprés P'Exemple II1.1, W, (u) (comme W(u)) converge vers |u(z)|?-

-89(€). I suffit donc de vérifier que We(u, uc—u) converge faiblement (au
sens des mesures) vers 0. Bien sir W,(v;1,v2) est bilinéaire symétrique

en (vq,v2).
Mais, on a bien sir
IWe(w,0)llzr < Jluflzz [[v]|z2

(en fait, |W,(u,v)| < We(u)/2 W.(v)!/? p.p. (z,€) € R?N). Par den—
sité, il suffit alors de montrer que W, (u,v.) converge faiblement (au

sens des mesures) vers 0 si u € C°(R™) et si v, converge faiblement
vers 0 dans L%(RV).

Or, We(u,ve) = We(u,ve) * G et

We(u,ve) = (27r)_ e"i?

N =

+Us(

Yo (z — =
L))
+ 8y,
2

I

(2m)~ NRe/ e (:c+ ) vi(z — =)dz.
RN 2 2
Donc, pour tout » € S(RY x RY), on a

(We(u,ve),0) 41 x4
= (27)” N Re /[RZN dzdzu(z + ) z - —) (Fep)(z, 2)

() VRe ([ dydsoi)uty +eo)(Fer) v+ 502)

u(y +<2)(Few) (v + 5 2) = u(y)(Fee)(v,2)
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dans L'(RY, L%(RY)) puisque ¢ € S, u € C{°(R"). Comme v, con-
verge faiblement vers 0 dans LZ(R"), on obtient donc que W.(u,v,)
converge faiblement dans A4'(w — ) vers 0. Par le méme raisonnement
que celui utilisé pour le point 1), on en déduit que We(u,ve) converge
faiblement au sens des mesures vers 0.

REMARQUE II1.7. La démonstration précédente montre que

We(ue) = Walw) + Welu = ue) + 2Wa(u,u— ue)
We(ue) = We(u)+ We(u — ue) + 2 We(u,u — u,)

et We(u) ou We(u), We(u — u.) ou We(u — u,.), We(u,u — u,) ou
W,(u,u—u,) convergent faiblement (dans A, _, ou au sens des mesures)
respectivement vers |u(z)|2 8o(¢), pu — |u(z)|? 60(€), O.

DEMONSTRATION DU POINT 3): Nous commencons par la deuxiéme
partie du point 3) et si y,, p¢ sont respectivement les limites faibles de

luc(@)?, (7€)~ |ac(¢/e) |

, remarquons qu’elles sont encore les limites

faibles de
—lz|*/e
2, ¢ _
uee)* s = |, Wedé
1 NNL e—l€1?/e
(2me)N Ue(g)’ *(ma)N/2 Y Weds.

11 suffit alors d’introduire () = ¢(-/R) ot ¢ € C(RN), 0 < p <1,
¢ = 1sur B(0,1) et R > 0 et d’observer que W, étant positive ou nulle,
nous avons pour tout ¢ € CP(RN), % >0:

/I;N ',b(:l:)(/mN W. d§> dz > /Am ¥(z) pr(€) W, dt de |
L@ (/.; Weds ) 2 [ w(©)or(e) W, deda
d’ou en passant a la limite quand € tend vers 04
[ovaez [ s@en©rdn = [ v [ auc0).
[ovanez [[ w@en@an = [ we( [ auten).

Y
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Si on suppose que (4me)~N |ae(€¢/ (25:))'2 est étroitement relative-
ment compacte, comme cette quantité n’est rien d’autre que [ W, dz,
on en déduit aisément que

W, d W, da)e S /e
. e QT = (/JRN e z)*(ﬂe)N/z

est également étroitement compacte. Et donc
sup// L{e1>R) W.dzdé — 0, si R— 4.
€ R2N

Cela suffit bien siir & assurer que pour tout ¢ € C°(RN)

//];'uv Wep(x)dodt — //W o(z) du(z,€)

et le point 3) est démontré.

REMARQUE III.8. La condition donnée au point 3) est suffisante pour
assurer que pi; = me du(-,€) mais n’est en général pas nécessaire. Il
suffit pour s’en convaincre de considérer ’exemple suivant. On choisit
ue(z) =u(zter/e)e ir1/€* oh u € CZ°(RM) et on vérifie sans peine que
sz =0, p =0. Pourtant,

el = zwlac - 3

n’est pas étroitement relativement compacte.

DEMONSTRATION DU POINT 4): La deuxiéme partie du point 4) est
une conséquence immédiate de la premiére partie et de I’Exemple III.1.
En ce qui concerne le premier point, on remarque tout d’abord que
S fm“" W.dz dé = Jan |ue|® dz converge vers [[p.n du si et seulement si
W, est étroitement relativement compacte. De plus, W, est étroitement
relativement compacte si et seulement si me We dz, me W. d€ sont
étroitement relativement compactes. Or, on a

~ 2 e—lflz/s
cdz = N4 é N5
» /I;N Wedz = (2me) ’u(z)’ * re) T
) i e el
. € E = (2776) )’ll,el * m .
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Il ne nous reste donc plus qu’a montrer que si ,u€ est une suite bornée
de mesures positives ou nulles bornées sur RN, p. est étroitement
relativement compacte si et seulement si u. * (e~ lvl*/e [(me)N/?) est
étroitement relativement compacte. Or, on a d’une part

e—lz—yl*/e
—————dz du,
/|;|>R/]RN “(re)viz (v)

/ (/ e—lz—vl? /Cd )d (
= - dz .

BY \Jjzj>r (me)N/2 He(v)
</ d ()+/ (/ e_lz_y'2/€d>d (v)
= e\ ——x7 dz ) due(y

ly|>(R-1) g BN \Jjz—y|>1 (mE)N/2 H

e—1z1/¢
/y|>(R—l) ( |z|>e—1/2 (71')1\"/2

D’autre part, on a également

e—lz—yl*/e
/Izl>R/l;N (me)N/2 dz dp.(y)
e—lz—ul*/e
/Iyl>(R+1) (/|z_y51 “(me)N/Z df) dpe(y)
e~ l2l?
</|;l$€—l/2 mdz) /yl>(R+1)dHE(y);

et ces inégalités suffisent pour conclure.

Vv

Y

DEMONSTRATION DU POINT 5). Au vu de la Remarque II1.6, il suffit
de traiter le cas ou u = 0. D’apres le point 4), il nous faut constru-
ire une suite (et une véritable famille u. paramétrée par € €]0, 1] peut
également étre construite avec la méme démonstration et un peu plus
de soin) u, convergeant faiblement vers 0 dans L2(R") telle que W, W.
convergent faiblement vers p et [py |uc|?dz converge vers [fr.n du
(quand € — 04). Toujours d’apres la Remarque III.6, la construction
est explicite dans le cas ou y est purement atomique avec un nombre fini
d’atomes i.e. pu =3 1 p;ibs,(z)b¢ () avec 1 <m, p; >0 (1<i<n),
(z;, &) sont des points distincts de R*" (1 <¢ < u). Dans le cas général,
il suffit d’approcher une mesure p positive ou nulle bornée quelconque
par une suite u, de telles mesures atomiques de facon a ce que p, con-
verge étroitement vers p. On conclut alors par un procédé habituel de
suite diagonale.
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REMARQUE III.9. (Condition suffisante pour (45)). Une condition
simple assurant que (45) a lieu est de supposer
(47) e*||D%uc||: £ C,

pour un s > 0, ou C désigne une constante positive indépendante de €.
En effet, ceci signifie que

[ e o < o

d’ou bien sir

/ ()2 dE < CR™ .
[EI>R/e

REMARQUE III.10. (Liens avec le calcul pseudo-différentiel). Une autre
maniére de construire les mesures de Wigner (il s’agit en fait de la con-
struction privilégiée par P. Gérard [18]) est de considérer des opérateurs
pseudo-différentiels de symbole a(z,e€) ou a € S(RY x RM) (par ex-
emple) et d’étudier la limite des quantités quadratiques [y (a(z,eD) -
uc)ur dz. En effet, si on note i(z,z) = (Fea)(z, 2), on voit que

/I;N(a(a:,sD) U ur dx
= /A?N u(z) (2me) ™V a(z, Y ; x) ue(y) dy dz
= (2m)~N //11&21*1 a(z,z)ue(z + z)ul(z)dzde

et ceci converge quand ¢ tend vers 0 vers [[p,n a(z,£)du -voir la Re-
marque III.5.

REMARQUE III.11. (Liens avec les H-mesures) L. Tartar [41] et P.
Gérard [18] ont introduit indépendamment une mesure positive ou nulle,
bornée o sur RY x Sév ~! mesurant les défauts de compacité forte
d’une suite u, convergeant faiblement dans L?(R") vers 0. On vérifie
aisément que si la mesure de Wigner u associée a u. (ou une sous-suite)
ne change pas {¢ = 0} et si e™V ’ﬁ£(§/2)[2 est étroitement relative-
ment compacte (voir Remarque III.9) alors o est “la moyenne de u
sur les rayons passant par {”. En d’autres termes, on a pour tout

¢ € CH(RN x SN-1)

[ vr = [ 00
RN xSN-1 R2N
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ol ¢(z,£) € Co(RY x (RN — {0})) est définie par ¢(z, &) = (z,&/|¢]).
On voit donc que la H-mesure est moins précise que la mesure de
Wigner mais que par contre elle ne nécessite pas de connaitre la taille
des oscillations de la suite u..

D’autre part, les constructions (variées) que nous avons établies
pour la mesure de Wigner permettent de donner des procédés apparem-
ment nouveaux de construction des H-mesures. En effet, pour une suite
(ue)e convergeant faiblement vers 0 dans L2(R”), on peut former

(48) H(z,6) = /ooot"—l W(u®)(z,t,£)dt,

pour tout (z,£) € RY x SN=1 ot W(u®) est la transformée de Wigner
associée a u®, i.e.

W) = (2n)™N F, (ue(x + %) u®(z — % ) .

On démontre alors aisément que W(u.) converge faiblement dans
S'(RN x SN-1) vers la H-mesure o de u. (aprés extraction éventuelle
d’une sous-suite). On peut d’ailleurs retrouver la positivité de o en
montrant que o est la limite faible (au sens des mesures sur R x §V—1)
de quantités faisant intervenir des transformées de Husimi convenables.
Nous ne développerons pas plus ici ce type d’approche pour les H-
mesures.

Signalons maintenant une propriété de localisation des mesures de
Wigner lorsque u,. satisfait une équation aux dérivées partielles du type:

(49) P.(z,eDu.) = f.,
ot fo — 0 dans L?(RV) et u. est bornée dans L?(RN). On suppose
que P.(z,£) € C®(RY x Rév) est polynomiale en ¢ de degré borné, i.e.

(50) P(z,6) = ) ai(2)€®, ai € CP(RY).
lal<M

On suppose que a¢, converge vers a’, (par exemple) dans CI?C(RiV ) et que

We(u.) converge (faiblement dans A;, _,) vers u. Alors, on démontre

facilement que Pyu = 0 sur RV en notant bien str

Py(z,8)= ) ad(z)€”.

lal<M
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Cette observation est bien stGr & rapprocher des propriétés ana-
logues connues pour les H-mesures (voir L. Tartar [41], P. Gérard [18]).
On peut bien sir notablement affaiblir les hypotheses de régularité sur
les coefficients -comme nous le ferons dans la section suivante pour un
probléme relié- mais nous n’aborderons pas ce point technique (mais
important) ici. On peut aussi considérer des équations pseudo-différen-
tielles a la place de (49).

Egalement, comme pour les H-mesures, il est possible d’obtenir
une équation de transport sur p si f./¢ — 0 dans L?(RV) et si Py est
3

réel -il faut en outre préciser le comportement de P, quand € tend vers
0-, mais nous nous contenterons d’aborder ce théme sur ’exemple de la
limite semi-classique dans des équations de Schrodinger. C’est 'objet
de la section suivante. De facon générale, indiquons que les résultats
établis dans L. Tartar [41] et P. Gérard [18] pour les H-mesures s’adap-
tent aux mesures de Wigner.

Nous voulons maintenant conclure cette section en généralisant
I’étude précédente a des suites d’objets plus “complexes” que des suites
de fonctions scalaires dans L2(RV). Une premiére généralisation con-
siste & considérer des suites u, bornées dans LZ(RM;R™) (on pour-
rait également considérer le cas de fonctions prenant leurs valeurs
dans un Hilbert séparable). Tout ce que nous avons fait précédem-
ment s’adapte aisément en considérant les limites faibles y;; de
We((ue)i,(ue);) qui sont des mesures bornées sur RY et la matrice
symétrique (u;j)ij est positive.

La généralisation que nous voulons développer consiste a introduire
comme dans la section précédente des matrices densité p, et nous consi-
dérons dans tout le reste de cette section une suite bornée de matrices
densité (p.)e (avec le méme abus de langage sur la signification réelle de
¢). Rappelons que ceci veut dire que p, est bornée dans L2(RN x RY),
définit une suite d’opérateurs hermitiens (p.(z,y) = pe(y,z)*) posi-
tifs ou nuls et que leurs traces sont uniformément majorées (pc(z) =
pe(z,z) > 0 est bornée dans L!(RM)). On introduit alors les trans-
formées de Wigner sur RY x Ré\’

1 .
N —i(€/e)y y,_Y
We(z;§) L ANG p5(1:+2,:1: 2)dy

1 €

(51) ey y
—il-y AR A
(2W)NAN8 pt(x+ 2’$ 2)dy
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ainsi que les transformées de Husimi également définies sur RY x Rév

1

—(|=|*+1€1%) /e
()N Wexe .

(52) We(z,£) =

On rappelle (¢f. Section II) que W, > 0 est bornée dans L'(RY x Rév )

car
/mzN W, dzdf = Tr(p.) = //RN pe(z)dz .

De plus, la Proposition II1.1 s’adapte facilement et montre que W, est
bornée dans A’.

On peut donc extraire une sous-suite (encore notée ¢) telle que
pe(z,y) converge faiblement dans L2(RYN x RN) vers p (qui définit bien
sir un opérateur hermitien, positif ou nul, de trace finie), p.(z) converge
faiblement au sens des mesures (sur RY) vers u,, W, converge faible-
ment dans A',_, vers u et W, converge faiblement au sens des mesures
(sur R?V) vers /i (qui est donc une mesure bornée positive ou nulle sur
R?Y). On démontre alors, de la méme maniére que le Théoréme IIL.1,
le

Théoréme III.2.
1) On a: u = fi. En particulier, p € M(R?Y).
2) L’inégalité suivante a lieu, en notant p(z) = p(z,):

(53) p 2 p(z)éo(€)

d’ot en particulier

(54) / p(z)der < du < liminf/ pe(z)dz .
RN R2N e—=0 JpN

3) Légalité p, = me du(-,€) a lieu s 6_Nﬁ5(§/6,§/£) est une
¢
suite étroitement relativement compacte dans M(RYN), ou
pe(&sm) = (F2 Fy) pe(w,y).

Si (2me)™N p(€/e, €/e) (ou une sous-suite) converge faiblement au sens
des mesures vers une mesure p. alors

uzZ/ du(-,§) et uIZ/ du(z,-).
RY RN

3 T
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4) L’égalité
dp = lim pe(z)dz
R2N e—0 JgN
a liew si et seulement si pc(x) et e™N p(€/e,€/e) sont étroitement rel-
ativement compactes. En particulier, si cette hypothése est vérifiée, p.
converge dans LA(R?N) vers p si et seulement si u = p(z) 6o(€).

REMARQUE III.12. Rappelons que [pn pc(z)dz =Tr(p.). D’autre
part, il est clair que p. € L2(RN x RN) définit un opérateur hermitien,
positif ou nul, de trace finie (Tr (5.) = (27)N Tr (p.)) et donc j.(,&) >
0, (2me)~N p(€/e,€/€) est bornée dans L1 (RY). En particulier, p¢ est
donc une mesure bornée sur R".

REMARQUE III.13. On pourrait également donner ’analogue du point
5) du Théoréme III.1 ou des Remarques II1.6, II1.7, II1.8 ou II1.10. Nous
ne le ferons évidemment pas mais nous nous contenterons de signaler
que I'analogue de (47) est

(55) e Tr (Hy? pe) < C,
ou Hy = —%A. Ceci peut se réécrire plus simplement en diagonalisant
Pe:

pe = Z,\fd;f avec A >0, AN¢fd:j*dx = &;.
Auquel cas, (55) devient

55’ AfaS/ D*y5)?dz < C .
(55) Doxie | 1Dl

1

Nous allons maintenant conclure cette section en donnant quelques
exemples de noyaux p. qui approchent des mesures arbitraires sur R2V.

EXEMPLE III.6. (Mélange d’états WKB). On considere
(56) pe = / ue(z) ui(y) e 7Y dm(n),
RN

ol uc(z) = u(z)e*@/e w e L3RY), a € W (RY), m € M(RN).

loc

Alors, on vérifie que p = |u(z)[* dm (Va(z) — £).
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EXEMPLE II1.7 (Approximation d’une mesure u € M(R?*"Y) par un
mélange d’états cohérents). Soit u € M(R?V) et soit ug € Lr(RV) (ou
Cs°(RM)) tel que ||u|z2 = 1. On pose

_ —N/2 T — X * y_—z_(l
(57) . //mws “"( el/? >u°( e'/? )
et €0/ =y) gy (1o £4) .

On vérifie que

1

(58) We =uxW], ol W€°=—NW°<Z_‘T° 5—50),
€

el/2 ) ¢1/2
et

Wiz,6) = @0 [ e (e +u/2) e - u/2)dy

Et on déduit aisément de (58) que W, converge vers u quand ¢ tend
vers 0 dans A),_, et méme dans M(R?N si W° € L}(R?V) (ce qui est
le cas bien sir si up € S(RV)).

Dans le cas ou p admet une densité par rapport a la mesure de
Lebesgue (par exemple) encore notée p, on peut d’une part établir
des “inégalités de convexité” liant p. & p et d’autre part préciser la
convergence de Wigner p. En effet, voir W. Thirring [43] par exemple,
on a

(59) Tr ((27rs)NF((2:;)N)) > //W F(p)dz de,

pour toute fonction F' convexe, positive ou nulle (par exemple), nulle en
0. On admet bien sir dans (59) la possibilité que le membre de gauche
ou que les deux membres valent +oco. Cette inégalité se démontre
aisément en diagonalisant p,

pe = > Avi(z)¥}(y) avec A; >0, b = i,
J

RN

(et on peut toujours supposer que la famille (¢;); définit une base
orthonormée de L?(R")). En effet, on a alors

Tr (F((27e)™p)) = PRACLOMPY
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Aj = //mw p(zo,€o) |(u§°’f°,¢j)m|2 dzg déo

en notant
T

uf°'£° = S_N/4uo ( ) ei(o/e)-z

c1/2

1l suffit alors d’observer que pour tout 3 € L?(R")

60  [[ e dmdto = ey Iwil,

car

zo,£0 2 — (2me)N —N/2
AN,(UE azp)Lz' dfO (977'6) /mNe u

On voit donc que

2

]z,b(:c)|2 dz .

T — X
( el/2 )

Y F((2me) 7N Ay)
J
> F(p)(z0,&0) | (w228, ;) ,.|" (2me)N dao dt
;/AZN 0,80 )L 0 0

et

[ e
J

D’autre part, il est clair que si Wy € L}(R?V) et si u € LP(R?N)
avec 1 < p < oo alors W, est bornée dans LP(R%M) et converge dans
LP(R?N) vers p (si p < o). De plus, si W, est positive ou nulle
-C’est le cas si ug = (m)~N/4 e=1=I"/2 puisqu’on a alors Wo(z,€) =
7=N e=UzI*+¢1)_ on voit que I'on a aussi

(61) JIL Fwodeds < [[Fuydse,

pour toute fonction F' convexe, positive ou nulle sur [0, +oo[, nulle en

0.

Signalons pour conclure des “inégalités de convexité” liant une
suite bornée de matrices-densité (p¢). a leurs transformées de Husimi.
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Nous allons les énoncer pour des transformées en fait plus générales.
En effet, a partir de W,, on peut considérer

5 1 . .
— 0 \ 0 __ 0
(62) Wt = W.+«W_, ou W, = s_NW (EW’EIT)

et
WO = (2m)~" / eV u(—z +y/2)u* (2 — y/2) dy,
]RN

o u € LXRY) (ou S,C¢) et ||ul|L2 = 1. Noter que

Weo(—-df, —{) = (27{'5)_N /mNe_i(f/f)'y (€_N/4 u(x + y/2))

cl/2
-N z—y/? *
(=7 u 2172 ) v
et que _
We(z,€) = (2me) ™" (pe - w2 ul¥) 11,
avec

z -N Z-Z i -z
u€(2) = e M i ) elle/e) =,

En particulier (voir également la Section II), W* > 0 sur R?N et W €
LY(R?N). Enfin, W, correspond au choix particulier de

u = (_'n')_N/4 e=12*/2.

On démontre alors (voir W. Thirring [43] pour I'inégalité (64)) que
pour toute fonction convexe F', positive ou nulle sur [0, +oo[, nulle en
0,

(63) (F((2me)™Npe) - ud®, uf) , > F(WE)(z,6),

pour tout (z,£). En effet, en diagonalisant p. (comme précédemment),
on a

2

)

A.
(F((2re) Voo i, ui€)a = Y F(5525)

A
= F<Z (271';)”
j

(uz’ﬁ’?’bj)L?

(“?E’%‘)Lz
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F<(2W6)N(p€ : u:’svu:,f)l’z)

= F(W!)(x,6),

Iinégalité étant due au fait que Y |(uZ€,9,)z2|" = [[uz€||2, = 1. Et,
d’apres (60), on déduit de (63) en intégrant par rapport & (z,¢) € R*V

(64) Tr ((2me)™N F((2me) N p,)) > //WN F(W*)dz dt ,

inégalité valable pour tout u € L?(RY) et donc en particulier pour We.
Enfin les inégalités suivantes ont lieu:

F(~p) < F(p), si F' est concave,
> F(p), si F' est convexe.

En effet, décomposant p sur une base orthogonale,
p=> il >< i,
i

ce qui signifie

plz,y) = Zw ¥iy),

on a Fi(p) = 5%, FO\)ls >< il et done F(p) = 55, FOW) (w2, )
avee Y, |(uZ; i)[* = 1.

IV. Limite semi-classique.

Nous allons étudier dans cette section la limite quand % tend vers 0
des transformées de Wigner des solutions de I’équation de Schrédinger
(6) ou de I’équation de Liouville associée (10). Et nous traiterons aussi
bien le cas linéaire (ou le potentiel V' est donné) que le cas nonlinéaire
(ou le potentiel V' dépend de la densité p(z) : V = Vy * p et V; est alors
un potentiel donné).

Comme nous ’avons indiqué dans 'Introduction, les limites “doi-
vent” vérifier I’équation de Liouville classique (11) qui dans le cas non-
linéaire ot V = V; * p est en fait I’équation de Vlasov.
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Avant d’indiquer lorganisation de cette section, il est utile, d’expli-
quer au moins formellement 'obtention de ces équations de transport
classiques (au sens de la Mécanique Classique). On considére donc
une solution ¢* dans C(R¢; L*(R")) de (6) ou une matrice-densité p"
solution de (10) qui est donc de la forme

Ph(E) =D A ut(t ) it y)*,
J

avec \; > 0, [pn w;‘ Yi*dz = §;, pour tout j, k, et pour tout ¢t € R,
et p* € C(Ry; L*(RY)). Comme dans la Section III et en choisissant
€ = k, on introduit f* = Wj(¢*) ou Wi(ph)

2, €)
o) = O[T et D) d
= (27r)—N /}RN e~y Yr(t,z + %ﬂ) ba(t, — f;_?{)*dy,
ou
fite,) = any™ [ e ot o v o - Yyay
(66)

. h h
= en ™ [ et o+ -,
IRN

pour t € R, (z,£) € R?V.

L’analogue de la Proposition I11.1 a lieu et implique que f" résout
dans R; x Rifz

ah
(67) o bV Ex =
ou
So— z —ify 1 @ — _@
Ixh_(zﬂ)N/Ne T (Ve+ ) -Vie-3))dy.

On voit donc que, au moins formellement, quand & tend vers 04, K}
“converge” vers

Ky = ——=VV(z)  Fly) = =VV(z) Vée(€)

(27 )N
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et que l'on peut s’attendre a ce que la limite de fi résolve (11).

Les résultats que nous démontrons dans cette section concernent
précisément la justification de cette limite formelle avec, en outre, une
analyse de la convergence de f* vers sa ou ses limites f. Bien siir, 9" ou
p" seront les solutions de (6) et de (10) correspondant & des conditions
initiales

(68) 7,L‘h|:=0 = '(b(',', dans RN,
ou
(69) olico = o, dans REV,

et 2 ph sont des suites bornées de L?(RM) ou de matrices-densité
respectivement. On supposera toujours que fF = Wi (%) ou Wi (p?)
converge dans Al _,, apres extraction éventuelle d’une sous-suite, vers
une mesure positive ou nulle, bornée notée f.

Nos objectifs seront d’établir que f* converge (en un sens & préci-
ser) vers f solution de (11), vérifiant la condition initiale

(70) flt=0 = fo, dans RZV .

D’apres la forme méme de ’équation limite (11) ou apparait le terme
VV(z)Vef,il n'est pas surprenant d’obtenir des résultats de nature un
peu différente suivante que ’on suppose que V est “régulier” ou non, et
dans ce dernier cas il est alors naturel de requérir plus de “régularité”
sur f c’est-a-dire plus de “régularité” sur p* et donc sur pf.

Les premiers résultats que nous donnerons exigerons “un peu de
régularité” sur V. Nous démontrerons ensuite que si toutes les données
sont régulieres, un développement asymptotique en puissances de % est
possible. Enfin, nous aborderons le cas de potentiels moins réguliers.
Dans tous les résultats concernant la limite & — 04, nous présenterons
tout d’abord le cas linéaire puis le cas nonlinéaire, et sauf mention expli-
cite nous traiterons toujours le cas de I’équation de Liouville (10), plus
général que celui de (6).



596 PiIeErRRE L. LioNs ET THIERRY PauL

Théoréme IV.1. (Cas linéaire). Nous supposons que V vérifie (34) et
(35).
1) SiV € CYRY, alors f*, aprés extraction éventuelle d’une sous-

suite, converge uniformément sur tout compact de R; dans A'w—x* vers
f € Cy(Ry, Mw — ) qui vérifie (11) au sens des distributions et (70).

2) Si de plus V € CHY(RYN) et si V vérifie

il eziste C >0, pour tout z € RV,
(71)

V(z) 2 =C(1+1a*),

alors f est l'unique solution de (11) et (70) dans Cp(R,, Mw — %) et
f est donnée par le transport de fo par le flot Hamiltonien (¢ = &,

£ = —VV(2)).

REMARQUE IV.1. La convergence uniforme sur [T, +7] dans A, _x
signifie que, pour tout ¢ dans A', [ fﬂ&?N f* 4 dz d¢ converge uniformé-
ment sur [—T,+T] vers [[p.y ¥ df(t). De méme, f € Cy(Ry, Mw — *)
signifie que [fg.n ¥ df(t) € C(R;) pour tout ¢ € Co(R?N) et que f(t)
est bornée dans M . On peut également considérer que f(t) appartient
pour tout ¢ € R a une boule de M dans laquelle la topologie faible
* est métrisable et que f est continue en t a valeurs dans cet espace
métrique.

L’écriture de (11) (au sens des distributions) consiste a écrire les
termes £ - V. f et VV(z) - V¢ f sous forme conservative, i.e. divz({f)
et divg(VV(z)f) respectivement.

En ce qui concerne 2), ’hypothese (71) garantit que le flot Hamil-
tonien H, est bien défini pour tout ¢ € R sur R?VN et que pour tout
P E Cb(RN)

(72) JLpaw = [[ womadn.

En particulier, [[p.~ df(t) = [[gon dfo, de sorte que si

//mmfé‘dxd.5=//wf*gdxdf=mpg) = //,;mdf“

(en d’autres termes, fg‘ converge étroitement vers fy) alors

L, ftndede= [ Fdede = Te (M) = o)
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converge donc (uniformément sur R;) vers [[p.~ df(t) (et donc, f* con-
verge étroitement vers f(t) uniformément sur tout compact de R;).

Enfin, l'unicité de f(t) montre également que si toute la suite f2

converge vers fo dans A/, _, alors toute la suite f*(t) converge vers f(t)
dans A!,_, uniformément sur tout compact de R;.
REMARQUE IV.2. Les hypothéses (34) et (35) ne sont pas fondamen-
tales pour le résultat précédent. L’hypothese (34) ne sert qu’a assurer
P’existence de ps(t) et peut donc étre supprimée si on suppose que pp(t)
existe. Enfin, (35) ne sert qu’a formuler directement et simplement
I’équation (de Wigner) (36) et peut donc étre supprimée a condition
d’interpréter (36) de maniére un peu différente.

REMARQUE IV.3. Il est important de noter que I’hypotheése faite sur
V asavoir V € C? ne garantit pas I'unicité du flot Hamiltonien z = ¢,
¢ = —VV(z). En fait, on peut donner des exemples de non-unicité de
f() (i.e. des limites de f*()) méme si toute la suite f& converge vers
fo. Par exemple, on peut choisir N =1 et

V(z) = —[z|™*! + B(2),

ot 0 €]0,1[, B = 0 sur [1,+1], B(z) = |z|* si |z| > 2, B € C®°(R -
{0}), B paire, ' > 0 pour z > 0. Alors, en choisissant fo = 6(g o)
(= b0(z)b0()), plusieurs solutions de (11) et (70) existent comme par
exemple

fx(t) = b2y (0)(T) 6251y (€),

avec pour [t| < co_l/“,

z4(t) =4coft|F1 ¢,

avec

_/2(146)\ /(-0 2
= ((1 —9)2) ’

Ces deux solutions peuvent étre approchées par une suite f7(t)
convenable. Il suffit pour cela de montrer I'existence de suites f& con-
vergeant vers fo telles que f"(t) converge vers fy(t) ou vers f_(t).
On obtient la non-unicité annoncée en alternant les deux suites ainsi
construites. Dans le cas de f4(t) (par exemple), on observe que si on
choisit z. de 'ordre de € (petit) et £, de I'ordre de €* avec 0 < a < 6
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alors localement autour de (z.,£.) il existe une solution de (11) avec
felimo = éz,(2)6¢,(§)- De plus, (2c(2),€c(2)) = (24+(2),24()) uni-

formément sur tout compact. On considére alors
h -N/4 (T T i(£. /B)-
f0,€ = Wh (h / u(-—h—l_/-Z—E) 61(5 / )z) y
avec |lu|[z2 = 1 de sorte que

f(;l,e h—_>;)+ fo,e =6z, (1)6&(6)

et donc
fle) o 6z.(0)(T) be, (1y(€) -
—04

Comme
b6z, (1) be. (1) (€) o bz, (1)(2)z, (e 5

on conclut aisément par une construction de suite diagonale.

Théoréme IV.2. (Cas nonlinéaire: V = Vj * p). On suppose que Vj
est minoré, Vo € CY(RY), VV, € Co(RN), Tr (Hopt) et

//mzN Vst (z = y) po(2) po (y) dz dy

sont bornés indépendamment de h ou Hy = —-%2A. On suppose enfin
que VVy € Co(RY) ou que Jan 1z[? pl(z)dz est borné indépendamment
de h.

1) Alors, f* aprés estraction éventuelle d’une sous-suite, con-
verge uniformément sur tout compact de Ry dans Al _, vers f €
Cy(Ry, Mw — %) vérifiant (70) et I’équation de Viasov

-a—f—}—divz(ﬁf)—divE(VV(:c)f) -0, dans D',

(73) ot
V=VW=*p , p:/ fd€.
BN

2) D’autre part, si Vo € CHY(RY), f est l'unique solution de (70)
et (73) dans Cyp(Ry, Mw — *) et f est donnée par le transport de fo par
(z,€) — (z(t),&(t)) ot (z(t),&(t)) est la solution de

#(t) = £@), €t)=-VV(tz(t), z(0)==z, €E0)=¢.
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REMARQUE IV.4. Rappelons que

h2
Te(Hoph) = 3050 [ 1968 e,
j

o= 5 M bos(@iosws A 20, [ dosuiede =t
J

REMARQUE IV.5. En fait, la résolution de ’équation de Liouville non-
linéaire a i > 0 fixé n’est pas tout a fait évidente. Une maniére simple
de s’en convaincre consiste a réécrire le probleme en diagonalisant pg =
251 A P3(2) @f*(y) avee A >0, 30751 A < 00, fan @iekt dz = 6.
Il faut alors résoudre le systéme suivant d’équations de Schrodinger
pour tout 7 >1

{m"’—g} = B Ap;+ Ve, dans R, x RV |

Pjilt=0 = 992a dans RV,

et V=Vy*p, p(t,z) = Zzl Ajlpj(t, z)|?. Ce systéme, bien qu’infini,
est faiblement couplé et s’analyse simplement comme une équation de
Schrodinger nonlinéaire (voir par exemple J. Ginibre et G. Velo [21],
[22], Th. Cazenave et A. Haraux [7]). Le cas ou A; = 0 si j est grand
se réduit & un systéme fini standard et on peut construire une solution
dans le cas général par un simple passage a la limite. C’est ainsi que
sous les hypothéses faites.sur Vy dans le Théoréme IV.2, on obtient
lexistence de ¢; € C(Ry; L*(RY)). De plus, si

T(Hop)+ ([ U= @) ) dedy < Ca,
RN xRN

oo 72
(TT(HOPO) =3 u5 [ IVePd).

i>1
on démontre que

Tr((Ho 4+ V)p)(t) < Tr((Ho + V)p°), (pour tout t € R),
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d’ou
S [ Vestafde+ [[ Vi@ -y)ett o dedy
: RN RN xRN
j21
oo

< Co+ (supV7) PR

i1
pour tout ¢t € R.

REMARQUE IV.6. Le systéme Hamiltonien dépendant du temps

B(t)=¢€@1),  £(t) = —[VVo*p(t)(z(t)),

74
() z0)=z, £(0)=¢,

peut étre réécrit comme une “évolution newtonienne”

it =6, & = - [[ IV - st o),
w(0)=z,  E0)=¢,

(75)

ou on note z(t,y,n) la solution correspondant a des conditions initiales

REMARQUE IV.7. Le résultat précédent est encore valable si on suppose
que V, est minoré, Vo € CH(RN), VV, € Cy(RY) et que Tr (pf) converge
vers [[pan dfo (ou en d’autres termes que f& converge étroitement vers
fo). 1l faut alors légerement modifier la démonstration du Théoréme
IV.2 que nous donnons ci-dessous. On introduit ¢ € CP(RN), ¢ =1
sur B(0,1), ¢ = 0 sur B(0,2)° et on observe que, grice a (67), on a
pour tout n > 1

I OO
= JLL S E e e aear
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Or le deuxiéme terme peut se majorer par C/n avec C' > 0 indépendant
de h. En considérant comme dans la preuve du Théoreme IV.2 la
limite f de f*, on obtient f € Cy(R4, M, _.) qui vérifie (au sens des
distributions)

7L e@edao- [[ Ev@ed)an| < 5.

Et on voit que le deuxiéme terme tend vers 0 quand n tend vers +oo
(car Vo = 0 pour |z| < 1). On déduit donc de cette inégalité que
JJgan df (t) = [fgon dfo pour tout ¢ € R. D’autre part, on a déja:

() =T 5 [[

et on obtient donc que

Tr (p"(t)) = //ﬂ;m df(t), - (pour tout t € R).

D’aprés le Théoréme II1.2 cela entraine que [y~ f h(t) d¢ converge étroi-
tement vers p = [z~ df(t,-,€). Et on peut alors aisément adapter la -
démonstration du Théoréme IV.2.

DEMONSTRATION DU THEOREME IV.1. Pour démontrer le point 1, il
nous suffit, au vu des remarques faites au début de la Section III, de
montrer que pour tout

pe{YeS: Fep € CERY xRV},

(Kn z f*, ¢) est borné indépendamment de ¢ € R et converge quand h
tend vers 04 vers [[pon VV(z) - Vep(x,€)df(t). Or, nous avons

Fn ool = v [[ 1@ [ Feoe

iy h h
e ”yﬁ (V(z + Ey) -V(z - Ey)) dy dz dn
]

= ¥ (" ™) arxa,




602 PIERRE L. LIoNs ET THIERRY PAUL
ou

¥"(z,m)
= [ Feoe ez (Vat5u) - Vie-20) s € 4,

puisque

(Fpp™)(z,2) = (2m)N % (Feop)(z, z)(V(:c + %z) -V(z - gz))

et Fep € C°, V € C'. On voit en outre que %" converge dans A
verst v (Fep)(z,y)y - VV(z) e dy. En effet, F,3" converge vers
(27r) (Fep)z - VV(z) dans LY(RY,C%(RY)). Et on conclut aisément
puisque

(2;)N /RN(fw)(x,y)y - VV(z) e dy

_ vvm-vn[ / (Feo)(a,y) €77 dy

1
(2m)N
= VV(z)- Vyo(z,n)

Le point 2 est en fait une simple remarque sur (11). En effet, les
hypotheses faites sur V' assurent que le flot Hamiltonien H,

i =€ £=-VV()

est bien défini sur RZAE' pour tout ¢t € R et si 1 € C(RY) alors
Y(t,z,§) = o o Hy(x,€) est a support compact en (z,£) pour tout
t € R uniforme pour ¢ borné et est lipschitzienne sur [~T, +7T] x R?N
(pour tout T €]0, +o0[). De plus, on a (p.p.)

o

5 = & Vb= VV(a)- Vey.

Cela permet de déduire pour toute solution f de (11), (70) dans
Co(Ry; Mw — *) I'égalité (72) qui démontre le point 2). Néanmoins,
cette déduction nécessite une intégration par parties qui doit étre jus-
tifiée. Une démonstration possible consiste a régulariser f: on pose
alors fs = f + ps ot ps = 6=2N p(a/6)p(€/6) avec p € C(RY), p > 0,
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Ja~ p(z)dz =1 et Supp(p) C B(0,1) (par exemple). 11 suffit alors de
montrer

(76) af i

+&-Vofs —=VV(z)-Vefs = 15,

ol rs est borné dans Cy(Ry; LL (R2V)), rs — 0 faiblement (par exemple
loc 5 P

au sens des mesures sur [—T, +T[xR2?" pour tout T €]0, +oo[). Or, on

rs = //5 1) —V( = ) ( 1) dfs(y,m)
VV:I: 44 r—
] () 18 Ao,

formule qui permet de vérifier les assertions énoncées ci-dessus pour rs.

DEMONSTRATION DU THEOREME IV.2. La démonstration du point 2)
du Théoréme IV.2 est tres semblable a celle du point 2) du Théoréme
IV.1. Aussi nous contenterons-nous de démontrer le point 1. Grace a la
démonstration du point 1) du Théoreme IV.1, on peut supposer, aprés
extractwion éventuelle d’une sous-suite, que f* converge uniformément
sur tout borné de R} dans Mw — * vers f € Cy(Ry; Mw — *). De plus,
on déduit de la Remarque IV.5 les bornes suivantes

([, e

(77)
+ [ W@t wdey) < ©
R2N
et donc
(78) sup / P lePdzde < C,
tem ]RZN

ou C désigne diverses constantes indépendantes de & (convention adop-
tée dans tout ce qui suit). Cela permet de démontrer grace au Théoreme
II1.1 (et & sa démonstration) que p* converge uniformément sur les
bornées de R; dans Mw—* vers p € Cy(Ry; Mw—x) et dp = [pn df(-,§).
Bien sur, (77) implique

sup( [, 1 a0
//W Vot (z —y) dp(t, ) dp" (2, y))

(79)
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L’étape suivante consiste a étudier la limite de V* = Vj * p* : bien
sir VV* est borné dans Cy(RV)N. De plus, si VV; € Co(RM)YN, on
voit aisément que V'V, * p® converge, uniformément sur les bornées de
R, uniformément sur tout compact de RN vers VV, * f.

Dans le cas ou [y |z/? pt dz est borné indépendamment de %, on
obtient gréace a (38) et au fait que VV; est borné:

d?
t% JrN RN
De plus,
d 2k 0y 0
d_t( |z|* p" dz)|t=0 = E Aj Im z(hVy3) ¢ dz,
RY i>1 BY

d’ou, d’apres la borne sur Tr (Hjpy ), une borne indépendante de A pour

d
ai - |z|? p" dzli=o -

Cette borne associée a (80) implique la borne suivante
(81) / |z|2 ptde < C(14t?), pour tout t € R.
]RN

On déduit de cette estimation uniforme, la convergence étroite dans RV,
uniforme pour ¢ borné, de p* vers p qui assure dans ce cas également
la convergence uniforme pour ¢,z bornés de VVj * p* vers VVj * p.

On peut alors facilement adapter la démonstration correspondante
du Théoreme IV.1 pour conclure la preuve du point 1) du Théoréme
Iv.2.

Le deuxiéme type de résultats que nous présenterons concerne des
situations tres réguliéres ou fy, V sont réguliers et ou la convergence de
fE vers fy est “réguliere” au sens o1 on peut donner un développement
asymptotique en puissances de h de f&'. Pour simplifier (et alléger) la
présentation, nous supposerons qu'il existe Ny > 1 tel que

(82) VeCPRY), ie D°VeCyRY), pourtout a,
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o= fo+ WS 4 afE+ -+ RV g L Bgh

(83)
lghllp: < CHRWNe=D2 g gt e € S(R*;R).

Nous donnerons des exemples plus bas montrant que le développement
en puissances de h'/? est naturel pour f&. 1l sera également clair que
'on peut économiser de la régularité pour V et les fi suivant I'ordre
d’approximation (en puissance de %) souhaité. Nous nous contenterons
aussi d’analyser le cas linéaire i.e. I’équation de Liouville (10). Il est par
contre important de noter que (83) implique bien siir que f2 est bornée
dans L?(R%M) et que cette seule hypothése exclut essentiellement le
cas de I’équation de Schrodinger (6). En effet, si f& = Wy (¥}), alors
| flLe = (27R)~N/2||4¢||2,. Donc, la borne dans L? de f* implique
que % converge fortement dans L? vers 0, cas qui n’est pas intéressant.

Théoréme IV.3. Sous les hypothéses (82) et (83), il exziste f, f*, f2,
., fNo fonctions réelles réguliéres en (t,z) et d décroissance rapide
(ainsi que toutes leurs dérivées) en x uniformément en t borné tels que

N
Fo= FHRVEF L g RN g g
”gh”C([—T,-i-T];Lz(]RzN)) S CTh(No+]/2),

ot T est arbitraire dans |0, +oo[ et Cr est une constante positive indé-
pendante de h.

REMARQUE IV.8. La démonstration donne bien siir des équations
d’évolutions pour les f* (¢ > 1) qui sont toutes du type

af' L6V f = UV(2)- Vel = A(FFE ), fileo = £

(en convenant que f = f°) ol A; est un opérateur linéaire différentiel.
En particulier, pour 7 < 3, on a comme pour f

af'+e Vofi - VV(2)-Veff = 0,  filimo=fi.

REMARQUE IV.9. Donnons tout d’abord un exemple permettant
d’illustrer la condition (83). On reprend la construction de la fin de la
Section III : soit fo € S(R*M), up € S(RY), on introduit

o —-N/2 T—To\ (Y —To
Po = //mwh u°( e )u"( I )
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- e €/ (==9) (20, £0) dzo dEo .

Alors, on a

_ T
f(;t=f0*W0ha Woh(wv‘f):h NWO<h1/2’hl€/2>’
Wo = W(uo) € S(R?Y) .

On voit bien qu’un tel choix de p conduit & un développement en puis-
sances de h!/% comme cela est supposé dans (83) et que ce développe-
ment n’est en puissances entieres de h que si uy est paire (ou plus
généralement si les moments d’ordre impair s’annulent jusqu’a un or-
dre convenable).

En fait, on peut également traiter des cas plus complexes ou le
développement se fait suivant A¥o+(1—) (h,1 > 0 entiers) -la démons-
tration qui suit restant essentiellement inchangée . Un tel développe-
ment apparait naturellement si on consideére

_Na z—z Jy—z
g =/m2Nh ' ( h)( h"o>

. ei(PO/h)(I_y) fo(zo,éo)dl‘o dpo .

On trouve alors que

fngO*IVOha W()h(xvg)zh_NIVO({Ea 1€—G>’
Wy = W(u) € S(R*N) .

DEMONSTRATION DU THEOREME IV.3. En remarquant que I’on peut
développer a tout ordre

h h
(15l 3) -l 3)
=y Vy(e)+ Y R Y (al)'y™ DV(a),

n>1 |aj=2n+1

on obtient aisément grace a (67) un développement formel de f* qui
conduit & l'identification de f!, f2,... (voir Remarque IV.8). De plus,
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si on pose 75 =f+RV2f1 4. g pNo/2 fNo_ on vérifie par des calculs
fastidieux que f vérifie

—h
of +£- vj” + Ky, *7" = r* ¢ C(Ry; L3(R*Y)),

(85) ot

—h

f It=0 = f(;l - hg(’;la
et pour tout T €]0, +oo

(86) sup  |[rh(t)|lL2meny < Cp RNOHD/Z
te[—-T,+T)

D’ol en posant g* = f* -?h,

dg" i

%'{‘G'Vzgh-%ﬁh*gh:rﬁ, 9h|t=0=gg.

D’aprés la Remarque I1.3, on déduit alors

G [ rasde < [ rtehasae
dt J Jgen R2N

et on conclut aisément au vu de (86) et de (83).

Nous allons maintenant passer au troisieme type de résultats énon-
cé dans I'Introduction ol nous montrerons comment la régularité C?!
supposée pour V et Vy peut étre affaiblie de facon a atteindre des
potentiels physiquement plus réalistes. Le prix a payer sera de faire des
hypotheses supplémentaires sur f. Nous traiterons tout d’abord le cas
linéaire puis le cas nonlinéaire. Dans les deux cas, nous n’essaierons pas
ici d’obtenir les résultats les plus généraux et nous nous contenterons
d’illustrer une méthode par quelques exemples représentatifs. Une
étude plus systématique reposant notamment sur des idées de “renor-
malisation de p*” permettant d’affaiblir encore plus les hypothéses de
régularité sur V sera menée dans P. Gérard, P. L. Lions et T. Paul [20].

Nous supposerons que f& et V vérifient

(87) fg’ est bornée dans Lz(RzN),
(88) V € HL.(RM).
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Pour les raisons données plus haut, (87) n’a vraiment de sens que si
l’on travaille sur I’équation de Liouville (10). Enfin, pour assurer que
(6) ou (10) admettent des solutions, nous supposerons également

(89) V- e KNRV)

de sorte que (34) est vérifiée. L’hypothése (35) servant & assurer que
(67) est faiblement interprétable au sens des distributions sera égale-
ment faite mais, comme nous ’avons indiqué précédemment, elle peut
étre supprimée en interprétant (67) convenablement.

Théoréme IV.4. Sous les hypothéses (35) et (87)-(89), f*, apres
eztraction éventuelle d’une sous-suite, converge faiblement dans
Lo([=T,+T); L*(R?M))y—s (et dans C([-T,+T); A',_,)) pour tout
T €]0, +o0o[ vers f € Cp(Ry; Moy—s) N L®(Ry; L N LE(R2N)) qui vérifie
(11) au sens des distributions et (70).

DEMONSTRATION. D’apres la Remarque I1.3, on voit que f* est bornée
dans L=(Ry; L*(R?V)). En utilisant cette borne et en adaptant la
démonstration du Théoréme IV.1, on peut supposer que f*, quitte &
extraire une sous-suite, converge au sens précisé ci-dessus vers f €
Co(Re; My—s) N L®(Ry; L' N L%(R?V)) qui vérifie bien str (70). Le
seul point réellement nouveau est la vérification de (11) pour laquelle
nous utiliserons (88).

En effet, avec les notations de la démonstration du Théoreme IV.1,
il nous suffit de démontrer que si ¢ = (Fep)(z, z) € C°(RV)

h

h
¢(z,z)% (V(:r + Ez) -V(z - 52)) o ¥(z,2)z - VV(z)

dans L?(R?"). Et cette convergence est immédiate au vu de (88).

Dans le cas nonlinéaire (ou V' = V; * p), nous conservons bien sir
I’hypothése (87) et nous ferons sur V; les hypotheses suivantes

V;)— € L(N+4)/4,00(RN) + LOO(RN), si N<3,
(90) N
2

Vyo € L'(RYN) 4 L=(RY), avec 1> si N >4,

vV, € L(2N+8)/(N+8)(RN)+L9(RN),
(91) avec 2N + 8
N +8

<g<oo.
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Bien siir, nous pouvons également considérer des situations ou V =
Vo * p + V4 auquel cas il faudrait supposer que V; vérifie (88) et (89).

Le cas de 'équation de Wigner-Poisson qui intervient dans les
semi-conducteurs (voir les références données dans I'Introduction) cor-
respond & N = 3, V5 = 1/|z| et (90) et (91) ont lieu puisque

_ 2N+8 14 3
3/2,00/1p3 — —
Vi =0, VVe LY2o(R3), et =T <3

si N=3.

En fait, sous ces seules hypotheéses, la résolution de ’équation de
Liouville nonlinéaire n’est pas évidente et découle d'une part de la Re-
marque I'V.5 et des estimations a priori que nous démontrons ci-dessous.
Nous ne voulons pas développer ce point assez technique ici.

Théoréme IV.5. Sous les hypothéses (87), (90), (91) et s1

T(H), [ Vi - nbebw)dsdy
sont bornés indépendamment de h, alors

£l L2 reny Tr (Hop"(t)),

//w Vif(z —y) p"(t,2)p"(t,y) dady et ||p" (&)l Lovtaraven(am)

sont bornés indépendamment de h et de t € R. De plus, f* apres
extraction éventuelle d’une sous-suite, converge faiblement dans
L®([~T,+T); L*(R*")w — * (et dans C([-T,+T); My—s)) pour tout
T €]0,4+00] vers f € Cp(Ry; My—i) 0N LRy, L' N L2(RY)) qui vérifie
l’équation de Vlasov (73) et (70).

REMARQUE IV.10. Exactement comme dans le Théoréme IV.2, la so-
lution trouvée de (73) vérifie

2
([ rer

®2) + //mw Vit (z = y)(z)p(y) dz dy) < oo
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DEMONSTRATION DE LA REMARQUE. En admettant provisoirement les
bornes énoncées dans le Théoréme IV.5 il est facile de conclure en adap-
tant les démonstrations des Théorémes IV.2 et IV.4. En effet, la borne
d’énergie cinétique Tr (Hop") assure que p" est relativement compacte
dans C([-T,+T); Mw—«) (pour tout T €]0, +oop. De plus p"(t) étant
borné uniformément en h et t dans L' N LIN+/(N+2(RN) on déduit
de (91) que VV(t,z) = VV, * p"(t) est borné dans Cy(R,; L*(R"))
et converge dans C([-T,+T]; L2 .(R")) (pour tout T €]0,+oo[) vers
VVs * p(t). 1l est alors facile de conclure.

DEMONSTRATION DU THEOREME. La borne L? sur f* provient de la
Remarque I1.3. Les autres bornes sont des conséquences des résultats

énoncés dans ’appendice: en effet, il y est démontré qu’il existe une
constante Cy > 0 telle que pour toute matrice densité p

6/2 =7 1-6
Il Lev sy v an@vy < Co (Tr(p?)) / (Tr (Hp))

o1t § =4/(N +4), H=—A. Or Tr(Hp") = (2/h*) Tr (Hyp") et

Te (ph)1/? = ( L e e dy)m

@rR)N2 || ¥ 2wy < CRV/Z.

Or N§/2 =2N/(N +4) = 2(1 — §) d’ou
(93) o | pvsanvsnany < C (Tr(Hop") ™.

De plus, les hypothéses faites sur Vj~, a savoir (90), permettent alors
de majorer

09 [ W= 0i@otwddy < C(1+ (T (Ho)r),
pour une puissance a €]0,1[. Cela suffit & assurer que
[ v (e =) bia) ) dady
R2N

est borné indépendamment de h. En particulier, I’énergie totale

Tr (Hoph) + //w Vo(z — y) of b (y) dz dy
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est bornée. On déduit alors de la conservation de ’énergie totale et de
(93)-(94) les bornes énoncées dans le Théoréme IV.5.

REMARQUE IV.11. Nous avons donné dans !’Introduction diverses
références concernant Wigner-Poisson. Signalons en outre ’étude récen-
te de P. Markowich et N. Mauser [32] qui établit la limite semi-classique
vers Vlasov-Poisson en partant d’un modéle de type Wigner-Poisson ou
le potentiel coulombien V; est un peu régularisé.

Signalons pour conclure que nous donnerons dans [20] de multi-
ples extensions des résultats énoncés ci-dessus (Théorémes IV .4-1V.5)
portant sur ’affaiblissement des hypothéses sur V' et sur V;, mais aussi
sur le type de solutions obtenues (renormalisées, réguliéres) et enfin
nous étudierons le cas d’équations de Schrédinger avec potentiel-vecteur
(correspondant par exemple & un champ magnétique).

APPENDICE. Amélioration des bornes semi-classiques pour
des systémes orthonormsés.

Soit p un noyau définissant un opérateur positif ou nul, compact,
hermitien sur L?(RV). On peut bien siir diagonaliser 'opérateur et
ainsi trouver une base orthonormée {t;};>1 dans L%(R"), des réels
positifs ou nuls {A;};>1 tels que

(A1) pz,y) = DX i(e)¥i(y)
j21

Bien str, sip > 1, Tr(p?) = EjZI /\g et nous noterons

1/
lell, = (3™ et liplloo = max ;.
i1 -
Nous noterons également
(A3)  p(z) = DA li)?, pp. z€RY

j21

et
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(Ad) i(2) = S Im(Ve,(a)e}(x)), pp. z€RV.

j21

Cette derniére quantité n’est définie que sous certaines hypothéses sur
¥j et A, de méme que l'intégrabilité de p (ou de puissances de p) n’est
pas assurée automatiquement. En fait, les bornes que nous allons établir
permettront aussi de définir ces quantités dans des cadres généraux.

Nous introduisons enfin “I’énergie cinétique” de p

(A.5) T(Hp) = Y% [, V@) de

> R

Notre résultat principal est une variante d’un résultat classique de E.
H. Lieb et W. Thirring [26] (traitant le cas de p pour A; = 1 pour
1<7 <M, );=0pourj>M).

Théoréme. Soit p € [1,+00]. On suppose que Tr(Hp) et ||p], sont
finis. Alors, les séries définissant p et 7 sont convergentes dans respec-
tivement LY(RY), L™(RV) avee

_(N42p-N  (N42)p-N
1= Np_(N_2)° T N¥l)p-(N-1)

De plus, il existe des constantes positives Co,Cy indépendantes de p
telles que

= 1-6
(A.6) lllzeczn; < Collols (Te(Hp))' ™",
g 2P
avec _(N+2)p_]\7’
; = 18
(A7) I5llz- @~y < Cillolld (T (Hp))' ™"
avec 0 = —-——E— .
(N+2)p-N

REMARQUE. Le cas p = 1 est trivial. Aussi, nous supposerons p > 1
dans tout ce qui suit.
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REMARQUE. Par transformée de Wigner (et de Husimi), on peut dédui-
re de ces inégalités grace aux inégalités prouvées en fin de Section III les
inégalités suivantes d’interpolation (classiques dans I’analyse des équa-
tions de Vlasov). Si f > 0 € L(|¢|? dz d¢)NLP(R*Y) alors p € LI(RYN),
7= fgn Ef(z,6)dE € L"(RY) et

1-6
(A0)  lollany < G lam ([, Sl dede)

avec § = 2p
T (Nt2)p-N’
1-6
AT Willms < Gl ([, fePdede)
avec 0 = ; .

DEMONSTRATION. Nous commengons par le

Lemme. Soit V € LN?H4RN) avec 6 > 0 si N > 2, 6 > 1/2 si
N = 1. Alors, iz'_on note p; < pa < ... les valeurs propres négatives
de DUopérateur (H +V), on a

(A8) Sl < cne) [ WM.
- RN
J

Ce résultat est du a E. H. Lieb et W. Thirring [26] dans le cas
ou N > 3. Il suffit pour 'établir si N = 1 ou si N = 2 de reprendre
la démonstration (présentée dans B. Simon [38] ou R. Dautray [9]) qui
donne pour tout g >0

#{j: pj<—pu} < C’/ e_"t/zt_N/%ldt/ f(tV = (z))dz,
RN

0
ou f(s)=(s—1)*, dou
Sl = 6 [ TG < o) ds
i>1 0

< C’/ s—(146+4N/2) gy f(tV~(z))dz
0 RN
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=C [ |V Nz,
]RN

ou C' désigne diverses constantes positives ne dépendant que de N et 6
(la condition sur 6 assure que [;° o~ +5+N/2D) (¢ — 1)+ do < o0).

A T'aide du lemme, nous allons tout d’abord démontrer (A.6) en
s’inspirant de ’argument de E. H. Lieb et W. Thirring [26]. On con-
sidére 'opérateur H —tp® ot t > 0 est une constante qui sera déterminée
dans la suite et ot a@ = (2(p — 1))/(2 + N(p — 1)). Nous allons établir

que

T (- t0%)0) = D ( /1; IV — %y de)

i>1

= Al

j21

(A.9)

v

ol p; sont les valeurs propres négatives par ordre croissant de l’opéra-
teur H — tp®. En admettant provisoirement (A.9), on voit que

1/p’
[ otids < TEay+ ol (Ll )
RN

j21

d’ou d’apres le lemme précédent

1/p
t/ p®*lde < Tr(Hp)+ ol C(/ (tp")N/””)
RN RN

On observe ensuite que

__2(=-1)
a+1_2+N(p—-1)+1
_(N+2)p—N = Na ,

1/p’
([, o) < Te(Hp)+ Clol, ¥ ([ praa) T
RN RN



SUR LES MESURES DE WIGNER 615

On choisit alors

tMCP) = (2C]ll,) ( A 7 dx) "

et on trouve

1429 /(Np) o
([, ) < Clol /N T (Fp)

et (A.6) est démontrée.

La preuve de (A.9) est un exercice élémentaire de réarrangement.
En effet, si on note ¢ une collection (finie ou dénombrable) orthonor-
mée de vecteurs propres associés aux pi et si on pose pjx = me Yk,
on voit que

Tr (H —tp%)p) = > Ipjrl® e -
7,k

Orpr Spp < <0, M 2X 220, 3 lpinl> =1, T lpis < 1.
On déduit alors aisément (A.9) de ces informations.

Il reste a démontrer (A.7). Pour ce faire, on observe que |j| <
p'/2el/2 pp. ol e = PIF Xj|Vij|2. Et on déduit aisément (A.7) de
(A.6) grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz en remarquant que

1_WtDp-(N-1) _1Np-(N=-2) 1
r (N+2p-N — 2(N+2)p-N 2
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