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Résumé. On montre que les bases d’ondelettes (bi-orthogonales) as-
sociées & une matrice de dilatation compatible avec les translations
entiéres proviennent en général d’analyses multi-résolutions. La démons-
tration se fait a ’aide de 1’étude des projecteurs qui commutent avec
les translations entiéres.

Abstract. We show that (bi-orthogonal) wavelet bases associated to
a dilation matrix which is compatible with integer shifts are generally
provided by a multi-resolution analysis. The proof is done by studying
the projectors which commute with integer shifts.

Introduction.

Les premiéres bases d’ondelettes [3], [10], [14], [17] étaient des bases
orthonormées de L%(R™) (. jk)i1<e<2n—1, jez, kezn engendrées par di-
latation et translation dyadiques

(1) e jk(z) = 22 (27 x — k)
a partir d’un ensemble fini de fonctions ..
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On note W; I'espace des ondelettes d’échelle 1/27 (W; est le sous-
espace vectoriel fermé de L?(R") engendré par les 9, j x,1 < e < 2"—1,
k € Z™). W; est alors invariant par translation par un facteur k/2’
(k € Z™): f € W; si et seulement si f(z — k/27) € W;. On note alors
Vo T'espace des grandes échelles

Comme V; est orthogonal a ®;>0Wj, on voit que Vj est invariant par
translations entiéres: si k € Z", f € V; si et seulement si f(z — k) €
Vo . En fait, dans la plupart des bases d’ondelettes, V, a une base
orthonormée de la forme (¢(z — k))kezn. On est alors dans le cadre
d’une analyse multi-résolution au sens de S. Mallat [18], [19] et ¢ est
appelée fonction d’échelle associée aux ondelettes 1, .

Cette premiere génération de bases d’ondelettes a été développée
dans les années 1985-88 et les principales constructions et propriétés en
ont été exposées dans le livre de Y. Meyer paru en 1990, [19]. Depuis
1989, de nouvelles notions de base d’ondelettes ont été développées,
essentiellement pour des raisons pratiques (filtres a phase linéaire pour
les bases bi-orthogonales [11], maillage en quinconce pour les matrices
de dilatation [6], bases d’ondelettes & support compact polynomiales
par morceaux pour les analyses multi-résolution multiples [1]).

Les bases d’ondelettes que nous allons considérer dans cet article
seront des bases bi-orthogonales

(Ve jk)1<e<E, jez kezn s (VI k)1<e<E, jez, kezn

engendrées par translation et par I’'opération d’une matrice de dilatation
A. Une matrice de dilatation est un opérateur linéaire A de R™ dans R"
dont toutes les valeurs propres sont de module strictement plus grand
que 1. Les fonctions ¢, j x et 9] ; ; sont alors définies par

e jk(z) = |det A2 (Alz — k),

2 . |
@ Yo jx(z) = |det APy (Alz — k),

et doivent définir deuz bases biorthogonales de L?(R™), c’est-a-dire que
I'on demande que les 9 ;i et les ¢ ; , vérifient

(3.1) complétude: la famille (. jr)i1<e<E, jez, kez» est totale dans
L?*(R™)
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(3.2) bi-orthogonalité: (Ve jk, %5 v xr) = 6¢ ¢+ 85 j# 6 1+ pour le produit
scalaire de L%(R™)

(3.3) presque-orthogonalité: il existe une constante C' telle que pour
toute suite presque nulle (A, ; ) on ait

”iz 3 desuesa|, < D3I

e=1 j€Z k€L e=1 j€Z kezn
E 2 E
* 2
“ DD D ik ’/’e,:‘,k”2 SCY DTN Pl
e=1 jEZ kEL" e=1 jEZ k€™

L’application
E
Qeqt) = DD 3" Aejtbe ik
e=1 jEZ keZn

est alors un isomorphisme de ¢2({1,...,E} x Z x Z"} sur L?(R") et on

a
E
(YD D Ak Pesik s 2 jrpe) = Aerjr o -

e=1 j€Z k€Z™

Un cas important est lorsque la dilatation A et les translations par des
éléments de Z™ vérifient la relation de compatibilité

(4) AZ" C Z".

En effet, on note & nouveau W; I'espace engendré par les v, j et on
note W} celui engendré par les ¢ ; ;. De méme, on note
I

Vo= W; et Vo=@ Wr.
3<0 3<0
Alors Vj et V| sont invariants par translations entieres: f € V; si et

seulement si f(z — k) € Vp (lorsque k € Z™) et f € V| si et seulement
si f(x —k) € Vy'; en effet on a

V=B W; et Vel=8W,
o =57 om =57

or W' et W; sont invariants par translation par un facteur ATk
comme AZ"™ C Z" lorsque j > 0, on voit que les W; et W} sont
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invariants par translation entiére pour j > 0, d’ou Vj et V;* également.
Cela peut s’exprimer a l’aide de 'opérateur de sommation partielle P,
défini par

E
(5) Pf=>"%" Y (fo ) Yejk -

e=1 j<0 k€Zn

Py est le projecteur de L%(R™) sur V, parallélement a (Vg')* et I'inva-
riance de Vy et V{* par translations entiéres est équivalente a la com-
mutation de P, avec les translations entiéres

(6) Poy(f(z —k)) = (Pof)(z = k),

pour tout k € Z™ et pour tout f € L2. En général, V; a une base de
Riesz de la forme (ps5(z — k)1<5<D, kez~; on parle alors d’analyse multi-
résolution de multiplicité D et la relation entre le nombre E d’ondelettes
¥, et le nombre D de fonctions d’échelle g5 est la suivante:

(7 E =(|det A|-1)D.
En particulier E est un multiple de |det A| — 1.

Le but de cet article est triple:

i) on cherchera a donner des critéres simples pour qu’un projecteur
Py de L*(R") commutant avec les translations entiéres vérifie que son
image Vi admet une base de Riesz de la forme (ps(z — k))1<s<D, kezr;

ii) on donnera un critére pour établir la propriété de presque-
orthogonalité (3.3); ce critere s’appliquera plus généralement a des
vaguelettes. C’est-a-dire qu’on considérera une famille ¢, ; de fonctions
de L*(R™) telles que (det A)~3/24; (A~I(z + k)) soit dans un ensem-
ble fixé B ; on parlera alors de B-vaguelettes et le critére portera sur
I’ensemble B. L’intérét de ce lemme est qu’un opérateur qui transforme
une base d’ondelettes en une famille de B-vaguelettes est automatique-
ment continu sur L2(R") si les B-vaguelettes sont presque-orthogonales
(¢f. [20, Chapitre VIII)).

ili) on donnera un critére simple pour qu’une base d’ondelettes
provienne d’une analyse multi-résolution.
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Les points ii) et iii) sont traités dans le cadre des matrices de
dilatation et demandent une étude préalable de la géométrie attachée a
cette dilatation. Cette étude est classique en analyse harmonique (elle
se rattache par exemple aux groupes de Lie nilpotents de Folland et
Stein [12] ou aux espaces de nature homogene de Coifman et Weiss [9]).
La nouveauté des résultats que nous présentons ici ne résulte donc pas
de I'utilisation des matrices de dilatation: le point iii) est déja nouveau
dans le cadre des bases d’ondelettes “traditionnelles”.

Le plan de Darticle est le suivant:

L. Projecteurs invariants par translations entiéres.
IL Lemme des vaguelettes.

III. Bases d’ondelettes et analyses multi-résolutions.
Iv. Le cas de la dimension 1.

V. Contre-exemples.

Annexe A: Poids et algebres de Beurling.

Annexe B: Géométrie des dilatations.

NOTATIONS. La transformée de Fourier f d’une fonction f € L'(R™)
est donnée par

for= [ f@eta.

I. Projecteurs invariants par translations entiéres.

On considére P, un projecteur de L%(R") invariant par translations
entieres, c’est-a-dire un opérateur linéaire continu de L%(R") dans lui-
méme qui vérifie

l) PO o] Po = Po y
ii) pour tout k € Z" et pour tout f € L%(R"),

Py(f(z — ) = (Pof) (= ~ k).

On note Vy =Im Py et Vj* = (Ker Py)*.
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On rappelle qu’une famille ( fi)kek de fonctions de LZ(R™) est une
base de Riesz d’un sous-espace fermé V de L?(R™) si elle vérifie

- (fr)rek engendre V: les combinaisons linéaires des fr sont
denses dans V,

- il existe deux constantes strictement positives A et B telles que
pour toute suite presque nulle (Ax)rex on ait

®) A P < | S naf, <BY
keK

keK keEK

Si (fx)kek est une base de Riesz de Vj, il existe une base de Riesz
(gk)kek de Vy telle que (fk,gr) = 6k x et on a alors

Pof = S (f 90 -

keEK

La base (gr )rek est appelée la base duale de la base (fx )rek dans V. Si
Vo a une base de Riesz de la forme (@5 = ps(z — k)1<6<D, kez» alors
la base duale o}, est de méme type: @5, est défini comme I'unique
élément de V;* solution de ,

{(Lp;,k’gpgl,k/) = 56,6’5k,k’ pour 1 S 5’ S D et k‘l € Zn} H
il est donc évident que

w5 k() = psolz — k).

Il n’est pas vrai en général qu’un sous-espace fermé V de L?(R") invari-
ant par translations entiéres ait une base de Riesz elle-méme invariante
par translations entieres (c’est-a-dire de la forme (@s(z —k))sca, kezn)-
Un contre-exemple simple est

V ={feL*R": suppf C [—g,+g]”}

(¢f. Contre-exemple numéro 1).

Nous allons donner un critére simple pour que V admette une telle
base: le projecteur P, que nous allons considérer aura un noyau p(z,y)
localement intégrable et suffisamment décroissant loin de la diagonale.
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Definition 1. Soit Py un opérateur linéaire continu sur LZ(R"™) tel que
Py est invariant par translations entiéres, et soit w un poids symétrique
sur L2(R™), c’est-d-dire une fonction localement intégrable strictement
positive et telle que w(z) = w(—z) p.p. Alors Py aure un noyeu w-
localisé p(z,y) sip(z,y) est une fonction localement intégrable sur R™ x
R" telle que

9) (Pof,g) = //p(w,y)f(y)ﬁ(x)dw dy,

pour tout f,g € C(R™),

(10) / / w(z - y)lp(z,y)P dedy < +oo,
z€[0,1]" JyeR"

et

(1) / / w(z = y)lp(z, y)[? de dy < +oo.
yE[O,l]" z€R"

Le choix du domaine d’intégration dans (10) et (11) s’explique par
le fait que

w(z+k—y—k)lpz +ky+k)=wz-y)p(z,y)* pp.

Le noyau p(z,y) est entierement caractérisé par (9) (d’apres le théoreme
des noyaux-distributions de L. Schwartz par exemple).

Les poids que nous allons utiliser seront les poids introduits par A.
Beurling dans [4].

Definition 2. Une fonction w : R® — R est un poids de Beurling s:
elle vérifie les quatre conditions suivantes pour deuz constantes C et M
strictement positives:

i) 5 Sw(@) < CO+ DY,

i) /‘ dz <+
11 0o,
re W(T)
i) l*l gCl,
w w w

iv) w(z+y) <Cuw(zr)w(y).
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Les principales propriétés des poids de Beurling que nous aurons a
utiliser dans cet article sont décrites dans I’Annexe A.

Notre théoréme principal est alors le suivant

Théoréme 1. Soit Py un opérateur linéaire continu sur L2(R™) tel que
i)  Pp est un projecteur: Pyo Py = Py,

ii) Py est invariant par translations entiéres:

Py(f(z—k)) = (Pof)(z — k),

pour tout f € L? et pour tout k € Z™.

On note Vo = Im Py et Vy = (Ker Py)*. Soit enfin w un poids de
Beurling symétrique (1.e. w(z) =w(—=z)). Alors

a) §i Vo a une base de Riesz de la forme (ps(z — k))1<s<D, kezn
avec les o5 € L?(wdz) et si Vy* a une base de Riesz de la forme (1s(z —
k))1<s<D, kezn avec les s € L*(wdz) alors la base duale (p}(z — k))
des (ps(z — k)) dans Vg vérifie que ¢} € L?(wdx) et Uopérateur Py a
un noyau w-localisé p(z,y).

b) Inversement, si Py ¢ un noyau w-localisé alors Vy a une base
de Riesz de la forme (ps(z — k))1<s<D, kez». Le nombre D ne dépend
pas du choiz de la base de Riesz, mais se calcule d l’aide du
“périodisé” p(x,y) de p(z,y) par les formules suivantes

(12) #(e,y) = > p(z,y—k),

kezn

(13) D= // p(z,y)p(y,z)dydz.
[0,1]™ x[0,1]"

(On montrera en particulier que p(z,y) est une fonction Z™ x Z"-
périodique de carré intégrable sur [0,1]" x [0,1]™).

¢) Sin =1, on peut de plus choisir la base (ps(x —k))1<s<D, kezn
avec @5 € L*(wdr) si p(z,y) est w-localisé. Cela est fauz en général
pour n > 2 mais 31 Vy a une base de Riesz

(ps(z — k))1<5<D, kezn



PROJECTEURS INVARIANTS 291

avec ps € L?(w dz) et si p(z,y) estw-localisé alors la base duale (p}(z—
k)) des (ps(z — k)) dans Vg vérifie o} € L?(w dz).

d) En particulier, si un sous-espace Vo de L? a une base de Riesz
de la forme (ps(z — k))1<s<D, kezn avec ps € L*(wdz) alors il a une
base orthonormée (Ys(z — k))1<s<D,kezn avec s € L*(w dx).

Nous traiterons le cas n = 1 dans la section consacrée au cas de la
dimension 1. Nous donnerons également un contre-exemple dans le cas
n = 2 dans le Contre-exemple numéro 2.

Avant de démontrer le Théoréme 1, nous allons démontrer une série
de lemmes sur les bases de Riesz invariantes par translations entiéres.

1.1. Familles de Riesz invariantes par translations entiéres.

Pour deux fonctions f et g de L2(R™) nous définissons la fonction
de corrélation C(f,g) par

(14) C(f,9)(€) = > F(&+2km) (€ +2km).

kezn

La fonction C(f, f) est appelée fonction d’auto-corrélation de f; la
série qui la définit converge presque-partout vers une fonction 27Z"-
périodique intégrable sur [0, 27]" et

L — 2
G /[] C(f,F)(€)dE = £} -

Comme

Y If(&+2km)] 13 + 2km)| < V/C(F, F)(€) V/Clg,9)(€)

kezn

par Cauchy-Schwarz, on voit que C(f,g) est définie presque-partout et
est une fonction 27Z"-périodique intégrable sur [0, 27]".

Lemme 1. La famille (f(z — k))kez» est presque-orthogonale si et
seulement si C(f, f) € L.

Le lemme est immédiat: pour (Ai)kez» une suite presque-nulle on a
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> e e, N de.

kezn

| 3 210, = o e

kezr

Demander que (f(z — k)) soit presque orthogonale revient & demander
que /C(f, f) soit un multiplicateur de L%([0,27]"), et donc que C(f, f)
soit essentiellement borné.

Une famille de Riesz (fx)kex de L2(R") est une famille (fx) qui

est une base de Riesz du sous-espace fermé qu’elle engendre dans L.

Lemme 2. La famille (fs(z — k))1<s<D, kez~ €st une famille de Riesz
st et seulement st la matrice d’autocorrélation

M(&) = (C(fs, for))1<6,56'<D
vérifie
i) les coefficients C(fs, fsr) sont essentiellement bornés,
i) il existe C > 0 tel que |det M(&)| > C p.p.
Les conditions i) et ii) reviennent a dire que M € Mp(L*>) et que
M est inversible dans Mp(L*°), ou Mp(L*>) est 'algebre des matrices
D x D a coefficients dans L*°([0, 27]").

Le lemme est immédiat. En effet, si (fs(z —k)) est la base de Riesz
d’un espace W et si (f5(z —k)) est la base duale de fs(z — k)) dans W,

on a f;zzzgg’fgl(x_k))f&,(:c—k),
d’ou -
) = ; <Zk:(f;,fg‘,(;c - k))e-”‘f) F ()
- ; C(f3, F3)(E) for(£)
d’ou

C(f3,fs) =Y C(f3,f3) Cfs, f5) .-

6”
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Comme :
—ik
C(f3 for) =) (fi, for(x —Rk))e ™ =1,
k
on voit que M({) a pour inverse la matrice d’auto-corrélation M* des
fi. Comme les f5s et les f; engendrent des familles presque-orthogona-
les, leurs matrices d’auto-corrélation sont a coefficients dans L™ et en

particulier
1

~ ldet M*|lo
Inversement, si M(§) vérifie M € Mp(L™) et inf essdet M > 0,

alors presque partout M(¢) est une matrice hermitienne définie positive
et donc

det M(£) >

M
(Ase- -y Aa) M(E) ( :
M

) > 96 NP

pour (&) la plus petite valeur propre de M(€). Or on a

det M(¢)

v(€) = aé)p—_l

ou C(§) est la plus grande valeur propre de M(£); on a
/
c©) < D' (X Cln 1))
[

v(&) est donc minoré indépendamment de £ par une constante v > 0 et
on a, en posant vs = Y, Aks e~ ke

kezn 5

|5 Sheste bl = o /W@h---’w( )

d¢

0,27|"

[

- @y 72 Z esl?.

La famille (fs(z — k)) est donc bien une famille de Riesz.
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Pour deux familles de fonctions (fs)1<s<p et (g:)1<e<E, nous défi-
nissons la matrice de corrélation M((fs),(g.)) comme la matrice

(C(f6,9¢))1<6<D,1<e<E -

Enfin deux sous-espaces fermés V et W de L? seront dit en dualité si
onaL?=V @®WH"; celarevient & demander qu'il existe un projecteur
continu de L? sur V parallélement 3 W+.

Lemme 3. Soit V et W deuz sous-espaces fermés de L2(R™) tels
que V a une base de Riesz (fs(z — k))1<s<p et W une base de Riesz
(ge(z—k)1<e<E- Sotent par ailleurs (p,)1<5<H une famille de fonctions
de V et (Yg)i1<o<T une famille de fonctions de W. Alors

o) M((¢q),(¥0)) = M((y),(f5))M((f5),(9¢))M((92), (¢s)) ot
(f5(x —k)) est la base duale des (fs(z — k)) dans V et (gX(z —k)) la

base duale des (g.(z — k)) dans W .

b) (pn(r —k))1<n<H, kez» une base de Riesz de V si et seulement
st D=H, M((¢y),(f5)) € Mp(L™) et est inversible dans Mp(L>).

¢) Si N(€) = (Nsg) est définie par N(&) = (M(fs),(fs)))"1/? et

$s =) Nss () fo(£),
:

81

alors les (ps(x — k))kezn forment une base orthonormée de V, (“Or-
thonormalisation de Gram”).

d) V et W sont en dualité si et seulement st D = E et M(f5),(ge))
est inversible dans Mp(L®). De plus la base duale (v;(z — k)) des
(fs(x — k)) dans W se calcule par 43 = 5, N5 (€) ge ot la matrice N
vérifie M((fs),(ge))'N = Id, ou encore N = M((g.),(f5))".

Le lemme est immédiat. Le point @) provient des identités
n=D_Clen f5) fs
5
et
Yo=Y C(to,gt)ge =Y C(gt,¥o) de -

Si les (p,(z — k)) forment une base de Riesz de V, le rang de
M((¢y),(¢q)) est H p.p.; or d’apreés la formule a) il est < D p.p.
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puisqu’on peut factoriser M((fs),(fs)). On obtient alors H = D. De
plus le calcul du déterminant de M((¢,),(¢,)) donne

det M((i09), (n)) = det M((f5), (f5)) |det M((05), (f))I?,

ce qui prouve que |det M((p,),(f5))| se minore p.p. par une constante
> 0. M((¢y),(fs)) s'inverse donc dans Mp(L*). La réciproque est
immédiate par le Lemme 2 et b) est démontré.

Pour vérifier ¢), on remarque qu’il est immédiat que les (ps(z —k))
forment une base de Riesz de V puisque M((ps),(f5)) = N(€) et donc

1
Vdet M((f5),(f5))

Que N(§) soit a coefficients L™ est évident: on a

det M((ws),(f5)) =

+oo
MO =2 [ areme) e

Comme M(§) € Mp(L®) et que
(1+£2A(€)P < det T+ £M(€) < (1+8A(€))P

ou A(&) et A() sont les plus petites et plus grandes valeurs propres de
M(€), on obtient immédiatement

1

(T + 2M(€) ™ Imprey £ C T+

et donc N(€) € Mp(L*>). Pour vérifier que la famille (¢s5(z — k)) est
orthonormée, il faut et il suffit de vérifier que M((¢s),(¢s)) = Ip; or

par a)
M((ps), (¢s)) = N(&) M((fs), (fs)) N(&) = 1.

Le point ¢) est donc démontré.

Enfin d) est évident car V et W sont en dualité si et seulement si W
a une base de Riesz (v;(z—k))1<s<D, kez» telle que M((f5),(v;)) = Ip-

1.2. Projecteurs w-localisés.

Nouspouvons maintenant passer a ladémonstration du Théoréme1.



296 P. G. LEMARIE-RIEUSSET

a) Cas ou Vj et V* ont des bases de Riesz invariants par translations
entiéres et dans L%(w dr).

Si V a une base de Riesz (ps(z — k))1<e<D, kezn €t V' une base
de Riesz (s(z — k))1<s<D, kez~ avec ps et s dans L?(wdz), il est
immédiat que la base duale (p3(z —k)) des (ps(z — k)) dans V§* vérifie
également que ¢} € L%(wdz): il suffit de remarquer que la matrice de
corrélation M((ps),(%s)) s'inverse dans Mp(K,,) d’apres le lemme de
Wiener (démontré dans I’Annexe A.3).

Maintenant P, se calcule par

D
(15) Pof =Y > (fei(z — k) ps(z — k)

kEZ™ 6=1
et il suffit de vérifier que lorsque ¢ et * sont dans L%(w dz) la fonction

a(z,9) = 3 lo*(y — k)| lp(z — k)|

kezn
est localement intégrable dans R™ x R™ et appartient &

L*([0,1]" x R™,w(z — y) dz dy).

Le noyau p(z,y) de Py se calcule alors comme

D
YD vy — k) ps(z — k)

kezn 6=1
et sera w-localisé. Or 'estimation sur ¢(z,y) est immédiate

J[ we-|Siew-nlieta - bIf doay
k

z€fo,1]"

y€ER"
< // (Z le*(y = k)*w(y — k) lp(z = k)*w(z - k))

€)™ ™ X
yER™

1 1
' (“’(” - y);w(z k) w(y — k)) de dy

<c [[ Sletw-mety-Blse - et - k) dedy
zefo," ¥
y€ER™

e / o () Peo(y) dy / ()Pl dz .
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Le point i) du Théoréme 1 est donc démontré.

b) Cas ou Pj a un noyau w-localisé.
On commence par remarquer que la fonction p(z,y) définie par

B(z.y)= D ple,y— k)

kezr

(qui est Z™ x Z™ périodique: cela est évident en y; pour la variable z

il suffit de remarquer que p(z + k,y) = p(z,y — k) par invariance de
Py) est de carré intégrable sur L2([0,1]" x [0,1]"). Cela est immédiat

puisque

| S tptey — )| dedy

[0,1]7 x[0,1]» *€Z"

< Y Ip(z,y = k)Pw(z -y + k)
fezn

1
N i dy
2. 5T H

[0,1]7 x[0,1]"

<C Y Ip(z,y = k) Pw(z —y + k)| dzdy

[0,1]7 x[0,1]" K€Z"

= C’/ / [p(z,y)[Qw(x —y)dzdy < +o0
[0,3)» JR"

par hypothése. En particulier, on peut définir un opérateur continu P
sur L%([0,1]") par

. 1
(16) Pf=Aﬁ@wH@Mw

Lemme 4.
i) SifeL¥wdz)alors f =3¢z f(z — k) € L*([0,1]7).
ii) Sif € L%*wdx) alors Pyf € L} (wdx).
i) Si f € L*([0,1]")on a (Pof)™ = P(f).
iv) P est un projecteur de L%([0,1]") sur
Vo={f: feVnL}wdz)}.
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Le lemme est facile & démontrer. En effet

r — 2 xr
A)J}JZf( BPd

kezn
[f(z = k)Pw(z — k)
/o Ja]n k%;,, kgz:" w(:c - Ic)
C Z Hf”L"’(wdz) ’
kGZ"

ce qui prouve i).

Pour vérifier le point ii), on écrit

Je@) [ s i e
</ wm(; ([ 20 )
([ s ) 2)2dz
< J (3 s 0tz =D
Jersone 0P 00)(E =)
Y€

<Cy If(y)lzdy w(k)

k+[0,1

/ / p(z — k,y — k) (e — k) dy dz
zeR" Jyek+[o0,1]n

< C'/ / Ip(z,y)w(z — y) dy dz
zekr Jyeo,1jn

- / |F(@)Pw(y) dy < +co.

Pour vérifier le point iii), on remarque que L%([0,1]") se plonge dans
L?*(wdz) en prolongeant les fonctions de L?([0,1]") par 0 en dehors
de [0,1]"; si f € L%([0,1]") on a alors Pof € L% (wdz) et (Pof)™ €
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L%([0,1]™). De plus, on a presque partout
P = [ seniwa=3 [ oo~k i)y
=¥ [ se— k) @) dy = 3 Pos(e = b),
r JB" k

ce qui prouve iii).
Le point iv) est alors évident: si f € L%([0,1]") P(f) = (Pf)~ €
Vo et il suffit de vérifier que si f € Vo N L?(w dz) alors P(f) = f. Or

P = [ ey =B Y fw-pdy
) k P
=/0 1]"Zp(ﬂf-Fk,y)Zf(y—p)dy
4
Z/ Zp(z/+k—p,y-p)f(y—p)dy

peZ”

Z/Ol] > p(z+ky—p)fly—p)dy

peEL"

- ;/mnpmk,y)f(y)dy
=S (Pof)(z + k)
k

= f(2).

Lemme 5. Vy est de dimension finie D ot D est donnée par (13).

En effet, comme p(z,y) € L2([0,1]" x [0,1]"), I'opérateur P est un
opérateur de Hilbert-Schmidt et donc compact. La boule-unité BdeV,
est bornée, donc P( B) B est relativement compacte; cela implique
que dimVy < 4o0. Si (fs)1<6<D est une base de Vo et (fg) la base
duale de (f5) dans (Ker P)*, alors on a

D
(17) p(z,y) =) fi(y) fs(z) pp.
6=1
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et donc

D D
Bz, y) By, @) dzdy = Y (fs, for)?
1

[0,1]" x[0,1]"

Le Lemme 5 est donc démontré.

Bien entendu le Lemme 5 est insuffisant pour conclure que V; a
une base de Riesz de la forme (ps(z — k))1<5<D, kezn. Cela peut étre
éclairé par la remarque suivante:

Lemme 6. Soient f1,...,fp € L*(wdz). Alors la matrice de Gram des
vecteurs (fs)1<s<p est la matrice d’auto-corrélation des fs M((fs)(fs))
en £ =0.

En effet, si on calcule le produit scalaire de f5 et de fs on obtient

/[o,l]n fo(z) fo(z)dz = /[0'1]" (; fs(z — Ic))fé,(;,;)dz
= | fi(z)fo(a)de
]Rn

:/mn fﬂ(l')Zf_é'(I—k)dx
k
= Z (fs, fs'(z — k)) = C(fs, f5')]e=o -

kEZn

Ne considérer que V; ne renseigne donc sur les matrices de corrélation
des éléments de Vg qu’en 0, alors qu'on a besoin d’un renseignement
sur tout [0,27]". On va donc faire “varier” Vp. Plus précisément on
note Vg l'espace Ve = {e7*¢f : f € Vp}, Ve ={eT " f: f e VS,

P le projecteur sur Vg parallelement a (Vs*)l, Pe son noyau (qui est
w-localisé puisque p¢(z,y) = p(z,y)e’¥=2)) et enfin VE = {f : f €

Ve N L*(wdz)}.

Lemme 7. La dimension de f/E vaut D pour tout €.
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En effet P; est un projecteur invariant par translations entieres a
noyau w-localisé. La dimension de V¢ se calcule alors comme

dim ; = // Be(2, ) Pe(y, ) dz dy
[0,1] x[0,1]"

Par convergence dominée, on vérifie immédiatement que cette intégrale
est une fonction continue du parameétre £. Comme elle prend des valeurs
entiéres, elle est constante.

Nous pouvons maintenant montrer que Vy a une base de Riesz de
la forme (ps(z —k))1<s<D, rezn. En effet, nous savons que pour chaque
& € [0,27]", dim 1750 = D; il existe donc D fonctions f&°, ..., fg’ dans
Vo N L?(w dz) telles que ((;'i’5°f§°)~)15550 soit une base de V; or la
matrice de Gram des (e"""f°f§°)"’ n’est autre que la matrice d’auto-

corrélation des (fs°) en { = &. Cette matrice est a coefficients dans
A(T™) ; si son déterminant est non nul en £ = &, il reste non nul et
minoré par une constante y(€) > 0 et les coefficients de la matrice
restent bornés par 1/v(€p) sur une boule B(&p,7(§)). Comme [0, 27]"
est compact, on peut extraire une famille finie B(4,7(€a))1<a<a qui
recouvre (0,27]". On note

B, = -B(fas T(fa)) n [07 2W]n s
Co =By \ U Bg
B<a

et
D, = U Co + 2km.
ke2rnzn

Nous allons montrer que la famille (¢s5)1<s<p définie par

A
&s(6) =Y fi*xp, ()
a=1

convient

o Si Gsa = fooxp.(€) alors gsq € Vo et donc g5 € Vy: d’abord
$6.0 € L% car xp, € L*; ensuite si g € (V) alors

Clps,0,9) = XD (E) C(f52,9)(€) =0
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car

C(f5=,9)(&) = )_(fi*(z+k),9)e™*¢ pp.

kezn

et g est orthogonal a tous les f;*(z + k). Comme

Clpsar9) = D (wsalz +k),9)e*¢ pop.,
keLr

on conclut en particulier que (ps,q,9) = 0, et donc s € Vp.

C(ps,p8) = ZZXD,, xp, C(fs°, )
(o) °
= xp. C(f5, £57)-

On en conclut que les coefficients de la matrice d’auto-corrélation des
(¢s) restent majorés par maxj<a<a 1/7(€s) et que son déterminant
reste minoré par inf;<a<4 7(€a)- La famille (ps(z —k))1<s<D, rezn est
donc une famille de Riesz de Vj .

o Il reste a vérifier que les ps(z — k) engendrent tout V. Or si f €
Vo N L*(wdz), (e %% f)~ s’exprime comme une combinaison linéaire
des (e %2 f§° )~ si £ € Cq avec les coefficients bornés: ces coefficients
75,a(§) sont solution de

71,a(€) C(ff. f)
()L =

*\rpal6) c(fs . f)
Si
Rso(€)= ) msalf+2km),
ke2nzn
alors on a

fXD. = Rsa(€)xp.(6) f5°
)

et en fin de compte on obtient

=y (Z Ra,a(f)XDn(f)) 35

5
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ce qui prouve que f se décompose sur les ps(z — k). Comme Vp N
L?*(wdz) est dense dans V;, (puisque Vy N L}(wdz) = Py(L?*(w dz)) et
que L*(wdz) est dense dans L?), les (ps(z — k))1<s<D, kezn forment
une base de Riesz de V.

Le point ii) du Théoréme 1 est donc démontré.

¢) Fin de la démonstration. Rappelons que nous renvoyons a des
sections ultérieures la démonstration du cas n = 1 et le contre-exemple.
Le point d) est démontré dans I’Annexe A.3. De méme, le Lemme 16
nous apprend que si V; a une base de Riesz (ps(z —k))1<6<D, kezn avec
s € L*(wdz) alors la base duale (y5(z — k)) des (ps(z — k)) dans
Vo vérifie également 15 € L?(wdz). Or la base duale (p}(z — k)) des
(¢s(z — k)) dans V§* se calcule par la formule 5 = Py,

(05,08 (z — k) = (B s, oo (¢ = k) = (¥5, Po(ps (2 — k) = 85,6001,0 -
Si Py a un noyau w-localisé, il en va de méme pour Py (qui a pour
noyau ¢(z,y) = p(y,z)) et donc Py (s) € L?(w dz) d’apres le Lemme 4.
II. Le lemme des vaguelettes.

Nous allons donner ici un lemme des vaguelettes associé a une
matrice de dilatation sur R". La formulation est déja nouvelle dans le

cas classique des dilatations dyadiques.

Proposition 1. Soit (fj)jez, kez» une famille de fonctions dans
L?%(R") telles que, pour un € >0 et un a > 0, on ait

D) fik € L((1+ [lz])"**dz) et

[1fia@P @+ alyeds < 1.
i) fjx € H* (espace de Sobolev) et

/ (14 ) |fia(©)P de < 1.

iii) /fj‘k dz =0.
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Alors la famille (¥ x)jez, kezn définie par
Yik(a) =2 f; (P — k)
est presque-orthogonale dans L%(R™). Plus précisément, il exziste une

constante C(e, o) ne dépendant que € et de a (mais pas des f; ) telle
que pour toute suite presque nulle (A\j ) on ait

(18) “Z > Ak 1/’j,k“2 < C(e,a)(z > If\j,klz)m-

JEZ kezn JEZ keZn

Le lemme des vaguelettes “traditionnel” impose les conditions plus
fortes aux f;x

[fi(z) = Fie@)l 1

A+ )™ fikllo <1 et sup ,
” ” J oo 2y |1,__y|a

pour un ¢’ et un o' > 0 (et [ fj xdz = 0). Il est facile de vérifier que
si les f; ; sont de telles vaguelettes, alors il existe £, a et v > 0 tel que
les v fj & vérifient i) et ii). Le lemme traditionnel ne suffit pas pour
traiter le cas de bases d’ondelettes discontinues: le systéme de Haar
par exemple, mais également des bases d’ondelettes bi-orthogonales a
support compact qui peuvent étre irrégulicres au sens de Holder mais
sont toujours mieux que L? au sens Sobolev [7].

La Proposition 1 est un cas particulier du Théoréme 2 que nous al-
lons décrire ci-dessous. Nous considererons une matrice de dilatation A
au lieu de la multiplication par 2. Nous allons remplacer la localisation

f € L%(1 +|jz|)"**dz) (ol la norme || - || est homogéne pour la multi-
plication par 2: ||2z|| = 2||z||) par une condition adaptée a 'opération
de A.

Definition 3. Soit A une matrice de dilatation sur R™. Une pseudo-
norme sur (R", A) est une fonction p définie sur R™ telle que

a) p est C™ sur R"\{0} et continue en 0,
b) pour tout x # 0, p(z) >0 et p(r) = p(—x),
¢) pour tout x € R", p(Az) = |det A| p(z).
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Dans I’Annexe B, I'existence et les propriétés des pseudo-normes
sont démontrées, en particulier les propriétés suivantes:

e Unicité: si p' est une autre pseudo-norme sur R", alors on a pour
deux constantes C et C' strictement positives et pour tout z € R™:

Cp(x) < p'(x) < C'p(a).

e Comparaison avec || - || : il existe deux constantes ag et a; (0 < ap <
a1) et une constante My > 0 telles que

1 a o4 :

(19) iz 1517 < plz) < Mol2|™ st lef < 1,
1 [e 4 (s 5] :

(20) 7z 1ol < p(e) < Mo =] si flz]f 2 1.

e Inégalité triangulaire: il existe une constante C; telle que

(21) p(z,y) < Ci(p(x) + p(y)).

e Croissance de la norme: il existe une constante C, telle que pour tout
z € R™ et pour tout A € [0,1],

(22) p(Az) < Cy p(z).

La pseudo-norme p(z) se comporte comme ||z||”. En particulier, on a

1 ) .
® / . dr < 400 si et seulement si € < 1.
o(z)<1 P(T)

1
® / ~ dz < 400 si et seulement si £ > 1.
p(z)>1 p(‘T)
e Pour ¢ > 0, w(z) = (1+ p(z))'** est un poids de Beurling sur R”.

Enfin comme la transformation de Fourier transforme 'opération
de A en l'opération de A= ou A est la transposée de A, il est naturel
également d’associer & A une pseudo-norme j sur (R”, A). Le Lemme
des vaguelettes est alors le suivant:

Théoréme 2 (Lemme des vaguelettes). Soit A une matrice de dilata-
tion sur R", p une pseudo-norme sur (R™, A) et p une pseudo-norme sur
(R",/i). Sott (fjk)jez, kezn une famille de fonctions de L*(R™) telles
que, pour un € > 0 et un a > 0, on ait
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i) fix € LY(1 + p(z))*edz) et

[1fu@Pa+ ) de <1,

i) Fix € L2((1 + (€))de) et

/ F©OR(+ B de < 1,

iii) /fj,k dz =0.
Alors la famille (¢ k)jez, kezn définie par
pjk(z) = |det AP/2f;  (Alz — k)

est presque-orthogonale dans L?(R™). Plus précisément, il eziste une
constante C(e,a) ne dépendant que de ¢ et de a telle que pour toute
suite presque nulle Aj ) on ait

(23) “Z > Aj,k¢j,k§‘2 <Ca) (303 a2

JEZ keZ™ JEZ ke

DEMONSTRATION. Le principe de la démonstration est trés simple. On
pose
Fj=Y Xk fix(z = k)
kezr

et
Gi= > djatjk.
kezn

. . 1/2
Alors il est clair que [|G, |2 = [1Fyll2 et que [IFyll2 < C( T yezn Mil?)
du fait que (1 + p(z))'*¢ est un poids de Beurling. Le Lemme des
vaguelettes est donc un lemme de presque-orthogonalité entre échelles
j- En fait, on va montrer qu'il existe o’ et ¢’ > 0 tels que, en notant I
l’opérateur d’“intégration fractionnaire” I, f(§) = ﬁ({)““lf(f) et Dy
'opérateur de “dérivation fractionnaire” D, f(€) = p(&)T* f(€), on ait

o Iofir € L2((1+ p(x))'+') et /)I,,: Fir(@)PQ + p(z)) e dz < C,
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¢ Do fik € L*((14p(z))'*) et / Do fik(2)*(14p(2))' ¥ dz < C,

ou la constante C ne dépend que de a, €, a' et €' (et de n et de A). On

obtiendra alors 12
1w Fll < C( 30 sl
kezn

et de méme

1Da sl < (3 Mael?)

kezn

du fait que
Lo (fin(z — k) = (Ia fik)(x — k)

et que
Do (fik(z = k)) = (Do fix)(z — k)

et que (1 + p(z))'*¢ est encore un poids de Beurling. Maintenant il
suffit de constater que les opérateurs I, et Do sont homogenes par
rapport a la dilatation A

(24) I (f(Az)) = |det A|_°’,(Iarf)(Ax) ,

(25) Dy (f(Az)) = |det A|*' (Do f)(Az).

On calcule alors, si j > j', (G}, Gjr) comme (G;,Gji)=(Io Gj, Do Gjr)

et donc

(G5}l < Claet 401 (32 ) (3 al)

kezr kezn
Cette derniére majoration suffit a assurer (23) puisque
—a =31 % {1 _|£1e_t_’_4_|.i> 2
ijzj;weml Ml < (L2 s MY

La démonstration du Théoréme 2 est donc ramenée a celle du lemme
suivant

Lemme 8. Pour tout € et a > 0 il eziste €' et o' > 0 et une constante
C > 0 tels que
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i) si f € L2(1+p(e))'*ede) et f € L*((1+ p(£))*dE) alors
/ |Dar f(@)[2(1 + p(2)) '+ dz

(26)
<c ( [is@Pa+ sy +as+ [1iePa+ ﬁ(é))"d£> ,

ii) si f € L*((1+ p(z))'**dz) et [ fdz =0 alors

(27) /lIa’f(.’L')]2(]_ + p(:z;))1+z' dz < C/ If($)|2(1 + p(:l)))H-E dz .

Pour démontrer le lemme, on introduit les espaces fonctionnels L,z7
et H, pourn >0
LI = L*((1 4 p(z))"dx)

et
H, = {f € L*: il existe ge L2, =g}

muni des normes

1/2
Ifllzz = (/(1 + p(x))"| f(z)[? da:)

et

Wl =gl (F=3).
Pour n > 1, H, est une algebre de Beurling et on note M, I'espace de
ses multiplicateurs.

Désignons par 6 une fonction C* sur R” qui coincide avec p lorsque
p(z) > 1 et qui vérifie 6(x) > 0 pour tout ¢ € R™ (y compris 0). On
note ., la fonction &, (x) = 6(x)". Si z € C vérifie Rez = 1 alors Ga:rf
appartient & L? = Hy si f € L2((1+ p(£))*d€) et

160zl < C N+ 5(E)) Sz -
Si Rez = 0, on vérifie facilement que 64, € M4, et que
|oazllrye SC(1+ |z|)N, pour un N € N;

il sisflit de remarquer que 6. est bornée ainsi que toutes ses dérivées et
d’appliquer le critére d’appartenance a M;4. démontré dans I’Annexe
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A.2; pour controler les dérivées de G4., on remarque que pour p(z) <
|det A|? on a un contréle immédiat de |0%64.(z)/0z?| par C(1+|2|)I!;
pour j(z) > |det A|? on remarque que si |[det A < j(z) < |det A|PF?,
alors &q:(z) = |det A|**95,,(A7z), or les coefficients des matrices
A~J se majorent indépendamment de j pour j > 3 de sorte que les
dérivées de G,. sur {£ : |det A~ < (€) < |det AJ"*!} se majorent
indépendamment de j (pour j > 3) par les bornes des dérivées de G4,
sur {¢: p(z) < |det A]*}. On a donc pour Rez =0,

“&az.f”iﬁ.,., < C(l + IZI)N”f”H1+¢ .

On en conclut que pour 0 < 8 < 1, Gasf € [Hite, Holjg) = Hi1-6)(14¢)-
(I est immédiat de déterminer 'interpolé complexe [H, 4., Holjg], puis-
que par transformation de Fourier on sa rameéne a 'interpolé complexe
[L3,., L3]g), c’est-a-dire I'interpolé d’espaces L? & poids qui est donc
bien connu). Si 6 est suffisamment petit, (1 —8)(1+¢) > 1.

On a donc montré que si n est suffisamment petit, 6,f € Hyi.(y)
avec £(n) > 0 et

160 flHyyeiy < C) (IFNlz2,. + 111+ B(E)*72f]l2) -

14e

On va montrer que 5\,,f € Hy4.(y) quitte a diminuer £(n). En effet, on
fixe p et 1p C* a support compact avec ¢ =1 pour p(z) < letyp =1
au voisinage du support de ¢. Alors on a

HEF = BE) () ;”—1(5—) B(E) 5y f + (1= 9(£))5a(6) f -

Les fonctions 1 /&, et 1 — ¢ sont bornées ainsi que toutes leurs dérivées
et sont donc des multiplicateurs de 'algebre de Beurling Hy (). Par
ailleurs la fonction p(€)7p(€) est la transformée de Fourier d’une fonc-
tion I', étudiée dans I’Annexe B.2: on montre que [T',(z)] < C(1 +
p(z))"1~" de sorte que T, € Lf+s(n) si €(n) est choisi strictement

inférieur a 7. On obtient donc p(£)"f € Hyte(y) si n = Oa avec 8§ <
e/(14+¢) et e(n) < inf{n,e—0(1+¢)}. L'inégalité (26) est donc démontré
avec o' <ceaf(l+¢)et e <inf{a',e —a'(l+¢)/a}.

Pour estimer I, f, on remarque d’abord que quel que soit n > 0,
G(€)™" est un multiplicateur de Hyy,. (i.e. &(§)™" € M;4.) puisque
c’est une fonction C'* bornée ainsi que toutes ses dérivées. On fixe a
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nouveau ¢ € C* a support compact telle que ¢(€) =1 pour 5(¢) < 1.
On a alors

AET =€) (O f+ (1= (€) ()" f.
Pour n < 1, on définit la fonction A, par A,, = p(€) "¢; enfin on
désigne par g la fonction définie par § = (1 — )67 f. 1l est clair que

Lf =0, f+g,oug€ L*(1+ p(z))'*edz). Pour étudier A, * f, on
remarque que, puisque [ fdzr =0, on a

Ay * f = L(z) + L(x)
I(z) = / (An(z - y) - Az) f(y) dt

p(y)<p(z)/2Cy

he = [ (B )= @) f)dy.
p()>p(2)/201 "~
C est la constante introduite dans I'inégalité triangulaire (21). De
meéme ag sera ’exposant introduit dans les inégalités (19) et (20). Alors
I’étude de la fonction A, menée dans I’Annexe B.2 permet de majorer,
pour tout v < ag, par

(@) <€ [ G ) el dy.

Or p(y)"g(y) € L2((1 + p(z))!+e~27) c L} (R") si v < €/2; si 7 est tel
que 7 < inf{1, ag,€/2}, alors I;(z) € L%((1 + p(z))'**(Mdz) pour tout
e(n) < inf{(e — 2n)/3, 00— n}.

Pour controler I, on écrit
Bl [ epa) Il
p(y)<p(z)/2C,
* / (L+p(z = y) 7" |f(y)ldy = J1 + T2 .

p(y)>p(z)/2C,
p(z—y)<p(z)/2Cy

Pour J;, on remarque que si v < ¢/2 alors p(y)”|f(y)] € L%((1 +
p(z))T€27dz) C L! et donc

1 < C(1+ p(a)) 477,
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de sorte que si 7 < ¢/2 alors J; € L*((1 + p(z))'*+*™Mdz) pour tout
e(n) < (e — 2n)/3. Quant a J,, on le majore par

5 < / (1+ plz — )77 (1 + p(y))” | f(v)| dy

puisque p(z — y) < p(y), et a nouveau
J2 € L*((1+ p(2))'**("dz)
pour 1 < /2 et e(n) < (¢ — 2n)/3. (27) est donc démontré pour

— ]
a'<inf{1,ao,§} et s'<inf{%

yap —a'}.

Le Lemme 8 et le Théoréme 2 sont donc démontrés.

III. Bases d’ondelettes et analyses multi-résolutions.

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme d’existence des ana-
lyses multi-résolution.

Théoréme 3. Soit A une matrice de dilatation sur R™ et

(%e,jk)1<e<E, jez, kezn
une base de Riesz de L*(R™) de base duale (¥ ;) telles que
1) e () = |det A|I/2 (Al — k),
i) o7 ;(z)=|det APy (Aiz — k),

iii) il eziste n > 1 tel que . € L*((1 + p(z))"dz) (ot p est une
pseudonorme sur (R", A)) et tel que ¥ € L%((1 + p(z))"dz),

iv) il eziste @ > 0 tel que P, € L2((1 + p(z))*dz) (ot j est une
pseudo-norme sur (R™, A)) et tel que ¥ € L2((1 + p(z))*dz),

v) AZ" CZ™.
Alors

a) [tedr = [¢prdz = 0 (de sorte que les 9, ;i satisfont les
hypothéses du lemme des vaguelettes).
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b) Le projecteur de sommes partielles Py défins par
E
(28) Pof =) 3 ) (Fidl 0)veik
j<0 e=1 k€Zn

est invariant par translations entiéres et a un noyau w-localisé pour le
poids de Beurling w = (1 + p(z))".

¢) En particulier, Vo = Im Py a une base de Riesz de la forme
(ps(z — k))1<6<D, kezn, 0t le nombre D vérifie

(29) E = D(|det A] - 1).

REMARQUES.
i) Si n = 1, on peut choisir ps € L?(w dz) d’apres le Théoréme 1.

ii) La conclusion ¢) est fausse sous I’hypothése 3. € L?((1 +
p(z))"dz) pour un n < 1 comme le montrera le Contre-exemple numéro

DEMONSTRATION.
a) La nullité des intégrales [ dz et [} dr provient du lemme
suivant:

Lemme 9. Soit f € L*(R™) telle que la famille
(fixk = |det AP’ f(Alz — k))jez, kezn
soit presque-orthogonale. Alors, si f € L', [ fdz =0.
On raisonne par I'absurde. Si [ fdz # 0, il existe Ry, tel que
1
[ sway<g| [ra.
p(y)>Ro

On note B = {y: p(y) < 1} et xp sa fonction caractéristique. On a

(xB, fix) = |det A|73/2 / fly)dy.
p(y+k)<|det A



PROJECTEURS INVARIANTS 313

Si p(k) < |det A}? J2C et si j est suffisamment grand pour que RyC; <
|det A)? /2, on obtient

3 ‘
I(XB,fj,k)l > 1 | /fdxl |detA]—J/2_
On obtient donc

ZZ [(xB, fix)I?

> 16|/fdz| " |det A #{k € Z" : p(k) < (1:1 (det A7} .

Jj2Jjo

Maintenant si y vérifie p(y) < |det AJ/4C?, et si k € Z™ est tel que
y€k+[0,1]", ona

1 .
p(k) < Cy(p(y) + p(k —y)) < ic, |det A +C',

de sorte que si j est assez grand pour que C' < |det A} /4C,, on a
p(k) < |det A)7/2C;. Cela prouve que pour j assez grand

1 .

" < — il = n

#{k 2" : p(k) < 5o ldet AP [ k§ez:" k +10,1]
p(k)<|det AP /2C,

1 A
. - J
> {y: o(y) < 307 et Al H
‘ 1
= |det A’ |{y : p(y)SE%-H-

On obtient donc

ZE l(xB, fi.k)I?

> 161/fd:c I{y py)_4cz | Z|detA|_] |detA[J—+oo

i2n

ce qui contredit la presque-orthogonalité des f; i.
b) On note @Q; le projecteur

E
Qif =) > (fidlin) bk

e=1k€Z"
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de sorte que I = 3. Qj et Po =3, 0Q; =1 —30,5,Qj. Or Q; est
invariant par translation par A™/Z" de maniére évidente. En particulier
pour j > 0, A™JZ™ D> Z" et donc Q; est invariant par translations
entieres. Comme Py = I — ijo Q; on voit que P, est invariant par
translations entiéres.

On note ¢;(z,y) le noyau de Q;(z,y). Comme (1 + p(z))" est un
poids de Beurling, on sait que

/ / lgo(z, 9)Pp(z — y)" de dy < +oo.
[0,1]n JR»

Par ailleurs gj(z,y) = |det A’ go(A’z, A’y) de sorte que pour j > 0

/ / lgi(z,y)|*p(z — y)" dz dy
[0,1]™ JRR"
= / / lgo(z,y)*p(z — y)" |det AP~ dz dy.
Aifo,1]n JRr»
Or la fonction z fmn lgo(z,y)|>p(z — y)" dy est Z™-périodique et

Z X 4ifo)n(z — k) = Z X (A2 — A77k)

kezr kezr

= > D> xoar(AVz—k-r)

r€A-IZn /In kEL™
= |det A|
(puisque Z™ C A™VZ™) de sorte que

/ / laj(z,y)*p(z — y)" dz dy
(0,1 Jrn

~ [det AP /m N |, laoev)iote = vy e dy.
Comme n > 1, on obtient

Z ||¢Jj($,y)llu([o,l]nxmn,p(z—y)n dz dy) < +00,
320

de sorte que le noyau p(z,y) de Py est en dehors de la diagonale z = y
une fonction de carré localement intégrable telle que

(30) / / Ip(c, 9)2p(z — y)" da dy < +oo.
(0,1 Jrn
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Il ne nous reste plus qu’a estimer f[0,1]“ f[—l,z]" lp(z,y)|?> dz dy pour
conclure que Py a un noyau w-localisé. On commence par remar-
quer qu il existe ro > 2 tel que go(z,y) soit localement de puissance
ro-leme intégrable. En effet on sait qu'il existe a' et n' > 0 tel que

Dy € L2((1 + p(m))”’" dz). On considére alors la famille de fonc-
tions 1, , définie par z/), .= (6% /5% )., 00 0 > 1/2 (ol & a été définie
dans la preuve du Lemme 8). Pour Rez = 1 on a 1/},,, € L! et donc
Ve, € L=((1 + p(z))'*7 dz); pour Rez = O on a ¢, , € Hyypy ou
encore . , € L2((1 + p(z))!*7 dz). Par interpolation complexe, on a
Ye = . ar /9 (0 étant choisi > a') et donc 3, € L7((14p(z))'*" dz) avec
r=20/(0—a')>2.Onfixealorsrg <r,rg >2tel querg/2 < 1+7'.
On a, pour un compact K fixé,

/ [ e =Bz = b de dy

(1 + (k))2+2'l ||¢€“L'°((1+p(x))‘+" dz) llve ”L"O((l+p(x))1+ﬂ dz)

de sorte que

1
[¥e(z — k) ¢:(y'k)||L'0(KxK) <C Tre < 400,
2 2 T A

puisque 2(1 +17')/ro > 1. o
Comme g;(z,y)=|det A[’qo(A?z, A’y), on a pour tout compact K

J[weoraa= [[laErdaeda
KxK A+i K xA+i K

// |g0(z, y)|" dz ﬂly)Z/r0

At KxAH K

- |det AJFA=2/r) | K x K1 =2/

IA

Pour j <0, A’K x A’K reste compris dans un compact K x K fixe et
'intégrabilité de |go|™ sur A x K donne donc pour j <0

llgjllL2(k xky < C |det A (ro=2)/(2r0)

ce qui entraine que pg = ) j<o0 9; est localement de carré intégrable.
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Le projecteur P, est donc bien w-localisé avec w = (1 + p(z))".

¢) Ce point est une simple application du Théoréme 1. La relation
entre D et E s’établit de la maniére suivante. On pose V; = {f(Az) :
f € Vo}. Alors V; dispose de deux bases de Riesz invariantes par trans-
lations entiéres:

o les (p(6(Ax —k))1<5<D, kez» engendrées par translations entieres
a partir des |det A| D fonctions (¢s(Az — r)1<s<D, rezn jazn

o les (go,s(z - k))lS5$D, kezn et les (’l/),((l,‘—k))lszs E, kezr engendrées
a partir de D + E fonctions.

Comme le nombre de fonctions génératrices ne dépend pas du choix

de la base, on a D + E = D |det A|.
IV. Le cas de la dimension 1.

Le cas de la dimension 1 se traite par le lemme suivant:

Lemme 10. Soit w un poids de Beurling sur R et f1,...,fn, N
fonctions de L*(wdz) telles que pour tout & € [0,2] il eziste i €
{1,...,N} avec C(fi, fi)(€) # 0. Alors il eziste une suite presque nulle
(Mik)i<i<n, kez telle que la fonction f = Zfil >k Aik fi vérifie pour
tout £, C(f,f) #0.

DEMONSTRATION. Il s’agit de montrer qu’il existe N polynémes trigo-

nométriques Py,..., Py (avec P; =3, 5 Aix e~ *¢) tels que
Py(¢)
Pn(§)

pour tout ¢ € [0,27]. Or la matrice M(fi,..., fn)(£) est hermitienne
positive

(al,...,aN)M(fl,...,fN)(.f)( : )20,

an
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pour tout (a,...,an) € CN, ce qui entraine:

2

(ﬂl""')/BN)M(fl,-..,fN)(f) : )

an
B
< (ﬂl""’ﬂN)M(fl"'.,fN)(f) _:
BN
. (al,...,aN)M(fl,...,fN)(e)( :
an

pour tout £ € [0, 27], de sorte que (31) est équivalent a

P&\
Py(£)

ou encore

N C(f1, £i)(€)
Y Pi¢) : #0.
=1 C(fn, fi)()
Par densité des polynémes trigonométriques dans ’espace des fonctions
continues 27-périodiques, on voit que le Lemme 10 se réécrit en

Lemme 11. Soit d,...,un, N fonctions continues 2w-périodiques de
R dans CVN. Si pour tout £ € [0,27] il eziste i avec @;(€) # 0, alors il
eziste Aq,..., AN, N fonctions continues 2w-périodiques de R dans C
telles que pour tout £ € [0,2x], 3, Xi(€)@:(€) # 0.

En effet, quitte a réindexer (avec répétition ... ) les u;, on peut
supposer que [0,27] = Ui]il[ti,ti+]] avec t; = 0, ty41 = 27, t; < tin
et u; sans zéro sur (t;,t;4+1], et donc sur [t; — @, tit1 + fi] pour des
nombres «; et B; > 0. On fixe alors ; € C*, 2r-périodique tel que
@i = 1sur [t;,tiq1], 0 < @; <1 en dehors de | Jycz([ti, tit1] + 2k7) et
i portée par

a; Bi tic1 +ti tig1 +tige
t:— = ¢, 21n
iT gt t 2] [ 2 2
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modulo-27 (ou on pose t_; = ty_;1 et ty42 = t1). Enfin w;, 1 <7 <
N, sont des fonctions C'* et 27-périodiques & valeurs réelles que nous
fixerons ensuite.

On pose \; = €™ (®pi(x)/||@j|. On voit alors que sur Jt;,(t; +

tj-1)/2]

{[.
Mty = —2
2 %1

avec @;_1(r) < 1, de sorte que Y Axtlx # 0, et de méme pour [(¢; +
tj+1)/2,tj41[. Les seuls zéros possibles sont donc les points ¢; ou on a:

» iy .
e +pja(z) IIﬁJ- ill o
.

Y

- u; iw: (t: 17'—1 s .
Ak Uk(t;) = _‘] etw,(l,) + “J e"")'l(tl) .
2 M k(t) = 151

On impose w;(t;) = 0; la valeur de w;(tj41) est alors arbitraire en
dehors éventuellement de la valeur 6; + 27Z ou

zz.i+1 + eiaj QZJ # 0.
141l ll<; |l

On choisit une telle fonction w; et les lemmes 10 et 11 sont prouvés.
On a alors la proposition suivante

Proposition 2. Soit Vy un sous-espace fermé de L?(R) invariant par
translations entiéres et tel que Vo N L%(w dz) soit dense dans V, pour
un poids de Beurling w. Pour £ € [0,27], on note

Ve = {g € L*([0,1]) : il eziste f € Vo N L} (wdz),
g=>) e =N f@ —k)}.

keZ
Alors les assertions suivantes sont équivalentes

i) Vo a une base orthonormée de la forme (fs(z — k))1<s<D, kez
avec f5 € L*(wdz).

ii) Pour tout £ € [0,27], dimV = D.
DEMONSTRATION. i) implique ii) est immédiat car

9o = Z e~iE=REf (2 k)

kezn
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est alors une base orthonormée de V.

ii) implique i) se démontre par récurrence sur D. Comme pour
la démonstration du Théoréme 1 en dimension n, on remarque que
I’hypothése ii) entraine qu’il existe un recouvrement ouvert fini (Va)aca
de [0,27] et des fonctions (fa,s)1<s<p dans Vp N L%*(w dz) telles que
la matrice M(fa,1,-.-,fa,N) soit inversible sur V,. En particulier,
C(fa,1, fa,1) ne s’annule pas sur V,. Le Lemme 10 implique alors qu’il
existe g; € Vo N L?(w dz) telle que C(g1,91) ne s’annule en aucun point
de [0,27]. On note W, ’espace engendré par les g,(z — k), k € Z. 1
admet comme base de Riesz la famille (¢, (z—k))kez avec g; € L?(w dz).
On sait alors qu’il admet une base orthonormée ( fi(z—k))rez avec fi €
L?*(w dz). On pose alors V; = V5 N Wit. On a les propriétés suivantes
sur V; (en notant @); le projecteur orthogonal sur W;):

e Vi = (I—Q1)Vb; en particulier V; N L?(w dz) est dense dans V7,
e pour £ € [0,27], V; ¢ est le complémentaire orthogonal de W1 ¢
dans Vo ¢:

- Wie=Chiget [ |figx)f dz =1,
- le projecteur orthogonal de L?([0,1]) sur W; ¢ est donné par

Q1,6(9) = (9, fr.e) L2o.1)) fr.e = (3, €7 fi) 2wy fr.e

en prolongeant g en § par périodicité;
- en particulier, en notant fe =, e~z f(x _ k)

Que(fe) = (D (f(z k), f1)) fre
k

d'ot Q1 (Vi) =0
- il est clair que, puisque Vp = V; @ W; et que Q;(L%(wdz)) C
LY(wdz), que Vo ¢ = Vi¢ + Wig; comme Q¢(Vie) = 0, cette somme

est directe et Vo ¢ = Vi ¢ é Wi ¢, ce qui prouve que dimV; ¢ = D — 1.

On peut alors appliquer ’hypothese de récurrence a V; et exhiber
une base orthonormée (fs(z — k))2<s<D, kez de Vy avec fs € L?(w dx).
La Proposition 2 est donc démontrée.

Le Théoréme 1 en dimension 1 est alors immédiat, puisque nous
savons démontrer dans ce cas que dim V; = C*. De plus, nous pouvons
le préciser de la maniére suivante
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Proposition 3. a) Sotent Vj et V' deuz sous-espaces fermés de L%(R)
invariants par translations entiéres. On suppose que L? = V @ (V)*
et on note Py le projecteur de L? sur V, parallélement d (V)L et p(z,y)
le noyau distribution de Py. Alors

e Pour un poids de Beurling w symétrique, Vy admet une base de
Riesz de la forme (ps(z —k))1<s<D, kez de base duale (p3(x —k)) dans
Vo' avec @5 et o} dans L?(wdz) si et seulement si p est localement de
carré intégrable et

/ /cm»wmwm%wmwmmw<+w
z€f0,1] JyeR

o Vo admet une base de Riesz (ps(z — k))i1<s<D, kez de base duale
(p3(z —k)) dans V§* telle que pour tout k € N, z*p5 € L? et z*p} € L?
s1 et seulement si p est localement de carré intégrable et

/ /lwwmwamﬂwmwma@<+w,
z€0,1] Jyer

pour tout k € N,

o Vo admet une base de Riesz (ps(x —k))1<6<D, kez de base duale
(pr(xz—k)) dans V§* telle que il eziste ¢ > 0, e€I¥lps € L? et ef17lp} € L2
st et seulement s1i p est localement de carré intégrable et il existe a > 0
telle que

/ / eolz—vl (Ip(z,y)* + |p(y, z)|*) dz dy < +co.
r€[0,1] JyEeR

o Vo admet une base de Riesz (ps(x — k))1<s<D ez de base duale
(ei(z — k)) dans Vy* telle que 5 et p} sont & support compact si et
seulement si p est localement de carré intégrable et il eziste M > 0 telle
que

p(z,y)=0, si|lr—y|>M.

b) Mémes conclusions dans le cas orthogonal (Vo = V', p(z,y) =

P(y,)) avec des bases orthonormées (w5 = }).

DEMONSTRATION. Hormis le cas du support compact, tous les cas
sont traitables par le Lemme 10 et en remarquant que ces conditions
d’intégrabilité sont stables par orthogonalisation. Le cas du support
compact est traité dans [16].

La Proposition 3 entraine immédiatement 1'existence de fonctions
d’échelles @5, @5 associée a des ondelettes bi-orthogonales v, ¥7:
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Proposition 4. Soit A un entier > 2 et
(Ye,jk = A2e(Alz — k))i<e<r, jhez

une base d’ondelettes bi-orthogonales associée ¢ A. Alors

i) Si pour un a > 0 les ondeleties i, et P¥ sont dans L%(|z|'t*dz)
et dans l’espace de Sobolev H®, alors E est divisible par A—1: E =
D(A — 1) et Uespace Vy associé d (v, ;) admet une base de Riesz de

la forme (ps(z — k))1<5<D, kez -
ii) De plus on peut choisir les fonctions d’échelles s et @}
o dans L*(|z|**Pdz) si . et ¥ sont dans L*(|z|'TPdz) (B > 0),
e d décroissance rapide si les 1, et ¢} sont d décroissance rapide,
e d décroissance ezponentielle si les . et 3} sont & décroissance
ezponentielle,

e d support compact si les 1. et les Y} sont @ support compact.

Ces résultats restent valables pour des bases orthonormées (p5 = @}
pour ¥ = ;).

C’est une conséquence directe de la Proposition 3. L’existence
des fonctions d’échelle a d’abord été démontré en 1991 dans le cas
de la décroissance exponentielle ou du support compact en utilisant
I’analyticité des transformées de Fourier [15], [16]. Ce résultat a été
étendu a une base orthonormée d’ondelettes (i; ) = 2//24(27z — k))
générale par P. Auscher en 1992, [2], sous des hypotheses différentes de
celles que nous avons choisies (3 continue, b =0( |€]%) au voisinage de
0 avec a > 0, 3 = O(|¢|71/2~%) au voisinage de l'infini).

En particulier, les bases d’ondelettes orthonormées

($ih = 272 (V2 — k)jnez
ont une structure remarquable:

Théoréme 4. Soit v € L2?(R). Alors les assertions suivantes sont
équivalentes:

a) Les fonctions ;) = 2112425z — k), j, k € Z, forment une base
orthonormée de L*(R) et de plus ¢ est d décroissance rapide (pour tout
k€N, z*y € L?) et il existe € > 0 tel que p € HE.

b) Il existe une fonction 2w-périodique my de classe C'™ telle que
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o [mo(€)I* +mo(§ +m)|* =1,

e my(0)=1,

o my vérifie la condition d’Albert Cohen: il exziste un compact K
tel que Urez K + 2km = R et tel que pour tout £ € K, pour tout j > 1,

mo(§/2) #0,

et il eziste un entier N € Z tels que
€ AT (&
7 _ —i(N+1/2)¢ = (& S
(32) p(€)=e mo(3 + ")jl:Iz m0(2j .
Le nombre N est déterminé par N +1/2 = [z |)(z)|? dz. La fonction
mg est unique d un facteur e'M& prés (avee M € Z).
DEMONSTRATION. a) implique 4): Nous savons qu'il existe une fonction

d’échelle (orthogonale) 1 associée & 1. On peut supposer $1(0) =1 et
alors ¢ (&) = Hj?_zl m1(€/27) o m, est lafonction C* et 27-périodique

mi1(€) = ) _(2¢(22),¢(z — k)) e ¢,

kez

On dispose d’une autre ondelette associée a ¢, ¥; définie par
$1(8) = 72 m((€/2) + m)ér(6/2).

On a alors

(33) (&) = U(€)¥1(€) “avec U € C*°, 2r-périodique et |U(£)| =1.
La fonction U s’écrit alors U(£) = e*%®) ou § est C* et vérifie

0(€ +27r)—6(€) =2Mm, avec M e€Z.
Il existe une fonction v, C*°, 27-périodique, a valeurs réelles telle que
7(26) = 4(€) — (€ + ) = 6(2€) — 2ME.

En effet, on écrit

B(6)=ME+D e ™ et A=) e

kezZ kez
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Or on a alors 6 = v — 2v2x, d'ou

Tk =22j97jk

=0

si k # 0 et 79 = —6. (En particulier, vy est unique). On pose V(§) =
e, On a alors

U(26) = V(26) V(&) V(£ +m) e ME.

On obtient
() = /2 2ME ( +7r)V< +m) V(O V(2 )Hml(

_ mib/2,2iM¢ ﬁ“(E + )V(§/2+7r) H € V(/2)

V(¢) 1(35) V(2£/29)
On pose donc
mo(€) = m(€) 72
de sorte que
" V(e + )

mo(€+m) =my(§+ ) V(26)

et on obtient
B = /2 2 MEmg(E 4 ﬂ,.I:I] mo(

La fonction my vérifie toutes les conditions de b) parce que m, les vérifie
(elle provient d’une fonction d’échelle 1) et que [mg(€)| = |m1(€)]. Cela
prouve lexistence de mg et N.

Si m;, N; est une autre solution de (32), les fonctions ¢; définies
par

et @o définie par
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sont deux fonctions d’échelle associées & . On a donc ¢; = V(€) po
avec V 2r-périodique, C* et |V ()| = 1. On obtient alors

mi(§)V(§) = V(2§) mo(§)

d’une part en écrivant ¢;(2¢) de deux manieres différentes, et d’autre

part
e e HNEm (64 1) V(E) = e ¥ e HNEmy (€ + )

en écrivant $(2¢) de deux maniéres différentes.

On a alors
V(26) V(E) V(€ + m)mo(€) = V(€ + m)my(€) = e M =Nm(¢)

et

V(2 V() V(E+m)ymo(é +m) = e HN=ME (£ 4 1)

d’ou

V(26) V(€) V(€ + ) = 2 N=N)E,

En écrivant V(£) = e~"M&ei& ou @ est C®, 2r-périodique & valeurs
réelles, on obtient

0(26) —0(¢) —0(E+7)=—-2(N; —N)+ 2K~
d’ol nécessairement N; = N et §(£) = —2K 7, de sorte que V = e~ M¢
et m; = e M&my,.

L’unicité est donc prouvée. Changer mgy en mgy e *M¢ revient a
changer g en po(z — M), ce qui est bien un “invariant” de la base
(¥(z —k))rez. Le fait que [z |¢(z)|? de = N +1/2 est alors bien connu
(¢f. [22] par exemple).

b) implique a) est classique: le fait que 1 est alors 'ondelette d’une
base orthonormée (1; 1) est assuré par le Théoreme d’Albert Cohen [5],
le fait que 3 est C'* a décroissance rapide est démontré par exemple
dans [19] et le fait que 3 est H® pour un ¢ > 0 peut étre trouvé dans
[13].
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V. Contre-exemples.

Contre-exemple n° 1.
n £ m Tin
V ={f€L*R"): suppf C [—-2-,+§] }

est stable par translation (puisque f(z -y)§) = e"yff(f)) et donc
en particulier par translation entiére. Cependant il ne contient pas de
fonction f telle que la famille (f(z — k))zez» soit une famille de Riesz.

En effet, il est clair que C(f,f) = Y iezn |f(€ + 2km)|? s’annule sur
[—m, m]"\[-7/2,4+7/2]". A fortiori V n’a pas de base de Riesz de la

forme ((,95(1,' - k))éeA kezn -
On remarquera que la pro_]ecteur orthogonal sur V est I'opérateur

P défini par Pf = X[-=/2,7/2]" f et donc
Pf(z) =p(z)* f(z),  avec p(z)= ﬁ w '
1wz
En particulier
p(z) € L2 (1 +|z1)** ... (1 + |za])*") dz
si a1,...,a, sont tous < 1. Si on avait eu

p(z) € L* (1 +]e)™ ... (1 + |2a])*") dz

avec ayq,...,a, > 1, le poids w = Hiv(l + |z;])® serait un poids de
Beurling et V' aurait eu une base de Riesz invariante par translations
entieéres.

Contre-exemple n° 2.

On considere 'ondelette 9 et la fonction d’échelle associée ¢ de P.
G. Lemarié et Y. Meyer [17]: ¢ et 1 sont dans la classe de Schwartz
S(R?), supp p C [—47/3,4n/3], 4 =1 sur [-27/3,27/3] et est > 0 sur
] — 4r /3,47 /3[ et enfin supp ) = [-87/3, —27/3] U [27/3,87/3)].

On considere alors la base d’ondelettes orthonormées de L?(R?)

(Ye,ik = 20e(2'2 — k))1<e<a, jez, ke
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avec Y1 = P Q@ ¢, Y2 = p @Y et Y3 = ¢ ®@1. La fonction ¢ ® ¢ est une

fonction d’échelle associée & cette base.
Maintenant on considere 'opérateur unitaire U défini par

(34 TFem = g

€ + 2nl
U est un opérateur unitaire de L? qui vérifie: U(f(z—h)) = (Uf)(z—h)
pour tout f € L? et tout h € R?, et U(f(Az)) = (Uf)(Az) pour
tout f € L? et tout A > 0. En particulier, les fonctions U, sont les
ondelettes d’une base d’ondelettes orthonormées de L?(R?) et U(p ®¢)
en est une fonction d’échelle associée.

Y. Meyer a montré que, bien que les fonctions U, soient dans la
classe de Schwartz S(R?) des fonctions C* & décroissance rapide ainsi
que toutes leurs dérivées, elles n’admettent pas de fonction d’échelle
associée @ avec & € L.

En effet, si une telle fonction & existait, on aurait que ¢ est con-
tinue et que

5 — m E+m ., .
® =m(¢,n) € ¢(&)@(n)  pp.
m(m) = Y Q&+ 2km,n + 20m)
k€Z €
en posant .
Q& m) = (6, m) =L 5(6) ¢(m).
’ V€ +an]

La fonction m devrait vérifier, pour que ® soit fonction d’échelle,
infess |m(é,n)| > 0.

On pose alors

m(m, ) $(¢,7)
m(m,n)m(€,7) $(€)d(n)

(33) 6(¢,m) =

Alors

i) 6 est continue de [—,7]? dans C: cela vient de ce que m est
continue en dehors de 27Z? et que ¢ ne s’annule pas sur [—7,7].
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i1) 0 ne s’annule pas sur [, 7]?: pour tout (¢,7) € [-7,7]?,
6(€,n) #0.

iii) 6(¢,n) =& +1in/|€ + in| pour (¢,7n) sur le bord de [—m, ]2

Or il est facile de vérifier que les points 1), ii) et iii) contredisent le
Théoréme de Brouwer: si

By 131
7(6’7])_ |€+277| sup{ 7T, T } )

7 est un homéomorphisme de [—,7]? sur le disque unité D de C; on
pose alors

i 0(v~1(2))
0(z) = — =———;
&)=~ To1(2))
c’est une fonction continue de D dans dD qui vérifie 6(z) = —z sur

0D elle ne peut donc pas avoir de point fixe, en contradiction avec le
Théoréme de Brouwer.
Il n’y a donc pas de fonction d’échelle intégrable associée aux U1, .

Contre-exemple n° 3.

L’idée de ce contre-exemple est due a J.-L. Journé. On définit

8t 4n 4n 67 247 327

E=[-=,-Fu[F, FIuE 50

et ¢ définie par ¥ = y e(€). On vérifie immédiatement que

Zl])({ +2km) =1 p.p.

k€Z

Il est alors immédiat de vérifier que (27/24(2/z — k)); rez est une base
orthonormée de L2.

Si Vp est ’espace engendré par les ¥, £ < 0, il est immédiat
qu'une fonction de V; a son support contenu dans ’adhérence de

Usupptf’(%),

<0
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et donc dans

4r 6r 8« 127 167

Vi FIv= == F.

47
[_—7—v—'
Orsisuppf C F,ona

C(f, )= D If(e+2km)

ke2rZ

nulle sur [87/7,107 /7], de sorte que V; ne contient pas de famille de
Riesz de la forme (f(z — k))kez, et a fortiori n’a pas de base de Riesz
invariante par translation entiére.

On remarquera que z* 3 est de carré intégrable pour tout k, tandis
que |z|®%) n’est de carré intégrable que si ¢ < 1/2. Si |z|*¢ avait été
de carré intégrable pour un € > 1/2, nos résultats auraient impliqué
I'existence d’'une fonction d’échelle ¢ associée a 1. Notre critére est
donc optimal.

Annexe A: Poids et algébres de Beurling.

Nous présentons dans cette annexe quelques résultats classiques
sur les poids de Beurling,.

Rappelons qu'un poids de Beurling [4] est une fonction positive w
sur R" telle que pour deux constantes C et M positives on ait

i) pour tout z € R®, 1C < w(zx) < C (1 + ||z|)M,
ii) de

B w(T)

< +o0,

1 1 1
i ourtouta:GR",/ —_———dy < C—,
)P w oz —9) a(w) = O 5@

iv) pour tous z,y € R", w(z + y) < Cw(zr)w(y).

On commencera par remarquer qu’'on peut discrétiser ces condi-
tions de la maniere suivante:

Lemme 12. w est un poids de Beurling si et seulement s elle vérifie
pour deuz constantes C et M strictement positives

j) pour tout k € Z™, 0 < w(k) < C (1 + ||k|)M,
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1
i) Y == <+oo,

1 1 1
ijj) pour tout k € Z™, <C ,
) 2 =7 o < O m

jv) pour tout y € [0,1]", pour tout k € Z",

éw(k) <w(k+y) < Cw(k).

Ce lemme est immédiat. Une suite (w(k))rez» qui vérifie les con-
ditions j) a jjj) sera appelée un poids de Beurling sur Z™.

A.1: Les algebres de Beurling.

A un poids de Beurling w sur R™ on associe les espaces fonctionnels
suivants

e L2 = L*(wdz) muni de la norme ||f|jzz = [V f|2,
o H,={f€L?: il existe g € L2, f = §} muni de la norme

Iflla, = llgllez— (f=49),
o M,={mé€L>: pourtout f € H,, mf € H,} muni de la norme

fllg, <1

Si (w(k))kez~ est un poids de Beurling sur Z", on lui associe
I’espace fonctionnel suivant (en notant T" = R"/27Z"):

o Ky={f€L¥T"): f=Yep are™, > |ai|’w(k) < 400},
kezr
muni de la norme

” Zake—ik:”k_w — (Z|ak|2w(k))l/2 '
k k

Enfin on note C°(R™) I'espace des fonctions continues bornées sur R”,
muni de la norme || - ||co. C’est une algebre de Banach pour la mul-
tiplication ponctuelle des fonctions. Les algébres de Wiener A(R") et
A(T™) sont les sous-algebres de C°(R™) définies par
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o A(R™) = {f € C°R"): ilexiste g € L', f =g}

muni de la norme
£l ae=y = llglls

o A(TY)={f= Z are k% . Z lax| < 400}

kezn kezn

muni de la norme

1D axe™™ |l acmmy = Y las] -
k

kezn

Proposition 5.
a) Les espaces L2, H,, M, ou K, sont des espaces de Banach.

b) L2 s’injecte continiment dans L'(R™) et c’est une sous-algébre
de L'(R™) pour la convolution.

c) H, s injecte continiment dans A(R™) et c’est une sous-algébre
de A(R™) pour la multiplication ponctuelle.

d) M, s’injecte continiment dans C°(R™) et c’est une sous-algébre
de C°(R™) pour la multiplication ponctuelle.

e) K, s’injecte continiment dans A(T") et c’est une sous-algébre
de A(T™) pour la multiplication ponctuelle.

f) Siw est un poids de Beurling sur R"*, alors K, C M, et les
normes || - ||k, et | - ||m, sont équivalentes sur K, .

DEMONSTRATION. a) Ce point est évident pour L2, H, et K, (qui
sont des espaces de Hilbert). Pour le cas de M, on commence par
vérifier que si m € M, alors d'une part ||m|p, < +oo de sorte que
|| - ||a, définit bien une norme sur M,, et d’autre part que M,, s’injecte
continiiment dans C°(R™).

En effet, si m € M, alors 'application f — mf est continue sur
H, d’apres le Théoréme du Graphe Fermé: si f, — f dans H, et
mfn — g dans H,, alors mf, — mf dans L? et mf, — g dans L?, de
sorte que ¢ = mf dans L? et donc dans H,,. Cela montre que ||m|[p, <
+o00. Par ailleurs, si ¢ € C& et ©(0) = 1, il suffit de remarquer que
w(z — zo) € H, quel que soit o, que ||o(z — zo)||H, = |l¢|lH., que
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L% C L' (¢f. b)) et donc que H, C A(R™) C C°(R™) pour conclure
que

Im(z0)] = [m(20)¢(0)] < Clim(z)e(z — zo)||n,
< Cllg(z = zo)| 1. lIml m.
< Cllell a, llmlm.
et donc que M,, s’injecte continiment dans C°(R™).
Pour vérifier que M,, est complet, il suffit de vérifier que pour
toute suite (m,) de fonctions telle que )y |[mnllpm, < +oo la série
>, Mmn converge dans M,,. D’aprés les remarques précédentes, on voit

que Y m, converge dans C°(R"); soit m sa limite dans C°(R"). Si
fe€H, onamf=73%_muf avec

Y lmafllm, < Ufllae D Imalia, -

n€eN

Cela suffit pour conclure que m € M, et que Y m, converge dans M,,.

b) Par Cauchy-Schwartz

1 < stz ([ 25) "

et donc L2 C L. Par ailleurs

/l/f(ﬂﬂ—y)g(y)dyFW(:r)dz
< / 1z — 9P wlz — ) o) w(y) dy
1 1
| s gy et
<c / / (& — )lPw(z — ) lg(v)P () dy dz

< Cflizz llgllz:

et donc fxge L2 si f,ge L2.

c) est immédiat, les propriétés de H,, se déduisant de celles de L2,
par trasformation de Fourier.
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d) est immédiat puisque I'inclusion M,, C C°(R™) a déja été établie
et que M, est stable par multiplication ponctuelle par définition méme

de M,,.

e) se montre de maniere analogue a b):

Z lax| < (Z |ak|2w(k)) (Z (k))l/2
de sorte que K, C A(T"). De plus,

(S (o) =5 (St

4

et

S| axp by k) < 32 (3 laroplPolh = ) Iy ()
k P k P

1
'(Zw(k - p) W(p)) “(¥)
< CZ (Z |ak—p|*w(k — p) |by I"’w(p))
(Z jar 2 (k) (3 Ibl? w(k))
k

de sorte que fg € K, si f,g € K.

Enfin f) est facile & vérifier. En effet, si f € L2 et g = 3", axe™ =
€ K, il s’agit de vérifier que la fonction h, définie par h(€) = g(€) f(§),
est dans L2. On commence par remarquer que || f||.2(.) est équivalente

® /
(T ([ vora)em)”
k€Z™ 4 ifoqn
puisque w(k +y) ~ w(k) pour y € [0,1]". Or h(z) = 3 <z a5 f(z —p),

de sorte que par Minkowski:

([ mwra)” S mi( [ e

k+{0,1]" peL” k—p+[0,1)"
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La méme démonstration qu’au point e) permet donc de conclure que
h € L%. On obtient ainsi que K, s’injecte continiiment dans M,,,.

Il reste alors a vérifier que la norme ||- ||k, se contrdle par la norme
Il - | m,, - Pour cela, on note x la fonction caractéristique de [0,1]". On a
x € L2 de sorte que si > are % € K, ona

Y larlw(k) S CII Y- ak x(z = Rz
k k
S Clixlizz 1D ake ™ s,
k

et la proposition est donc entiérement démontrée.

A.2: Un critére d’appartenance &4 M, .

Nous allons donner un critére simple d’appartenance a 1’espace des
multiplicateurs M. Nous utiliserons pour cela la caractérisation de M,
donnée dans le livre de Coifman et Meyer ([8, Chapitre I, Proposition

1)).

Lemme 13. Soit w un poids de Beurling sur R™ et ¢ une fonction C*
@ support compact dans R™ telle que ), zn p(z — k) = 1. Alors pour
une fonction m bornée les assertions suivantes sont équivalentes:

i) meM,.
ii) Pour tout k € Z™,
m@)p(c — k)€ Hy et sup |m(z)p(z — k)lu, < +oo.
kezn

De plus les normes ||m||a, et sup |m(z)(z—k)|| H, sont équivalentes.
kezn
Le critére que nous utiliserons sera alors le suivant:

Lemme 14. Si M est un ezposant tel que w(z) < C (1 + ||z|)M et si
N est un nombre entier tel gque N > (n + M)/2, alors une condition
suffisante pour qu’une fonction m appartienne d M, est que m 3soit
bornée ainsi que toutes ses dérivées jusqu’d l'ordre N. De plus, on a

aa
(36) Iml, <€ Y | 5=
fal<N

oo
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DEMONSTRATION. Il s’agit d’estimer supy ||m(z)¢(z — k)||4,; or on a
Im(z) ¢(z = B)lin, = lIm(z + k) o(2)] 1,

Si on pose f € L? comme f; = m(z + k) ¢(z), on a supp f C B(0, R)
pour un R indépendant de k et de m et

> |5

Jdz o ”

o>

-S|
a|<N

pour une constante C indépendante de k et de m.
On obtient alors par transformation de Fourier inverse

f@I<Catzn™ ¥ |5

|a|<N

o0

et le majorant est dans L2 dés que 2N — M > n.

A.3. Le Lemme de Wiener pour ’algébre de Beurling K, .

Nous rappelons ici un calcul classique pour les sous-algebres de
A(T™). Nous empruntons notre démonstration au livre de Rudin [21,
Chapitre 11].

Lemme 15 (Lemme de Wiener). Soit B un espace de Banach compleze
de fonctions continues sur [0,27]" tel que

i) BCA(T)et|fllaa <Clfls,
i) pour tout f € B, pour tout g € B, fg € B,
ili) Les polyndmes trigonométriques sont denses dans B,

iv) Ils existent C, M, telles que pour tout k € Z™,
le* s < C(1+ |IEIDM.

Dans ces conditions, si f € B et si pout tout z € [0,27]", f(z) #0
alors 1/f € B.
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DEMONSTRATION. On commence par remarquer que B est une algébre
de Banach commutative. En effet, & g fixé, I’application f — fg est
continue d’apres le Théoréeme du Graphe Fermé (si f, — f dans B et
fng — h dans B, alors f,g — fg dans A(T") et fng — h dans A(T"),
d’ot f = fg dans A(T") donc dans B); comme [’application g — fg
est également continue, on en conclut que

sup{||fgllz : llgllp <1} < +o0

pour tout f et donc que les applications f — fg,g € Bet||g||p < 1sont
équicontinues d’aprés le Théoréme de Banach-Steinhaus. Cela nous
permet de conclure que, pour une constante C indépendante de f et de

g,
Ifglls < Cliflizllglls -

D’apres un théoréme général sur les algébres de Banach complexes com-
mutatives, on sait que f est inversible dans B si et seulement si pour
tout homomorphisme complexe h de B dans C on a h(f) # 0. Le lemme
de Wiener se rameéne alors & montrer que tout homomorphisme h est
de la forme h(f) = f(zo) pour un z¢ € [0,27]".

Pour cela, on note g, 'exponentielle g,(z) = e'*r (z = (21,...,2))
pourr=1,...,n.0na

|A(g:)™ = |h(g7)| < Cllgrlls < C'(1+n)™;

cela entraine que |h(g,)| < 1; on a de méme |h(1/g,)] < 1 et donc
|h(g-)| = 1. 1l existe alors y, € [0,27] tel que h(g,) = €'¥. Si on pose
zo = (Y1,..-,Yn) on a h(g,) = g-(zo) pour r = 1,...,n. Cette propriété
passe aux polynomes trigonométriques pour des raisons algébriques puis
a toute fonction de B par densité des polynémes trigonométriques dans
B. Le Lemme de Wiener est alors démontré.

Le Lemme de Wiener s’applique en particulier a ’algebre B = K,
ou w est un poids de Beurling sur Z". En corollaire, on obtient

Lemme 16. Soitw un poids de Beurling sur R™ tel que w(z) = w(—z).
Soit (f5)1<s<p une famille de fonctions dans L%. Alors

i) la famille (fs(z — k))1<s<D, kezn est presque-orthogonale dans
L*(R") et la matrice d’auto-corrélation de f5, 1 < 6 < D, est & coeffi-
cients dans K, ,
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ii) 81 la famalle (fs(z — k))1<6<D,kez~ est une base de Riesz d’un
sous-espace V de L*(R") alors la base duale (f}(z — k)) de (fs(z —
k))i<s<D, kezr dans V et la base orthonormée (y5(x —k)) de V obtenue
d partir de (fs(z —k)) par le procédé d’orthonormalisation de Gram du
Lemme 3 vérifient f} € L2 et s € L2

DEMONSTRATION. Pour vérifier le point i), on note

&p(f) = [ / o

)

1/2
|f(@)P? dl‘]
]u
et on remarque comme précédemment que la norme || f||.z est équiva-

lente a
(X etrem) .

peL™

Oron a

(sfola=mN< S [ ifsta)llfue - ]de

pEZL™ p+[0,]"

< > ep(fs) ep-nlf)

pEeZ®

Comme les coefficients de la matrice d’auto-corrélation sont donnés par

C(fs, fsr) = D (fs, for(z — k)) e™*¢,

keZ™

on voit que ces coefficients sont bien dans I, (d’aprées la démonstration
du point e) de la Proposition 5). En particulier, ils sont bornés et la
famille (fs(z — k))1<s<D, kezn est presque-orthogonale dans L?(R™).

Le point ii) est alors immédiat. La matrice d’auto-corrélation M
des est a coefficients dans 1'algebre K,; de plus son déterminant
[ 3
s'inverse dans K, d’apres le Lemme de Wiener. On en conclut que
I'inverse de cette matrice est a coefficients dans K ,. On vérifie de méme
w
que la racine carrée inverse de M est a coefficients dans K, puisque

“+oo
M~1? = 2/ (I+t*M)™1dt.
™ Jo
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Comme K, est inclus dans M, on obtient finalement f; € L? et
s € Lf,. Le lemme est alors démontré.

Annexe B: Géométrie des dilatations.

Pour étudier la géométrie introduite par I'opération d'une dilata-
tion A sur R™, nous avons introduit la notion de pseudo-norme; rap-
pelons que selon la Définition 3 une pseudo-norme sur (R”, A) est une
fonction p définie sur R” telle que

a) p est C* sur R"\{0} et continue en 0,

b) pour tout z # 0, p(z) > 0 et p(z) = p(—z),

¢) z €R", p(Az) = |det A| p(z).

Nous commencons par vérifier que les pseudo-normes existent et

sont uniques a un ordre de grandeur pres de sorte qu'on pourra parler
de “la” pseudo-norme de (R", A).

Lemme 17.
i) Il existe des pseudo-normes sur (R", A).

i) Si py et pg sont deuz pseudo-normes sur (R™, A), il existe une
constante C > 0 telle que pour tout x € R™ on ait

& 7(2) < pal@) £ Cpa(a).

En effet, si 1 < o < 3 sont tels que les valeurs propres de A aient
leurs modules dans l'intervalle ]a, 3], il existe une constante Cp > 0
telle que pour tout z € R™ et pour tout £k >0,

1 .
(37) N of|lz|l < ||A*z]| < Co B |lz]l -
0
Si k <0, on a alors
1
-é—ﬂkllfll < [|A%z|| < Co oz
0
On fixe une fonction ¢ € CE(R™) telle que p(z) = o(—1),

suppy C {z: Dy < |lz|| < D,}
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etp=1sur {z: C) <|z|| £ C2} ou C; > BC1Cy.

La fonction
p(z) =) |det A|"*p(4%2)
kezn

est alors une somme localement finie sur R"\{0} de fonctions C* (car
limg— oo A¥z = 0 et limg_yoo A¥z = +o00 d’aprés (37)), de sorte
qu’elle est C® sur R"\{0}; elle est continue en 0 car elle est nor-
malement sommable au voisinage de 0. Il est immédiat que p(Azr) =
|det A| p(z). Elle vérifie p(z) = p(—=z). Il ne reste qu’a vérifier que
p(z) # 0. Si z # 0, il existe k tel que ||A*z| < C; puisque A¥z — 0
quand k — —o0, et pour k assez grand ||A¥z|| > C; puisque 4¥z — +o00
quand k — +o0. Si

ko = max{k: ||A*z| < C1},
on a
Cy < ||A**1z|| < Cy B||A*ez|| < Co BCy < C,

et donc
p(z) > |det A|7*o=1 > 0.

Si p; est une autre pseudo-norme sur (R", A), on remarque que
{z € R": 1< p(z) < |det A[}

est fermé (puisque p est continue) et borné (puisque si ||z|| > #2C,Cy
on a ||[A™2z| > C; de sorte que ko(z) < —3 et p(z) > |det A|?) donc
compact; en particulier puisque p; est continue et > 0 sur ce compact,
on a pour 1 < p(z) < |det A,

1

T <p(z)<LC,

d’ol si = est quelconque # 0 et si k est tel que |[det A|F < p(z) <
|det A|F+1:

1 1 -
= p(2) = 5 [det A p(A7*2)

C
< |det A*+p,(A7*2)
= |det Alpa(z)
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et

p1(z) = ldet A[*py (A~2)
< C|det AlF
< C|det A p(A~*z)
= Cp(z).

Le Lemme 17 est donc démontré.

EXEMPLE 1. Si A = AT avec A > 1, la pseudo-norme est p(z) = ||z||".

B.1. Propriétés de la pseudo-norme.
e Comparaison avec la norme usuelle:

Lemme 18. Il existe deuz constantes ag et a; telles que 0 < ap < oy
et une constante My telle que

. 1 .
D) 7z el < p(z) < Mo ]| si |zl < 1,

N | o o1 g
i) 57 a7 < @) < Mo el i Jlof] 2 1.

En effet, sur K = {z : 1 < ||z|| £ f} la norme p est bornée et
atteint ses bornes m < p(z) < M. De plus pour tout z € R™\{0} il
existe ko tel que ||A*oz| < 1et ||A*eH!z| > 1 (ko = max{k: |Akz|| <
1}) et alors

A%t 2| < BllA*z| < 8,

de sorte que l'on a

m |det A|7%7! < |det A| ko p(AkeH1y)

= p(z)
< M |det A|~%~1.

Siky>0,0na

[4¥oiz] € |2t a], Cofho e
0
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et donc )
Fatel<s @ Goptal 21,
d’ott
1 (log |det A])/log a
m (5 l1) < p(e) < M (Co |af]) o8 1 AD/ o8

tandis que si kg < —1,
1
492l € | g 8 el Coato¥ o]

et donc )
= A al <8 et CoakHz| 21,
0
d’ou
1 (log |det A])/log 8 . ]
" (ﬂCO ”T'”> < p(x) < M (Cp ||z||)('o8 ldet AD/log

et le lemme est démontré avec
log |det A 1 let A
— M et P Oik_e__l _

7 logB ! log

e Intégrale de Riemann:

Lemme 19.

dz . )
- < oo & et seulement st > 1.
p(z)>1 p(z)

d : .
b) / xe < 400 st et seulement s1e < 1.
p(z)<1 p(z)

En effet
dz _i dx
p(z)e & p(z)
[det A|¥o <p(z)<|det A|k1+1 O |det Al*<p(z)<|det A|[E+1
k,
. d
C(Sane) [ Ao
» p(z)
1<p(z)<|det A|

e Inégalité triangulaire:

Lemme 20. Il eziste une constante Cy telle que pour tous z,y € R,
(38) p(z +y) < Ci(p(z) + p(y)).
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En effet supposons p(z) > p(y) et |det A|F < p(z) < |det A|**!. Alors
p(z +y) = |det A|*p(A™*z + A™*y) < p(z) p(A7Fz + A7Fy).
Or
p(A7Fz) < |det 4] et p(A7*y) < p(A7Fz) < |det 4]

Comme K = {(z,w): p(z) < |det A| et p(w) < |det A|} est compact, p
est majorée sur K par une constante C;. On obtient donc

p(z +y) < Cip(z) < C1(p(z) + p(v)) -
e Croissance de la norme:

Lemme 21. Il eziste une constante Cy telle que pour tout z € R™ et
pour tout A € [0,1],

(39) p(Az) < Gy pl3).

A nouveau, on fixe k tel que |det A|*¥ < p(z) < |det A|¥*!; alors
Cz =sup {p(X2): p(z) <|det A], 0 < A< 1};
C; est bien défini puisque
{z: p(z) < det Al} x [0,1]
est compact.
¢ Poids de Beurling:
Lemme 22. Si e>1, w(z)=(1+ p(z))* est un poids de Beurling sur R™.

En effet, 1 <w(z) et w(z) < C(1+ ||z]|)**¢ d’aprés le Lemme 18.
J(1/w)dz < +oo d’aprés le Lemme 14. D’aprés le Lemme 20, on a

w(z +y) < C(w(z) +w(y)) < 2Cw(z)w(y).

Enfin on a

. 1 1 1
o s =) <20
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et donc

1 1 dy 1
—_— dy < 40/ _—
/ o(y) w(z—y) ¥ w(y) w(z)
B.2. Pseudo-norme et transformation de Fourier.

Nous rappelons quelques propriétés classiques de la transformée
de Fourier des distributions homogenes par dilatation. Remarquons
d’abord que la transformation de Fourier transforme 1’action de la ma-
trice de dilatation A en celle de la transposée A de A

(40) F(AZ)(€) = |det A|"1 f(A71¢).

A est également une matrice de dilatation et nous appellerons g une
pseudo-norme associée & A.

Une fonction f est homogene de degré A pour la dilatation A si
f(Az) = |det A|*f(z). Une distribution T est homogene de degré X si
on a pour tout p € C°,

(T, |det A| " (A7 z)) = |det AT, ).

On voit par (21) que la transformée de Fourier d’une distribution ho-
mogene de degré A pour A est une distribution homogene de degré
—1—X pour A (et réciproquement, A et A jouant des roles symétriques).

Nous fixons maintenant une fonction ¢ € C°(R") valant 1 au
voisinage de 0. Pour ¢ €]0, 1[ nous notons v.(z) = p(z) ¢(z) et b(z) =
p(z)™¢ o(z). Ce sont deux fonctions intégrables sur R" et on note I, et
A, leurs transformées de Fourier inverses.

Notons ag et a; les exposants associés a p par le Lemme 18 et C;
et C; les constantes associées a p par les Lemmes 20 et 21. On a alors
le résultat suivant:

Lemme 23. Pour tout € €]0,1], il eziste une constante C. telle que
i)  pour tout z € R™, [T, ()| < Cc (1 4 p(z))~17,
ii) pour tout z € R™, |A (z)| < Cc (1 4 p(z))~ 17,
ii) pour tous x,y € R" tels que p(y) < p(x)/2C,

|Ac(z +y) = Ac(2)] < Ce p(y)*° (1 + pla)) 1 Hem0.
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DEMONSTRATION. Les estimations i), ii) et iii) sont évidentes lorsque
p(z) < 1. En effet, I, et A, sont des fonctions C* bornées ainsi que
toutes leurs dérivées (parce qu’elles sont transformées de Fourier de
fonctions intégrables a support compact) de sorte que |I'.(z)| < ||T¢||oo ,

|Ae(z)| < ||Acl|oo et
1Ae(z 4+ ¥) = Ac(@)] < Mo p()*° ||V Acloo

pour |ly|| £ 1.
Pour vérifier i) avec p(z) > 1, on introduit la suite F(N), N > 0,

définie par
F(N) = |det AN+ sup{|T.(z)| : |det AN ! < p(z) < |det AN} .

Montrer i) équivaut & montrer que F(N) reste bornée quand N — +oo.
Or on a la propriété de “presque-homogénéité”

Te(Az) = |det A|7'7°T.(z) + 0.(Ax),

avec

6u(e) = 57 [ 3:)* (o(2) - ol 5 .

0. est la transformée de Fourier d’une fonction C* a support compact;
c’est donc une fonction C* a décroissance rapide et on a pour tout

Q>0
ITe(Az)| < |det A|7'~*|Te(z)| + Cq p(Az) ™9,

dousi@>1+¢
F(N 4+1) < F(N) + Cq |det AN +=Q)

ce qui entraine

1
[det A|Fe-Q °

F(N) < F(0) +Cq 1=

On a donc montré i).

La majoration de |A.(z)| par Ce (1 + p(z))~!1*¢ se démontre de
manieére analogue.

Si p(y) < 2C1p(z), on a

(@) < C1 (plz +1)+ p(¥) < C1 pla +3) + 3 (@)
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de sorte que
|Ac(z +y)| S Ce(L+p(z +y)) 717 < Co(L+p(2)) 7%

iii) se déduit donc immédiatement de ii) si p(y) n’est pas trop petit,

1
S _
ply) 2 2C,Cy|det 4] p(e),

par exemple. Nous allons donc démontrer iii) en supposant de plus que

1
<— .
PW) < 56 Crlder 4] A7)

Pour démontrer iii), on fixe N tel que |det A|N~! < p(z) < |det A|N et
on pose v = A~ Ny; alors

_ Ny < ) 1
p(v) = |[det A|"Vp(y) < p(z) = 2C1Coldet A|

L’inégalité

Au(z +3) — Au(@)] < Ce AU (1 4 p(a)) 14

p(z)*e
se réécrit en
|Ae(z + AVv) = Ac(z)] < CL p(v)*°(1 + p(z)) 71T,

et c'est cette égalité-la que nous allons démontrer.
Plus précisément, pour v € R™ et N > 0, on pose
F(N,v) = |det AN~ sup {|A.(z + ANv) — A.(z)| :
|det A|NTT < p(z) < |det A|N}.

Il s’agit de démontrer qu'il existe une constante D, telle que, pour tout
N >0 et tout v tel que

1
< —_—
PV) < S Gy ldet 4]

on a
[F(N,v)| < D. p(v)° .
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On sait déja que |F(0,v)| < C p(v)®°. Par ailleurs, on sait que
A.(Az) = |det A" A, (z) + (.(Az)

avec

1 ~( . \—€& A izz
(@) = 5= [ #)* (ole) = plds)) i .
On a donc pour tout @ > 0
|Ce(Az + AN o) — (. (Az)|
< |[AN*1||Cq sup p(Az + AANTI)7Q.
A€l0,1]
D’aprés le Lemme 13, on a

I AN o]l < My sup{p(AN*+1v)™, p(ANH10)™1}
< My [det A|(N+De p(p)ao,

Par ailleurs, si p(Az) > |det A|V, on a

p(Az) < Ci (p(Az + AAVH10) + p(AAN*10))
< Cy p(Az + AAN ) + € Cy |det A|N T p(v)

< Cy p(Az + AANT0) + % p(Az)
de sorte que si Q > 1+ a; — € on obtient
F(N +1,v) < F(N,v) + D p(v)*°|det A|N(1+e1—¢=Q)

et enfin

o 1 Qg
F(N,0)  F(0,0) + D p(0)" y—pirar=emg S De p(0)

et le lemme est donc démontré.
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