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1. Notations et énoncé du théoréme principal.

Soit H un espace de Hilbert, muni d’une base hilbertienne (ex)rez.

On considére deux filtres miroirs en quadrature, de fonctions de trans-
fert 1
mo(8) = —= Y hre*? € C*(R,C)

et
1 k@ -0 a1
my(8) = ‘—‘nge =e "mg(f+ ).
\/5 kez
On suppose que my vérifie les conditions usuelles,
mo(0) =1,  mo(8)#0, silf]< g
et
[mo(8)2 + |mo(8 + 7)|* = 1.
On pose

0 1
€ = Z hak—cee, €r = Z.‘hk—l €e -

ez LEZ

On sait (voir [CMW]) que (€2 )kez et (e})kez sont les bases hilberti-
ennes de deux sous-espaces orthogonaux H® et H', et que H = H°®H.
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350 E. SERE
On préfere noter H = Hyg y), H® = Hio 179, H' = Hpy/2,)

La décomposition de H en H® et H! est alors associée a la décom-
position [0,1] = [0,1/2] U [1/2,1]. On note T ’ensemble des intervalles
dyadiques de [0, 1], c’est-a-dire du type

€1 €j €1
I=|— <4 - —
2+ +2J, 2+ +2]+2J

En itérant le procédé de décomposition décrit plus haut, on obtient une
famille (H)sez d’espaces de Hilbert munis chacun d’une base (ex 1)rez,
avec la propriété suivante

o Si I° et I' sont les moitiés gauche et droite d’un intervalle I € Z,
alors Hr = Hyo @ Hp1, et la somme est orthogonale.

Une conséquence de cette propriété est que, si (I4)aeca est une
partition finie de [0, 1] constituée d’intervalles dyadiques, alors

H=Hp, = @Hla ,
a€EA

et la somme est orthogonale.

Il est naturel d’essayer d’étendre cette décomposition au cas de
partitions infinies.

On note ny : H — Hj la projection orthogonale de H sur Hj.

Pour z € H, ||z|| = 1, on pose p (I) = ||x;(z)||®>. On sait (voir
[CMW]) que p, s’étend en une mesure de probabilité continue sur les

Boréliens de [0,1].

En choisissant, par exemple,

o=

kez

on obtient immédiatement le résultat suivant

Hey
2lk|

Wil

Théoréme 1. Il existe une mesure de probabilité continue o sur [0,1]
telle que, si (In)n>0 est une suite d’intervalles dyadiques deuz d deuz
disjoints, les deuz propriétés suivantes sont équivalentes
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i) H= @ Hi, , etla somme est orthogonale,
n>0

i) a([O, 1\ I,.) =0.
n>0
Bien siir, le choix de o n’est pas unique, et toute mesure do’' = g do

avec g € L!([0,1],do) et ¢ > 0 o-p.p. conviendrait.

Le but de ce travail est de démontrer, dans le cas des filtres d’Ingrid
Daubechies, un résultat plus fort, conjecturé par Yves Meyer.

On suppose désormais (voir [D], [M]) que mq est la fonction de
transfert d'un filtre a coefficients réels, de longueur finie 2N, N > 2,
c’est-a-dire que

\/§m0(9) = hO + h1 eie 4.4 th_] ei(2N—1)0,

\/iml(e) = hO e—iB _ hl 6—21'9 4ot (_l)k hk e—i(k+1)9
o= hZN—l 6—2Ni9,

et que $(0) = mo(6/2)---mo(8/27)--- est la transformée de Fourier
d’une fonction ¢ de classe C", ou

1N <r<%N, Y2>711 >0.

Ces filtres sont ceux qui sont utilisés dans la pratique en compression
du signal.

L’énoncé du théoréme principal de ce travail est alors le suivant

Théoréme 2. Si l'on travaille avec des filtres d’I. Daubechies, il eziste
une mesure de probabilité continue do sur [0,1], et un isomorphisme
isométrique J : H — L?([0,1],do) ayant la propriété suivante

o Si J(z) = f, alors J(mi(z)) = fxr, ot xr est la fonction in-
dicatrice de lintervalle I, et 71; : H — Hj est Uopérateur de
projection orthogonale.

REMARQUE 1. Les propriétés des filtres d’I. Daubechies qui seront
utilisées dans la démonstration du Théoréme 2 sont

e Le fait que (hi) et (gx) sont de longueur finie < 2N .
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e Le fait que
27 e Mmg(€) - mo(2171E) = 2mep(k) Y 6(6 —2n8)
Imee tez
ou la convergence se fait au sens des distributions 27-périodiques,

a k fixé.

REMARQUE 2. Pour des filtres infinis, la question de savoir si J existe
est encore ouverte.

Si, a la place des filtres d’I. Daubechies, on met des filtres de Haar,
définis par

1+¢€'
mo(0) = \/5 ,

_ _if
m1(0)=1 e

V2
on peut écrire pour tout I € 7
{ mr(eo) = 211112 e 1,

mi(emy) =202, ;|

et donc

{ Iwr(eo)ll = limr(e-1)Il,
(mrr(e0),mr(e—1))n =0.

Si le Théoréme 2 était vrai pour les filtres de Haar, on aurait donc

{ [T(eo)l = 17(e=1)l, o -pp.
J(e0) J(e—1) =0, o-p.p.

d’ou J(eg) = J(e—1) =0 o-p.p., ce qui est absurde. Donc dans le cas
des filtres de Haar, le Théoréme 2 est faux.

Pour éviter cet écueil, on considére I’espace de Hilbert H* engendré
par la base (€5)n>0 -
HT est stable par les projections m;. On note H}f = m;(HY).

Yves Meyer a fait ’'observation suivante
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Théoréme 2 bis. Si l’on travaille avec les filires de Haar, le Théoréme
2 est vrai en remplacant H par HY et H; par H;" dans son énoncé.
De plus, la mesure do est la mesure de Lebesgue.

Ce résultat s’obtient par une construction ezplicite de I'isomorphis-
me J. Yves Meyer considere la suite (wn)n>0 des fonctions de Walsh,
dont la premiére est wo = X, ,, -

Ces fonctions forment une base de L?([0,1],R), et vérifient les re-
lations

wa(22) = 5 (2n(2) + w2041(2))

wa(22 — 1) = 3 (wan(e) — w2n11(2))

Il suffit alors de poser J(en) = wn, et les relations ci-dessus permettent
de vérifier les conclusions du Théoréme 2 bis.

On serait tenté par une construction analogue dans le cas des filtres
d’I. Daubechies. Malheureusement, la tache semble difficile. Elle est -
entre autres - compliquée par le fait de la mesure do n’est pas la mesure
de Lebesgue dans plusieurs cas.

L’auteur de cet article a en effet démontré, dans un travail non
encore publié, que les filtres d’I. Daubechies de longueur inférieure ou
égale a 10 ont une mesure do associée singuliere. On peut d’ailleurs
conjecturer que c’est le cas pour tous les filtres d’I. Daubechies.

La démonstration du Théoréme 2 que nous allons donner ne passera
donc pas par une construction explicite de l'isomorphisme J. Elle re-
posera sur l'idée suivante

Pour £ € [0,1] et = € H, on essaie d’étudier la limite I(¢,z) € RZ
des coefficients sur la base (ex r)rez de 7r(x)/||7(z)]||, lorsque (|I| —
0,¢el).

Si I'on pose f = J(z), 'information contenue dans f x; se réduit a
un scalaire lorsque |I| — 0. On peut donc s’attendre, si le Théoréme 2
est vrai, a ce que I({, z), lorsqu’elle existe, soit indépendante de z (au
signe pres). Réciproquement, on peut espérer que I'existence de J se
déduira des propriétés de [ .
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En fait, ’étude de I(€, z) ne semble possible que pour £ de la forme
k/2, et z de la forme Y kek @k €k, ou K est une partie finie de Z.
Cette restriction sur les valeurs de £ rendra un peu délicat le passage
du local (étude de !) au global (existence de J).

2. Plan de la démonstration du Théoréme 2.

Pour démontrer le Théoreme 2, il nous suffira de prouver le résultat
suivant

Théoréme 3. Soit T : H — H un opérateur continu. Supposons que
pour tout intervalle dyadique I, on ait Tomy =m;o0T.

Alors il eziste une suite bornée T; : H — H d’opérateurs de
la forme T; = ZIEE,- Army, telle que (T;f,9) — (Tf,g) pour tous
f,g€eH.

Ici, les E; sont des parties finies de I, et les A sont des scalaires.

En effet, d’apreés le Théoreme 1, la famille () engendre une mesure
spectrale 7, c’est-a-dire une application de ’ensemble des Boreliens de
[0,1] dans celui des projecteurs orthogonaux de H, dénombrablement
additive et telle que #([0,1]) = 1y. De plus, le projecteur #({a}) associé
a un singleton {a} est toujours nul, par continuité de 0. Le Théoréme
3 implique que tout projecteur orthogonal commutant avec I'image de
% est lui-méme dans cette image. Ceci entraine le Théoreme 2, d’apres
la théorie de la multiplicité spectrale dans les espaces de Hilbert (voir
par exemple [H, Chapitre III]).

La convergence des T; souhaitée étant une convergence faible, on
va se ramener, pour démontrer le Théoreme 3, a I'étude de (T f, g) pour
f,g € HD les HY étant une suite croissante d’espaces de dimension
finie, avec | J;5, HU) = H.

Plus précisément, nous définissons H/) comme ’espace engendré
par (ex)_zi-1<k<2i-1. Pour tout intervalle dyadique I C [0, 1], nous

définissons de méme ’espace H}J) engendré par (ex 1)_zi-1<k<2i-1 -

La propriété remarquable des H}j), lorsqu’on travaille avec des

filtres d’Ingrid Daubechies, est qu'il existe jo > 0 tel que pour j > jo,
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; ; () ()
on ait toujours 7y (HY)) C H;'.

On vérifie trés simplement cette propriété par récurrence sur ¢, avec
27 = |I|, pour un filtre (hi)o<k<2N-1, €n choisissant 27° > 2N. (C’est
ic1 qu’on utilise le fait que les filtres sont finis.

Maintenant, pour établir le Théoréme 3, il suffira de démontrer la
proposition suivante

Proposition 1. Pour tous j > jo et € > 0, il eziste une partie finie
Aje de I, composée d’intervalles deuz d deuz disjoints, telle que, pour
tout z € HD | on ait

o= 3= @enal <elal,

I€A

j.€
\) b 7’
ot l'on a posé

(r= (Z(P(k)z) —I/Z(Zw(’c)ek,l) :

kezZ kez

Nous prouverons la Proposition 1 au Paragraphe 3. Vérifions au-
paravant que cette proposition implique bien le Théoréeme 3.

On suppose donc la Proposition 1 vraie, et on considere T tel que
(pour tout I € T) Tony = wroT. T laisse stable les espaces Hj, et on
a toujours, par construction, {; € Hy.

Par conséquent, si I, I' sont deux intervalles distincts (donc dis-
joints) de A; ., on a (T¢r,(p) =0.

On pose maintenant T; = EIGA,- s Armr, avec Ay = (T'(r,(r). On
a bien siir ||T}|| < ||T||, et pour j > jo, f,g € H9), on écrit

(Tf,9) —(Tif,9)l
<lrro~( X @nna) X @na)

T€A;j 1/; 1€A; 1y;
H@ho - @( X whHa), X naa)|
IT€A; 1/; T€A;j,;

4||T
<Ly
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L’union des H) étant dense dans H, la Proposition 1 implique donc
bien le Théoréme 3.

3. Preuve de la Proposition 1.

Une idée “naive” pour construire I'isomorphisme J, serait d’asso-
cier a tout vecteur de base e; la fonction e**® € L?((0,27),C).

On obtient ainsi un isomorphisme
U:Hc=@P Cex — L*((0,27),C) .
kEZ

Les ey, deviennent 2i/2 ¢ik2’ 6 my(8), avec

ml(g) =me, (9) m€2(29) --omy, (21—16) ,

et )
B 1 T RS BTN
I= 2+ +2j,2+ +2j+21

L’espace HU) devient I'espace des polynémes trigonométriques a
: : ik6
coefficients réels E_2j_1<k52,-_1 cpe?.

Malheureusement, la réalisation U de l'espace H ainsi obtenue
differe beaucoup de l'isomorphisme J cherché. Tout d’abord, les es-
paces naturels de départ et d’arrivée de U sont complexes, ceux de
J sont réels. Mais surtout, les espaces U(H[) ne sont pas constitués
de fonctions supportées par I. Cela vient du fait que m; n’est pas la
fonction indicatrice de I.

Ceci, outre le fait, déja mentionné au Paragraphe 1, que les mesures
do sont souvent singuliéres, nous indique que J a peu de parenté avec
la transformée de Fourier. Cependant, I'isomorphisme U va nous étre
tres utile dans la démonstration de la Proposition 1.

Nous utiliserons en fait la réalisation relative U; consistant a as-
socier, pour J € T fixé, e'*? au vecteur e ;.

On aura alors U (ex 1) = ¢ik?’ 0 m[-(6)23/2, pour I C J, Tet] = |I]
étant définis par I = o + 8, a et 8 étant tels que J = «[0,1] + 8.

Nous démontrons d’abord le
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Lemme 1. Stz € HSj), et si ’on pose U;(z) = f(0), et Usomi(z) =

£1(6) pour |
{ 1| = 273}J1,
ICcJ,

alors

f0)= D 29 My(6) f1(62%)
IcJ
|[I)=2"%|J]

et Von a [lo]* = S |1 (O)F-
PREUVE. Puisque f € PU) on a
1 2;Ir . i -
el — 9—J -J
= LGOS SRTCE T
0<k<2i

Maintenant, nous remarquons que la théorie des filtres QMF peut
s’appliquer en considérant le sous-groupe discret A7) des racines 27-
iemes de I'unité, au lieu du groupe Y = {z € C: |z| = 1}. Ainsi, le fait

que la matrice
( mo(0) m1(6) )
mo(0+7) mq(6+7)

soit unitaire pour e*® € U () entraine que

27 N |fkr2) = Y (0P,

0<k<2i [T|=2-7|J]|

Cette égalité est la version discrétisée de la formule

1 2m 1 2w .
5 [ ere = ¥ o [Cineera.

[I|=2-i|J|
Le Lemme 1 est donc démontré.

Le Lemme 1 nous fournit un isomorphisme isométrique

9 HY) - R?

z = (&r)rcr: \n=2-i 191}
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avec
& = f1(0) = ) (z,en) -
kE€Z
Pour relier cet isomorphisme a I’approximation cherchée de la Proposi-
tion 1, nous démontrons le

Lemme 2. On considére un intervalle dyadique I C [0,1], de longueur
2=™, On désigne par I' C I Uintervalle dyadique de longueur 2= "0~ ™
inclus dans I, et situé le plus ¢ gauche possible dans I.

I

A
”~ Y

N’
II
On pose a = (Z c,o(k)2)l/2, et on reprend les vecteurs (p définis

dans la Proposition 1. Alors, pour tout x € H;j) avec j > jo, on a

[rr@) = a2 (Y (@ een)) o || < ntGimo)27/2 el

kez

ot, pour tout j fizé, limpy—too n(j,n0) = 0, €t ot p(j,no) ne dépend
pas de J, ni de m.

Avant de démontrer le Lemme 2, observons que le facteur de nor-
malisation 27"°/2 est naturel, puisqu’il exprime la répartition moyenne
de I'énergie ||z||? entre les 2™ sous-intervalles dyadiques de I de lon-
gueur 27"°|I|. Quant au coefficient a, il peut, s’il est différent de
1, fausser cette répartition. Cet argument sera développé dans un
prochain article, et donnera des critéres permettant d’affirmer qu’une
mesure do trouvée par le Théoréme 1 ou 2 est singuliére.

DEMONSTRATION DU LEMME 2. Le fait que les filtres sont finis sera
fondamental ici.

On va travailler avec la réalisation U;. On identifie donc

T = ), e

2i-1<q<2i

a f(6) = S a, €.
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Dans cette réalisation, e, 7 devient
2no/2 eikz"oo mo(e) eemp (2110—10) = 2—-no/2 Gno,k(a) .

On remarque alors que
Gno,k(o)no;wzr o(k) IGZZ 6(8 —2xl),

ou la convergence se fait au sens des distributions 2x-périodiques, pour
k fixé.

Dans notre réalisation, () est devenu
27" Z (fs Gnovk> Gno,k ’
—2i-1<k<2i -1

ou le crochet (-,-) est le crochet de dualité entre fonctions C*°, 2r-
périodiques et distributions 27-périodiques.

Par ailleurs, (j» est devenu
1 —no/2
= > ek)2™ 2 Gy
—2i-1<kg2i-1

Il est alors immédiat de calculer

|7 (z) — 2772 £(0) (p ||2

2i-1

= 3> 27 |(£,Gueu) — F(0) (k)|

k=—2i =141

Pour terminer la preuve du Lemme 2, on remarque que, pour j
fixé, et z € H}J), |zl £ 1, f est un polynéme de P, avec ||f|| <1:
I’ensemble de ces polynémes est un compact dans C*°(0,27), d’ou la

convergence
(£,Gnok) 7, FO)(E)

uniforme sur cet ensemble. On peut donc construire 7(j,ng) vérifiant
les conclusions du Lemme 2.

Enoncons maintenant un corollaire évident des lemmes 1 et 2.
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Corollaire. Avec les notations du Lemme 2, on a

l7r () = (2. ¢e) Cr|| < n27™2 ||mi(2)]l,
pour tout z € H). De plus,

Yo lmp@? 2 c27™ ||z,

[1]=2-3
ot ¢ > 0 est une constante indépendante de j,¢ . -

La premicre inégalité résulte du Lemme 2, la deuxiéme résulte du
Lemme 1 combiné au Lemme 2. (On peut choisir par exemple ¢ =
a?/2).

Ce corollaire nous montre qu’on peut “manger” une partie de
z, de norme 27 "°/2,/c||z||, approximer cette partie avec la précision
n27m0/2||z||, par un vecteur de type 3.(z,(;)¢;. On est alors tenté
d’appliquer de nouveau ce procédé a la partie restante, et d’arriver
finalement a approximer x tout entier, par itérations.

PREUVE DE LA PROPOSITION 1 PAR ITERATIONS. On définit trois
suites E,,, Fi,, G, d'intervalles dyadiques, par récurrence,

Ey = [0,1], Fy est 'ensemble des 27 intervalles dyadiques de type
k)27, (k +1)/21] = J,

G est 'ensemble des 27 intervalles de type [k/?j , (k+2_"°)/2j] =
J' associés aux intervalles J.

Supposons maintenant E,,, Fr,, G, construits, et que G, est con-
stitué d’intervalles J' associés aux intervalles J de F, (c’est-a-dire que
J'C J,|J'|=27"|J|, et J'le plus & gauche possible).

On décompose alors chaque intervalle J\ J' en ng intervalles dyadi-
ques. On appelle E;,4+1 la collection des intervalles dyadiques ainsi
obtenus; on subdivise chaque intervalle de E,,4; en 27 intervalles dyadi-
ques égaux, et on obtient la collection Fru41; enfin, la collection Gy
est constituée des intervalles J' associés aux intervalles .J de Fp, 4.

Il résulte de cette construction que la famille | J,,~, Gm est con-
stituée d’intervalles dyadiques deux & deux disjoints.” On va poser

Aj. =Um%, Gm, pour mg bien choisi.
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On peut écrire

T = 30+y1’
1 = z1+Yy2,

Ymo = Tmo + Y(mo+1) »

ol Tm =3 jeg,, T1'(T) €t Ym = X jep,, T1(T).

D’apres le Corollaire, on a ||z |2 > ¢27™||y,,||?. Par ailleurs, on
& [yms1l2 = lymll® — [Zm|>. Done, par récurrence, lym|? < (1 —
ez

On peut donc écrire ¢ = zg + - -+ + T, + Reste, avec
“Reste”2 <(1- c2_"°)m°+1||:zr||2 .

Maintenant, on applique la premiére partie du Corollaire a chaque
Ym, ce qui permet d’écrire

70 (Ym) = (Ym, C1r) Co |l < (G, m0) 27772 || (ym )l

pour chaque I € F,,.

Cette inégalité entraine, par orthogonalité des Hy,

lem = > (2.¢r)r]| < n(ine) 27"/ |lyml|
I'eGnm
< BT oy

Ve
Comme ces erreurs sont localisées dans les espaces @) ;, Hj, deux
J'€EGm ’

a deux orthogonaux pour deux valeurs de m distinctes, et orthogonaux
au Reste, on a

len— X @

Ireun? Gnm
N 2
S (TI(]’CnO) + (1 _ C2_n°)m°+l> ”x“2 .
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On conclut en prenant ng tel que

n(]a n0)2 < 2

€
c -2

puis en choisissant mg tel que (1 —c27"0)™o+1 < ¢2/2. La Proposition
1 est démontrée, le Théoréme principal est donc vrai.
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