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Trajectoires de groupes
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de quasi-isométries
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1. Introduction.

Un homéomorphisme g : R2 — R? est une (L-)quasi-isométrie si
pour tout z,y € R?

e~y < lla(@) — 9wl < Lz ~ ]

Soit G = {g: : t € R} un groupe a l-parametre. Il est dit quasi-
1sométrique s’il existe L > 1 tel que tout élément de G est une L-quasi-
isométrie.

Le point de départ de ce travail est ’étonnant exemple de P.
Tukia [T2] d’un groupe quasi-isométrique du plan R? n’étant pas quasi-
isométriquement conjugable a un groupe d’isométries, 7.e. il ne s’écrit
pas sous la forme

G=fodof,

ol f: R? — R? est une quasi-isométrie et ® est un groupe d’isométries.
La raison pour laquelle ceci n’a pas lieu est simple. Le groupe G de
Tukia a une trajectoire I' = {g,(0) : ¢t € R} le “snowflake” ou encore
la courbe de Von Koch. Cette trajectoire I' n’est pas rectifiable; elle a
meéme une dimension de Hausdorff strictement plus grande que un.
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Le fait qu'un groupe quasi-isométrique peut agir transitivement
sur une courbe fractale est remarquable et la question se pose: quelles
sont les trajectoires d’un groupe & l-parametre quasi-isométrique en
général? On les appelle dans la suite quasi-isométrique cercle (QI-
cercle) ou, plus précisément, L-QI-cercle si les éléments du groupe sont
L-quasi-isométriques.

D. Sullivan [Sul] et P. Tukia [T1] ont montré qu’en dimension
deux tout groupe quasiconforme est quasiconformément conjugué a
un groupe conforme. Un groupe quasi-isométrique a 1-parametre est
alors le conjugué quasiconforme d’un groupe d’isométries a 1-parametre
parabolique ou elliptique; ¢f. la classification des applications con-
formes, par exemple dans Greenberg [4]. Par conséquent, les QI-cercles
sont des quasicercles, c’est a dire les images d’une droite (ou d’un cercle)
par une application quasi-conforme de RZ.

Avant d’énoncer des caractérisations des QI-cercles fixons les no-
tations necessaires. On note par D(p,r) le disque ouvert centré en p
de rayon r > 0. Dans tout le texte, disque signifie toujours disque
ouvert. Le bord du disque D(0,1) est noté S!'. Le symbole I'(p, q)
désigne un sous-arc demi-ouvert d’une courbe I'| joignant p a ¢ et con-
tenant le point p mais pas ¢. Quand I' est une courbe de Jordan on
prend pour I'(p, q) le sous-arc avec le plus petit diametre (s’il existe;
sinon on choisit librement un des deux sous-arcs). Si E C I' est un
sous-ensemble, N(r, E) est le plus petit nombre de disques de rayon r
necessaires pour couvrir E.

Théoréme 1.1. Une courbe T’ est un L-QI-cercle st et seulement si
une des propriétés suivantes est vérifiée.

(1) Il eziste M > 1 eth:R—T ouh:S' — T un homéomor-
phisme tel que

Ih(z +t) — h(z)|| < M |[h(y +s) — R(y)Il ,

pour tous =,y € R ou S! et pour tout 0 < t < s.

(IT) Il existe une mesure w de I' non-triviale et o-finie, i.e. 0 <
w(T'(p,q)) < oo pour tout p,q € T distincts, vérifiant pour une constante
A>1,

w(T(p1,p2)) < Aw(T(g1,92)),

pour tous p;,q; € I' avec ||p1 — p2|| = |la1 — ¢2]|-



TRAJECTOIRES DE GROUPES A 1-PARAMETRE DE QUASI-ISOMETRIES 145

(III) T vérifie la propriété géométrique suivante: il eziste une con-
stante H > 1 telle que, st p1,p2,q1,92 € ' sont deuz paires de points
telles que ||p1 — p2|| = |lg1 — ¢2||, alors

N(r,I'(p1,p2)) < HN(r,T'(q1,92)), pour tout T > 0.

En plus, toutes les constantes dépendent l'une de 'autre. Quand
Uune d’entre elle est égale 4 un, les autres peuvent aussi étre prises
égales a un.

Le fait qu'un QI-cercle doit étre un quasicercle se reflete dans ce
théoréme. Si on remplace par exemple dans I'inégalité de (I) y par z
on a précisement la condition qui dit que h est une quasi-symétrie et
donc que I est un quasicercle. On va aussi voir que (II) aussi bien que
la propriété géométrique (IIT) implique la propriété des trois points de
Ahlfors: une courbe I" est un quasicercle s’il existe une constante ¢ > 1
telle que diamI'(p, q) < c|lp — ¢||-

Remarquons encore que si I' vérifie (II) ou (III) avec constante 1,
alors I" est forcément une droite ou un cercle (¢f. Proposition 3.1).

Dans [FM] K.J. Falconer et T.D. Marsh étudient les “quasi-self-
similar” cercles. Grace a leur étude on peut dire que ce sont des courbes
de Jordan I' paramétrisables par un homéomorphisme h : S — T°
vérifiant

(1.1) < h(z) = Ryl < c flz =yl ,

lz —yll®

c
pour tous z,y € S!, ot ¢ > 1 et 1/a = Hdim(T) € [1,2[. Ceci
et le Théoréme 1.1 impliquent que toutes ces courbes sont des exem-
ples de QI-cercles. En particulier les ensembles de Julia des fonctions
fa(z) = 22 + X, X appartenant & 'intérieur de la cardioide principale
de l’ensemble de Mandelbrot [Su2|, aussi bien que les ensembles limites
de certains groupes kleiniens [Bo].

Les “quasi-self-similar” cercles ont des jolies propriétés fractales.
Par exemple, toutes les différentes dimensions (Box, Hausdorff) d’une
telle courbe coincident et, a une quasi-isométrie pres, ils sont définis
uniquement en fonction de leur dimension [FM]. Dans le Paragraphe 5
nous étudions comment étendre ces résultats aux QI-cercles.

Je tiens a remercier Michel Zinsmeister pour des nombreuses dis-
cussions et pour m’avoir aidé a clarifier ce travail. Je remerci également
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le referee. La condition (II) du Théoréme 1.1 est basée sur une idée a
lui.

2. Etude de la propriété géométrique.

Nous résumons dans ce paragraphe quelques résultats importants
pour la suite.

L’astuce suivante va étre utilisée a plusieures reprises: il est clair
que le nombre de disques de rayon r > 0 necessaires pour pouvoir cou-
vrir un disque D(p, R), R > r, se majore par une constante v = v(R/r)
dépendant que du rapport des rayons. Une conséquence immédiate de
ceci est

(22) NGI) < v (T) NRTG),

quand r < R et p,q € I'. Voyons pourquoi (II) et (III) sont des condi-
tions plus fortes que la propriété des trois points de Ahlfors:

Lemme 2.1. Toute courbe ' vérifiant la propriété géométrigue (III)
est un 2H -quasicercle, 1.e.

diamI'(p,q) <2H |lp—q||,  pour tousp,g €T.

Quand une courbe T vérifie (II) elle est un 2A-quasicercle.

PREUVE. Supposons le contraire dans le cas ou I' vérifie (III): il existe
p,q € T tels que diamI'(p,q) > 2H]||p — ¢||. Soit r = ||p — ¢||. Il existe
a,b € T'(p,q) avec |la—b|| =r et |Ja—z|| < r pour tout = € I'(a,b). D’otx
N(r,T'(a,b)) = 1. Comme diamI'(p,q) > 2Hr, le nombre N(r,T'(p,q))
est strictement plus grand que H. On a alors une contradiction avec
(11I).

Considérons maintenant une courbe I" vérifiant (II). Soient p,q € T’
et a,b € I'(p,q) tel que diamI'(p,q) = |la — b||]. On choisi m € N de
sorte que (m + 1)|lp — gl > [la = b| > mlp — g|l. Alors, par (II),
w(T(a,b)) > mw(T(p,q))/A. Or, I'(a,b) C I'(p,q), et donc m < A.
D’ou, diamI'(p,¢) < (m + 1) [|p — ¢|| < 24 lp — ¢||-

Les nombres N(r,~) sont définis dans 'introduction. Nous aurons
besoin d'une quantité analogue: on appelle r-ensemble de I'(p, ¢) un en-
semble de points {zg = p, z1,...,2n = ¢} C I'(p, ¢q) ordonné et maximal
pour que ||z;—; —z;]| =7,2=1,2,...,n—1. On note n(r,I'(p,q)) = n.
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Lemme 2.2. Pour un K-quasicercle I' les nombres N(r,I'(p,q)) et
n(r,T'(p,q)) sont équivalents:

N(r,I'(p,q)) < n(r,I'(p,q)) < v(4K) N(r,T'(p,q))-

PREUVE. Choisissons un ensemble {zq,...,z,} C7, v = I'(p, q), max-
imal pour la condition suivante: on prend zo = p et successivement
z; € I'(zi=1,9), © = 1,...,n — 1, de sorte que |[z;—y — z;|]] = r et
|lz—=zi-1|| < r pour tout z € I'(z;_1, ;). Enfin on prend comme dernier
point z, = ¢. Ce choix assure que les disques D(z;,7),¢ =0,1,...,n—1
couvrent v. D’ou N(r,v) < n < n(r,v).

Partons maintenant d’un r-ensemble {z¢,z1,...,z,} de y=T(p, g).
Quand n = 1 tout est clair. Soit alors n > 2. Dans v; = I'(z;-1,z;),
¢ =1,...,n—1, il existe un point p; tel que min{||p;—z;_1]|, ||p:—=:||} >

r/2. T étant un K-quasicercle, ||z — p;|| > r/2K pour tout =z € v\vi.
Un disque de rayon r/4K contenant un des points p; n’a pas de point
en commun avec v\7; . D’ou et par (2.2) on a bien

n(r,7) < N(gg,7) < vAE) N(r,7).

Lemme 2.3. Soit ' une courbe vérifiant (III). Alors, il eziste une
constante n(H) > 0 dépendant que de H telle que pour tout p,q € T et
0<r<R<|p—gq| ainsi que a,b €T avec |ja —b|| =R on a

n(H)n(R,I'(p,q)) N(r,I'(a,b)) < N(r,I'(p, q))
< Hn(R,T(p,q)) N(r,T(a,b)).

PREUVE. Notons v = I'(p,¢), {®0,...,2n} un R-ensemble de v, v; =
I(zi—y,z;) et soit a,b € I avec |ja — b|| = R. Quand n = n(R,vy) =1
necessairement ||p — q|| = ||a — b|| et le lemme suit directement de (III).
Supposons alors n > 2. A cause de (III) on a

N(r,7) <Y N(r,%) < HnN(r,I(a,b)).
i=1

Pour voir I'autre inégalité considérons d’abord le cas r < R/4H.
Cette restriction fait qu’un disque D(z,7) a une intersection non vide
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avec au plus deux des arcs v; qui doivent étre des arcs voisins. Sinon il
existe u,v € I'(p, q) avec ||u — v|| < 27 et tel que v; C I'(u,v) pour un
1 €{2,...,n—1}. Or, T est un 2H-quasicercle et donc

— >—R>
|| vH_2Hd1amP(u v) > 2HR 2r.

Il est alors possible d’extraire d’un recouvrement minimal de I'(p, q)
de disques de rayon r un recouvrement de U1<2k +1<n Y2k+1 tel que
chaque disque a une intersection non vide avec qu’un seul arc vog41.
D’ou, N(r,I'(p,q)) > Zl<2k+1$n N(r,v2k+1). Le méme raisonnement
s’applique aux v; d’indice pair, ce qui implique

2N(7"F(paq)) 2> ZN(T’7i)

=1

1
2 _H' (n - 1) N(T,P(a, b))
> % n(R,v)N(r,I'(a,b)).

Il reste a voir le cas R > r > R/4H. Par les lemmes précédents et
avec (2.2) on voit que

R

N(r,T(a,b)) < N( ;7. T(@,b)) < .v(8H2)N(2HR, I'(a,b)) = v(8H?)

et
n(R,I(p,q)) < v(8H)N(R,T(p,q)) < v(8H) N(r,I'(p,q)).

La constante n(H) = min{l1/4H, 1/v(8H)v(8H?)} vérifie alors
I'inégalité de gauche dans les deux cas.

Lemme 2.4. Soit " une courbe vérifiant (1II). Alors, pour toute con-
stante H > 1 il eziste d > 0 dépendant _que de H et de la constante H

de (II1) telle que si N(r,T(p1,p2)) < H N(r,T(q1,q2)) pour un v > 0
avec v < ||q1 — q2|| alors ||p1 —p2|| < d||lg1 — ¢2]| -

PREUVE. Soit ||p; — p2|| > ||¢1 — ¢2]| = R. Par le Lemme 2.3 on a

N(r,L(p1,p2)) Z n(H)n(R,T(p1,p2)) N(r,I'(q1, 92)) -
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En appliquant ’hypothése on en déduit ﬁ/n(jf) > n(R,T(p1,p2)), ce
qui montre ||p; — p2|| £ d||l¢1 — ¢2|| avec d = H/n(H).

3. Démonstration du Théoréme 1.1.

(I) vmpligue T' est un QI-cercle. Cette preuve est fortement basée
sur un argument utilisé par Tukia dans [T2].

a) Le cas non compact; on suppose que I' est homéomorphe a R.
On cherche un groupe quasi-isométrique a 1-parameétre G = {g; : t € R}
pour lequel T" est une trajectoire: ' = {g4(p) : t € R} avec p € T un
point quelconque.

Soit A : R — I une paramétrisation vérifiant (I) et notons par
H : R? — R? lextension K = K(M)-quasiconforme de Beurling-
Ahlfors-Tukia [T3] de h. On considére le groupe

G=Ho{z—z+t:teR}oH '=HoToH™'.

Ce groupe a I' comme trajectoire. Afin de montrer que G est un groupe
quasi-isométrique on va d’abord établir 'inégalité

dist {H(uy,v),T'} <L
1

(3:3) dist {H(uz,v),T} = 7~

pour tous u;,us € R et v € R\{0}, pour une constante L; =L, (M)>1.
Il existe t; € R avec dist {H(u;,v),T'} = ||H(u;,v)—h(t)|, 2 =1,2.
Soit s; € R tel que

ll(u1,v) = (s1,0)l = [[(uz,v) — (t2,0)[| = {
et utilisons le fait qu’une application quasiconforme de R? est L'-
quasisymétrique avec I’ = I'(K) est une constante dépendant que

de K et donc que de M, [Ge2]. Alors,

dist {H(uy,v),I'} <||H(uy,v) — h(s)|| < K’

h(sy 4+ 1) — h(s1)]|
et donc, avec (I),

dist {H(u1,v),T} < K'M ||h(ty + 1) — h(t2)]|
< K'*M ||H (uz,v) — h(t2)]| -
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Par le choix de t,, dist {H(u;1,v),I'} < K'2M dist {H (u2,v),T'} ce qui
est précisément (3.3) avec L; = K'2M.

On conclut maintenant comme dans [T2] preuve du Lemme 1.
Soient U; = H({z2 > 0}) et U; = H({z2 < 0}) les composantes con-
nexes de R?\I". L’application H, étant I’extension de Beurling-Ahlfors-
Tukia de h, est, restreinte a {2 > 0} ou a {z2 < 0}, difféomorphe et
une quasi-isométrie hyperbolique. La constante de quasi-isométrie
hyperbolique dépend aussi que de M [T3]. On définit sur U; la métrique
quasi-hyperbolique par |dy|/dist {y,I'}. Cette métrique étant équiva-
lente a la métrique hyperbolique, il existe Ly = Ly(M) > 1 tel que

1yl gyl ldyl
L, dist {y,T'} = dist {g¢(y),T} =~ dist {y, T}’

pour tout t € Ret y € Uj, 7 =1,2. Or, y et g,(y) sont dans une méme
courbe H({(z1,v) : z1 € R}) pour un v # 0. L’inégalité (3.3) implique
donc

1
= ldy| < |dgu(y)| < LiLz|dy|,  pour presque tout y € R?,
142

Les g; étant quasiconformes on en déduit que le groupe G est bien
un groupe quasi-isométrique (pour la métrique euclidienne) et que sa
constante bilipschitzienne dépend que de M.

b) Le cas compact. On suppose maintenant qu’il existe A : §' — T’
vérifiant (I). Soit encore H l’extension de Beurling-Ahlfors-Tukia de h
et G =HoRoH™! ot R ={z+ Uz : U matrice orthogonale} le
groupe des rotations euclidiennes fixant 0 et co. Ce groupe a I' comme
trajectoire. Pour montrer que G est un groupe quasi-isométrique on
peut supposer, quitte a conjuguer G avec une translation, que 0 est un
point fixe des éléments de ce groupe. Supposons pour l'instant aussi
qu’il existe p € T avec ||p|| = 1. Ceci implique I' C A(K') = {z € R?:
1/K' < ||z|| € K'} puisque l'application H est K’-quasisymétrique
avec K' dépendant que de M et on a H(0) = 0; le groupe G fixe 0.

Notons ds la métrique sphérique (définie par ||dz||/(1 + ||z||?))-
L’involution #(z) = z/||z||? est une isométrie pour cette métrique. La
métrique euclidienne et la métrique sphérique étant équivalentes dans
A(K'"), V'application h =i o0 h : 8! — T = 4(T") vérifie aussi I'inégalité
de (I) pour une constante M dépendant que de M.

Soit C; la composante connexe de R?\I" contenant 0 et C, 'autre.
On considére G; = G|c, et G3 = i 0 G|, 0i. Comme dans le cas
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non compact on montre que G et G, sont quasi-isométriques -pour
le groupe G on utilise que % vérifi (I) et que H = i o H 0 est une
extension quasiconforme de h ayant les propriétés de ’extension de
Beurling-Ahlfors-Tukia.

Dans C; U#(C3) C D(0, K') la métrique euclidienne et la métrique
sphérique sont équivalentes. G;, G2 et donc aussi G sont alors des
groupes quasi-isométriques pour la métrique sphérique. Or, un groupe
de R? dont tout élément fixe 0 est quasi-isométrique pour la métrique
sphérique si et seulement s’il I’est pour la métrique euclidienne (¢f. [T3],
on peut le voir en utilisant I’expression infinitesimale de cette métrique).
G est alors bien un groupe quasi-isométrique pour la métrique euclidi-
enne et sa constante bilipschitzienne est controlé par M.

Quand aucun point p € T" est a distance un de l'origine, le groupe
G* = dy/r0God,, avec d,(z) = rz et r = ||p|| pour un p € I' quelconque,
est, par le précédent raisonnement, un groupe quasi-isométrique dont
la constante bilipschitzienne dépend que de M. 1l en est alors de méme
pour G puisque conjugaison d’un groupe quasi-isométrique par simili-
tude ne change pas sa constante bilipschitzienne.

T est un QI-cercle implique (III). Il existe G = {g; : t € R} un
groupe L-quasi-isométrique de R? agissant transitivement sur I'. La
courbe T' est un I{(L)-quasicercle puisque G se conjugue quasicon-
formément en un groupe isométrique et on a un controle de la dilatation
de ’application conjugant en fonction de L, voir [T1].

Soient y; = I'(p1,p2) et v2 = I'(q1,q2) des sous-arcs de I' avec
R = ||p1 — p2]| = |la1 — ¢2||. On veut montrer N(r,v2) < H N(r,v1)
avec H = H(L). Pour éviter un probleme d’orientation on suppose que
soit g¢(71) C vz soit gi(71) D 72 ou t € R tel que g¢(p1) = 1.

On prend {z¢ = ¢1,%1,...,Tn} ordonné et maximal de sorte que
z; € yp pour ¢ = 0,1,...,m — 1 et tel que ||z; — z;—1|| = R/L ainsi
que ||z — z;|| < R/L quand = € I'(z;—y, ;). Le choix de ces points
et le Lemme 2.2 impliquent m < n(R/L,v2) < v(4K)N(R/L,v;). T
est un I-quasicercle et donc v, C D(¢1, KR). Avec (2.2) on en déduit
m < v(4K)v(LK)=H,.

Pour conclure on majore les nombres N(r,I'(z;-1,z;)) en fonction
de N(r,71) . Soit t € R tel que g¢(p1) = x;—1. Par le choix des z;
et le fait que le groupe est L-quasi-isométrique I'(z;—1,z;) C gi«(m1).

Prenons D; = D(y;,r),j =1,..., N un recouvrement minimal de ;.
Or, ¢/(Dj) C D(gi(y;).Lr) et donc, encore avec (2.2), on a
1

I/(L) ‘7\[(7‘5 F(Ii—lwl‘i)) < N(_L”‘a F(Ii—lva:i)) < ]V('rv 71) )
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D’ou
N(r,72) Y N(r,T(zi-1,2:)) < v(L) Hi N(r, 1)

=1
ce qui termine la preuve. Remarquons que H = H; v(L) dépend que

de L.

(III) implique (I). Par le Lemme 2.1 une courbe vérifiant (III) est
un quasicercle. Elle est alors soit homéomorphe & R soit & S!.

a) Le cas non compact. Supposons d’abord que I' est une courbe
vérifiant (III) et homéomorphe a R. On peut supposer que 0 € I'. No-
tons I't 1'une des composantes connexes de I'\{0} et soit v = I'(0, ¢) C
=+ . .

I’ choisi de sorte que ||g|| = 1.

Considérons un m € N tel qu’il existe un r,, > 0 avec N(rp,7v) =
m. A ce m on associe une application continue h,, : R — R? de la
facon suivante: soit {p; € I' : ¢ € Z} un ensemble de points ordonnés
avec pg = 0, p1 € I'" et ||pi —pi—1|| = rm pour tout : € Z. L’application
h,, est alors définie par h(z/m) = p; et par

1—1 3

—] — [pi—1,pi] affine.

"G=1)/m,ijm] [ m 'm

On montre que {hn,} est equicontinue et que la limite d’une sous-suite
convergente est bien un homéomorphisme de R sur I' satisfaisant (I).
La preuve de ceci est basée sur les inégalités suivantes: il existe C}(H)
tel que

@0 [m (55) = ()] = a0 [an (55) = ()]

pour tous 7,7 € Zet 0 < k <1, et il existe C2(H) tel que
. < C,
(3:5) ‘hM(M)H Ca(H)

G
quand M > met :/M < 1/m.
Montrons (3.4). I' étant un 2H-quasicercle

diam'(pj,pj+1) _ 7
lpj+i — pjll > QHJ ! Y

L’inégalité (3.4) est alors une conséquence du Lemme 2.4 s'il existe H
dépendant que de H tel que

(3.6) N(:H F(Pan—l-k)) <HN (TH I'(p;, PJ-H))
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Les disques D(pi4y,2Hrm), v =1,...,k, couvrent I'(pi, pi+«). De ceci
et de (2.2) on tire

Tm
N (55 Dpispirs)) < v(4H?) N(@2Hrm, T(pi,pis)) < v(4H?) .

D’autre part, I < n(rm,I'(pj,pj+1)) puisque {pj,...,pj41} est un rp-
ensemble de I'(p;,p;4:) non nécessairement maximal. Par le Lemme
2.2 on a alors

U< V(8H) N(rm,T(p;,py+0)) < W(SH) N(2 2, T(p;,p;41))-

Ces dernieres estimations montrent bien que (3.6) a lieu avec H =
v(4H?)v(8H).

De la méme facon on montre (3.5): pour pouvoir appliquer le
Lemme 2.4 on se convaint qu'il existe H dépendant que de H tel que

(3.7) N(rM,r(o,hM(%))) < ﬁN(rM,r(o, hm(%))) ,

quand M > m et i/M < 1/m. On montre comme plus haut que

N(rM,I‘(O, hM(%))) < u(2H)N(2HrM,I"(O, hM(%))) < v(2H);i.

D’autre part, les Lemmes 2.2 et 2.3 font que

N(ry,7) < HV(8H)N(rm,7)N(rM,I‘(0, hm(T—i-))) .

Comme N(rg,v) =k on a alors

M 1,

— < Hu(BH)N(rM,I‘(O,hm(m))) .

Or, i/M < 1/m et donc (3.7) est bien valable avec H = H v(2H) v(8H).
En conséquence de (3.4) et (3.5) il est clair que {hn,} est equicon-

tinue. Par le Théoréme d’Ascoli il est alors possible d’extraire une

sous-suite de {h,} convergeant uniformément sur les compacts de R.

L’inégalité (3.4) implique que la limite h satisfait I’inégalité de (I) et

que h est soit constante soit un homéomorphisme de R sur I". Afin

de voir que h n’est pas une application constante il suffit d’établir que
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|R(1)|| > 0; h fixe 0. Comme {hm(i/m): i =0,...,m} est un rp-
ensemble de I'(0, h,(1)) on a

N(rm,v) =m < n(rm,[(0,hn(1))) < v(8H) N(rm,I'(0,hn(1))).

On peut alors appliquer le Lemme 2.4: il existe d = d(H) tel que
Ilhm(1)]] > |l¢]|/d = 1/d. La fonction h est donc bien un homéomor-
phisme.

b) Le cas compact: T’ est homéomorphe 4 S'. Supposons que 1 € T..
Soit r > 0 suffisament petit et P = {pp = 1,p1,...,Pm—1} ordonné r-
espacé et maximal sur I tel que r/2 < ||pm—1 — po|| < 3r/2. A partir
de ce choix on conclut comme dans le cas non compact.

(IT) si et seulement si (I). Soit d’abord I' une courbe vérifiant (II)
et paramétrons cette courbe a 'aide de la mesure w: comme I' est un
quasicercle (Lemme 2.1) c’est une courbe homéomorphe soit a R soit
a S'. Considérons d’abord le cas non compact. Soit p € I' et notons
I't et I'~ les composantes connexes de I'\{p}. On définit h: R — T’
par h(z) = q € T+ le point avec w(T'(p,q)) = ¢ quand =z > 0 et par
h(z) = ¢ € T'~ le point avec w(I'(p,q)) = —z quand = < 0. Quand
T est homéomorphe a S! on note A la mesure de Lebesque du cercle
normalisée de sorte que A(S') = w(I'). Pour définir A : S' — T on
prend z € S!, p € T et on munit les deux courbes d’une orientation.
Alors, I'image de y € S! soit h(y) = ¢ € I le point tel que les segments
joignant dans le sens positif z a y, p a ¢ respectivement, ont une méme
longueur (mesuré avec A, w respectivement).

Dans les deux cas on obtient ainsi un homéomorphisme 4 : R ou
S! — I'. Montrons pour I’ non compact que cette paramétrisation
vérifie I'inégalité de (I). Soit h : R — T', z,y € Ret s > ¢ > 0. On note
p1 = h(z),p2 = h(z+1t), 1 = h(y), g2 = h(y+s) et R = ||g2 —q1]|. Soit
{ao,ai,...,a,} un R-ensemble de I'(p;,p2). Quand n = 1, forcément
lP1 — 2]l < |l¢r — ¢2||- Sinon, les hypotheses sur w et la définition de h
impliquent

t =w(l(p1,p2)) = ZW(P(ai°1»ai))

=1

n—1 n
> —A‘W(F(lh,lh)) 2 2=t

o
24° = 24

On en déduit que ||p; — p2|| < nR < 24 ||¢1 — ¢2||-
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Pour la réciproque on pose w(E) = [h"Y(E)| = [,-1(g) dz ol
E C T est un ensemble mesurable. C’est une mesure non triviale et
(o-)finie, i.e. w(I'(p,q)) = w(I'(h(z +t),h(z))) = t. Montrons qu’elle
vérifie bien I'inégalité de (II). Soit R = |[p1 — p2|| = |l¢1 — ¢2|| avec
Pi,qi € I et soit 0 < t = w(I'(p1,p2)) < w(I'(q1,92)) = s. Notons
yi = h™1(qi) et aj = h(y1 + jt); on suppose que y; < y2. (I) implique
lai — ai—1ll 2 |lp2 — p1l|/M = R/M.

Soit k € N le plus petit entier tel que y; + kt > ys, i.e. tel que
kt > s. T est un K = K(M)-quasicercle ce qui implique ||a; — a;|| >
R/(KM) quand ¢ # j. Par conséquent tout disque de rayon R/(2K M)
contient au plus un des points a; et donc

k< N(MLM,F(ql,qg)) < v(2K*M) N(KR,T(q1,42)) = v(2K>M)

ce qui montre bien

k
w(D(01,02)) < Y w(T(aicr,a:)) < (2K2M)w(T(p1,p2)).

=1

3.1. QI-cercles avec constante un.

Pour terminer la démonstration du Théoréme 1.1 il suffit de préci-
ser ce qui se passe quand une des constantes est égale a un. Or, dans
le cas ou le groupe est 1-quasi-isométrique c’est un groupe d’isométries
et donc I' est soit une droite soit un cercle. Si la constante de (I)
est un, ’homéomorphisme h est une l-quasisymétrie et [McKV] im-
plique que h est une transformation de Mobius. Quand I' vérifi (II)
avec constante A = 1 il est clair que ’homéomorphisme obtenu par
paramétrisation comme dans la preuve (II) implique (I) est égalément
une 1-quasisymétrie. Le cas restant se trouve dans la

Proposition 3.1. SoitT" une courbe vérifiant (III) avec constante égale
a un, alors il s’agit soit d’une droite soit d’un cercle.

La preuve de ce fait est basée sur le résultat suivant.

Lemme 3.2. Soit T’ une courbe vérifiant (III) et soient v; = I'(pi, ¢i),
1=1,...,k, des arcs disjoints. Alors
N o+ N(7r, v
hm (Ta7l)+ + (Ta /L) —

1.
T N U U)
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PREUVE. Il suffit de considérer deux arcs disjoints ;1 et v2. Siy, N7, =
@ tout est clair. Sinon, {p} =7%,N¥,, on a toujours N(r,v;)+N(r,v2) >

N(T‘, nu 72) :

Soit vir = 7i\(7i " D(p,10Hr)) pour ¢ = 1,2 et 7 > 0 petit par
rapport a diam~;, ¢ = 1,2. Puisque I est un 2H-quasicercle (Lemme
2.1) on a ||z; — z2|| > 10Hr/2H = 57 pour tout z; € vir, ¢t = 1,2.
Les disques de rayon r d’un recouvrement minimal de 71, sont alors
disjoints des disques d’un tel recouvrement de v, . D’ou

N(r,71,r) + N(r,72,r) £ N(r,71 U72).
En réutilisant le fait que le disque D(p,10Hr) se couvre par au plus
v = v(10H) disques de rayon r, on en déduit
N(T, 'Yl) + N(Ta 72) < N(T, 71,r) + N(T’ 72,7‘) +2v
SN(rmU7v2)+2v,

ce qui acheve la preuve.

PREUVE DE LA PROPOSITION 3.1. Il suffit de reprendre la preuve de
(III) implique (I) et de voir que la constante Cy(H) dans (3.4) peut
étre prise égale a un quand H = 1. Dans ce cas, on obtient encore une
1-quasisymeétrie envoyant la droite ou le cercle sur T'.

Notons p; = hm(2/m) et supposons qu’on puisse avoir ||pit+r—pi|| >
llpj+1 — pjll avec k < I. Dans ce cas il existe z € T'(pi,pi+x) avec
llz — pill = llpj+1 — pjll = R. Alors, par le Lemme 3.2 et par (III) avec
H=1

k

lim Z;/:l N(T, F(Pi+u—l,pi+u))
0 =1 N(n T(Pjtv-1,Pitv))

li N(Tv P(pia m)) + N(T, F($,pi+k))

= lim .

r—0 N(T‘, F(pJ7p]+I))
Or, quand ||pi+x—z|| > R il est clair que M, I'(z,pi+&)) > N, [(pi, z)),
r < R. Sinon on applique le Lemme 2.3,

n(|pi+r — z||,T(pi, z)) N(r,I(z, pits)) 2 N(r,I(pi, z)) .
D’on, il existe € > 0 tel que

: N(T‘, P(xapi+k)) : N(T‘, P(piv 1:))
1>1+4 lim >1+4¢lim =1+4+¢,
r—0 N(T, F(p]ap]‘i'l)) r—0 N(T, F(pJapJ'H))

ce qui est impossible.

12

k
[




TRAJECTOIRES DE GROUPES A 1-PARAMETRE DE QUASI-ISOMETRIES 157
4. Les QI-cercles et la géométrie fractale.

Comme on ’a remarqué dans 'introduction, les “quasi-self-similar”
cercles sont des QI-cercles. Quasi-auto-similarité veut dire que des
petits morceaux d’une courbe s’agrandissent par une similitude en des
arcs d’une taille standart, lesquels se plongent quasi-isométriquement
dans la courbe elle méme. Une conséquence de ceci est que les sous-arcs
d’une méme taille sont quasi-isométriques; cf. (1.1). Cette derniere
propriété est aussi valable pour les QI-cercles. On peut méme dire
qu’elle les caractérise. Par contre, il n’y a plus de rapport entre des
sous-arcs de différentes tailles.

Cet affaiblissement des propriétés fait que les résultats des “quasi-
self-similar” cercles ne se transmettent pas directement a des QI-cercles.
Néanmoins, on peut montrer que pour un QI-cercle la dimension de
Hausdorff coincide avec la “lower Box-dimension”. En plus il est possi-
ble d’étendre le théoréme de Falconer et Marsh [FM] a des QI-cercles.

Pour pouvoir faire ceci nous aurons besoin de mieux connaitre le
comportement de certaines mesures sur un QI-cercle I'. On lui associe
d’abord une fonction p, appelée fonction de dimension canonique, de
la fagon suivante: quand I' est compact on pose p(r) = 1/N(r,T),
0 < r < diamI'. Sinon on choisit ¥ = I'(a,b) un sous-arc quelconque
de T avec ||la — b|| = 1 et v, = I'(a,z) D v avec |la — z|| = r ainsi
que |la — y|| < r pour tout y € I'(b,z). Alors, on définit maintenant
p(r)=1/N(r,y) pour 0 <r < 1let p(r) =N(1,7v,) pour r > 1.

Lemme 4.1. Sur un QI-cercle T il existe une mesure w et des cons-
tantes C3 et Cy telles que

(4.8) L 0 g

< <Cs, pour tous p,g €', p#gq,
Cs ~ p(llp —4ll) ’

et

(4.9) w(D(z,r)) < Cyqp(r), pour tous z € R? et r>0.

PREUVE. Soit w la mesure de (II) du Théoréme 1.1 normalisée par
w(T') =1 quand I' est compact et par w(y) = 1 sinon, v étant ’arc de
la définition de p.

Soit I' non compact et considérons d’abord le cas r = ||p — ¢|| < 1,
p,q € I'. Notons {zg,...,2n} un r-ensemble de . Alors I'inégalité de
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(II) implique
l=w(y)= Zw(r(wi-z,fﬂi)) < Anw(l'(p,q))

et aussi nw(I'(p, ¢))/2 < A. L’inégalité (4.8) en résulte immédiatement
puisque les nombres n et N(r,v) sont équivalents (Lemme 2.2).

Quand r = ||p — ¢g|| > 1 on choisit {z¢,...,z,} un l-ensemble de
vr et on applique encore I'inégalité de (II):

w(T(p,9)) < Aw(y,) = A w(T(zio1,2:)) < A’nw(y) = A’n

=1

et A%2w(T(p,q)) > n/2. 1l suffit encore d’appliquer le Lemme 2.2 pour
en déduire (4.8).

Quand T est compact on procéde de la méme fagon.

De ces estimations on déduit (4.9). Effectivement, puisque I' est un
2H-quasicercle, avec H la constante de (III), I’ensemble I' N D(z,5H )
contient un arc o = I'(u,v), u,v € 0D(z,5Hr), contenant ’ensemble
I' N D(z,r). Dou w(D(z,r)) = w(I' N D(z,r)) < w(o) et par (4.8)
ceci devient w(D(z,r)) < Cs p(|lu — v||). On en déduit (4.9) puisque
|lu —v|| <10 Hr.

La fonction p définie avant le lemme précédent est croissante et elle
vérifie lim, o p(r) = 0. A une telle fonction on peut associer la mesure
de Hausdorff suivante

(4.10) m,,(E):li_rg inf { Zp(ri): E C U D(z;,r;) avec r; < r} ,
i=1 i=1

pour ECT.

Lemme 4.2. Soit T un QI-cercle, p sa fonction de dimension canon-
ique et m, la mesure de Hausdorff associée. Alors, il eziste une con-
stante Cs telle que

1 _
< p(lp — qll) < mu(T(p,q)) < Csp(llp —qll), pour tous p,g € T'.
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PREUVE. L’inégalité de gauche est une conséquence du Lemme 4.1 et
du lemme de Frostman. Effectivement, si I'(p,q) C iz, D(zi,r;) alors

“(D(p,0)) € Y- w(D(zirs)) < Ca Y pi(rs)

et donc Cy4 C3m,(T'(p, q)) 2 p(llp — qll)-
Dans la preuve de l'autre inégalité on fait appel aux Lemmes 2.2

et 2.3. Quand R = ||p —¢|| > 1 alors

N(r,T(p,q))
N(r,v)

< Hn(1,I(p,q))

< H?v(8H) p(|lp — qlI)

my(L(p, ¢)) < liminf

etquand R=|p—g¢g||<lona

N(.T(p,q)) . 1 1 e —dl)
N(r,y) ~ n(H)n(R,y) ~ n(H)

m,(L(p,q)) < lim inf

4.1. Les QI-cercles et les différentes dimensions.

Connaitre le lien entre les différentes notions de dimensions a des
avantages pratiques. Par exemple, la simple définition des “Box-dimen-
sions” fait qu’elles s’évaluent facilement alors que l’estimation de la
dimension de Hausdorff est souvent laborieuse et difficile.

Précisons ces termes pour un compact K C R2?. Sa dimension
de Hausdorff est Hdim (I) = sup{é > 0: m.s(K) = +oo}; m,s est
la mesure de Hausdorff de dimension §. Les “Box-dimensions” sont
données par

Bdim (K) = liminf log N(r, K)

—logr
Bdim (K) = limsup 8N R)
r—0 —logr

On a toujours Hdim (K) < Bdim (K) < Bdim(K) et pour les “quasi-
self-similar” cercles ces trois nombres coincident.
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Proposition 4.3. Un QI-cercle T a toujours la dimension de Haus-
dorff égale a la “lower Boz-dimension”: Hdim(I') = Bdim (T'). Par
contre, il eziste des ezemples pour lesquels les différentes “Boz-dimen-
stons” sont distinctes: Bdim (T') < Bdim (T).

PREUVE DE Hdim (T") = Bdim (T"). Il est suffisant de considérer y CT" un
arc quelconque puisque sur I' agit un groupe quasi-isométrique transitif
et les dimensions sont invariantes par quasi-isométrie. Prenons alors
pour v ’arc de la définition de la fonction de dimension canonique p
quand I n’est pas compact et ¥ = I sinon.
Pour tout
8 < 6 = Bdim (7) = liminf 82(")
r—0 logr

on a lim,_ p(r)/r? = 0. Comme m,(y) > 0 (Lemme 4.2) il suit que
Myp (7) = to00.

Un exemple d’un QI-cercle ayant différents “upper” et “lower
Box-dimension”.

Utilisons la construction du “snowflake” et notons T, ; la trans-
formation qui associe & un intervalle I = [a,b] la premiére iterée du
snowflake avec les extrémités a et b. Plus précisement, soient a =
(a1,az2) , b= (b1,b;) ainsi que

b—a a+b 1

ry =a+ ) Ty = + (b2 —az,a; — b)) —=
3 2 ( y @1 ) 2\/§
et 2
2(b—a
T3z =a + T) .
On associe a ces points quatre similitudes contractantes T; , 1 = 1,...,4,

— —
envoyant ab sur azy, T T3, ToT3, T3b, respectivement. Notons
4
Top(K) = U Ty(K), K compact de R? .
i=1

Soit Jo = [a,b] avec |ja — b|| = 1 et Jy = T,4(Jp). Jy consiste
en quatre cotés de longueur 1/3, ce qui correspond a une dimension
01 =log4/log3. Soit 0 < e < (6; —1)/4 . Il existe k; € N tel que

1

6
4kl<m) =1, avec 1 <6< 1+e¢.
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En fait, on saute k; itérations de T, 3 pour ramener la dimension proche
de un. Partageons alors J; en 4k1 [ai, b;] de longueur 1/(3ky): J; =

U3¥t[a;, b;]. Maintenant on va effectuer k, itérations de T, sur les
intervalles [a;, b;]. Soit donc

4k,

J2 = U T:.-zb,- ([aivbi]) ’
=1

ou ks est choisi de sorte que

1 1\¢
ko il —
akag k, <3k2 3k1) 1,

avec cette fois ci 6; — e < 6§ < 6;. Les prochaines k3 itérations de T,,s,
on les saute pour avoir de nouveau une dimension proche de un et ainsi
de suite.
Soit I'(a, b) la limite de ce procédé. L’exemple cherché est
1 V3 1 V3
=T((0,0),(1,0) UT((0,0),(5,57)) UT((5, 5. (1,0)) .
Clairement, I" est un QI-cercle le critere géométrique (III) étant vérifié

et on a
Bdim (T') < Bdim (T").

4.2. Classification des QI-cercles par quasi-isométrie.

Si on veut établir un analogue du théoréme de Falconer et Marsh
[FM] pour les QI-cercles on est amené a prendre une notion plus forte
que seulement la dimension, & cause de ’exemple du paragraphe précé-
dent: ce sont les classes de fonctions de dimension.

On appelle une fonction p : Rt — RY croissante et vérifiant
lim, o p(r) = 0 ainsi que lim,_. p(7) = 400 fonction de dimension.
Remarquons que pour les courbes compactes seul le comportement de
p au voisinage de 0 est important. On se contente alors dans ce cas de
définir la fonction de dimension au voisinage de 0. Deux fonctions de
dimension py, p2 sont équivalentes s’il existe a, 8 > 0 tels que

a < pr(r) <8, pour tout r > 0.
p2()




162 V. MAYER

Au début de ce paragraphe nous avons associé 4 un QI-cercle I' une
fonction de dimension canonique p. L’ensemble de fonctions de dimen-
sions équivalentes & ce p est appelé la classe de fonctions de dimension
associée a I'.

Théoréme 4.4. Soient I'y et I'y deuz QI-cercles, tout deuz compacts
ou non. Il eziste ® : R? — R? une quasi-isométrie identifiant les
courbes, ®(T'1) =T, st et seulement 31 'y et 'y ont la méme classe de
fonctions de dimension.

REMARQUE. Ce théoréeme contient le résultat de Falconer et Marsh
[FM]: si T’ est un “quasi-self-similar” cercle, sa classe de fonctions de
dimension est celle qui contient la fonction constante 6(r) = dimT.
D’ol, pour deux telles courbes I'y et I'; il existe une quasi-isométrie
@ : 'y — T’y si et seulement si les deux courbes ont la méme dimension.

PREUVE. Montrons l'existence de la quasi-isométrie ® sous ’hypotheése
que les T'; ont la méme classe de fonctions de dimension. On note
p1, p2 les fonctions de dimension canoniques de I';, T'; respectivement
et m,, les mesures de Hausdorff associées. Ces mesures permettent
de paramétrer les courbes I';; ¢f. la preuve (II) implique (I). Notons
hi : RouS' — T, ¢ = 1,2, ces paramétrisations. On montre que
@p=hyo hl"1 : 'y — I'; est une quasi-isométrie.
Par le Lemme 4.2 il existe Cs > 1 tel que

ol =2 < o, (0, 0)) < s il — 0l v € T
5

Sip1,p2 € T et sig; = o(p;) € Ty, ¢ = 1,2, alors m,, (F1(p1,p2)) =
mp,(T2(q1,92)) et donc

_15 < P1(Y||P1 — p2ll) <c?.
Cs p2(llar — az2||)

Par I’équivalence de p; et p, il existe a, 8 > 0 telles que

B _ pi(llpr = p2ll) 2
2 i 7Rl 2.
C2~ p(la—ell) = °

De cette condition il est facile & voir que ¢ est une quasi-isométrie. Il
suffit d’expliciter p;(r) dans les différents cas et d’utiliser le Lemme 2.3.
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On peut prolonger ¢ en une quasi-isométrie ® du plan grace a un
résultat de Gehring [Gel]. Une autre possibilité est de montrer, comme
dans la preuve “(I) implique I' est un QI-cercle”, que ® = Hy o H' :
R? — R?, avec H; les extensions quasiconformes de Beurling-Ahlfors-
Tukia des quasisymétries h;, est une quasi-isométrie du plan.

Soit maintenant ® une L-quasi-isométrie de R? telle que &(T';) =
T'; et notons encore p;, p, les fonctions de dimensions canoniques de
T'; , I'; respectivement. On doit montrer qu’elles sont équivalentes.

Considérons d’abord le cas I'y et I'; compact. Si D(zy,r),...,
D(zn,r) est un recouvrement minimal de I';, alors les ensembles
E; = ®(D(z;,r)) couvrent I'y et E; C D(®(z;),Lr). D’ou et avec (2.2)
il est clair que N(r,I';) > N(Lr,T'2) > N(r,I'2)/v(L). Par symétrie du
probléme il en résulte 1/v(L) < pi(r)/p2(r) < v(L).

Quand les I'; ne sont pas compacts on doit montrer qu’il existe
C > 1 tel que

l<N(ra7l)<C et i<N(1’7l,r) <
C - N(T,‘)’z) - ’ C - N(1$72,T) -

ou les arcs viennent de la définition des p;. Ce qui compte est que les

extrémités des v; et des ; , sont a distance égale. D’ou, la preuve de

cecl est exactement le contenue de la preuve “QI-cercle implique (III)”.

Le role des g; dans cette preuve prend ici gz ;0 ® ou G2 = {g2¢ : t € R}

est le groupe quasi-isométrique de I'; .
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