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La �version ondelettes�

du th�eor�eme du Jacobien

Sylvia Dobyinsky

R�esum�e� Nous d�e�nissons un �produit renormalis�e� par ondelettes qui
am�eliore� dans certains cadres fonctionnels� les propri�et�es du produit
usuel de deux fonctions� Gr�ace 	a cette technique de renormalisation du
produit nous obtenons une d�emonstration par ondelettes d
une version
pr�ecis�ee du th�eor	eme du Jacobien� Finalement nous �etablissons le lien
entre ce produit renormalis�e par ondelettes et les paraproduits de J�M�
Bony�

Introduction�

Certaines op�erations alg�ebriques bilin�eaires� telles que le produit de
deux distributions� deviennent impossibles dans des cadres fonctionnels
inad�equats� Pour contourner cette di�cult�e� il convient� soit de modi�
�er la d�e�nition de l
op�eration bilin�eaire� soit d
ajuster le cadre fonction�
nel� Nous d�e�nissons donc� 	a partir de la d�ecomposition dans une base
orthonorm�ee d
ondelettes de deux fonctions f� g � L�� des op�erateurs
bilin�eaires qui g�en�eralisent et am�eliorent le produit usuel� que nous ap�
pellerons op�erateurs de �produit renormalis�e�� Dans ce texte� nous tra�
vaillerons dans des cadres fonctionnels du type Lp � Lq� et nous ferons
en sorte que� par exemple� le �produit renormalis�e� de deux fonctions de
L� fournisse une fonction de l
espace de Hardy H�� Remarquons cepen�
dant que �multiplier� une fonction a � BMO par une fonction f � L�

n�ecessite une modi�cation du produit usuel qui n
est pas du tout la
m�eme que celle que nous envisageons ici� Il n
y a donc pas de solution

���
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�universelle� au probl	eme de g�en�eraliser la d�e�nition du produit�
Soulignons surtout le fait que d
autres techniques bien connues�

en particulier la th�eorie de Littlewood�Paley� et les paraproduits de J�
M� Bony permettant de �paramultiplier� deux distributions temp�er�ees
arbitraires� fournissent des op�erateurs de produit renormalis�e �equiva�
lents 	a ceux que nous obtenons 	a l
aide des ondelettes�

On d�esigne par H�
R�� l
espace de Hardy dans la version d�e�nie
par E� Stein et G� Weiss� f appartient 	a H�
R�� si et seulement si f
et les transform�ees de Riesz R�f et R�f appartiennent toutes trois 	a
L�
R��� L
appartenance de f 	a cet espace H�
R�� peut �etre caract�eris�ee
par une condition portant sur les modules des coe�cients d
ondelettes
de f � cf� �����

Le th�eor	eme du Jacobien ��� est l
�enonc�e suivant�

Si f
x� y� et g
x� y� sont deux fonctions appartenant �a L�
loc
R

�� et
si les quatre d�eriv�ees 
prises au sens des distributions� �f��x� �f��y�
�g��x� �g��y appartiennent �a L�
R��� alors le Jacobien

J
f� g� �
�f

�x

�g

�y
�
�g

�x

�f

�y

appartient �a l�espace de Hardy H�
R���

On observe bien �evidemment que 
�f��x� 
�g��y� appartient 	a
L�
R��� et qu
il en est de m�eme pour 
�g��x� 
�f��y�� C
est la di��eren�
ce entre ces deux termes qui introduit pr�ecis�ement la cancellation n�ece�
ssaire pour passer de L�
R�� 	a H�
R���

Nous allons donner une nouvelle d�emonstration en m�eme temps
qu
une version pr�ecis�ee de ce r�esultat� Cette d�emonstration est bas�ee
sur la technique de renormalisation par ondelettes du produit de deux
fonctions� Elle s
applique �egalement 	a un cadre fonctionnel un peu plus
g�en�eral que L� � L�� et 	a des op�erateurs bilin�eaires plus g�en�eraux que
le Jacobien� 	a savoir

B
f� g� �
KX
i��

Ai
f�Bi
g� �

o	u Ai et Bi sont des op�erateurs d
int�egrales singuli	eres du type �etudi�e
par A� Calder�on et A� Zygmund� li�es par des conditions d
oscillation

les hypoth	eses seront pr�ecis�ees par la suite��
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En appendice nous �etablissons l
�equivalence� �modulo� un espace
strictement contenu dans l
espace de Hardy H�� entre le produit renor�
malis�e par ondelettes et le produit renormalis�e par paraproduit�

Soulignons �nalement que la m�ethode de renormalisation du pro�
duit 	a l
aide des paraproduits fournit une d�emonstration du lemme
�Div�Curl� qui est �optimale � du point de vue de sa simplicit�e 
voir
����� m�eme si toutes les preuves m	enent 	a un r�esultat �equivalent�

�� La renormalisation par ondelettes du produit usuel�

���� Les ondelettes utilis�ees�

Les ondelettes 
������� dont nous rappelons ici la construction
et les propri�et�es essentielles� constituent une base orthonorm�ee remar�
quable de L�
Rn ��

On d�esigne par � l
ensemble des points � � 
k� ������j o	u j � Z�
k � Zn et � � E � f�� �gn n f
�� �� � � � � ��g �

La base orthonorm�ee d
ondelettes 
������ est engendr�ee 	a par�
tir de �n � � �ondelettes�m	ere�� que nous notons 
�����E de la fa�con
suivante


���� ��
x� � �nj�� ��
�jx� k� si � �
�
k �

�

�

�
��j �

On demande 	a chacune de ces fonctions �� de satisfaire aux propri�et�es
suivantes�

r�egularit�e� �� de classe Cs pour un certain s � ��
����

localisation�
����

j����
x�j � Cm 
� � jxj��m

pour tout multi�indice 	 tel que j	j � s� tout entier m � �

et tout x � Rn �


������ est une base orthonorm�ee de L�
Rn� �
����

Des propri�et�es pr�ec�edentes d�ecoule alors celle de cancellation


����

Z
Rn

x� ��
x� dx � � � si � � j
j � s �



��� S� Dobyinsky

La construction d
une base orthonorm�ee d
ondelettes repose sur le
concept d
analyse multir�esolution introduit par S� Mallat et Y� Meyer

���� et ������ Rappelons tout d
abord la d�e�nition d
une analyse mul�
tir�esolution dans le cas unidimensionnel�

D�e�nition ���� Une analyse multir�esolution de L�
R� est une suite


Vj�j�Z de sous�espaces vectoriels ferm�es de L�
R�� v�eri�ant les pro�

pri�et�es suivantes	

Vj � Vj��
����

f
x� � Vj si et seulement si f
�x� � Vj��
���� �
j�Z

Vj � f�g
�� �

�
j�Z

Vj est dense dans L�
R�
��!�

il existe une fonction �
x� � V� telle que
�����

f�
x� k�gk�Z soit une base hilbertienne de V� �

Consid�erons maintenant Wj � le suppl�ementaire orthogonal de Vj
dans Vj��� On a

L�
R� �
�M
j�Z

Wj
�����

f
x� � W� si et seulement si f
�jx� �Wj �
�����

La construction d
une base orthonorm�ee d
ondelettes de L�
R� re�
vient �nalement 	a celle d
une base de W� de la forme 
�
x � k��k�Z�
La construction de cette fonction � se fait automatiquement 	a partir
de � 
voir ������

Revenons maintenant au cas multidimensionel� On pose� pour � �

��� � � � � �n� � E�

��
x� � ���
x�� � � ��
�n
xn�
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o	u

��i � � � si �i � � �

��i � � � si �i � � �

Alors� f�nj�� ��
�jx�k�gj�Z�k�Zn� ��E est une base orthonorm�ee d
on�
delettes de L�
Rn� �

Soulignons �nalement que nous disposons de bases orthonorm�ees
d
ondelettes 	a support compact� r�eelles� de r�egularit�e s 
� � s � ���
arbitraire� construites par I� Daubechies ����

Note� Dans le but de simpli�er les notations� nous supposerons par la
suite que toutes les fonctions consid�er�ees sont 	a valeurs r�eelles�

���� La construction du produit renormalis�e par ondelettes�

Notons Pj etQj les op�erateurs de projection orthogonale de L�
Rn�
sur Vj et Wj respectivement� On a alors

lim
j���

kPjf � fk� � � � pour tout f � L�
Rn� �
�����

lim
j���

Pjf � � pour tout f � L�
Rn �
�����

Pj�� � Pj �Qj �
�����

Les propri�et�es 
����� et 
����� nous permettent d
�ecrire le produit
ponctuel fg de deux fonctions de L�
Rn� sous la forme d
une s�erie
t�elescopique� convergente dans L��

fg �
X
j�Z

�
Pj��f�
Pj��g�� 
Pjf�
Pjg�� �

Gr�ace 	a 
������ on obtient

fg �
X
j�Z


Pjf�
Qjg� �
X
j�Z


Qjf�
Pjg� �
X
j�Z


Qjf�
Qjg� �
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Notons maintenant


�
f� g� �
X
j�Z


Pjf�
Qjg� �


�
f� g� �
X
j�Z


Qjf�
Pjg� �

S
f� g� �
X
�

hf� ��i hg� ��i�
�
� �


�
f� g� �
X
j�Z


Qjf�
Qjg�� S
f� g� �

Ainsi� S
f� g� regroupe tous les termes du produit dont l
int�egrale n
est
pas nulle� Notre but �etant de d�e�nir un op�erateur de produit renor�
malis�e P � qui soit born�e de L� � L� dans H�� nous adopterons la
d�e�nition qui consiste tout simplement 	a �oter tous les termes d�epourvus
d
oscillations�

D�e�nition ���� Soient f et g deux fonctions de L�
Rn�� Nous ap�

pellerons produit renormalis�e de f et g� associ�e �a la base orthonorm�ee

d�ondelettes 
������� et nous noterons P
�
f� g�� la fonction de L�
Rn�

d�e�nie par


����� P �
f� g� � fg �
X
���

hf� ��i hg� ��ij��j
� �

Les propri�et�es particuli	eres de la base orthonorm�ee d
ondelettes
entra�"nent alors la

Proposition ���� L�op�erateur P � est continu de L�
Rn��L�
Rn � dans
l�espace de Hardy r�eel H�
Rn��

A�n de simpli�er les notations� supposons que les fonctions � et �
sont 	a support compact� et concentrons nous sur le cas de la dimension
� 
la d�emonstration que nous proposons se g�en�eralise imm�ediatement
au cas multidimensionnel��

Dans ce contexte� les produits �jk �j� k�m s
annulent d	es que l

entier m v�eri�e jmj � C� � o	u la constante C� ne d�epend que de la taille
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des supports des fonctions � et �� Notons wm
jk le produit �jk �j� k�m �

Pour chaque valeur de m �x�ee� la famille 
wm
jk�j� k�Z� a essentiellement

les m�emes propri�et�es que la base orthonorm�ee d
ondelettes� la seule
propri�et�e manquante �etant l
orthogonalit�e�

L
op�erateur 
� a donc pour expression


�
f� g� �
X
j�Z

X
k�Z

X
jmj�C�

�j��hf� �jki hg� �j�k�miw
m
jk �

Rappellons maintenant la caract�erisation par ondelettes de l
espace
de Hardy H�
Rn��

X
���

	��� � H
�
Rn�	


�X
���

j	�j
��nj�

�

x�

����

� L�
Rn� �

o	u �
�
d�esigne la fonction indicatrice du cube dyadique associ�e 	a �� qui

est d�e�ni par la condition �jx� k � ��� ��n�

Des calculs standard montrent que l
op�erateur U � L� � L�� d�e�ni
par U
�jk� � wjk � est un op�erateur de Calder�on�Zygmund qui v�eri�e
les conditions U
�� � U�
�� � �� et est en cons�equence born�e dans H�

et dans BMO�
Pour obtenir la continuit�e L��L� �H�� il su�t donc de montrer

que� pour tout m � Z� jmj � C� � la s�erieX
j�Z

X
k�Z

�j��hf� �jki hg� �j�k�mi�jk � H
�
R� �

ce qui revient 	a v�eri�er que�X
j�Z

X
k�Z

��j jhf� �jki hg� �j�k�mij
� �jk
x�

����
� L�
R� �

Il su�t maintenant de montrer que la fonction�
sup
j�k

x�Qjk

jhf� �j���jkij
��X

j�Z

X
k�Z

�j jhg� �j�k�mij
� �jk
x�

����

appartient 	a L�
R� �
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Or� si nous d�esignons par f� la fonction maximale de Hardy et
Littlewood� nous avons� pour tout x � R�

sup
j�k

x�Qjk

jhf� �j���jkij � C f�
x� �

Pour conclure� il su�t alors d
appliquer l
in�egalit�e de H#older et de
remarquer que

kf�k�

����X
j�Z

X
k�Z

�j jhg� �j�k�mij
� �jk
x�

�������
L�
� C kfk� kgk� �

La continuit�e de l
op�erateur 
� s
�etablit de mani	ere identique�

Quant 	a 
�
f� g�� des calculs imm�ediats montrent en fait son ap�
partenance 	a un espace strictement contenu dans H�
Rn �� l
espace de
Besov homog	ene $B���

� 
Rn�� dont nous rappellerons la d�e�nition par la
suite�

Proposition ���� Si fq � f pour la topologie faible �
L�� L��� et gq �
g pour la m
eme topologie� alors la suite P �
fq� gq� converge faiblement

vers P �
f� g� au sens de la topologie faible �
H��VMO��

Rappelons que VMO est la fermeture� pour la norme de BMO� de
l
espace vectoriel des fonctions continues et nulles 	a l
in�ni� L
espace
H� est le dual de VMO�

Consid�erons l
exemple de l
op�erateur 
�� Sous nos hypoth	eses� et
gr�ace 	a la Proposition ���� la suite 

�
fq� gq�� est born�ee dans H��
Comme l
op�erateur U � �jk � wjk est born�e dans H�� il su�t main�
tenant de montrer que� pour chaque jmj � C� � la suiteX

j�Z

X
k�Z

�j�� hfq� �jki hgq� �j�k�mi�jk

converge au sens de la topologie faible �
H��VMO� versX
j�Z

X
k�Z

�j�� hf� �jki hg� �j�k�mi�jk �

Ceci d�ecoule imm�ediatement du lemme suivant
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Lemme ���� Soit 
hq�q�N une suite born�ee dans H�
R�� Alors� hq
converge vers h au sens de la topologie �
H��VMO� si et seulement si

hhq� �jki � hh� �jki pour tout j � Z et tout k � Z �

Cette �equivalence est cons�equence du fait que la base orthonorm�ee
d
ondelettes 
������ constitue une famille totale dans l
espace de Ba�
nach VMO�

���� L��equivalence entre les op�erateurs P � et %P � associ�es 	a

deux bases orthonorm�ees d�ondelettes�

Une fois le produit renormalis�e P � construit� la question suivante
se pose tout naturellement � cette renormalisation P �
f� g� est�elle� en
un certain sens� ind�ependante de la base d
ondelettes choisie pour la
construction de P � &

Pour r�epondre 	a cette question� nous introduisons maintenant l
es�
pace de Besov homog	ene $B���

� 
Rn� 
�����������

D�e�nition ���� L�espace de Besov homog�ene $B���
� 
Rn� est le sous�

espace de L�
Rn � compos�e des fonctions f � L�
Rn� dont la s�erie dans

une base orthonorm�ee d�ondelettes f �
P

��� 	��� v�eri�e


�����
X
���

j	�j �
�nj�� � �� �

En d
autres termes� la fonction f appartient 	a $B���
� 
Rn � si et seule�

ment si
P

��� j	�j k��k� � ��� c
est 	a dire si la s�erie d
ondelettes de
f converge normalement dans L�
Rn��

Une autre caract�erisation de $B���
� sera utile par la suite�

D�e�nition ��
� Une famille fmjkgj�Z� k�Zn est une famille normalis�ee

en norme L� de mol�ecules s�il existe deux exposants 	 � 
 � �� et une
constante C � � tels que


��� � jmjk
x�j � C �nj 
� � j�jx� kj��n�� �
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pour tout x � Rn �


���!� jmjk
x��mjk
y�j � C �j�n��	 jx� yj�

pour tout 
x� y� � 
Rn�� � et


�����

Z
Rn

mjk
x� dx � � �

Remarque� Toute base orthonorm�ee d
ondelettes de r�egularit�e s � �
constitue une famille normalis�ee en norme L� de mol�ecules�

La deuxi	eme caract�erisation de l
espace de Besov homog	ene
$B���
� 
Rn � d�ecoule du lemme suivant�

Lemme ���� Soit 
mjk� une famille normalis�ee en norme L� de mol�e�

cules et 
	jk� une suite dans ��
Z� Z
n�	

P
j

P
k j	jkj � ��� AlorsP

	jkmjk appartient �a $B���
� 
Rn��

Nous pouvons maintenant �enoncer le

Th�eor	eme ���� Soient 
������ et 
 %������ deux bases orthonorm�ees

d�ondelettes de m
eme r�egularit�e s� P � et %P � les op�erateurs de pro�

duit renormalis�e associ�es respectivement �a chacune de ces bases� Alors

l�op�erateur ' � P � � %P � envoie contin
ument L�
Rn� � L�
Rn� dans
$B���
� 
Rn ��

Cet �enonc�e signi�e que� modulo l
espace $B���
� � qui est strictement

contenu dans H�� toutes les renormalisations du produit par ondelettes
d
une certaine r�egularit�e sont �equivalentes�

Les id�ees essentielles dans la preuve de ce th�eor	eme sont les m�emes
que celles qui nous permettront d
�etablir le th�eor	eme du Jacobien� C
est
pourquoi nous donnerons ici les �etapes principales de cette preuve�

Si

f �
X
�

	��� �
X
�

%	� %��

et

g �
X
�


��� �
X
�

%
� %�� �
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alors la di��erence entre les deux produits renormalis�es '
f� g� s
�ecrit

'
f� g� � P �
f� g�� %P �
f� g� � '�
f� g� � '�
f� g�

o	u

'�
f� g� �
X
�

%	� %
�
	
��
� �

%��
�



et

'�
f� g� �
X
�

	
	�
� � %	� %
�



��
� �

Il est facile de v�eri�er que le terme '�
f� g� appartient 	a l
espace
$B���
� 
Rn � car 
��

� �
%��
����� constitue une famille normalis�ee en norme

L� de mol�ecules� et la suite 
%	� %
����� appartient 	a ��
��� Observons�
en e�et� que Z


��
� �

%��
�� � k��k

�
� � k

%��k
�
� � � �

La v�eri�cation des autres propri�et�es des mol�ecules est imm�ediate�

Pour �etudier le terme '�
f� g�� on remarque que les suites 
	���

%	�� puis 

��� 
 %
�� sont li�ees par les �equations


�����

����
����
%	� �

X
����

�
��� ��	��

%
� �
X
����

�
��� �� 
��

o	u �
��� �� � h %��� ���i �

La matrice de changement de base M � 
�
��� ��������	��� est uni�
taire� et pr�esente une certaine d�ecroissance 	a partir de la diagonale� que
nous d�etaillons par la suite�

Pour � � �� nous d�e�nissons les �poids� p	
�� �
�� par


����� p	
�
�� �� �

��jj
��jj�	�n��	

� � 
j�j���

� ��j���j
�

��j���j��jk ��j�k� ��j� j

�n�	
�

Ces p	
�
�� �� ont la propri�et�e essentielle suivante 
voir �����
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Lemme ���� Soit � � �� � �� � �� � Il existe une constante c �
c
n� ��� ��� ��� � � telle queX

���

p	�
�
�� �� p	�
�

��� �� � c p	�
�
�� ���� �

pour tout 
��� ���� � �� �

Les coe�cients de la matrice M sont estim�es par


����� j�
��� ��j � c p	�
�
�� �� �

pour tout 
��� �� � �� � o	u la valeur de �� d�epend de la r�egularit�e de la
base orthonorm�ee d
ondelettes 
voir 	a ce sujet ������

Retournons maintenant 	a '�
f� g� que nous r�e�ecrivons

'�
f� g� �
X
���

h
	�
� �

�X
��

	�� �
�
�� ��

��X
���


��� �
�
��� ��

�i
��
�

� C
f� g��R
f� g�

o	u

C
f� g� �
X
���

�
	�
� �

X
��

	��
�� �
�
�� ���

�
��
�

�
X
���

	�
�
�
��
� �

X
��

�
��� ��� ��
��

�
et

R
f� g� �
X
�

X
�����������

�� �����

	��
��� �
�
�� ���
���� ����

� �

L
�etude de C
f� g� se ram	ene 	a celle des fonctions

m� � ��
� �

X
����

�
��� ��� ��
�� �

et d�ecoule du

Lemme ��
� Soit

m� � ��
� �

X
����

�
��� ��� ��
�� �
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L�ensemble 
m����� constitue alors une famille normalis�ee en norme

L� de mol�ecules�

Dans la preuve du Lemme ���� les propri�et�es de la matrice de pas�
sage M � 
�
��� ����� jouent un r�ole essentiel�

La s�erie
P

�� �
�
�� ��� k��

��k� �etant convergente� l
int�egration terme
	a terme donneZ

m� �

Z
��
� �

X
��

�
��� ���
Z
��
�� � ��

X
��

�
��� ��� � � �

Les autres propri�et�es des mol�ecules d�ecoulent de la localisation et de
la r�egularit�e des ondelettes� ainsi que des propri�et�es particuli	eres des
poids p	
�

�� ���

Consid�erons �nalement la partie R
f� g�� que nous r�e�ecrivons

R
f� g� �
X
��

X
���

	��
��� p	�
�
�� ����

X
���

�
��� ���
���� ��

p	�
�
�� ����

��
� �

o	u �� v�eri�e � � �� � �� �

Posons

m������ �
X
���

�
��� ���
���� ��

p	�
�
�� ����

��
� �

Alors� si le coe�cient �� est choisi convenablement� l
ensemble


m��������������	���� �� 	����

constitue une famille normalis�ee en norme L� de mol�ecules�

Reste 	a voir �nalement queX
��

X
���

j	�� j j
��� j p	�
�
�� ���� � �� �

L
application du lemme de Schur avec les coe�cients w
�� � ��nj�� 	a la
matrice 
p	�
�

�� ������������	��� montre que celle�ci d�e�nit un op�erateur
continu dans ��
�� 
on pourra consulter ���� 	a ce sujet��

La s�erie X
����

X
�����

j	�� j j
��� j p	�
�
��� ���

est ainsi major�ee par

c
� X
����

j	�� j
�
����� X

�����

j
��� j
�
����

� c kfk� kgk� �
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�� La �version ondelettes� du th�eor	eme du Jacobien�

Le th�eor	eme du Jacobien est l
�enonc�e suivant ����

Th�eor	eme ���� Si f
x� y� et g
x� y� sont deux fonctions appartenant

�a L�
loc
R

�� et si les quatre d�eriv�ees 
prises au sens des distributions�
�f��x� �f��y� �g��x� �g��y appartiennent �a L�
R��� alors le Jaco�

bien

J
f� g� �
�f

�x

�g

�y
�
�g

�x

�f

�y

appartient �a l�espace de Hardy H�
R�� �

Notre �enonc�e pr�ecis�e est le suivant

Th�eor	eme ���� Soit 
������ une base orthonorm�ee d�ondelettes et P �

l�op�erateur de produit renormalis�e associ�e �a cette base� Alors� sous les

m
emes hypoth�eses que le Th�eor�eme ���� on a

J
f� g� � H�
R��

et

JB
f� g� � J
f� g�� P �
��f
�x

�
�g

�y

�
� P �

��f
�y

�
�g

�x

�
� $B���

� 
R�� �

Notre m�ethode consiste 	a renormaliser chacun des produits

�f

�x

�g

�y
et

�f

�y

�g

�x
�

Les termes P �
�f��x � �g��y� et P �
�f��y � �g��x� appartiennent de
fa�con automatique 	a H�
R�� �

Consid�erons maintenant la somme des �mauvais� termes qui �etai�
ent individuellement d�epourvus d
oscillations�

JB
f� g� �
X
���

�
h
�f

�y
� ��i h

�g

�x
� ��i � h

�f

�x
� ��i h

�g

�y
� ��i

�
��
� �
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Si

f �
X
���

	��� � g �
X
���


��� �

l
appartenance 	a L�
R�� des d�eriv�ees partielles de f et g entra�"ne
l
appartenance 	a ��
�� des suites 
�j	����� et 
�j
����� �

Posons maintenant


����

���
���
�x
�

�� �� � h
����

�x
� ��i �

�y
�
�� �� � h

����

�y
� ��i �

On peut alors �ecrire

JB
f� g� �
X
���

� X
�������	���

	��
���
	
�y
�

�� ���x
�
��� ��

� �x
�
�� ���y
�

��� ��

�

��
� �

Remarquons maintenant que l
on a de fa�con �evidente les estima�
tions suivantes

j�x
�
�� ��j � c �j

�

p	� 
�
�� ��

et
j�y
�

�� ��j � c �j
�

p	
�

��� ��

o	u les p	
�
�� �� sont d�e�nis par l
�equation 
������

Posons maintenant� pour � � �� � ��

m����� �
��j

�

��j
��

p	�
�
�� ����

X
���

	
�y
�

�� ���x
�
��� ��� �x
�

�� ���y
�
��� ��



��
� �

Nous pouvons alors r�e�ecrire JB
f� g� sous la forme suivante

JB
f� g� �
X

�������	���

�j
�

	�� �
j��
��� p	�
�

�� ����m����� �

Les deux lemmes suivants nous permettent alors de conclure�
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Lemme ���� La suite
	
�j

��j��	��
��� p	�
�
�� ����



�������	��� appartient

�a l�espace ��
��� �

Lemme ���� L�ensemble des 
m��������������	��� d�ecrit une famille nor�

malis�ee en norme L� de mol�ecules�

Nous montrerons seulement ici pourquoi m����� est une fonction de
L�
R��� d
int�egrale nulle�

Calculons tout d
abord� pour 
��� ���� � ��� la sommeX
���

Z
R�

	
j�y
�

�� ���x
�
��� ��� �x
�

�� ���y
�
��� �� j��

�
x�


dx

� c �j
��j��

X
���

p	�
�
�� �� p	�
�

��� ��

� c
n� ��� �
j��j�� p	�
�

�� ���� � �� �

Nous sommes donc en mesure d
int�egrer terme 	a terme la s�erie qui
d�e�nit m�����Z

m����� �
���j

��j��	

p	�
�
�� ����

X
���

	
�y
�

�� ���x
�
��� ��� �x
�

�� ���y
�
��� ��



�

OrX
���

	
�y
�

�� ���x
�
��� ��� �x
�

�� ���y
�
��� ��



�
X
���

�
h
����

�y
� ��i h

�����

�x
� ��i � h

����

�x
� ��i h

�����

�y
� ��i

�
et cette derni	ere s�erie vaut exactement

h
����

�y
�
�����

�x
i � h

����

�x
�
�����

�y
i �

Z
J
��� � ����� � � �

�� G�en�eralisations�

Nous pr�esenterons par la suite des g�en�eralisations possibles aux
r�esultats ci�dessus�
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���� Le cadre Lp
Rn �� Lq
Rn� �

Le m�eme op�erateur P � d�e�ni en Section ��� s
�etend en un op�erateur
continu de Lp
Rn��Lq
Rn� dans l
espace de HardyHr
Rn�� o	u � � p �
��� � � q � ��� ��p���q � ��r� 	a condition que � � r � n�
n��� �

Remarque� Cette restriction sur r est due au manque d
oscillations
des produits �jk �jl qui apparaissent dans la construction de P �� Cette
limitation dispara�"t si nous consid�erons des renormalisations du produit
obtenues 	a partir de symboles bilin�eaires que nous d�e�nissons dans ���
et � ��

La di��erence P �� %P � sera un op�erateur born�e de Lp
Rn��Lq
Rn�
dans l
espace de Lizorkin�Triebel homog	ene $F ���

r 
Rn� avec les m�emes
conditions sur p� q et r�

Nous ne donnons pas ici la d�e�nition ni les propri�et�es des espaces
de Lizorkin�Triebel� le lecteur int�eress�e pourra consulter �!� 	a ce sujet�
Remarquons tout simplement que� si r � �� l
espace $F ���

� co#"ncide avec
l
espace de Besov homog	ene $B���

� � et que� si � � r � �� on a les inclusions
strictes $F ���

r � Hr �

Le th�eor	eme du Jacobien se g�en�eralise alors imm�ediatement au
cadre Lp
R��� Lq
R��� si rf � Lp
R��� rg � Lq
R��� alors J
f� g� �
Hr
R�� pour � � p � ��� � � q � ��� ��r � ��p� ��q� pourvu que
� � r � ����

Signalons maintenant que cette restriction r � n�
n � �� dans
l
�enonc�e du th�eor	eme du Jacobien n
est plus une limitation technique
due 	a notre m�ethode� mais une limitation qui d�ecoule du fait que J
f� g�
n
a que son int�egrale nulle� alors que les moments d
ordre sup�erieur ne
le sont pas�

Remarques� La d�e�nition du produit renormalis�e que nous proposons
ici d�epend du cadre fonctionnel dans lequel nous nous situons� Si on
voulait� par exemple� trouver un �produit renormalis�e� dans le cadre
L��BMO� on ne devrait alors conserver que le terme

P
j�Z
Pjf�
Qjg� �
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���� Application 	a d�autres op�erateurs bilin�eaires�

Nous obtenons �egalement des r�esultats analogues pour des op�era�
teurs plus g�en�eraux�

Nous �etablissons� 	a titre d
exemple� le r�esultat suivant

Th�eor	eme ���� Soient 
Ai�i���K et 
Bi�i���K des op�erateurs de

Calder�on�Zygmund qui v�eri�ent les conditions

Ai
�� � A�i 
�� � Bi
�� � B�i 
�� � � pour tout i � �� K �

Supposons que pour tout couple 
u� v� de fonctions de L�
Rn� la fonctionPK
i��Ai
u�Bi
v� est d�int�egrale nulle�

Alors l�op�erateur bilin�eaire B d�e�ni par

B
f� g� �
KX
i��

Ai
f�Bi
g�

est continu de Lp
Rn� � Lq
Rn� dans l�espace de Hardy Hr
Rn�� � �
p � ��� � � q � ��� ��r � ��p���q� pourvu que � � r � n�
n��� �

De fa�con plus pr�ecise� l�op�erateur B se d�ecompose en B � B��B��

o�u B� est continu de Lp
Rn� � Lq
Rn� dans Hr
Rn � et B� l�est de

Lp
Rn�� Lq
Rn� dans $F ���
r 
Rn � �

Remarque� Dans le cas particulier des op�erateurs de convolution de
Calder�on�Zygmund� ce r�esultat a d�ej	a �et�e obtenu par R� Coifman et L�
Grafakos 
���� ������

Ces id�ees de la preuve sont essentiellement les m�emes que pour le
th�eor	eme du Jacobien�

Si U est un op�erateur de Calder�on�Zygmund v�eri�ant U
�� �
U�
�� � �� et si l
on pose u
�� ��� � hU
���� ���i pour 
������ base or�
thonorm�ee d
ondelettes� la matrice 
u
��� ��������	��� a une d�ecroissance
	a partir de la diagonale donn�ee par l
estimation

ju
�� ���j � c p	
�� �
�� �

o	u p	 est d�e�ni par 
����� et � � � d�epend de la r�egularit�e de la base
d
ondelettes�
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Pour e�ectuer la d�ecomposition de l
op�erateur bilin�eaire B en B��
B�� rappelons que� Ai et Bi �etant des op�erateurs born�es dans L� 
ou
bien Lp et Lq� on peut �ecrire

B
f� g� �
KX
i��

P �
Aif�Big� �
KX
i��

S
Aif�Big�

o	u

S
Aif�Big� �
X
�

hAif� ��i hBig� ��i�
�
� �

Si on pose B�
f� g� �
PK

i�� P
�
Aif�Big�� B� a les propri�et�es annonc�ees�

Etudions maintenant B�
f� g� �
PK

i�� S
Aif�Big�� Posons� pour
i � �� K�

ai
�
�� �� � hAi��� � ��i �

bi
�
��� �� � hBi���� � ��i �

Le terme B�
f� g� s
�ecrit alors� si f �
P

� 	���� g �
P

� 
���

B�
f� g� �
KX
i��

X
�

�X
��

	�� ai
�
�� ��

��X
���


��� bi
�
��� ��

�
��
�

�
X
���

X
�������	���

	��
���

� KX
i��

ai
�
�� �� bi
�

��� ��

�
��
� �

L
appartenance de B�
f� g� 	a $B���
� 
Rn� 
respectivement $F ���

r 
Rn��
d�ecoule alors d
une d�emonstration analogue 	a celle du Th�eor	eme ����

Remarquons seulement queZ
B�
f� g� �

X
�

X
��

X
���

	��
���
KX
i��

ai
�
�� �� bi
�

��� ��

�
X
��

X
���

	��
���
X
�

KX
i��

hAi��� � ��i hBi���� � ��i

�
X
��

X
���

	��
���
KX
i��

Z

Ai���� 
Bi����� � �

car
R
B
��� � ����� � � par hypoth	ese�
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� Appendice� Lien entre renormalisation par ondelettes et

renormalisation par paraproduit�

Nous �etablirons ici le lien entre la renormalisation par ondelettes du
produit� et d
autres m�ethodes de renormalisation� Dans le but d
all�eger
les notations� nous consid�erons par la suite le cas de la dimension ��

Soit � une fonction appartenant 	a la classe de Schwartz telle que


����

���������
���������

�� � D
R� �

�� est une fonction r�eelle et paire�

��
�� � ��� �� � pour tout � � R �

��
�� � � si j�j � 
 � � 
� � 
��� �

��
�� � � si j�j � 
 � � �

���
�� � ���
�
 � �� � � si � � � � �
 �

Pour tout j � Z on d�esigne par Sj l
op�erateur de convolution avec
�j�
�jx�� et on pose 'j � Sj�� � Sj �

Le paraproduit de J�M� Bony ��� est d�e�ni� pour f et g dans L��
par


���� (
f� g� �
X
j�Z

Sj��
f�'j
g� �

Remarque� La d�e�nition du paraproduit d�epend du choix de la fonc�
tion �� mais deux choix di��erents pour cette fonction conduisent en fait
	a des paraproduits ��equivalents��

Il est bien connu que le paraproduit est un op�erateur continu de
L� � L� dans l
espace de Hardy H��

Le produit de f et de g peut s
�ecrire� 	a l
aide du paraproduit�

fg � (
f� g� � (
g� f� �
X
j�Z


'jf� 
'jg� �

La d�e�nition de renormalisation au moyen du paraproduit surgit
alors tout naturellement� on pose


���� (�
f� g� � (
f� g� � (
g� f� � fg �
X
j�Z


'jf� 
'jg� �
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Nous obtenons le r�esultat suivant

Th�eor	eme 
��� Soit 
������ une base orthonorm�ee d�ondelettes�

L�op�erateur P ��(� envoie contin
ument L��L� dans l�espace de Besov

homog�ene $B���
� �

L
invariance �modulo $B���
� � de la renormalisation du produit par

rapport au choix de la base orthonorm�ee d
ondelettes nous permet de
consid�erer le cas de l
analyse multi�r�esolution dite de Littlewood�Paley�
Dans ce cas � est la fonction d�e�nie par 
���� et l
ondelette � est d�e�nie
par


���� ��
�� �
	
��
����� � ��
���


���
e�i
�� �

Pour f et g dans L�
R�� il s
agit de montrer que


�
f� g� � 
�
f� g� � 
�
f� g�� (
f� g��(
g� f� � $B���
� 
R� �

Or on sait d�ej	a que 
�
f� g� � $B���
� 
R�� Finalement� par sym�etrie� il

su�t de montrer queX
j�Z


Pjf� 
Qjg��
X
j�Z


Sj��f� 
'jg� � $B���
� 
R� �

Cette preuve se d�ecompose en trois �etapes�

Lemme 
��� Soient f et g deux fonctions de L�
R�� La di��erence

'�
f� g� �
X
j�Z


Pjf� 
Qjg��
X
j�Z


Pj��f� 
Qjg�

appartient �a l�espace de Besov homog�ene $B���
� 
R��

La preuve de ce lemme est imm�ediate� car '� s
�ecrit

'�
f� g� �
X
j�Z


Qj��f� 
Qjg� �

Lemme 
��� Soient f et g deux fonctions de L�
R�� La di��erence

'�
f� g� �
X
j�Z


Pj��f� 
Qjg��
X
j�Z


Sj��f� 
Qjg�

appartient �a l�espace de Besov homog�ene $B���
� 
R��
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La preuve repose sur une utilisation soigneuse de la structure par�
ticuli	ere de l
analyse multir�esolution de Littlewood�Paley� Remarquons
tout d
abord que� si F d�esigne la transform�ee de Fourier� on a

F
Vj� �
�
m
���j� ��
���j� � m � L�
�� �
� � m
���
� � m
��

�
�

Si� pour chaque T � �� on pose

ET � ff � L�
R� � supp �f � ��T� T �g �

alors on a
E����	�j � Vj � E����	�j �

Nous e�ectuons maintenant une d�ecomposition de la projection
Pjf � pour chaque valeur de j �x�ee�

Pjf � Pjf
j
� � Pjf

j
� � Pjf

j
� �

o	u f j� � f
j
� et f j� sont d�e�nies par les conditions


����

�����
�����
supp �f j� �

�
� � R � j�j � 

��� �j

�
�

supp �f j� �
�
� � R � 

��� �j � j�j � 

��� �j

�
�

supp �f j� �
�
� � R � j�j � 

��� �j

�
�

f � f j� � f j� � f j� �

Dans ces conditions� on a f j� � E����	�j � Vj � d
o	u Pjf
j
� � f j� � La

fonction f j� est orthogonale 	a Vj � d
o	u Pjf
j
� � �� Quant 	a f j� � elle est�

par construction� orthogonale 	a E����	�j � Vj � En cons�equence� sa

projection Pjf
j
� sera orthogonale 	a E

 � ���j� et le spectre de Pjf

j
�

contenu dans la couronne

Cj �
�
� � R � 

�j� �j � j�j � 

�j� �j

�
�

Si on calcule maintenant Sjf 	a l
aide de cette m�eme d�ecomposition
de f � on obtient

Sjf
j
� � f j� � Sjf

j
� � � � supp

c
f j� � Cj �

Finalement� pour chaque valeur de j on a


Pj � Sj�f � 
Pj � Sj�f
j
� �
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et le spectre de 
Pj � Sj�f est contenu dans la couronne Cj �

Quant au spectre de Qjg� il est contenu� d
apr	es 
���� et 
���� dans
la couronne Dj � f� � R � 

��� �j � j�j � �j��

���g�

Ainsi� pour chaque valeur de j� le produit 
Pj�� � Sj���
f�Qj
g�
a son spectre contenu dans la couronne�

� � R � 

���� �j � j�j � � 

��� �j
�
�

Ceci permet d
appliquer un lemme de �presque orthogonalit�e� et d
esti�
mer����X

j�Z


Pj�� � Sj���
f�Qj
g�

����

B���
�

� c
X
j�Z

��
Pj�� � Sj���
f�Qj
g�
��
L��R	

� c
�X
j�Z

k
Pj � Sj�fk
�
�

�����X
j�Z

kQjgk
�
�

����
� c kfk� kgk� �

Lemme 
��� Soient f et g deux fonctions de L�
R�� La di��erence

'�
f� g� �
X
j�Z


Sj��f� 
Qjg��
X
j�Z


Sj��f� 
'jg�

appartient �a l�espace de Besov homog�ene $B���
� 
R��

L
id�ee de d�epart est de r�e�ecrire

'�
f� g� �
X
j�Z

Sj��
f� 
Pj���Pj�
g��
X
j�Z

Sj��
f� 
Sj���Sj�
g� �

et d
appliquer� 	a chacune des s�eries ci�dessus� la transformation d
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La �n de la d�emonstration est identique 	a celle du Lemme ����



��� S� Dobyinsky

Signalons �nalement que nous avons developp�e dans ��� et � � la
construction d
une renormalisation du produit associ�ee 	a des symboles
bilin�eaires du type de ceux que R� Coifman et Y� Meyer ont consid�er�es
dans ���� la renormalisation par paraproduit n
est qu
un cas particulier
de cette renormalisation par symboles bilin�eaires�

Modulo $B���
� 
 $F ���

r �� toutes les m�ethodes de renormalisation que
nous d�e�nissons sont �equivalentes�
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