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La “version ondelettes”
du théoreme du Jacobien

Sylvia Dobyinsky

Résumé. Nous définissons un “produit renormalisé” par ondelettes qui
améliore, dans certains cadres fonctionnels, les propriétés du produit
usuel de deux fonctions. Grace a cette technique de renormalisation du
produit nous obtenons une démonstration par ondelettes d’une version
précisée du théoreme du Jacobien. Finalement nous établissons le lien
entre ce produit renormalisé par ondelettes et les paraproduits de J.M.
Bony.

Introduction.

Certaines opérations algébriques bilinéaires, telles que le produit de
deux distributions, deviennent impossibles dans des cadres fonctionnels
inadéquats. Pour contourner cette difficulté, il convient, soit de modi-
fier la définition de 'opération bilinéaire, soit d’ajuster le cadre fonction-
nel. Nous définissons donc, a partir de la décomposition dans une base
orthonormée d’ondelettes de deux fonctions f,g € L?, des opérateurs
bilinéaires qui généralisent et améliorent le produit usuel, que nous ap-
pellerons opérateurs de “produit renormalisé”. Dans ce texte, nous tra-
vaillerons dans des cadres fonctionnels du type LP x L1, et nous ferons
en sorte que, par exemple, le “produit renormalisé” de deux fonctions de
L? fournisse une fonction de I'espace de Hardy H!. Remarquons cepen-
dant que “multiplier” une fonction a € BMO par une fonction f € L?
nécessite une modification du produit usuel qui n’est pas du tout la
meme que celle que nous envisageons ici. Il n’y a donc pas de solution
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310 S. DOBYINSKY

“universelle” au probleme de généraliser la définition du produit.

Soulignons surtout le fait que d’autres techniques bien connues,
en particulier la théorie de Littlewood-Paley, et les paraproduits de J.
M. Bony permettant de “paramultiplier” deux distributions tempérées
arbitraires, fournissent des opérateurs de produit renormalisé équiva-
lents a ceux que nous obtenons a ’aide des ondelettes.

On désigne par H!(R?) lespace de Hardy dans la version définie
par E. Stein et G. Weiss: f appartient & H'(R?) si et seulement si f
et les transformées de Riesz R;f et Raf appartiennent toutes trois a
LY(R?). L’appartenance de f a cet espace H!(R?) peut étre caractérisée
par une condition portant sur les modules des coefficients d’ondelettes

de f, cf. [13].

Le théoreme du Jacobien [5] est I’énoncé suivant:

Si f(z,y) et g(z,y) sont deuz fonctions appartenant a Li, . (R?) et
si les quatre dérivées (prises au sens des distributions) 0f /0x, Of /Oy,
dg/0x, 0g/0y appartiennent ¢ L2(R?), alors le Jacobien

of 0 dg 0
T =28 A

appartient a 'espace de Hardy H'(R?).

On observe bien évidemment que (9f/0z) (0g/0y) appartient a
LY(R?), et qu’il en est de méme pour (9g/dz) (Of/dy). Cest la différen-
ce entre ces deux termes qui introduit précisément la cancellation néce-
ssaire pour passer de L1(R?) a H!(R?).

Nous allons donner une nouvelle démonstration en méme temps
qu’une version précisée de ce résultat. Cette démonstration est basée
sur la technique de renormalisation par ondelettes du produit de deux
fonctions. Elle s’applique également a un cadre fonctionnel un peu plus
général que L2 x L2, et & des opérateurs bilinéaires plus généraux que
le Jacobien, a savoir

B(f.9)=>_Ai(f) Bi(g),

=1

ou A; et B; sont des opérateurs d’intégrales singulieres du type étudié
par A. Calderén et A. Zygmund, liés par des conditions d’oscillation
(les hypotheses seront précisées par la suite).
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En appendice nous établissons 1’équivalence, “modulo” un espace
strictement contenu dans 1’espace de Hardy H!, entre le produit renor-
malisé par ondelettes et le produit renormalisé par paraproduit.

Soulignons finalement que la méthode de renormalisation du pro-
duit & l'aide des paraproduits fournit une démonstration du lemme
“Div-Curl” qui est “optimale ” du point de vue de sa simplicité (voir
[5]), méme si toutes les preuves meénent & un résultat équivalent.

1. La renormalisation par ondelettes du produit usuel.
1.1. Les ondelettes utilisées.

Les ondelettes (¢x)xea, dont nous rappelons ici la construction
et les propriétés essentielles, constituent une base orthonormée remar-
quable de L2(R™).

On désigne par A 'ensemble des points A = (k+¢/2)277 ou j € Z,
keZ"ete e E=1{0,1}"\{(0,0,...,0)}.

La base orthonormée d’ondelettes (¢)aca est engendrée a par-
tir de 2™ — 1 “ondelettes-mere”, que nous notons (¢°)ccp de la fagon
suivante

(1.1) Ia(x) = 29/ F (e — k) si A= (k + g) 9=i

On demande a chacune de ces fonctions ¢ de satisfaire aux propriétés
suivantes:

(1.2) régularité: ¢ de classe C* pour un certain s > 1;
(1.3) localisation:
0%¢* ()] < Crm (L+ J2|) 7™
pour tout multi-indice « tel que |a| < s, tout entier m > 1
et tout z € R";
(1.4) (x)aea est une base orthonormée de L*(R™).

Des propriétés précédentes découle alors celle de cancellation

(1.5) /xﬁw(x)dx:o, § 0< |8 <s.
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La construction d’'une base orthonormée d’ondelettes repose sur le
concept d’analyse multirésolution introduit par S. Mallat et Y. Meyer

([11] et [12]). Rappelons tout d’abord la définition d’une analyse mul-
tirésolution dans le cas unidimensionnel.

Définition 1.1. Une analyse multirésolution de L*(R) est une suite

(V)jez de sous-espaces vectoriels fermés de L*(R), vérifiant les pro-
priétés sutvantes:

(1.6) Vi C Vit
(1.7) f(x) € V; siet seulement si f(2x) € Vj1q

(1.8) (Vi =1{0}

JeZ
(1.9) U V; est dense dans L*(R)
JEL
(1.10) il existe une fonction p(x) € Vi telle que

{o(x — k) }rez soit une base hilbertienne de Vj .

Considérons maintenant W;, le supplémentaire orthogonal de V;
dans Vj11. On a

(1.11) L*R) =P w;

JEZ
(1.12) f(z) € Wy si et seulement si f(2/x) € W; .

La construction d’une base orthonormée d’ondelettes de L*(RR) re-
vient finalement & celle d’une base de Wy de la forme (¢Y(x — k))kez -
La construction de cette fonction v se fait automatiquement a partir
de ¢ (voir [13]).

Revenons maintenant au cas multidimensionel. On pose, pour € =
(€1,...,en) € E,
(@) = o (1) - - 7 ()
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ou
@Eizwa sl {-;‘i:O,
Pt =1, si gg=1.

Alors, {2M9/2 (290 — k) }jez, kezn, cc est une base orthonormée d’on-
delettes de L2(R™).

Soulignons finalement que nous disposons de bases orthonormées
d’ondelettes a support compact, réelles, de régularité s (1 < s < 400)
arbitraire, construites par I. Daubechies [6].

NoOTE. Dans le but de simplifier les notations, nous supposerons par la
suite que toutes les fonctions considérées sont a valeurs réelles.

1.2. La construction du produit renormalisé par ondelettes.

Notons P; et (; les opérateurs de projection orthogonale de L*(R")
sur V; et W; respectivement. On a alors

(1.13) hm \Pif—fll2=0, pour tout f € L*(R"),

(1.14) lim Pjf=0  pour tout f € L*(R")

]—)OO

(1.15) P =P +Q; .

Les propriétés (1.13) et (1.14) nous permettent d’écrire le produit
ponctuel fg de deux fonctions de L%(R™) sous la forme d’une série
télescopique, convergente dans L1:

f9="Y_ [(Pis1f)(Pis1g) — (Pif)(Fg)]

jez

Grace a (1.15), on obtient

f9="> (PN (Qs9) + > (Qif)(Pig) + > (Qi)(Qj9).

JEL JEL JEL
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Notons maintenant

m(f,9) =D _(Pi)(Q9),

JEZ

JEZ

S(fag) = Z<f777b)\> <quvb)\> wia

A

s(f,9) = Y (Q;)(Qj9) — S(f.9).

JEZ

Ainsi, S(f,g) regroupe tous les termes du produit dont 'intégrale n’est
pas nulle. Notre but étant de définir un opérateur de produit renor-
malisé P! qui soit borné de L? x L? dans H', nous adopterons la
définition qui consiste tout simplement a 6ter tous les termes dépourvus
d’oscillations.

Définition 1.2. Soient f et g deuz fonctions de L?*(R™). Nous ap-
pellerons produit renormalisé de f et g, associé a la base orthonormée
d’ondelettes (x)ren, et nous noterons P*(f,g), la fonction de L*(R™)
définie par

(1.16) PH(f.g) = fg— > _{f,0a) (g, ¥a) [al -

AEA

Les propriétés particulieres de la base orthonormée d’ondelettes
entrainent alors la

Proposition 1.1. L’opérateur P* est continu de L?(R™) x L2(R™) dans
Uespace de Hardy réel H*(R™).

Afin de simplifier les notations, supposons que les fonctions ¢ et ¢
sont a support compact, et concentrons nous sur le cas de la dimension
1 (la démonstration que nous proposons se généralise immédiatement
au cas multidimensionnel).

Dans ce contexte, les produits @i ¥j g4m s’annulent des que I’
entier m vérifie |m| > Cy , ou la constante Cp ne dépend que de la taille
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des supports des fonctions ¢ et 1. Notons w;-'}c le produit @jx ¥ kt+m -
Pour chaque valeur de m fixée, la famille (w%) j, kez » a essentiellement
les mémes propriétés que la base orthonormeée d’ondelettes, la seule
propriété manquante étant I’orthogonalité.

L’opérateur m; a donc pour expression

=3 3D 22, 0) (9, k) W -

JEL KEZ |m|<Co

Rappellons maintenant la caractérisation par ondelettes de I'espace
de Hardy H(R"):

1/2
Y axypr € HY(R™) (Z e [*2" x, (w )) € L'(R"),

AEA AEA
ou x, désigue la fonction indicatrice du cube dyadique associé a A, qui

est défini par la condition 292 — k € [0, 1[™.

Des calculs standard montrent que 'opérateur U : L? — L2, défini
par U(¢jx) = wji , est un opérateur de Calderén-Zygmund qui vérifie
les conditions U(1) = U*(1) = 0, et est en conséquence borné dans H!
et dans BMO.

Pour obtenir la continuité L2 x L? — H!, il suffit donc de montrer
que, pour tout m € Z, |m| < Cy, la série

Z Z 2j/2<f7 ©ix) (9> Vi krm) Vix € H'(R),

JEZ KEZ

ce qui revient a vérifier que

( Z Z 22j |<f7 @jk> <gv wj,k+m>|2 Xijk (.T)> Ve S Ll(R) .

JEL KEL

Il suffit maintenant de montrer que la fonction

( 5;715 </, 2j/290jk>|> (Zz2j |<ga¢j,k+m>|2Xjk($))l/2

€7 ke
2601 JEZ ke

appartient & L'(R) .
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Or, si nous désignons par f* la fonction maximale de Hardy et
Littlewood, nous avons, pour tout x € R,

sup [(f, 2120, < C f*(x).
:Bé]bjk

Pour conclure, il suffit alors d’appliquer I'inégalité de Holder et de
remarquer que

11| (2 2 o trrnd i)

JEL KEL

, < Clfllzllgll2 -

La continuité de 'opérateur mo s’établit de maniere identique.

Quant a ms(f,g), des calculs immédiats montrent en fait son ap-
partenance a un espace strictement contenu dans HL(R™), l'espace de
Besov homogene B?’I(R"), dont nous rappellerons la définition par la
suite.

Proposition 1.2. Si f, — f pour la topologie faible o(L?, L?), et g, —
g pour la méme topologie, alors la suite Pﬂ(fq,gq) converge faiblement
vers P¥(f,g) au sens de la topologie faible o(H', VMO).

Rappelons que VMO est la fermeture, pour la norme de BMO, de
I’espace vectoriel des fonctions continues et nulles a l'infini. L’espace
H' est le dual de VMO.

Considérons 'exemple de I'opérateur 7. Sous nos hypotheses, et
grace & la Proposition 1.1, la suite (m1(fy, g4)) est bornée dans H'.
Comme l'opérateur U : ¢ — wj est borné dans H*, il suffit main-
tenant de montrer que, pour chaque |m| < Cp, la suite

DD 272 (0 0ik) (9gs Ygkrm) ik

JEL KEL

converge au sens de la topologie faible o(H#!, VMO) vers

Z Z 29/ (f, (ij> (9 wj,k+m> Yk -

JELKkEL

Ceci découle immédiatement du lemme suivant
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Lemme 1.1. Soit (hy)gen une suite bornée dans H*(R). Alors, h,
converge vers h au sens de la topologie o(H', VMO) si et seulement si
(hg, Vji) = (h, k) pour tout j € Z et tout k € Z .

Cette équivalence est conséquence du fait que la base orthonormée
d’ondelettes (1)x)rea constitue une famille totale dans 1’espace de Ba-
nach VMO.

1.3. L’équivalence entre les opérateurs P! et P! associés &
deux bases orthonormées d’ondelettes.

Une fois le produit renormalisé P! construit, la question suivante
se pose tout naturellement : cette renormalisation P#(f,g) est-elle, en
un certain sens, indépendante de la base d’ondelettes choisie pour la
construction de P# ?

Pour répondre a cette question, nous introduisons maintenant ’es-
pace de Besov homogene BY"'(R™) ([13],[15]).

Définition 1.3. L’espace de Besov homogéne BY'(R™) est le sous-
espace de LY*(R"™) composé des fonctions f € L*(R™) dont la série dans
une base orthonormée d’ondelettes f =3, x axx vérifie

(1.17) D 272 < oo
AEA

En d’autres termes, la fonction f appartient a B(l) ’1(R") si et seule-
ment si Yy [aal [[9a]l1 < +oo, c’est & dire si la série d’ondelettes de
f converge normalement dans L!(R").

s . 50,1 . .
Une autre caractérisation de B’" sera utile par la suite.

Définition 1.4. Une famille {m;i};jcz rez~ est une famille normalisée
en norme L' de molécules s’il existe deux exposants o > 3> 0, et une
constante C' > 0 tels que

(1.18) Imjx(x)] < C onJ (1+ |2jx — k)7,
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pour tout x € R" |
(1.19) i () — myi(y)| < C P |z —y)?
pour tout (z,y) € (R*)?, et

(1.20) mji(z) de = 0.
Rn

REMARQUE. Toute base orthonormée d’ondelettes de régularité s > 1
constitue une famille normalisée en norme L? de molécules.

La deuxieme caractérisation de l'espace de Besov homogene
50,1 ) .
B;""(R™) découle du lemme suivant:

Lemme 1.2. Soit (m;i,) une famille normalisée en norme L' de molé-
cules et (i) une suite dans £*(Z x Z™): > 2 |k < +oo. Alors

, « 50,1 o
> aji mj appartient ¢ By (R™).
Nous pouvons maintenant énoncer le

Théoreme 1.1. Soient (¥x)xea et (Ux)ren deuz bases orthonormées
d’ondelettes de méme réqularité s, P! et P! les opérateurs de pro-
duit renormalisé associés respectivement a chacune de ces bases. Alors
Vopérateur A = Pt — P envoie continiment L*(R") x L*(R™) dans
By (R).

Cet énoncé signifie que, modulo 'espace B?’l, qui est strictement
contenu dans H!, toutes les renormalisations du produit par ondelettes
d’une certaine régularité sont équivalentes.

Les idées essentielles dans la preuve de ce théoreme sont les mémes
que celles qui nous permettront d’établir le théoreme du Jacobien. C’est
pourquoi nous donnerons ici les étapes principales de cette preuve.

Si
=) oapr =) dapn
Y y
et
9= _Ba=>_ Batx,
X X
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alors la différence entre les deux produits renormalisés A(f, g) s’écrit

ou

Av(f,9) =Y arBa(vX — 43)
A

et
As(f,9) = Z(axﬂ,\ — anBh) Y3 -

A

Il est facile de vérifier que le terme A;(f,g) appartient a I'espace
BYM(R™) car (93 —43)aen constitue une famille normalisée en norme

L' de molécules, et la suite (a0 )rea appartient & £1(A). Observons,
en effet, que

/ (62— §2) = [6all2 = [[9a ]2 = 0.

La vérification des autres propriétés des molécules est immeédiate.

Pour étudier le terme Ax(f,g), on remarque que les suites (ay),
(@) puis (Byx), (Ba) sont liées par les équations

CNL/)\ = Z ,u()\',)\)a)\:

AEA

Bro= D (NN By

AEA

(1.21)

ou u’()‘/a )‘) - <1;>\7¢>\’> .

La matrice de changement de base M = (p(\'; A))(ar,a)en2 est uni-
taire, et présente une certaine décroissance a partir de la diagonale, que
nous détaillons par la suite.

Pour v > 0, nous définissons les “poids” p., (A, \') par

9—li"=il(v+n/2) 2-3 497" n+y
1.22 N, A) = ( - : . )
( ) p’Y( ’ ) 1+ (]_]/)2 2_]+2_]I+|k2_J_k/2_Jl|

Ces py(X', X) ont la propriété essentielle suivante (voir [14])
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Lemme 1.3. Soit 0 < v3 < v3 < 1. [l existe une constante ¢ =
c(n,v1,72,v3) > 0 telle que

Zp% )‘/ le /\H /\) S Cp’Ys()‘lv/\”)v
A€EA

pour tout (N, \") € A%,
Les coefficients de la matrice M sont estimés par

(1.23) ] < e py (V).

pour tout (A, \) € A%, ou la valeur de v; dépend de la régularité de la
base orthonormée d’ondelettes (voir a ce sujet [14]).

Retournons maintenant a Aq(f, g) que nous réécrivons

8a(f,9) = 3 [t = (D en s, ) (32 By V', 0) |3

A€A Af Al

ol
C(f.9) =) (OoﬁA =) B (N, )\)2> 3
AEA Y
= > (43 - Do nX A 23 )
AEA
et

= Z Z a)\’ﬂ)\” /1'()‘/7 )‘) /1’()‘”7 )‘) wi .
A (A ATyeA2
)\I#)\Il
L’étude de C(f,g) se ramene a celle des fonctions
ma =93 — > pN A2,

AeEA

et découle du

Lemme 1.4. Soit

ma =193 — > N, A2 %3

AEA
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L’ensemble (my)xen constitue alors une famille normalisée en norme
L' de molécules.

Dans la preuve du Lemme 1.4, les propriétés de la matrice de pas-
sage M = (u(N,A")) jouent un role essentiel.

La série >y, (A, A)? ||43]]1 étant convergente, I'intégration terme
a terme donne

Les autres propriétés des molécules découlent de la localisation et de

la régularité des ondelettes, ainsi que des propriétés particulieres des
poids p (A, A).

Considérons finalement la partie R(f,g), que nous réécrivons

A/ A//
ZZO[)\I/BAH p'yg )\/ )\” Z # )\/ )\”) ) ¢§7
72

A AEA p

ol 7y vérifie 0 < y2 < 71 .

(N, ) (A, )
mX’)\u ’Qb .
X o A

Alors, si le coefficient 7 est choisi convenablement, 1’ensemble

Posons

(mAI ,AII ) ()\I 7)\Il)e[\z7 AI#)\I/
constitue une famille normalisée en norme L' de molécules.

Reste a voir finalement que
SNl 1By [Py (N, X7) < 00
AI AI/
L’application du lemme de Schur avec les coefficients w(\) = 27/2 3 la

matrice (p,, (A, X)), aryenz montre que celle-ci définit un opérateur
continu dans ¢£2(A) (on pourra consulter [14] & ce sujet).

D Dl 1Bar]py (N, X)

NEA N'EA
est ainsi majorée par

(X tonl) (X 10we?) = el gl

AEA AleA

La série
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2. La “version ondelettes” du théoreme du Jacobien.
Le théoreme du Jacobien est I’énoncé suivant [5].

Théoreme 2.1. Si f(x,y) et g(x,y) sont deur fonctions appartenant

a Li (R?) et si les quatre dérivées (prises au sens des distributions)

of/0x, Of /0y, 0g/0x, Og/dy appartiennent a L*(R?), alors le Jaco-
bien
of 0 dg 0
Iy =g 50208

appartient o Uespace de Hardy H'(R?) .
Notre énoncé précisé est le suivant
Théoréme 2.2. Soit (1) e une base orthonormée d’ondelettes et P*

DUopérateur de produit renormalisé associé a cette base. Alors, sous les
meémes hypothéses que le Théoreme 2.1, on a

J(f,9) € H'(R?)

et

of o0 af o .
In(f.9) = If.g) - Pk G0) + P (5L 20) e Biree).

Notre méthode consiste a renormaliser chacun des produits

ofog ., 9f9
Ox Oy Oy Ox

Les termes P*(0f/0x , 0g/0y) et P¥(Of /0y, Og/0x) appartiennent de
fagon automatique a H!(R?).

Considérons maintenant la somme des “mauvais” termes qui étai-
ent individuellement dépourvus d’oscillations.

Ialf,9) = 3 (G o) (G2 o) = (5L (22 ) w3

AEA
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Si

F=) axtx, g=)>_ B,

AEA AEA

I'appartenance & L?(R?) des dérivées partielles de f et g entraine
I'appartenance a £2(A) des suites (27ay)xen et (276))ren -

Posons maintenant

P

- X N) = (O ),
2.1
¥ A) = (X ).

On peut alors écrire

I =0 (3 anb ) e )

AEA N (N A)EA?

(N A) (VY A>)) 9.

Remarquons maintenant que ’on a de facon évidente les estima-
tions suivantes

(N, N)] < 27 py (N, A)

et
iy (N, A)| < 27 poy (N, A)

ol les p, (A, A) sont définis par I’équation (1.22).
Posons maintenant, pour 0 < y2 < 71

2_]-/ 2_]-//
p72 (A/, )\//)

m>\1>\ll =

Z (Uy()‘lv A) bz (N7 A) = pa (A, A) Uy()‘ﬂv )‘)) 103 :
AEA

Nous pouvons alors réécrire Jg(f, g) sous la forme suivante

JB(f7 g) - Z 2jla)\’ 2‘1,,/3)\// p,),2 ()\/, )\”) myrar .
(}\I))\II)EA2

Les deux lemmes suivants nous permettent alors de conclure.
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Lemme 2.1. La suite (2j’+j”a>\’6)\” Py, ()\/’/\”))()\’,)\”)EAZ appartient
a Uespace £1(A?) .

Lemme 2.2. L’ensemble des (mxr am) o amyen2 décrit une famille nor-
malisée en norme L' de molécules.

Nous montrerons seulement ici pourquoi m .y~ est une fonction de
LY(R?), d’intégrale nulle.
Calculons tout d’abord, pour (X, ") € A%, la somme

S [ X N 2) = (X ) 1y V) [ 0)) i

AEA

< '+ Z Py NS N) (A, N)
AEA

< e(nyy) 27 py (N, N) < oo

Nous sommes donc en mesure d’intégrer terme a terme la série qui
définit T\

2 (J +]”) !/ " !/ 1
My = )\7,)\,,) Z(l‘y()‘ s A) Bz (AT, A) = sz (AT, A) pay (A 7)‘)) :
AEA

Or

Z (:uy()‘lv /\) Nw()‘uv /\) - :uw()‘lv /\) 'uy()‘ﬂv )‘))

AEA
a ! a " 8 ! a "
= 3B ) B2 ) - (B ) 222 )

AEA

et cette derniere série vaut exactement

0P Ohan OPxr O, B
(Ot ) = (52 200 = [ ) =0

3. Généralisations.

Nous présenterons par la suite des généralisations possibles aux
résultats ci-dessus.
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3.1. Le cadre LP(R") x LI(R"™).

Le méme opérateur P! défini en Section 1.2 s’étend en un opérateur
continu de LP(R™) x L4(R™) dans 'espace de Hardy H" (R"), ou 1 < p <
+00,1 < g <400, 1/p+1/q=1/r, a conditionque 1 >r >n/(n+1).

REMARQUE. Cette restriction sur r est due au manque d’oscillations
des produits ¢ 1;; qui apparaissent dans la construction de Pt Cette
limitation disparait si nous considérons des renormalisations du produit
obtenues a partir de symboles bilinéaires que nous définissons dans [7]
et [8].

La différence P! — P! sera un opérateur borné de LP(R"™) x L4(R™)
dans 'espace de Lizorkin-Triebel homogene F%1(R™) avec les mémes
conditions sur p,q et r.

Nous ne donnons pas ici la définition ni les propriétés des espaces
de Lizorkin-Triebel; le lecteur intéressé pourra consulter [9] a ce sujet.
Remarquons tout simplement que, si r = 1, ’espace F {) 'L coincide avec
I’espace de Besov homogene B?’l, et que, si 0 < r < 1, on a les inclusions
strictes FOL € H" .

Le théoreme du Jacobien se généralise alors immédiatement au
cadre LP(R?) x L4(R?): si Vf € LP(R?), Vg € LY(R?), alors J(f,g) €
H"(R?) pour 1 < p < +00, 1 < ¢ < 400, 1/r =1/p+ 1/q, pourvu que
1>r>2/3.

Signalons maintenant que cette restriction » > n/(n + 1) dans
I’énoncé du théoreme du Jacobien n’est plus une limitation technique
due a notre méthode, mais une limitation qui découle du fait que J(f, g)
n’a que son intégrale nulle, alors que les moments d’ordre supérieur ne
le sont pas.

REMARQUES. La définition du produit renormalisé que nous proposons
ici dépend du cadre fonctionnel dans lequel nous nous situons. Si on
voulait, par exemple, trouver un “produit renormalisé” dans le cadre
L? x BMO, on ne devrait alors conserver que le terme > iez(Pif)(Qj9) -
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3.2. Application & d’autres opérateurs bilinéaires.

Nous obtenons également des résultats analogues pour des opéra-
teurs plus généraux.

Nous établissons, a titre d’exemple, le résultat suivant

Théoreme 3.1. Soient (A;)i=1,x et (Bi)i=1,k des opérateurs de
Calderon-Zygmund qui vérifient les conditions
Ai(1)=A;(1)=B;(1)=B;(1)=0 pour tout ¢ =1, K .
Supposons que pour tout couple (u,v) de fonctions de L2(R™) la fonction
ZiK:1 A;(u) B;(v) est d’intégrale nulle.
Alors DUopérateur bilinéaire B défini par

K

B(f,9) =Y _ Ai(f) Bi(g)

=1

est continu de LP(R™) x LY(R™) dans ’espace de Hardy H"(R™), 1 <
p<+oo,1<q<+o0,1/r=1/p+1/q, pourvu que 1 > r >n/(n+1).

De facon plus précise, l'opérateur B se décompose en B = B1+ Bo,
ot By est continu de LP(R™) x LY(R™) dans H"(R™) et By lest de
LP(R") x LY(R™) dans FO1(R").

REMARQUE. Dans le cas particulier des opérateurs de convolution de
Calderén-Zygmund, ce résultat a déja été obtenu par R. Coifman et L.
Grafakos ([2], [10]).

Ces idées de la preuve sont essentiellement les mémes que pour le
théoreme du Jacobien.

Si U est un opérateur de Calderén-Zygmund vérifiant U(1) =
U*(1) =0, et si 'on pose u(A, \') = (U(¢x), ) pour (1) rea base or-
thonormée d’ondelettes, la matrice (u(A’, A))(ar,a)ea2 aune décroissance
a partir de la diagonale donnée par I'estimation

u(A, M) < e py(A X)),

ol p, est défini par (1.22) et v > 0 dépend de la régularité de la base
d’ondelettes.
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Pour effectuer la décomposition de I'opérateur bilinéaire B en By +
Bs, rappelons que, A; et B; étant des opérateurs bornés dans L? (ou
bien LP et L?) on peut écrire

K K
B(f,9) =Y _PAif,Big)+ > S(Aif, Big)

ou

S(Aif, Big) = Y (Aif.92) (Big, ) U3 -

A
Si on pose By(f,g) = Zfil PY(A;f, B;g), By ales propriétés annoncées.

Etudions maintenant By(f, g) = Zfil S(A;f, B;g). Posons, pour
i=1,K,
ai(N, A) = (Aghar, )
bi(N", A) = (Bitpar, ) -

Le terme By(f, g) s’écrit alors, si f =", axtx, g = >, Batha

_ i 3 (Z an a; (N, /\)> (Z B bi( X, A)) ¥

i=1 A\ A Al

Y won (Sann)

AEA (A, A")EA?

L’appartenance de By(f,g) & BY"'(R™) (respectivement F1(R"))
découle alors d’une démonstration analogue a celle du Théoréme 2.2.

Remarquons seulement que

/ Ba(f,9) zzzam zaz (N, ) Bi (A", A)

AN i—1
=ZZa~ﬁA~ZZ<Am»,¢A> (Bitpar, 1)
Al A =1
—ZZa»ﬁwZ / Aithar) (Bithan) = 0
-

car [ B(¢r,har) = 0 par hypothese.
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4. Appendice. Lien entre renormalisation par ondelettes et
renormalisation par paraproduit.

Nous établirons ici le lien entre la renormalisation par ondelettes du
produit, et d’autres méthodes de renormalisation. Dans le but d’alléger
les notations, nous considérons par la suite le cas de la dimension 1.

Soit ¢ une fonction appartenant a la classe de Schwartz telle que
(9 € D(R),
¢ est une fonction réelle et paire,

) €[0,1], pour tout & € R,

(S
(4.1) P(6)=1 s || <T—48 (6 <7/3),
P

&) =0 si |{|>n+0,
(@ () +@*(2mr—€) =1 si 0<E <2,

Pour tout j € Z on désigne par S; l'opérateur de convolution avec
27p(27x), et on pose Aj =S4 — S;.

Le paraproduit de J.M. Bony [1] est défini, pour f et g dans L2,
par

(4.2) I(f,9) = Si—1(f) Aj(g).

jez

REMARQUE. La définition du paraproduit dépend du choix de la fonc-
tion ¢; mais deux choix différents pour cette fonction conduisent en fait
a des paraproduits “équivalents”.

Il est bien connu que le paraproduit est un opérateur continu de
L? x L? dans 'espace de Hardy H'.

Le produit de f et de g peut s’écrire, a ’aide du paraproduit,

fg=T1(f,9) + (g, /) + D> (A f) (A,g) .

JEZ

La définition de renormalisation au moyen du paraproduit surgit
alors tout naturellement; on pose

(4.3) ¥ (f,9) = 11(f,9) + (g, f) = fg — Y (A, f) (D).

j€L
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Nous obtenons le résultat suivant

Théoréme 4.1. Soit (Yx)aca une base orthonormée d’ondelettes.
L’opérateur P! —TI* envoie continiment L? x L? dans Uespace de Besov
homogeéne B(l)’l.

L’invariance “modulo B? 17 de la renormalisation du produit par
rapport au choix de la base orthonormée d’ondelettes nous permet de
considérer le cas de 'analyse multi-résolution dite de Littlewood-Paley.
Dans ce cas ¢ est la fonction définie par (4.1) et 'ondelette ) est définie
par

(4.5) B(E) = (p(6/2)7 — @(6)) 1?02
Pour f et g dans L?(R), il s’agit de montrer que

m1(f.9) + ma(f, 9) + 73(f,9) — 1(f,9) — (g, f) € B (R)..

Or on sait déja que m3(f,g) € B?’l(R). Finalement, par symétrie, il
suffit de montrer que

D (Pif)(Qi9) = (Sj-1f) (Ajg) € B (R).

JEL JEL

Cette preuve se décompose en trois étapes.

Lemme 4.1. Soient f et g deux fonctions de L?(R). La différence

Ai(f,g) = Z(ij) (Qj9) — Z(Pj—lf) (Qj9)

appartient a ’espace de Besov homogéne B?’l(R).

La preuve de ce lemme est immédiate, car A s’écrit

Ai(f,9) =Y (Qi—1f) (Qj9) -

JEL
Lemme 4.2. Soient f et g deuz fonctions de L*(R). La différence

As(fr9) = (Pio1f) (Q9) — D _(Si-1f) (Qj9)

JEZ JEZ

appartient a ’espace de Besov homogéne B?’l(R).
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La preuve repose sur une utilisation soigneuse de la structure par-
ticuliere de I'analyse multirésolution de Littlewood-Paley. Remarquons
tout d’abord que, si F désigne la transformée de Fourier, on a

= {m(&/27) $(£/27) : m € L*(0,2m), m({+2m) = m(€)}.
Si, pour chaque T' > 0, on pose
Er ={f € L*(R) : supp f C [-T, T},

alors on a
Er_sy2i CVj C E(rys)2i -

Nous effectuons maintenant une décomposition de la projection
P; f, pour chaque valeur de j fixée,

Pif = Pifl + Pify + Pif} ,
ol ff, fg et fg sont définies par les conditions

suppffC{ﬁGR €| < (m— )zj}
supp f3 € {€ € R: (1—6)27 < |€] < (r+6) 27},

(4.6) y :
supp f3 C {é eER: [£] > (r+9) 27},
f=H+f+15.
Dans ces conditions, on a f1 € Er_s)25 C V), dou Pf1 = f La

fonction f3 est orthogonale a V]7 d’ou P; f3 = 0. Quant a fz, elle est,
par construction, orthogonale & E(;_s)2; C Vj. En conséquence, sa

projection ijg sera orthogonale a E(m — 5)2j, et le spectre de P;f)
contenu dans la couronne

C;={6eR: (1—)P < [g] < (w+)) ¥}

Si on calcule maintenant S; f a ’aide de cette méme décomposition
de f, on obtient

Sifi=f, Sifi=0, suppf3CC;.
Finalement, pour chaque valeur de j on a

(P;—Sj)f = (P —S)fi
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et le spectre de (P; — S;) f est contenu dans la couronne C; .

Quant au spectre de Q;g, il est contenu, d’apres (4.5) et (4.1) dans
la couronne D; = {£ € R: (7—4)27 <[¢] <27 (m+6)}.

Ainsi, pour chaque valeur de j, le produit (Pj_1 — S;j—1)(f) Q;(g)
a son spectre contenu dans la couronne

{€¢eR: (m1=36)27 < |¢| <5 (m+0)27}.

Ceci permet d’appliquer un lemme de “presque orthogonalité” et d’esti-
mer

> (Pim1 = 5i-0)(£) Qi(9)

jEL By
<e ) [P =S (N Qi) 11 gy
JEZ
<c (e - sprE) " () ”
JEZ JEL
<cllflz2llgll -

Lemme 4.3. Soient f et g deux fonctions de L(R). La différence
As(f,9) = (Sj-1f) (@) = Y (Sj-1f) (Ajg)
JEL JEL
appartient a ’espace de Besov homogéne B?’l(R).

L’idée de départ est de réécrire
=2 Si-1(f) (Pra— ) =D Si-1(f) (Sj41-5)(9) s
JEL JEZ

et d’appliquer, a chacune des séries ci-dessus, la transformation d’Abel.

Finalement

AS(fvg):Z( j—1f) (Sj419 — Pjy19) -

JEL

La fin de la démonstration est identique a celle du Lemme 4.2.
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Signalons finalement que nous avons developpé dans [7] et [8] la

construction d’une renormalisation du produit associée a des symboles
bilinéaires du type de ceux que R. Coifman et Y. Meyer ont considérés
dans [3]; la renormalisation par paraproduit n’est qu'un cas particulier
de cette renormalisation par symboles bilinéaires.

Modulo BY''(E%1), toutes les méthodes de renormalisation que

nous définissons sont équivalentes.
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