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Ondelettes et espaces de Besov

Gérard Bourdaud

1. Introduction.

Soit ()¢ )ec g une famille finie d’ondelettes telle que I’ensemble des

fonctions _ _
z s 2™ (202 — k),

ot e € E,j € Z,k € Z", constitue une base orthonormée de L*(R™).
L’un des traits caractéristiques des bases d’ondelettes, c’est d’étre des
bases non seulement de L?(R") mais encore de “tous” les espaces fonc-
tionnels usuels. Ainsi, pour la distribution

f= Z Cejk 21(n/P=9) o (29(-) — k),

E!jlk

’ 32 .
on peut espérer ’équivalence de normes

(1) 1l qam = 33D leeal)? )7,

e jEL keZn

ol Bp”"(R") désigne 'espace de Besov homogéne. Si les fonctions .
appartiennent a la classe de Schwartz et ont tous leurs moments nuls,
I’équivalence (1) est satisfaite quel que soit s € R. Par contre, si les 1,
sont des ondelettes & supports compacts, des ondelettes-splines, ou, plus
généralement, des ondelettes r-réguliéres, au sens d’Yves Meyer [ME],
I’équivalence (1) n’est satisfaite que pour —r < s < r. Il est des lors
naturel de rechercher les conditions de régularité minimales que doivent
vérifier les ondelettes-meres 1. de telle sorte qu’on ait I’équivalence (1)
pour un s donné.
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478 G. BOURDAUD

Nous nous proposons d’établir que ces conditions minimales sont
I’appartenance de 1. a certains espaces de Besov d’ordre +s. Il s’agira
d’espaces de Besov construits & partir non plus de LP mais d’un sous-
espace £, de LP que nous mettrons en évidence.

Soyons plus précis: I’équivalence (1) comporte en fait deux volets:
Panalyse, qui consiste a estimer les ¢, j; a partir de la norme de f
dans ’espace de Besov B;"’(]R"), la synthése qui permet de retrouver
la norme de f connaissant la norme “amalgamée” de la suite (c. ;).
Nous verrons que 'appartenance de v, a Bs’l(Sp) permet la synthése,
alors que I’analyse est possible si 1. appartient & B B(E).

Ces considérations s’appliquent au cas 1 < p < +ocoet 1 < ¢ <
+00, mais nous verrons qu’elles s’adaptent dans une certaine mesure
auxcas 0 <p<loul<g<1.

Equipés d’un tel critére, nous retrouverons aisément le-théoréme
d’Yves Meyer sur les ondelettes r-régulieres et les résultats plus ou
moins classiques sur les splines ([CI], [O], [S]); nous en déduirons égale-
ment une condition portant sur la transformée de Fourier de 1., qui
conviendra aux ondelettes construites suivant 1’algorithme de Mallat
[MA] et Daubechies [D].

L’orthogonalité joue un role secondaire dans nos résultats, qui
s’appliquent aussi bien a la transformation de Frazier-Jawerth ([FJ1],
[FJ2]) qu’aux bases bi-orthogonales [CDF].

2. Inégalités d’échantillonnage.
2.1. Généralités.

Le calcul des coefficients d’ondelettes ¢, j x peut s'interpréter com-
me la succession de deux opérations: un filtrage -la convolution avec
une ondelette analysatrice de résolution 277- puis un échantillonnage:
le calcul des valeurs aux points du réseau 277Z". On ne perdra pas de
généralité en supposant 7 = 0, ce qui conduit a étudier 'opérateur

Su(£) = (% * F)(E)) pegn -

Supposons ¥ localement intégrable. Dés que f est continue, a support
compact, 1 * f est une fonction continue, dont les valeurs ponctuelles
sont bien définies; cela signifie que Sy est un opérateur linéaire défini
sur C.(R"), a valeurs dans ’espace des suites indexées par Z". De la
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méme facon

Ty(e)= Y euh(- — k)

kezn

est un opérateur linéaire défini sur 'ensemble des suites a supports finis,
a valeurs dans L], (R™). Les relations

(2) (Su(f), ¢) = (£, T(c)) = (F, Tu(d))

(olt l'on a posé f(z) = f(—z)) sont vérifiées par toute fonction f €
C.(R™) et toute suite ¢ a support fini.

Définition 1. Pour p € ]0,+00], on définit

1

i) &, comme Uensemble des fonctionsp € L)

il eziste C = C(2p) > 0 tel que

(R™) pour. lesquelles

1Ty (2o mmy < Clleller(zny

pour toute suite ¢ ¢ support fins,

i) &5 comme lensemble des fonctions v € L]
il existe C = C(p) > 0 tel que

ISu(llerzny < ClifllLecmny

pour tout f € C.(R™).

(R™) pour lesquelles

La “norme” de 3 dans £, (respectivement £) est la plus petite
constante C' qui intervienne dans i) (respectivement ii)) (nous utilisons
les guillemets pour rappeler qu’il s’agit seulement d’'une quasi-norme,
quand p < 1). L’espace fonctionnel £ est I'objet d’un travail de T.
Tararykova [TA].

2.2. Etude de &, .

Une premiére approche consiste a utiliser au mieux I'inégalité de
Young:

Proposition 1.

i) Pour0<p<1onaf& =LP, avec égalité des “normes”.
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i) Soit 1 <p < 4o0; pour que b appartienne d &y, il suffit que la
fonction Z™-périodique

ze ) [z — k)

kezn
appartienne a LP(R"/Z"); de plus la norme ||9||¢, est majorée par
P \1/p
([ (3 we-b]) )
(01" *gezn

iii) Pour que ¥ appartienne ¢ Eu, il faut et il suffit que

ST (- — k)|

kezn

appartienne & L>°; de plus

el = || 3 e =B

kezr

iv) 1l eziste une fonction 1 telle que, pour tout p €]1,+o00[, on ait
Y € &, alors que

(/[0,1]n ( > h(z - k)l)l’dx)l/p

kezr

+o0.

PREUVE. i) Le plongement de £, C L? étant clair, quel que soit p > 0,
il suffit de prouver L? C £, pour tout p < 1; mais cela provient de
I'inégalité

|3 a- =B < 3 leabloc- = Bl = Il 3 leel

kezn kezn kezn

i1) Supposons p > 1; on a

|35 o -0l = ([, 5| 5 asterm-of a)™”

kezn €Z™  kezn
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On applique alors Iinégalité de Young ¢P x €1 C 7 a z fixé; cela donne

“k%;.. (- — k)”,, < (/[0']]" ( Z lck|"> (k{;; l(z - k)l)”da:)]/p,

kezr
i) Supposons ¥ € € et, dans un premier temps, ¥ continue;
I'inégalité

| 3 cubla— k)| < O suples]

kezn

est alors vraie quel que soit ¢ € R™. Fixons zo € R™ et donnons-nous
une partie finie A de Z". On définit la suite {cx} par

cr Y(zo — k) = |(zo — k)|

stk € Aetp(zg—k)#0,cr=0sinon. On a alors sup |cx| < 1, ce
qui donne

3 [z - B < C.

keA

Dans le cas général, ot I'on a seulement 1 € L*°, on consideére une fonc-
tion # € C.(R™), positive, d’intégrale 1 et on pose 8;(x) = 3" 8(jz) (7 €
N*) puis 3; = 6; *1. On montre classiquement que 1; est une fonction
continue telle que ¥; — 3 (presque partout). On écrit ensuite

| S euia = 0| <[ ) | S ex bl =y~ )| dy
k k

< { sup|ck .

< (suplexl) Il
La continuité des 3; conduit a

Dol =R <l
k

pour tout z € R™; d’ol1 I'on déduit aisément

Y e =R < Wl
k

pour presque tout z.
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iv) La fonction
sinmz

P(z) =

appartient & &, pour 1 < p < 4o00: c’est -comme 'observe Y. Meyer
[ME, Chapitre I, Théoréme 1]- une conséquence de la continuité 7 de
la transformation de Hilbert discréte; en revanche

> (e ) =|sinmel 3 L T

kez kez

est égal & 400 pour tout z non entier.

REMARQUE. La partie ii) de la proposition est un résultat de R. Jia et
C. Micchelli [JM].

Proposition 2. 1 appartient a &, si et seulement si la fonction 277" -

périodique )
~ 1/2
e (3 1B +2km)P?)

kezn

appartient & L>°; de plus la norme ||y||g, n’est autre que la norme L™
de cette fonction.

PREUVE. A la suite {ck}rezn, & support fini, associons le polynéme
trigonométrique
()= 3 exe ke
kezr
il vient alors

|3 st =0l = g [, C@F (3 1e+2kmp) .

kezr kezr

En prenant la borne supérieure pour toutes les suites {cx} telles que

1
> el = [ im@)Pde <1,
kezr (“W) [0,27]"
on obtient précisément la norme L de la fonction

£ 3 [p(E+ 2km).

kezn
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Le théoreme de Riesz-Thorin nous fournit une troisieme méthode
pour estimer la norme dans &£,:

Proposition 3. Pour toutp > 1, on a £ €x C &, et

Il < I 112" s

autrement dit

l, <I0IR | 3 e - w7

kezn

Des que ¢ € £,, opérateur Ty, se prolonge par continuité a £7(Z")
(pour p < +00) et a ¢(Z™) (pour p = +00); comme on peut s’y at-
tendre, le prolongement continu de Ty, est encore 'opérateur qui, a la

suite {c}, associe
Z ceip(- — k),

kezn

mais il convient de donner un sens précis a la somme infinie ci-dessus.
Ce sera chose faite dans 'énoncé suivant, dont la preuve aisée est laissée
au lecteur:

Proposition 4.

1) Supposons i € &, (p < +oo). Alors, pour toute suite {cx} €
€P(Z™), la famille {ckip(- —k)}kezn est sommable dans LP(R™); Uopéra-

teur .
{er} — Z (- — k)
kezn
ainsi défini n’est autre que le prolongement continu de Ty,

ii) Supposons i € €. Alors, pour toute suite {cx} € £*°(Z™), la
8érie ) rezn Ck (T — k) converge absolument pour presque tout z € R™
et sa somme est une fonction essentiellement bornée; 'opérateur

{er} o D> a(- —k)

kezn

ainst défini est continu de (°(Z™) dans L*°(R™).
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2.3. Etude de E; .

Proposition 5.

i) Pour toutp € [1,4+00], on @ &, = &y, avec égalité des normes;
de plus, st o € &, alors, pour tout f € LP, la fonction v * f est
continuve; Uopérateur qui ¢ f € L? associe la suite {(f*d’)(k)}kez,, est
continu de LP(R™) dans €P(Z") et il prolonge Uopérateur Sy.

ii) Pourp <1, ona&;={0}.

PREUVE. i) La premiére assertion est une conséquence immédiate
de (2). Supposons ¢ € &,; on a a fortiori ¢ € LP et on sait que
la convolution entre 1 € LP ct f € LP est une fonction continue.
Supposons d’abord p < 400 et considérons une suite {f;} de fonctions
continues a supports compacts telle que f; — f dans L?; alors la suite
Sy(fj) converge dans £P vers une certaine suitc {cg}rezr. Pour un

k € Z™ fixé, on a (f; * ¥ )(k) — cx; l'inégalité de Holder
I(f = £3) * dlloo < Nf = Sill 11l

entraine alors ¢ = (f * ¢)(k). Si ¢ € €%, autrement dit ¢» € L', on a
aussitot

[+ FOR) < Il 1 Flloo

pour tout f € L°; on obtient donc un opérateur linéaire continu de
L dans £°*° qui prolonge évidemment Sy, .

ii) Soit p < 1; supposons 'existence de C' > 0 tel que
1/p
(3 1= wmr) " <Clifly,
kezn

quel que soit f € C.(R™); en appliquant cctte estimation a la fonction
translatée f(- — a), on obtient a fortior:

I(f *¥)a)l < Clfllp -

cela montre que f +— (f *)(a) est une forme linéaire continue sur
LP(R™); le Théoréme de Day entraine alors (f * ¥)(a) = 0. Ceci étant
vrai quels que soient f € C(R") et a € R", il vient 1) = 0.
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2.4. L’échantillonnage pour 0 <p<1.

On vient de voir qu'il n'y pas d’opérateur d’échantillonnage Sy,
défini sur L?(p < 1). Nous tournerons cette difficulté en échantillonnant
exclusivement des fonctions entiéres de type exponentiel. On dispose
alors des inégalités classiques de Plancherel-Polya.

Donnons nous un nombre v € |0, 7| et une fonction § € S(R™) telle
que 9( )} = 1 sur le cube [—v,4]" et que le support de 8 soit inclus dans
] — m,7[*. Les différentes constantes C' dépendront exclusivement de
p,7,8 et de la dimension n. On a alors classiquement

3) fe)= 3 F(x) (R — k),

kezn
pour toute fonction entiere f telle que supp (f) C [-yR,~R]".

Lemme 1. Il eziste des constantes positives C; et Cy telles que, pour
toute fonction f d spectre dans [—v,v|", on ait

Gl < (3 1rwr) " < el

kezn

PREUVE. On part de l'identité (3), avec R = 1; en translatant f, il

vient
o)=Y fl+2)8(1l—z—k),

lezn

quels que soient z € [0,1]* et £ € Z"; la décroissance rapide de §
conduit a I'inégalité

|6(k —2)P <C(1+ [k)~"

uniformément en z € [0, 1]"; d’ou

Z If(B))F <C Z (/ ] llf(x)lpdfl?)(1+|l—k[)_"‘l

Lc,/n s

! )P dz .
C/m,,'f( )
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Dans 'autre sens, on utilise directement (3):

If@)P < > If(R)P 18 - k)P,

keznr
d’on
/ @ dz < S 1FR)P 6.

kezn

Lemme 2. Il eziste une constante C > 0 telle que, pour toutes fonc-
tions f et g, d spectres dans [—v,7]", on ait

(3 1 =atkp)” < Uty Lol -

kezn

PREUVE. On écrit

(f*9)(k) = F(1) 9(m) crtm—1t 5
{,m

olt ¢t = [O(k — z) 6(z) dz; il vient alors

S eamP < (X 150r) (3 o) (X lal?).

kezn kezn kezr kezr

On conclut en utilisant la décroissance rapide de la suite {ci} et le
Lemme 1. Un simple changement d’échelle conduit alors au

Lemme 3. Il existe une constante C > 0 telle que, pour tout R > 0 et
toutes fonctions f et g, d spectres dans [—yR,vR]", on ait

k /
(T 1r=agr) " <CRCPD gl o,

kezn

On en arrive enfin au résultat principal de ce paragraphe:
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Proposition 6. Il existe une constante C > 0 telle que, pour tout
R > 0 et toutes fonctions f et g, d spectres dans [—yR,yR]", on ait

/
( Souf *g(k)|p)l " <CRCIPD sup (R, 1} £, gl -

kezr

PREUVE. Admettons un instant I'inégalité

(4) > a +R'I e < C sup{R™",1},

kezn

uniforme par rapport a z € R". En remplagant = par [/R dans (4), il
vient

Z (1+|I?l\ T < Csup{R7"1}.

kezn

On écrit alors (f * ¢)(k) suivant la formule (3) ce qui donne

> 1f gk <Z|(f*g )l” |6(RE - )P .

kezn

La décroissance rapide de 8, I'inégalité (5) et le Lemme 3 permettent
alors de conclure.

Il nous reste a prouver (4). Le premier membre de cette inégalité
est une fonction up(z), Z™-périodique, bornée. Si R > 1, il suffit
d’écrire

ur(e) < () < fJuslloo -

Supposons R < 1 et x € [0,1]". Pour une constante @ > 0 convenable
(@ = 2\/n par exemple), on a

k
|k| > «R™? implique |z — k| > !21 ;
cela donne
1 2n+1 C
> N
— LN\n+1 — n+1 - n
|k|>aR-1 (1 +R |T LI) R |k|]>aR-1 R
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et

1 c
< < =.
1+ Rz — k)™ = 2, 1<

|k|<aR-1 ( k| <aR-1

3. Les espaces de Besov construits sur &, .

Le cadre naturel des espaces de Besov homogenes est celui des
distributions modulo les polynémes, que nous rappellerons d’abord brie-
vement.

Pour un entier » € N, on désigne par S, le sous-espace de § =
S(R™) constitué des fonctions f telles que

/f(.r)x"dw =0,

quel que soit a € N*, |a|] < v; il est naturel de poser S_; = S et
Soo = NyenS,. Le dual topologique de S, noté S, n’est autre que
Vespace des distributions tempérées modulo les polynémes de degrés
au plus v (modulo tous les polynémes si v = +o0).

La définition des espaces de Besov repose traditionnellement sur
une partition dyadique de 1'unité

YAPH=1  ¢#0,

JELZ

ol la fonction A est supposée de classe C*°, positive, radiale, a support
compact, disons dans la couronne 1 < |¢] < 3; on définit alors les
opérateurs A; par

5i7©) = (3)7(©).

A; est un opérateur linéaire continu de S dans S, et de S|, dans S'.

Pour tout f € S, , on a
F=Y_4f,

JEZ
la série convergeant dans S. -ce qui signifie que, quel que soit g € S,
on a

> 1A f,g)l < +oo.

JEL



ONDELETTES ET ESPACES DE BEsov 489

Soit E un sous-espace de S),, muni d’une norme compléte rendant
continue l'injection canonique E «— S, invariant isométriquement par
translations. Pour s € R et ¢ €]0,+00], 'espace de Besov B"‘J(E)
(“construit” sur E) est 'ensemble des f € S¢, telles que

{21811}, , € 1@

L’invariance de E par translations a pour conséquence que 'espace de
Besov ainsi défini ne dépend pas du choix spécifique de la fonction A;
on montre en effet 1’énoncé suivant:

Proposition 7. Pour toute fonction g € D(R™\ {0}), il existe une
constante C > 0 telle que

1127 1927 D) flle}sezllpe < C {2114, FllEY izl -

J. Peetre [P, Chapitre 11] a montré que cette définition s’étend au
cas E = LP (0 < p < 1), bien que E ne soit alors ni un espace de
Banach, ni méme un sous-espace de Si,. L’espace de Besov homogene
usuel est B*»9(LP(R™)), noté encore B, I(R").

Proposition 8. Pour s € R, p € ]0,+00], ¢ € ]0,+00], on définit
Uentier v = v(s,p, q,n) par

n n
- —1,-1}, ig>lous——¢N,
sup{[s p] } si g ou 8 » ¢

-1, siqSlets—EEN.

n
S_—
p p

Alors, pour tout f € B;"’(R"), la série Zjez Ajf converge dans S,

de sorte que B;"(R") s’identifie @ un sous-espace, invariant par trans-
lations et par dilatations, de S.,.

PREUVE. Il s’agit d’établir

(6) Y (A,f,9)] < +oo,

JEL
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quel que soit g € S,,. A cet effet, on introduit une fonction u € S telle
que f1 soit positive, radiale, portée par la couronne 1/2 < || < 4 et que

7ix = A. La suite d’opérateurs {M;};ez est définie par

W76 = () Fl&)
on a alors AjM; = Aj, ce qui permet d’écrire
(A f,9) = (A;f, Mjg)|

<NAj flleo 1 Mj9ll1
< CUMP A f ||, 1Ml

-la derniere inégalité résulte classiquement du fait que le spectre de A; f
est inclus dans la boule |¢| < 3-27 (dans le cas p < 1, on se reportera
au Paragraphe 2.4 ou & [P, Lemme 1, p. 234]).

Pour 3 > 0 et tout entier N > 0, on a

e jn ] 1 a (a

() Myga) = [2"u@) (2 =)= 3 (1) (@) d
lol<N

I’hypotheése g € § conduit alors a

(8) Mgl < Cn 277N+

d’ou

(A;f,g)] < Cxn 27T NFI=n/) | AL £,

et il nous suffira de choisir N tel que N +1+s—n/p > 0.
Pour j < 0, les fonctions p et g échangent leurs roles:

Mg(x) = 2 / o(y) (n(2z - 2J'y>
(9) _ Z ( 21 ! (01)(911.)>

|a|<u
égalité qui conduit a 'estimation
(10) [M;qll < C2ET

pour en finir avec (6), il suffit de noter quon av+14+n/p—s >0
('inégalité large étant suffisante pour ¢ < 1).
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REMARQUE. On peut montrer que l'entier v est le plus petit possi-
ble tel que B;?(R™) se “réalise” comme un sous-espace invariant par
translations et par dilatations de S,, [B].

~ En conclusion de ce paragraphe, on note que l’espace de Besov
B*9(&,) est défini quels que soient s € R, p,q €]0,+00]: pour p > 1,
il suffit de faire E = &, dans la définition générale de B"q(E), pour
p < 1, on a(Proposition 1) £, = LP, de sorte que B”q(f)p) est 'espace de
Besov B;"’(R") introduit par J. Peetre [P, Chapitre 11]. Le plongement

&, C L? entraine que B* 9(&,) s’'identifie naturellement a un sous-espace
de S,, suivant la Proposition 8.

4. Condition de syntheése.

Théoréme 1. Soit s € R, p,q €]0,+00], u = inf{p,¢,1}. Quel que
soit i € B*%(&,) et quelle que soit la suite {c; 1 }jez, rezn telle que

A= (S (3 ko))" < voe,

JEZ keZn

Z Z e 1 2 (MP=p(2i g — k)

JEL keLn

la série

converge dans S, (o v=uv(s,p,q,n) suivant la Proposition 8) et sa som-
me appartient & B3 9(R") avec une norme majorée par A |¢”1’3m(£p)'

PREUVE. Vérifions d’abord la convergence dans S,,. 1l suffit, pour cela,
de prendre g € S, et de vérifier que la famille de nombres complexes

{cjx 27 /P=2) (p(27(-) — k), ) }jez, kezn

est sommable; ou encore de trouver une constante C = C(v,g) > 0
telle que, pour tout ensemble fini F' C Z x Z", la somme

(11) D iR 2P ((27(-) — k), 9)
GREF

soit dominée par C. Ecrivons F' = Ujea ({7} X A;), ou A est une partie
finie. de Z et chaque A; une partie finie de Z". D’apres (6), on a

f=3 Anf

meZ
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dans S}, quel que soit f € Bs’"(gp), ce qui permet de réécrire la somme
(11) sous la forme

S5 Y (i PO AN (B2 (-) = ), Mimg) -

meEZ jEA k€EA;
Ensuite on se sert de la relation
A ((27(-) = k) = (Am—jh)(27 () — k) ;

(11) se trouve alors dominé par

Z Zg,-(n/,,_s_n) <Z ¢k A th(+ — k),fVImg((-)2—i)>l

meZ jEA kEA;

D] PPN [

mEZ jEA kEA;

Puisque Am—j¥(- — k) est a spectre dans la couronne 2m—i < || <
3:2™7 7, ona

| 3 ik ey = 0| _< 0 2m00|| 3 g Ay - =8|
k€A,

k€EA;
de sorte que (11) est dominé par
(m=3)s p) /7 gm(n/p—s)
C 3 Amogble,) (D leal) 2 Mgl -
mEZ JEA kEZn

Cette derniére expression est de la forme

Z Z Um—j bjUm |

meZjeEA

ou, par hypothese, {a;} € Ei“f{"'l](Z) et {b;} € £9(Z). Pour conclure,
il suffit de prouver que la suite de terme général

wm = 277 Mgy

appartient a ES“P{”J}I(Z), mais cela est une conséquence immédiate des
estimations (8) et (10).
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On va maintenant estimer la “norme” B’f'q(R") de la distribution

@)=Y ¢;p 2P g2z — k).

JEZ keZn

La convergence de la série dans S, permet d’écrire

Amf =30 3 eI (B ) ()~ B).

JEZ kEZ™

A partir de la, il est commode de traiter séparément les cas p > 1 et
p < 1. Dans le premier cas, on a

. /
2 Al < 32 Al (3 lesl?)

jEZ keZn

autrement dit, la suite {2™° ||An f|l,)mez est majorée par la convolu-
tion entre les suites {a;} et {h;}. On conclut alors & ’aide de I'inclusion

09 5 ¢infla1} — po

Pourp<1l,ona

2 8 flly < (L2 Nan 13 3 lsa)) "

JEZ kez»

< (Z b “'r'n—j)l/p :

JEZ

Si ¢ > p, on utilise I'inégalité de Young £9/7 x ¢! C ¢1/? ce qui donne

( Z(gms ”Amf”p)q)p/q < ( Z (Z b;? ai’n_j)q/l’)p/q

mezZ mEZL JFEZL
rle
q P
< (Zb;‘) (Zaj)
JEZ JEZ

= (Z( > IcJ-.kl”)q/pY/q 1 Wgr -

JEZ kezn
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Sig<p,ona
Y™ ianfy < Y (Na,)"”
mEZL meEZ jEZ
<22 Ml
JEZ m€Z
a/p
= ZZ (; e5P) " 00y -

5. Condition d’analyse.

Théoréme 2. Pour tous s € R, p € [1,+00], ¢ €]0,400] et u =
inf{q,1}, 1l eziste C = C(s,n,p,q) > 0 tel que, pour tout p € B~**(E,/)
et tout f € By Y(R™) , la suite des coefficients

(12) cjk = 2007m/P) (i y(23( ) — k), f)

)

soit bien définie et qu’on ait

(S lkl) ™) < C1llgnnie

j€z " kezn

By 9(Rn) *

PREUVE. L’hypotheése o € B_’*"(S,,:) entraine a fortior:
b e Byl gy,

Or B-;'q’suv{q’l}l(R") n’cst autre que le dual de B;”’(R"), sip < +oo

et ¢ < 400, et, dans les cas p = 400 ou ¢ = 40, c'est un prédual de

B;"’(]R"); le crochet (1, f) est donc bien défini, pour tout f € B;'Q(R").
Pour estimer les ¢; k, on introduit

0(z) =p(-z) et  B;(z) =2/"0(2z);
alors

cjk = 2907P) (9, % f)(k27)



ONDELETTES ET ESPACES DE BEsov 495

=Y 207D (A6 x M f)(k277)
meEZ

= Z 2j(s—n/p) (Am-—]ej * MMf(( ' )2_1))(k) )
mezZ

ce qui conduit, grace a la Proposition 5, a

(3 teal?)”” < 32 A Ble,, 1M f1l,

kezn meZ

< DRI AR 6le, ) (27 | M fl,) -
mez

Cette derniere expression n’est autre que la convolution entre les suites
de termes généraux

a; =27 ||A8)le,, et b =27||M;f]|, .

La Proposition 7 conduit a

1/q
(o 1s17) ™ < Cliflagoqan)
JEZ
et, par hypotheése sur ¢, on a
{a;}jez € £"101)(Z).

L'inclusion €9 * £1*{2.1} C ¢7 fournit alors I'inégalité annoncée.

Théoréme 3. Soits € R, 0<p <1, q€]0,+00] et u =inf{q,p}. Soit
Y une fonction telle que la suite {a;};cz définie par

VD A, 520,
YT agl,, <0,

appartienne & £*(Z). Alors, pour tout f € B;"’(R"), la suite des coef-
ficients {cj x} définie par (12) vérifie Uestimation

(Z ( Z |Cj,kl")qlp)l/q <C (;Zlajlu)llu 1550 (mny -
J

jEL  keZn
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PREUVE. On commence par s’assurer que c; ¢ est bien défini; autrement
dit que la condition {a;} € ¢* entraine que la fonction 1 appartient au

dual de B;'q(]R"). J. Peetre [P] a montré que le dual de B;"’(R")

contient ’espace de Besov B;‘é‘/"‘”“"s“”‘q"}'(R"). Orona

1A%l < C 2P| A1, ;

I'hypothese {a;} € £* entraine alors ¢ € B;’é’/”‘”‘”"(R"); on conclut
a 'aide de l'inégalité u < sup{q,1}’.
Pour estimer c¢; ; , on utilise la Proposition 6, ce qui donne

> el

kezn
<3 PP (A 65 M 27 ()R
k,m
<C ( > o= olm=nC=R) A 6P || Mo f(27( )R
m>j
37 2o om0 £(275 ()R
m<jy
= 0 (3 2D 66l 27 | Mo
m2j
+ Z 9(m—j)(n(1-p)—sp) ||Am—j9||£ 9msp ”Mmf”;) .
m<j

En posant b; = 27°|| M, f||,, il vient
D leiklP <C )b ¥
kezn mezZ
Exactement comme dans la preuve du Théoréme 2, on en tire

(S tel)™) " < (Shast) " Wfllggocan, -
JEZ

JEZ  keZn

6. Le théoréme d’Yves Meyer.

Une ondelette est r-régulieére si elle est a décroissance rapide, ainsi
que ses dérivées jusqu’a 'ordre 7. Il est facile -comme le fait P. Auscher
[A]- d’étendre cette définition aux r non entiers:
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Définition 2. Soit r un nombre positif non entier. On dit que ? est
r-réguliére si, quel que soit U’entier N, la fonction

z = (1+[e[)Y 9(z)
appartient d Uespace de Holder B (R™).

Voici I’énoncé du théoréme de Meyer, ou le mot “base” signifie base
inconditionnelle ou base inconditionnelle faible suivant que ’espace de
Besov considéré est ou non séparable:

Théoréme 4. Soit {1.}.cr une famille finie de fonctions r-réguliéres
telle que

(13) {272 (2(-)—k): e€ E, ke Z", j € Z}

soit une base orthonormée de L*(R™). On suppose de plus:
i) |s|<r,s1pe€l,4o0],
i) n(2/p—-1)—-r<s<r,s10<p<l

Alors la famille (13) est une base de l’espace de Besov B;’q(R"),
quel que soit ¢ € ]0,400]. Plus précisément, il eriste des constantes
Cji(r,s,p,q,n) >0 (j =1,2) telles que

1) pour toute suite {c. j k}ecE, jez, kezn de nombres complezes telle
que le second membre de l'inégalité soit fins,

g;w(mn)

<GP (S(E o))"

£ JEZ ke

|37 cesn2Clr= g (@) = )
j, k

E!JI

i) toute distribution f € B;'q(R") 3’écrit d’une maniére et d’une
seule

f= Z Ce ik f_)j(n/P—S)?r/Js(Qj(,) —k),

£,5.k

S (L (3 teis?)™) " < ol g

e  jEL keZn

avec



498 G. BOURDAUD

PREUVE. Désignons par m la partie entiére de r. Le Théoréme de
Meyer sera une conséquence des théorémes précédents et des inégalités

(14) “A]'d)”gp <C 9i(m+1-n(1/p=1)4) , ji<o0,
(15) Al <C277, 520,
ou % est 'une quelconque des ondelettes ..

PREUVE DE (15). Admettons un instant les estimations

2—ir o—im )

(16) 1A¥(@) < Cn ((1 A N PR I

pour tout 5 > 0 et n’importe quel N > 0,
(17) > 1Bz =k <C27, 0.
kezn
Commencons par prouver (15) pour p < 1. 1l suffit d’élever (16) a la
puissance p et de choisir N > n/p; il vient
/ |Ajp(z)|P de < C (27777 4 27 (Pmtn)y
ct I'inégalité m + n/p > r permet de conclure.
L’inégalité (17) s’écrit encore
1Al <C27775
en interpolant entre les cas p =1 et p = 400, suivant la Proposition 3,
on obtient (15) quel que soit p € |1, +oof.
Il nous faut maintenant vérifier (16) et (17). Supposons d’abord r

entier, autrement dit r = m. On estime Aj1 a I’aide de I'identité (7),
qui nous donne

A < Y g—f/ (1—t)™~"dt
(18) laj=m " ¢

([ e - )12 @)l dy)
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La décroissance rapide de %(® conduit &

/ ™ [0 (2 — ty)| 297 |N(29y)| dy
ly|< 1zl
< Cn (14 )V / [y[™ 297 A(27y)| dy
= Cly (14 |z)) N 2-im ;

par ailleurs

[ e - w2 pe@y)ldy
lyi2 15
<Ol [ Ay
lyl>2i =1 |z]
<Cn (14 |27z])~N2=im
-la derniere égalité résultant de la décroissance rapide de A- et cela

termine la preuve de (16). Pour obtenir (17), on utilise de nouveau
(18), se ramenant ainsi a vérifier

Z [z —k —ty)| < C

kezn

quels que soient z ct y dans R” et t € [0, 1]; or cette inégalité équivaut
a (@ € £, propriété qui découle aussitét de la décroissance rapide

de (™),
Passons au cas ou r n'est pas entier. L’identité (7) conduit alors a

m 1
IR S / (1— 1)1 dt

|al=m

(19) ([ 1 et = 6 ) 2 @) )

Bn

L’hypothese de r-régularité se traduit par les estimations

(20) [z +h) = (z)| <O A+ |2V R,
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pour |a| = m, |h| < |z|/2 et quel que soit N > 0; cela nous donne

/ 1™ () ( — ty) — () ()| 27 [A\(2y)| dy
Iz/ISL;;1

<Cn(1+]af) N2 / " 1A(y)] dy,
puis

/ ™ [0z — ty) — ()] 27" |N2y)] dy
ly|> Lzt

< 2 [ op 279 / W™ M(v)] dy

ly|>27 =]z
< Cn277m(1+|22))77,

ce qui termine la preuve de (16). Pour obtenir (17), on combinera
I'inégalité (19) avec

(21) S @ —k—y) - p (@ —k)| < Cly",

keznr

estimation qu’il nous reste donc & établir. Notons d’abord que le pre-
mier membre de (21) est majoré par 2||%(®||¢_., ce qui nous donne (21)
des qu’on a |y| > 1. Supposons maintenant |y| < 1: Pestimation (20)
donne

Y Wz —k—y) = (k)
|z—k|>2[y]|
1

< r—m < 1 r—m .

Pour estimer les termes restant, on suppose z € [0,1]"; alors |z — k| <
2|y| entraine |k| < 2+ /n, d’ou

S (e =k —y) =z~ k)]

[z—k|<2]yl
S (5 +2 \/ﬁ)n |I¢(a)||13;5°°(13") |y|1‘—m )
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PREUVE DE (14). L’inégalité¢ (14) reflete le comportement de % au
voisinage de 0, autrement dit le degré d’oscillation de la fonction 1.
De ce fait on est conduit a utiliser le résultat suivant de Meyer ([ME,
Chapitre III, Proposition 4]): sous les hypotheses du Théoréme 4, on a

(22) /zﬁe(:t):r“ dz =0,

pour tout ¢ € E et @] < m. Nous allons voir que ces identités im-
pliquent les estimations

(23) |Ajp(z)] < Cw (1 + |27 z]) N 20(ntm)
(pour tout j < 0 et n’importe quel N > 0) et

(24) 3 1Az — k) < C2MD <o,
kezn

On procede alors comme dans la preuve de (15): pour p < 1, I'inégalité
(14) découle aussitot de (23), (24) est précisément ’estimation £ et
le cas 1 < p < 400 s’obtient en interpolant entre p = 1 et p = +o0.

Pour terminer la preuve du Théoréme 4, il nous reste & établir les
estimations (23) et (24). Les oscillations de ¢ nous permettent d’utiliser
I'identité (9), qui donne

1
IA]J'!’('T)' < 2j(n+m+]) Z m+1 /(; (1 _ t)m dt

a!
|aj=m+1

(25) ([ K@t~ ) )l dy)
mn
Pour ¢ € [0, 1], la décroissance rapide de A® conduit &

X2z — ty)] [y ()] dy
lyl<iz}/2

<COn L+ 2a)™ [ il dy,
et la décroissance rapide de 9 a

N2z — ty))] [y [D(y)] dy < Cn 1A ™]|oo (1 + [2]) ™V

lyl2|=|/2
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d’ot 'inégalité (23). L’estimation (24) sera une conséquence de (25) et
de

S N2z — ty — k)| < € 2700,

kezr
(pour z et y dans R™ , t € [0,1], j < 0), inégalité qui résulte elle-méme
de la décroissance rapide de A(®) et de (4).

7. Les bases de splines tensoriels.

Rappelons brievement la construction des ondelettes splines dans

R, puis dans R".
L'entier m > 0 étant donné, il existe une fonction ¥, € L%*(R)
ayant les propriétés suivantes:

26 1, est de classe C™! (pas de condition si m = 0),
p

(27) sur chaque intervalle |k, k + 1 (k € Z),

1y coincide avec un polynome de degré m,

(28) il existe des nombres C' > 0, v > 0, tels que,

pour tout &« = 0,...,m et presque tout z € R,

[ (z)] < €l

(29) (277241 (27(-)=k): €L, ke )
est une base orthonormée de Lz(R) .

Il s’agit dés lors d’une base d’ondelettes m-régulieres, ce qui donne
encore

(30) /wl(z)x"dmz(), a=0,...,m.

Enfin 'ondelette 1, est issue d'une fonction d’échelle ¥y possédant les
propriétés (26), (27), (28).
En dimension n > 1, on pose, pour tout ¢ € E = {0,1}" \ {0},

d’s(l') = ¢£1($1) e '¢s,.($n) H

alors {2/™/24,(29(-)—k): j € Z, k € Z",e € E} est une base
orthonormée de LZ(R™), que nous appellerons désormais “la” base des
splines tensoriels de degré m.
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Le Théoréme 4 s’applique évidemment a cette base: pour p > 1,
c’est une base inconditionnelle de B;’q(R"), dés que s appartient &
Pintervalle | —m, +m/[. Nous allons voir que cet intervalle peut étre rem-
placé par | —m —1/p', m+1/p|; le résultat est d’autant plus intéressant
qu’il est optimal:

Théoréme 5. La conclusion du Théoréme 4 est vraie pour la base des
splines tensoriels de degré m, pourve que s vérifie les inégalités

1) —-m—1/p'<s<m+1/p, pourp>1,
i) —-m+n2/p—1)—-1/p<s<m+1, pourp<l.

Pour p,q € [1,+00], ce résultat est optimal, en effet 1. n’appar-
tient ni d B;’q(R"), pour s > m+ 1/p, ni eu dual de B;"’(R") -pour
s<—m—1/p' oupours=-m—1/p' et ¢ >1.

PREUVE. 1) LE cAS n = 1. Lafonction ¢, satisfait encore les inégalités
(14) et (15) (avec r = m et n = 1); le point nouveau, c’est I'estimation

(31) lajinlly, < CTHHD s,

En combinant (31), (14) et les Théorémes 1, 2 et 3, on obtiendra
aisément la conclusion annoncée.
Pour obtenir (31), on commence par prouver

(32) A1), < C 27904 e,

L’inégalité (32) signifie encore 1 € B;"+1/"‘°°; il nous suffira donc de
prouver

(m+1) n1/p—1,00 |
11[’1 € BP/P oo ;

1 . . NV
oron a 1,b§m+' )(I) = Zkel ag 6(;1: —-k), ot la suite {a;} est & decro.lssan-
ce exponentielle, et il est facile de vérifier que la mesure de Dirac §
1/p—1,00
» .

appartient a B
(32) implique (31), immédiatement pour p < 1, par interpolation
avec le cas p = +oo pour p > 1.

2) LE cAS n > 1. La décomposition de Littlewood-Paley usuelle, définie
a partir de la fonction radiale A, est mal adaptée aux estimations de pro-
duits tensoriels. Aussi allons-nous substituer a la fonction A une suite



504 G. BOURDAUD

A1, ..., An de fonctions qui seront elles-mémes des produits tensoriels
de fonctions d’une seule variable.

Voici les détails de la construction: les fonctions u,v € S(R)
vérifient:

i) suppu = {£ € R: 1//n <[] < 3}, et ©(¢) ne s’annule pas
pour 1/4/n < |€| < 3.

ii) supp? = {£ € R: [{| < 3}, et ¥(€) ne s’annule pas pour [€] < 3.
On pose

Ak(e) = u(ze) [] v(=),

l#k

ce qui nous donne
i) suppdx C {{€R™: 1/y/n < [¢] <8y},
i) Yoy [Ak(€) > 0, pour 1 < J¢] < 3.

Sous ces conditions, on montre classiquement (voir [P], par exem-
ple) que la “norme” B;:9(R") est équivalente a

I 185k fllp }sezlles
k=1

ou les opérateurs Aj ; sont définis par

(A6 FYE) = Xe(277) F(€) .

Nous allons vérifier successivement

(33) A ktbe]lp < C2770MF1R) i >0,
(34) 18 kel < C2ImHImC=D) 0 <0,
(35) 1A k¢l < C27™, >0,

(36) 18kl < CPMD <o,

Il en résultera
Akl <C27imt/n >0,
P

185kl , < c2itmt) - <0, p>1,
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et la démonstration du Théoréme 5 sera achevée.
Nous prouverons (33)-(36) pour £ = 1, ce cas étant entiérement

typique. Il sera commode de considérer les opérateurs 1-dimensionnels
U;, V; tels que

Uife) =a@7 e fe),  Vif(©)=927¢) fle),
pour tout £ € R. 1l vient alors
Ajatpe(x) = Ujthe, (21) Vitbe, (22) - - - Vitbe, (2n) 5

d’ou
1851%¢llp = [Usteullp IVitbes llp -~

Les estimations (33) et (34) résulteront alors de

Vitvenllp -

(37) U], < C273(m+1/P) j>0, k=0,1,
(38) Vivell, <C, 520, k=0,1,
(39) | Usthillp + [[Vita]l, < C270mH1=0/p=D8) = 5 <0,

(40) [Us%olly + [[Vitholl, < C2770/P~D+ - j <0.

(37) est essentiellement 'estimation (31) -la fonction d’échelle 1 vérifie
également (31), car cette estimation n’utilise que les propriétés (26),
(27) et (28). Pour prouver (38), on imite la démonstration de (16): il
vient

Vitr(2)| < Cn (14 |27,

d’ou le résultat, en faisant N >n/p (pour p > 1, (38) est aussi une con-
séquence immédiate de 'inégalité de Young: ||V, < ||vll1 |%kllp)-

L’inégalité (39) est une version unidimensionnelle de (14) -on note-
ra que, la preuve de (14) n’utilisant aucune propriété d’oscillation de la
fonction A, rien n’empéche de remplacer 'opérateur U; par 'opérateur
Vj. (40) s’obtient en faisant m = —1 dans I'estimation (39), puisque la
fonction d’échelle 1 n’a pas a priori de moment nul.

Pour démontrer les estimations (35) et (36), on note I'inégalité

1A 0%l < Ui llo IViteallp - IVitben s
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on est alors ramené a prouver les estimations

(41) [Usell,_ <C27™,  j>0, k=0,1,
(42) Vitell,_ <C, =0, k=0,1,

(43) Uil + Vil <CP™D <o,
(44) 1Ustboll_ + IVitboll <C,  j<0.

(41) et (43) sont des versions unidimensionnelles de (15) et (14), res-
pectivement, alors que (42) et (44) sont des conséquences immédiates
de Y € £ (K =10,1).

3) OPTIMALITE. Nous allons prouver que v, n’appartient pas B;’q,
pour s > m+ 1/p ou pour s =m+ 1/p et ¢ < +00. Cela entrainera
I'optimalité de la borne m+1/p et, par dualité, celle de la borne —m —

1/p'.

Le case = (1,0,...,0) cst entiérement typique et nous montrerons,
en fait, que la dérivée 8]'""'11/)(1,0,__.,0) n’appartient a Bp'? ni pour s >
1/p—1,nipour s=1/p—1et g<+oo.

Introduisons une fonction 8 € D(R), portée par l'intervalle [—1/2,
1/2], telle que

/G(x)x“dz =0,
pour 0 < a < [s] + 1, puis & € D(R) telle que [ x(z)dz = 1; posons
) = B(a1) w(a)- - wlzn),

pi(x) = 2"p(27z), 6;(z) = 27 6(27z) et de méme pour k;. On a p €
D(R™) et

/p(_:t):r:“da::(),

pour tout « € N", |a| < [s]+1, de sorte que 6;"'“1,1)(],0,_“,0) € B;:q(R")
entrainerait

(45) {27 llpj * 07 10,00 Ip}jez € €F

(voir [P, Chapitre 8]). Or

P * O 10,00y = (B * BTV @ (k5 2 1h0) @ - ® (5 * o),
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ce qui donne

+1) -
llps * O i 0, opllp = 1185 % W™V, [l % o |21

Par construction de v;, on a

dy£m+l) = Z ar 6(z — k)

kez

et, quitte & translater 1, on peut supposer ay # 0; on a alors, pour
720,
0 x ¥ = ao 8,(x),

ce qui donne
(m+1) j(1-1
16 % 1™ llp = 27047 fao| |16, 5

en outre ||k; * 1o||, tend vers |99}, quand j — 4-o0; finalement il existe
une constante ¢ > 0 telle que, pour j assez grand

s * O a0, oyllp = € 27071,

mais cette estimation est incompatible avec (45).

8. Les ondelettes de Mallat et Daubechies.

Rappelons l'essentiel de la construction de ces ondelettes dans
L?(R).

On part d’une fonction m, de classe C*°, 27-périodique, telle que
m(0) =1 et [m(&)|® + |m(& + 7)|? = 1, pour tout réel £, ce qui conduit
a la factorisation

(46) m(€) = A(6) cos™ £,

ou A est une fonction de classe C*, 2r-périodique, et N un entier posi-
tif. On définit alors la transformée de Fourier de la fonction d’échelle
@ par le produit infini

(47) e =[] m277¢

321
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et Pondelette 3 par la formule usuelle:

(48) 36 = eI m(E + 1) 3(5).

Une ultime condition sur m -mise en évidence par A. Cohen [COJ]-
garantit que {2//24(27(-) — k) : j € Z, k € Z} est une base or-
thonormée de L*(R). Nous souhaitons savoir il s’agit également d’une
base inconditionnelle de B;'Y(R).

Théoréme 6. Soit {27/24(29(-)—k): j € Z, k € Z} une base
orthonormée de L*(R) obtenue suivant les formules (46), (47) et (48).
On suppose v = log, ||Alleo < N —1/2. Alors {29/24(21(-)—k): j €
Z, k € Z} est une base inconditionnelle de ByY(R) pour

|.s|<N—-7—--;-.

On a, plus précisément, Uéquivalence de normes (1) pourp =2, n =1,
q €]0,+00].

PREUVE. La factorisation (46) nous donne

»(&) =0(E1Ny, ¢l -0,

et le lemme de Daubechies ([D, Lemme 3.2])

P(€) =0, |¢] = 4oo.
Nous allons voir que ces deux estimations conduisent a
e B:i:s,inf{q,l}(£2) )

On utilisera la description de & fournie par la Proposition 2, ce qui
nous ameéne a estimer les fonctions 27-périodiques

(49) A5(6) = Y 1A (€ +2km)|”.

keZ

Le lemme suivant nous permet de conclure:
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Lemme 4. Soit a > 0, § > 1/2 et 3 une fonction telle que

b(e)=0(e™,  lel-0,
et N
$(&)=0(EI™"),  1el = +oo.
Il eziste alors une constante C = C(3p) > 0 telle que les fonctions

2n-périodiques Aj défintes suivant (49) vérifient

I4;l0 <C47*,  j<O0,

4 lle < C290728  j50.

PREUVE DU LEMME. Il nous suffit de considérer ¢ € [0,27]. On écrit
d’abord R o
A;(6) = Y Ii(E +2km) (X277 (€ + 2km)*
kez
Supposons j < 0; par hypothése sur le support de 3\\, on a ’)\\(2"1'({ +
2km)) = 0 pour tout k£ # 0, d’ou

A;(6) = [P X2 < C 4.

Supposons j > 4; alors X(2"j({ + 2k7)) est non nul seulement si ’on
a k > 2% /r, auquel cas £ + 2kr est de l'ordre de grandeur de k; cela
nous donne

Aj(f) <C Z L—28 < C 2i(1-28)

k>2i-2/n

Nous laissons le lecteur se convaincre que Ay, A2 et A3 sont des fonctions
bornées ...



510 G. BOURDAUD
9. Conclusion et remarques.

1) Nous avons choisi de considérer les espaces de Besov homogénes
car ils conduisent aux caractérisations les plus simples et les plus na-
turelles en termes d’ondelettes. Que peut-on dire & propos des espaces
de Besov inhomogénes? Le point de départ est la décomposition

f@) =) arpz—k)+ > > D e ju 2Py (272 — k),

kezn € k€ezZm j=0

ou ¢ est une fonction d’échelle et {#.} la famille finie d’ondelettes
associée a . Le résultat escompté est ’équivalence de normes

1f 1l 3o mny = ( 3 |ak|p)1/p S (Z( 3 Ice,j'klp)q/l’)llq'

kezn e >0 keZn

On peut ’obtenir de deux fagons. La premiére consiste a reprendre
pas -a -pas la méthode utilisée pour les espaces homogénes. La seconde
-inapplicable au cas s = 0- consiste & utiliser directement les résultats
“homogenes”, grace aux relations

B(R™) = BX@RMNL,  s>0,
BM(R") = BJUR™) + L7,  s<0.

Le lecteur intéressé par cette question trouvera sans peine les bonnes
conditions.

2) Nous avons souligné 'optimalité du Théoreme 5. 11 y a tout lieu
de penser qu'’il en est de méme pour le Théoreme de Meyer (Théoréme
4); autrement dit, pour un réel positif » donné, on peut conjecturer
Pezistence d’une base orthonormée d’ondelettes r-réguliéres qui ne soit
une base de B;’Q(R") ni pour $ > r, nt pour s < —7,

3) Nos résultats ne sont vraisemblablement pas optimaux dans le
cas p < 1. En ce qui concerne les splines de degré m, DeVore et Popov
[DVP] obtiennent I'intervalle de validité 0 < s < m + 1, alors que notre
borne inférieure, —m+n(2/p—1)—1/p n’est pas toujours négative. On
ignore toutefois si les espaces de Besov de DeVore et Popov coincident
avec ceux de Peetre et Triebel pour s < n(1/p—1)4 (voir [TR, Théoréme
2.6.1]).
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