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Localisation fréquentielle

des paquets d’ondelettes

Eric Séré

Abstract. Orthonormal bases of wavelet packets constitute a power-
ful tool in signal compression. It has been proved by Coifman, Meyer
and Wickerhauser that “many” wavelet packets w,, suffer a lack of fre-
quency localization. Using the L'-norm of the Fourier transform w,, as
localization criterion, they showed that the average 277 212;:_01 ||t || Lt
blows up as j goes to infinity. A natural problem is then to know which
values of n create this blow-up in average. The present work gives an
answer to this question, thanks to sharp estimates on ||y, || which
depend on the dyadic expansion of n, for several types of filters. Let
us point out that the value of ||, ||;: is a weak localization criterion,
which can only lead to a lower estimate on the variance of w,, .

Résumé.

Les bases orthonormées de paquets d’ondelettes sont un outil puis-
sant en compression du signal. Coifman, Meyer et Wickerhauser ont
prouvé que de “nombreux” paquets d’ondelettes w, souffrent d’une
mauvaise localisation fréquentielle. Utilisant la norme L! de la trans-
formée de Fourier w,, comme critere de localisation, ils ont montré que
la moyenne 277 212;:_01 ||ty ||L: explose lorsque j tend vers linfini. Il
est alors naturel de se demander quelles valeurs de n sont a l'origine
de cette explosion en moyenne. Le présent travail donne une réponse a
cette question, grace a des estimations précises sur ||wy,||r: en fonction
du développement dyadique de n, et pour plusieurs types de filtres.
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Soulignons le fait que la valeur de ||w,||z1 est un critére faible de lo-
calisation, qui ne peut conduire qu’a une estimation inférieure sur la
variance de w,, .

1. Introduction.

Les paquets d’ondelettes ont été introduits récemment en traite-
ment et en compression du signal, ou ils se sont révélés d’une grande
efficacité (voir [2], [3]). On peut les considérer comme une réponse
partielle au probleéme des bases d’atomes temps-fréquence (voir [7]).

Un atome temps-fréquence est une fonction du temps fr(t) associée
a un rectangle R de surface 27 dans le plan temps-fréquence (t,€), et qui
satisfait, outre la condition de normalisation ||fgr||z2z = 1, aux exigences
de localisation suivantes

(L1) / (t —to)? |f(t)2dt < K212,
917 9 o2 K2
(12) [ €= w0 fute)as < T

Ici, (to,&0) est le centre du rectangle R, qui se définit comme la région
du plan d’équations

2 2
to—h<t<ty+h, &—%s&s&wf.

f désigne la transformée de Fourier de f, et K est une constante pos-
itive. Si 'on impose a fr d’étre a valeurs réelles, il faut modifier la
condition (1.2) en remplacant l'intégrale sur R par une intégrale sur
R, .

Le but de l'analyse temps-fréquence est d’écrire un signal donné
comme combinaison linéaire d’atomes temps-fréquence choisis de ma-
niere “optimale”, suivant un critére qui dépend de l'utilisation de ce
signal.

Une facon d’atteindre ce but est de disposer d’une bibliotheque de
bases orthonormées d’atomes temps-fréquence. Cette bibliotheque doit
étre assez vaste pour s’adapter a la grande variété de signaux possibles,
mais pas trop, car on veut également disposer d’un algorithme rapide
pour sélectionner la base qui représente au mieux un signal.
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Les bases de paquets d’ondelettes constituent une telle bibliothe-
que, a ceci pres que ce ne sont pas toutes des bases d’atomes temps-
fréquence. Coifman, Meyer et Wickerhauser [4] ont en effet montré que
la bibliotheque contient de mauvaises “pages” (ou paquets d’ondelettes)
dans certains de ses “livres” (ou bases). Cependant, tout n’est pas
perdu en pratique. En effet, la bibliotheque est générée a 'aide de
filtres conjugués en quadrature, et l'on explique dans [4] comment les
choisir de fagon a réduire les artefacts. Malheureusement, ce choix
correspond a des filtres plus longs, d’ott un temps de calcul augmenté.

Une autre solution est de n’utiliser, dans la bibliotheque, que les
“bons livres”. Comme le choix est plus restreint, on gagne en temps
de calcul, mais on perd en pertinence de la représentation. Pour ap-
pliquer cette solution, il convient de disposer, pour des filtres donnés,
d’un “guide” indiquant les qualités de localisation des différents paquets
d’ondelettes de la bibliotheque.

Dans le présent travail, nous nous proposons de fournir de tels
guides, pour une large classe de filtres conjugués en quadrature. Ces
guides présentent une lacune: le critere de localisation fréquentielle
utilisé est plus faible que (1.2), et ne peut conduire qu’a une estimation
inférieure sur la “variance”

/R (€ — wo)? | Frl6)]? de.

2. Enoncé des résultats.

Dans tout ce qui suit, nous appellerons “couple de filtres con-
jugués en quadrature” la donnée de deux fonctions a valeurs complexes
mg, m1) ayant les propriétés suivantes
Y

(2.1)  mg et my sont de classe C*°, 2r-périodiques
et vérifient m.(—§) =m(§) , {€R,e=1,2.

(2.2)  Pour tout £ réel, la matrice <m7:(0€(i)7r) mT(lg(i)Tr)>

est unitaire.

(2.3) mp(0)=1 et mp(&) #0 pour tout & € [—g, g] :
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En notant M.(§) = |m<(§)], ¢ = 1,2, il résulte de (2.1), (2.2) et
(2.3), que M, est une fonction paire, 2r-périodique, Lipschitzienne, avec
M (&) = Mo(€ + ) et Mo(£)* + Mo(€ +7)* = 1.

La fonction somme S(§) = My(§) + Mo(€ + m) est donc paire,
m-périodique, Lipschitzienne, & valeurs dans [1,/2], avec S(0) = 1,

S(n/2) = V2.

Les propriétés (2.1) et (2.3) entrainent (voir [1]) que le produit
H;ozl mo(&/2P) converge pour presque tout § réel, et qu'il existe une
constante A > 0 telle que

>\, pour tout £ dans [—m, 7] .

@4) | T mote/2)

Ce produit est la transformée de Fourier ¢(£) de la “fonction d’échelle”
p(t).

Les paquets d’ondelettes sont des fonctions w,,, n > 0, définies par
leur transformée de Fourier

W (€) = me, (§/2) -+ me, (€/27) §(€/27),

pour n =Y _;g,297 .

On a bien stir wy = ¢, et pour 2271 < n < 27, w,, est combinaison
linaire de fonctions du type (271t — k), k € Z, ot ¢ = wy est
I’ondelette associée au couple de filtres conjugués en quadrature.

Il résulte de (2.2) que les fonctions w,, sont normalisées dans L?(R)
et deux a deux orthogonales. La bibliotheque de bases orthonormées
de L?(R) associée a ces fonctions est indexée par les partitions de R,
en intervalles dyadiques, c¢’est-a-dire du type [n/2P, (n+1)/2P], n € N,
pEL.

La base ayant pour indice une telle partition (Iy)qca, est la col-
lection de fonctions

(6% (63 1
(2_pa/2wna(2_pat—k)) n L + :|

, avec Ia:[2p » “op

a€A |, kEZ

Si 'on remplace (mg, my) par les filtres “parfaits”

Xo = l—n/2,n/214272 €t Xy = l[x/2 3n/2]4207
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1x étant la fonction caractéristique de X, on trouve
W (§) = 1yu—0)(§),

pour n = Zq21€q 2071, J = 7[G(n), G(n) + 1], G(n) = Zqu 7297,
Yq = |€q+1 — €¢|- On appelle “code de Gray” la correspondance

(€q) = (7q) -

Cette formule suggere que w,, est un atome temps-fréquence associé
au rectangle R d’équations —1 <t <1, 7G(n) <& <m(G(n)+1).

Dans le cas des filtres parfaits, la condition (1.1) ne peut étre sat-
isfaite par aucun des w, . A l'opposé, si I'on travaille avec des filtres
(mg, m1) qui sont des polynomes trigonométriques, alors wy, (t) est a
support inclus dans un compact indépendant de n, et (1.1) est vérifiée.
Nous ne savons pas si (1.1) est encore vraie pour des filtres conjugués en
quadrature plus généraux, sous les seules hypotheses (2.1), (2.2), (2.3).

Pour étudier la condition (1.2), on part de 'inégalité suivante (on
rappelle que w,, est normalisée au sens L?):

+o00
(25) G IR
avec
2.6 = Lo +oo i, (&) d
(26) ro= g il [ - wl @) P

D’aprés (2.5), une minoration sur ||wy, ||z1(r) donne une minoration
sur la localisation de w,, au sens de (1.2). En revanche, une majoration
de ||@wy,|[z1(r) ne donne aucun renseignement sur o, . Cependant, dans
tout ce qui va suivre, on étudiera uniquement ||@y | 1wy, qui est plus
facile & manipuler que o, (cette démarche est la méme que dans [4]).

Etant donné un couple (myg, m1) de filtres conjugués en quadrature,
il est prouvé dans [4] qu’il existe une constante p > 1 telle que pour
tout 7 > 0, on ait

27—1
1 ) .
(27) 2_,7 EO ||’wn||L1 2 27‘[’p-7 .
n=
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En d’autres termes, toutes les fonctions w,, ne sont pas des atomes
temps-fréquence.

Dans ’hypothese ou |mg| vaut 1 sur [—7/3, w/3], on trouve dans
[4] Pestimation suivante:

(2.8) || < Cnt/t.

Si ’on recherche une croissance plus lente de ||y, |1, il est naturel de
choisir mg proche du filtre “parfait” x,. Plus précisément (voir [4]), si
|mo| vaut 1 sur Uintervalle [—7/2+ 0, /2 — 6] avec 0 < § < 7/6, alors

(2.9)  |Jp]lzr < CE) YD et (C —2r, v —0) lorsque 6 —0.

Remarquons que la minoration (2.7) n’interdit pas ’existence d’une
suite (1,)p>0 strictement croissante telle que ||y, |1 Teste bornée. Les
résultats que nous allons énoncer puis démontrer sont des encadrements
de ||@wy,||zr en fonction du développement dyadique de n. Les formules
obtenues dépendront d’hypothéses sur (mg,mi). Nous appellerons
(Hp)p>1 les hypotheses donnant les majorations, et (hy)p>1 celles qui
donneront les minorations.

L’hypothese (H;) assure que ||wo(§)||z1(r) est finie. Elle est immé-
diatement vérifiée lorsque My = 1 sur [ 7/3, w/3]. Elle est vraie aussi
pour les filtres d’Ingrid Daubechies m{ , N > 2 (voir [1]).

Hypotheése (Hy). On peut écrire

1+ei5>N

mo() = (—5—) B(O),

et si [’on pose

1
Jlog 2 ¢cr

sup Zlog |B(2¢)] ,

bj =

on a linégalité

b=infb; <N —-1.
7j>1
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Si hypothese (H7) est vraie (voir [1]), alors pour € > 0 assez petit,
il existe une constante K. > 0 telle que pour tout & réel,
K.

(2.10) [p(&)] < 0t W)

Nous démontrerons le résultat suivant au Section IV:

Théoréme (Hy). Supposons Uhypothése (Hy) vérifiée. Avec les nota-
tions

A~

C=|¢ll, R= sup Y [P(E—2km),

§€(0m] ey
Nl(n):ZEq, n:25q2q_17
q>1 q>1

on a l'inégalité
[, || L1 ey < C RN

L’hypothese (hy) permettra d’obtenir une estimation inverse (on
rappelle que My = |myg|, S(§) = My(&) + My (€ + 7).

Hypotheése (hy). Il existe o > 1 tel que pour tout & € [n/4, w/2], on
ait S(¢) > a. De plus, My(&) > 1/v/2 sur [-n/2, 7/2].

Cette estimation est la suivante:
Théoreme (hy). Si Uhypotheése (hy) est vérifiée, en posant

a—+1
2 )

r =

on a linégalité
||’Lbn||L1(R) Z 27 ’I"Nl(n) y

Ny étant défini comme dans le Théoréme (Hy) .

Les deux résultats qui précedent peuvent s’appliquer aux filtres de
longueur finie:
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Corollaire 1. Simg est un filtre d’Ingrid Daubechies m{Y avec N > 2,
il existe R >1r > 1 et C > 0 tels que pour tout n > 0, on ait
2m ™M <y || pr gy < C RN
Ny étant défini comme dans le Théoréme (Hy) .
REMARQUE. Pour N grand, le Théoreme (h;) donne une valeur de r

tres proche de 1. En revanche, la valeur de R donnée par le Théoreme
(H1) n’est jamais inférieure & /2, comme le montre le calcul suivant:

R > Z ‘?ﬁ(ﬂ - 2k7r)‘
keZ
s

=M (5) D[S — 2m)| + Mo(5) D[l — 2w — )
— V2 Y |65 - 2m)|

ez

Z\/E‘Z(ﬁ(g—%ﬂ)‘:\/g.
I€Z

Le Corollaire 1 donne donc une estimation peu précise. Cependant,
cette estimation est suffisante lorsqu’il s’agit de savoir si une sous-suite
||y, || 1 est bornée ou non.

Les hypotheses (H,) et (hy) pour p > 2 concernent des filtres tels
que My =1 sur [—n/3, n/3].

Hypothese (H,). Pour 6 =6, =n/(2(2 - 1)), My vaut 1 sur

et il existe B < 1 tel que

Z+9.

My < 5 (- :

- T

Hypothese (h,). My vaut 1 sur [—7/3, /3], et il existe a > 1 tel que

S > a pour§€[g<1—2ip>,g].

De plus, My(&) > 1//2 sur [-7/2, 7/2].
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Ces hypotheses donnent deux estimations inverses 'une de I'autre:

Théoreme (H,). Si U'hypothése (H,) est vérifiée, il existe deux con-
stantes Cp, > 27 et R = R(B,p) > 1 telles que pour tout n > 0, on
ait

[l L) < Cp RNPEITL

Ici, Np(n) est le nombre de fois qu’apparait la suite
0...0 1
——

(p—1) fois 0

dans le développement dyadique (e1...€5...) den = Zq>1 £,2971. De
plus, on peut prendre B

2p+15
1-8°

Cp=2r+46,(V2—-1) et  R(B,p)=3+

Théoreme (h,). Si Uhypothése (hy) est vérifiée, en posant

a—+1
2 )

T =

on a l'inégalité
[t || L2 ey > 2 NP ()

N, étant le méme que dans le Théoréme (Hp) .

Remarquons que pour tout p > 2, (H,) implique (Hp_1), (hy)
implique (hp41), et si (hy) est vraie, alors (Hp41) est fausse.

Enfin, si un couple de filtres conjugués en quadrature est tel que
My = 1sur [-7/3, 7/3] et que My soit décroissante sur [0, 7/2], alors
il existe p > 2 tel que (h,) et (Hp_1) soient simultanément satisfaites
par ce couple, (H,) pouvant étre ou non vérifiée.

Tout ceci se voit immédiatement a partir des énoncés des hy-
potheses, et on a le résultat suivant:

Corollaire 2. Supposons que My =1 sur [-n /3, /3] avec My décroi-
ssante sur [0, w/2]. Soit p le plus petit entier tel que
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Il existe R>1r > 1 et C' > 0 tels que pour tout n > 0, on ait
2 Ve () < by || pr ey < € RNv—2 ()

N, étant défini comme dans le Théoréme (H,).

En pratique, les algorithmes de paquets d’ondelettes sont utilisés
avec des filtres a réponse impulsionnelle finie. Pour de tels filtres, on n’a
pas My =1 sur [-7/3, w/3], et seul le Corollaire 1 s’applique. Cepen-
dant, pour des filtres assez longs, on peut avoir M tres proche de 1 sur
[—m/3, m/3], ce qui rend peu précis 'encadrement du Corollaire 1 (voir
la remarque plus haut). Dans ce cas, le Corollaire 2 pourrait donner
des indications sur le comportement de ||@y,||z1(r). Nous n’étudierons
pas cette question plus avant.

Par ailleurs, il existe un algorithme de décomposition adaptative
en fonctions cosinus locales, imaginé par R.R. Coifman, et appelé al-
gorithme de repliement multiple (voir [5]). Les bases générées par
cet algorithme sont les transformées de Fourier des bases de paquets
d’ondelettes, et les filtres (mg, m1) associés vérifient les hypotheses du
Corollaire 2.

Signalons enfin que les estimations (2.7) et (2.9), obtenues par
une méthode directe dans [4], peuvent facilement étre déduites des
Théoremes (hy,) et (Hp).

3. Démonstration des Théoremes (h,).

On rappelle les notations M, = |m¢|, S = My + M; .
Soit n =37 5642771, On pose W =1, et pour j > 1,

(3.1) Wi(§) = Me, (€/2) -+ M, (£/2) .

Posons également n; = Zé:l £42971. Si j > logy(n), alors nj =n, et
d’apres (2.4),

|, (§))]
A

Donc, par le théoreme de convergence dominée de Lebesgue,

(33) (e = Lm IWEOlei-aimarm -

(3.2) Wi(¢) < sur [—27m, 277].
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De plus, on dispose de la propriété de monotonie suivante:

Lemme 1. Soit (mg, my) un couple de filtres conjugués en quadrature,
et soit (€1,...,€;5) une suite dans {0,1}7. On a

27 HmEj (&) me,_, (26) - -me, (27¢) HL1(0,27r)
> 2j_1 Hmsj_1 (é) T Mgy (2j_1§)HL1(0727r) :

Pour n fizé, la suite ||WJ(€)||L1(—2ir 2ix) est donc croissante, et

(3.4) [0n (&)l ®) = sup W) | 2 (=29 29m) -
)=z

DEMONSTRATION. On pose F(§) = 2071 |mg,_ (&) -+ -me, (2972E)|. F
est continue, 27-périodique, paire et a valeurs positives ou nulles. On
calcule

27

2 /0 e, (O F@eydE = 2 [ Mo(e) F(2) de

= [7s() Feac,

en rappelant que S(xz) = My(x) + Mo(z + 7). Comme on a toujours
1 < S(x) £ V2, le Lemme 1 est démontré.

Nous allons démontrer les Théorémes (h,) en minorant les normes
Wi (€))Lt (=297 297 & l'aide d'une récurrence sur j, pour n fixé. II est
clair que ||W£(€)||L1(—7r,7r) =2m.

Supposons dans un premier temps que ’hypothese (hy) est satis-
faite.
Sie; =0, alors Ni(n;) = Ni(n;j_1), et par le Lemme 1,

W) | L1 (—2it1m 20410y = W) L1 (—2m,20) -

Si e; = 1, alors Ni(nj) = Ni(nj_1) + 1. De plus, le quotient de
HW;Z-*_]'(£)||L1(_2j+17r72j+1ﬂ.) par ||WJ ()|lL1 (=20 2im) est égal au quotient
de 2 f:r M, (&) M1(2€) f(4€) d€ par fjﬁ M (&) f(2¢) d€, avec la no-
tation f(&) = Wi=*().
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f est continue, 27-périodique, paire et a valeurs positives ou nulles,
et on trouve

/_ L2 (€) My (26) f(4€) de

=y [ e[S an(3) s(3 5) () e

s

>3 [ 5@ (wi(§) +ean(§+n) ) ae.
2 ). 2 2
Or, d’aprés 'hypothese (hy), on a My(£/2) < 1/v2 < My(£/2 + )
pour tout |£| < m. D’autre part, quels que soient z < y et a < b, on
a l'inégalité za + yb > (z 4+ y)(a + b)/2. Silon prend z =1, y = «,
a=M(£/2), b= M1(£/2+ ), on en déduit

2 [ M@ M) s as = 1 [ o8 (5) ae
e ”Mﬂs)ﬂzs)dg.

—T

Si 'on pose r = (1 + «)/2, on vient de démontrer par récurrence sur j
que

(3.5) W Lt (2 2im) > 2m PN 00=1)
En prenant j > logy n, on déduit le Théoreme (hy) de (3.4) et (3.5).

Plus généralement, pour montrer le Théoreme (h,), il suffit de
prouver que le quotient de 'intégrale

bis p—1
A=2 [ FPPE) M(€) My(26) || Mo(294¢) de
. -
par l'intégrale

B= [ perene HMO (2%) d¢

—T

est supérieur ou égal a r = (1 4+ «)/2, pour toute fonction f continue,
2m-périodique, paire et & valeurs positives ou nulles, et tout € € {0,1} .
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Pour cela, on commence par vérifier, par récurrence sur j, que le
produit My(§) -+ - Mo(2771€) £(27€) vaut Mo(2771€) £(27€) pour ¢ dans
[—7/(3-2772), n/(3-2772)] + 27 Z et vaut 0 partout ailleurs.

On en déduit que

p—1

My(&) T Mo(29€) f(27€) = Mo(2P77€) f(27€)

sur

1 1
(1= gaem) w1+ grg) | 202

et vaut 0 partout ailleurs. Donc

m(1+1/(3-2P72))/2 )
A=4 / My (&) Mo(27€) £(2P+1€) de
w(1-1/(3-2P=2))/2

m(14+1/(3-2777))
=2 S(5) Mo(201) F(27¢) de .

On découpe maintenant Pintervalle I = |7, 7(1 + 1/(3-2P~2))] en trois

Il: < o 1)]
(+ sa) (17 35)]
h=[n(1+ ) w1+ 5g))

Sur I; U I, on a S(£/2)
a m(1+ 1/2P). Donc

a, et I3 est le symétrique de I, par rapport

[ Gy M@z a [ e fere e,

I]_ Il

et
/ S (§) My (2P71€) f(2P€) dE
I, UI3 2

:/ f(2p§)(S(g)M0(2p_1§)

I
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+S(2m (1 + zip) — g) Mo(2P~1¢ + 7r)) dé

> / (e Mo(2P71€) + 1 Mo(2P 1€ + 7)) f(2P€) d€

I
> 1+«
2 I

L0 (v pone) de

2 I,UI,

S(2P7Y€) f(2¢) dg

Finalement, on trouve 'inégalité cherchée,

S 1+«

m(1+1/(3:2°72))
A / 2 My(2P~1¢) f(2P€)déE =T B.

On en déduit, par récurrence sur j, que
(36) HWZ(&)HLl(—ZJ'Tr’QjW) > 27 T'Np("jfl) )

En prenant j > log, n, on déduit le Théoréme (h,) de (3.4) et (3.6).

4. Démonstration des Théorémes (H,).

On rappelle les notations
Me=|me|,  S=Mo+M, W) =M,(§/2) - M,(&/2).

D’apres (3.3), il suffit, pour obtenir une majoration de ||, (£)||z1(r)
de majorer ||WJ(&)||L1(—2ir,2ix) indépendamment de j.
Si 'hypothese (H1) est satisfaite, en posant

s2(8) = (& - 2km)]

keZ
il résulte de la formule (2.10) que R = supg¢pg - 5°°(§) < +oo. On note
21

(4.1) s™(E) = Y W€+ 2km).

k=0
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D’apres (2.4) et la formule de convergence dominée de Lebesgue, s™

converge simplement vers s> lorsque m tend vers 'infini. De plus, on
a

s"HHE) = s™(€) ST TIE) = s™(€).

Par conséquent,
(4.2) s™(E) < s <R.

Par ailleurs, pour m > j > log, n, on a l'identité
(4.3) Wit 55 (€) = WA W7 (€/27) .

On en tire

W oi | Lt (—2m e 2mar) :/ YW (€/27) de

/ smi(99E) de
20

< RIWI(E) L (—2m,2im) -

(4.4)

Donc, pour n =27t + - 4+ 2I8 j; < ... < jy, on a

||Wrrz,n||L1(—2m7r,2m7r) < RN ||ng (§)||L1(—2j1ﬂ',2j1ﬂ')

4.5
(45) <@Ly RY = CRY.

En faisant tendre m vers U'infini, on obtient le Théoréme (H;) comme
conséquence de (3.3) et (4.5).

Supposons maintenant 'hypothese (Hs) vérifiée.
Soit f une fonction mesurable, positive, paire, 2w-périodique. Pour
avoir 'inégalité stricte

K

(4.6) 2 [" o reg e > [ e ac,

—T

il faut que f ait une intégrale non nulle sur [27/3, 47 /3].

Donc, s’il existe g, elle aussi positive, paire et 2w-périodique, telle
que f(&) = M (§) g(2€), 'inégalité (4.6) n’est possible que pour ¢’ = 1.
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Par conséquent, si 'on pose h(§) = M., (&) -+ M., (2771¢), on a

(4.7) / " gm Mo(€) -+ - Mo(2™€) h(27+1¢) d¢ = ' Mo(€) h(2€) d .

—T —T

Si 'on admet l'existence d’une constante R(3) > 1 tel que pour
tout 7 > 1, en posant

27t 1

Z Wi (€ + 2km)

on ait

(4.8) sup X;(§) < R(),
gelo,m)

alors, par des calculs analogues a (4.3), (4.4) et (4.5), on peut majorer
W 1 (—2m o omay Par C RN+ avec

™

C=2 My (&) d¢, 2w<0<2§(2+\/§):(12,

—T
puis on peut passer a la limite m — oo en utilisant (3.3).

Pour démontrer le Théoreme (H2), il reste donc a prouver que
R(f) existe.

Dans ce but, étudions la fonction

Fj(n) = Wi (27 ) = Mo(n) My (2n) - - My (27n) .
Cette fonction est paire, 2mw-périodique, positive, et le support de sa
restriction a [0, 7] est inclus dans Uintervalle [7/6 , 27/3].

On appelle d; 'homothétie de rapport négatif qui transforme I’in-
tervalle [0, 1] en l'intervalle [7/6, 7/3], et dy I’homothétie de rapport
positif qui transforme [0, 1] en [7/3, 27/3].

Soit i la fonction périodique de période 4 telle que pour tout = dans
I'intervalle [0,4] on ait u(z) = My(w(1 + z)/3). D’apres 'hypothese
(H2), p est continue sur R, s’annule sur [1, 3], est symétrique par rap-
port a 2, et vérifie I'inégalité

(4.9) 0 < p(z) <min{l,38(1 —x)}, pour tout x € [0,1].
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On pose f;(z) = p(z) - - p(4z) pour z dans [0, 1]. Par récurrence
sur 7, on déduit aisément les égalités suivantes de ’hypothese (Hs):

(410) F2_7 o} d2 = F(2j+1) o} d2 = F(2j+1) 9 dl = F(2j+2) 9 dl = fj .

E(r) désignant la partie réelle d’un réel r, on note, pour h > 1 et
z € [0,h/47H1],

E4/*/h)—1

@)= 3 G+ )

k=0

D’apres (4.10), on a

sup Xo; < 2 sup 0j_16+2 Sup 0j12

[0,7] [0,6/47] [0,3/47]
(4.11)

sup 223'-1—1 =2 sup 04,12 + 2 sup 04,6

[0,7] [0,3/47] [0,6/47+1]
Pour trouver R(f), il faut donc étudier f;. Dans ce but, on décompose
2 en base 4, x = Zq>1€q/4q, 0 < &4 < 3. Le support de f; est inclus
dans I’ensemble de Cantor des x de la forme ) -, 3a,/49, a4 € {0,1}.

Nous allons majorer f;(x) pour = de cette forme, par un calcul
similaire a [6, p. 102].

Avec la notation «g = 1, on considere la suite 0 < g1 < go < + -+
des indices tels que ay # g4 -

Pour 5 fixé, on appelle I I'indice maximal tel que ¢q; < 7, et on
pose Iy =q2 —q1,...,lr = (j + 1) — q; . Prenons maintenant un entier
t entre 0 et 1.

Siag, = 1, alors oy = 0 pour tout ¢; < g < g1, par conséquent
49x € [3, 3+ 47 mod (4) .

Siag, = 0, alors ay = 1 pour tout ¢; < ¢ < ¢;4+1, par conséquent
49x € [3, 3+ 47 mod (4) .

Dans les deux cas, on trouve p(4%z) < 338474 | d’ou
(4.12) fi(@) < (38)T 4~ t-HD) — (35)T g =G+

Il en résulte l'existence d’une constante p(3) > 1 telle que pour tout
h > 1, on ait

(4.13) sup ogin(z) <p.
0<w<hk/4i+1
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En effet, tout intervalle de type [a/47t1 | (a+1)/47F] contient au
plus un point du type x + hk/47+1 d’on

4it1_q
oin(r) < Y osup
a—0 [a/49t", (a+1)/49+1]
(j+1—q1)
1 I-1 1
<1+Z4‘“ ~ Z i (
q1=0

=1+ Z4q—j—1 38 (1 +38)7 ¢

q=0

:1+352( +35)

<1+36'
<31-g

Maintenant, en combinant (4.13) aux formules (4.11), on trouve R([3)
vérifiant (4.8), ce qui démontre le Théoreme (H?2).

Pour démontrer les Théoremes (H,), p > 3, on procede de facon
similaire.

Sous 'hypothese (Hp), I'inégalité stricte (4.6) n’est possible que si
[ a une intégrale non nulle sur [7 — 25,, 7 + 26,].

Donc, si £(€) = M. (€) Me_, (2€) - -- My, (29-1€) g(27¢) avec g pos-
itive, 2m-périodique et paire, f ne peut vérifier (4.6) que si la suite
€1+ -€; est constituée d’un premier bloc qui peut étre ou bien

(1 0...0 1),
N——

(p—2) fois o
ou bien

k fois o

avec 0 < k < p — 1, suivi d'un certain nombre de blocs de la forme

1 0.0 1).

(p—2) fois o
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Par conséquent, si 'on trouve un majorant R((, p) aux sommes de
la forme

2JP+1_1
_ ip+1
P& = Y WIS (&+2km),
k=0
ou ¢ € [0, ] et
j—1
n(j,p) =Y 21 +2071),
q=0

alors [[W|| L1 (—gmx 2my) se laisse majorer par Cp(R(ﬁ,p))NP(”)“, avec

Cp =21+ 40, (V2 —1) > 2 ' My (€) de .

—T

Etudions donc F} (1) = WZfJT;)(ij“n) ,pour j > 1.

Le support de sa restriction a [0, 7] est inclus dans I'intervalle

T (i o
1=[5-+270790)5,, 45| = hUL,

avec - . -
I = [5 — (1427077, =~ 5p]
et - -
12:[5—(51),5—}—(51)].

Soit D I’homothétie de rapport positif qui envoie 'intervalle [0, 1]
sur l'intervalle I . Pour = € [0,1], on pose f7(z) = F} o D(x). Etant
donnés h > 1 et € [0, h/20TDP]  on note

p(j+1) _
E(2 /h)—1 Wi

ol @)= ) ff(“m)-

k=0

L’intervalle I; peut contenir au plus un réel du type 2-UP+D (¢ 4-2k7) ,
pour & fixé et k variable. Par conséquent, on a l'inégalité

(4.14) sup XF(€) < 1+2 sup 0% hpy (®)
ec[o,r] z€[0,h(p)/26+0r] TP

avec h(p) =n/é, =2(2P —-1) > 1.
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D’apres ’hypothese (H,), on a la formule
b\ :
(4.15) fi (@) =v(z)v(2Pz) - -v(2Pz)

pour tout x € [0,1], v étant une fonction positive, continue, paire et
de période 27, s’annulant sur [1, 2P — 1], et vérifiant, pour tout x dans
[0, 1], l'inégalité

(4.16) v(z) <min{1,3(2? -1)(1—z)}.

On voit donc que la fonction sz-’ a son support inclus dans I’ensemble
de Cantor des z de la forme }_ -, (27 — 1)a, /2%, avec a4 € {0, 1}, et
on trouve une généralisation de (4.12):

(4.17) ff(x) < [(21) ~1) ﬂ]l op(q1—j—1)

Puis on obtient, pour A > 1,

j
1+ (2P —1)B\¢
(4.18) o?, < 1+(2P—1)ﬂz<2—p>
q=0
P
<1+ b .
1-p
En conclusion, d’apres (4.14) et (4.18), on peut prendre
2p+1ﬁ
R =3
(B?p) + 1 _ /8 )

et le Théoreme (H,) est démontré.
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