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Abstract� Orthonormal bases of wavelet packets constitute a power�
ful tool in signal compression� It has been proved by Coifman� Meyer
and Wickerhauser that �many� wavelet packets wn su�er a lack of fre�
quency localization� Using the L��norm of the Fourier transform �wn as

localization criterion� they showed that the average 	�j
P�j��

n�� k �wnkL�

blows up as j goes to in
nity� A natural problem is then to know which
values of n create this blow�up in average� The present work gives an
answer to this question� thanks to sharp estimates on k �wnkL� which
depend on the dyadic expansion of n� for several types of 
lters� Let
us point out that the value of k �wnkL� is a weak localization criterion�
which can only lead to a lower estimate on the variance of �wn �

R�esum�e�

Les bases orthonorm�ees de paquets d�ondelettes sont un outil puis�
sant en compression du signal� Coifman� Meyer et Wickerhauser ont
prouv�e que de �nombreux� paquets d�ondelettes wn sou�rent d�une
mauvaise localisation fr�equentielle� Utilisant la norme L� de la trans�
form�ee de Fourier �wn comme crit
ere de localisation� ils ont montr�e que

la moyenne 	�j
P�j��

n�� k �wnkL� explose lorsque j tend vers l�in
ni� Il
est alors naturel de se demander quelles valeurs de n sont 
a l�origine
de cette explosion en moyenne� Le pr�esent travail donne une r�eponse 
a
cette question� gr�ace 
a des estimations pr�ecises sur k �wnkL� en fonction
du d�eveloppement dyadique de n� et pour plusieurs types de 
ltres�

���
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Soulignons le fait que la valeur de k �wnkL� est un crit
ere faible de lo�
calisation� qui ne peut conduire qu�
a une estimation inf�erieure sur la
variance de �wn �

�� Introduction�

Les paquets d�ondelettes ont �et�e introduits r�ecemment en traite�
ment et en compression du signal� o
u ils se sont r�ev�el�es d�une grande
e�cacit�e �voir �	�� ����� On peut les consid�erer comme une r�eponse
partielle au probl
eme des bases d�atomes temps�fr�equence �voir �����

Un atome temps�fr�equence est une fonction du temps fR�t� associ�ee

a un rectangle R de surface 	� dans le plan temps�fr�equence �t� ��� et qui
satisfait� outre la condition de normalisation kfRkL� � �� aux exigences
de localisation suivantes

Z
R

�t� t��
� jfR�t�j� dt � K� h� ������

Z
R

�� � ���
� j �fR���j� d� � 	�K�

h�
����	�

Ici� �t�� ��� est le centre du rectangle R� qui se d�e
nit comme la r�egion
du plan d��equations

t� � h � t � t� � h � �� � 	�

h
� � � �� �

	�

h
�

�f d�esigne la transform�ee de Fourier de f � et K est une constante pos�
itive� Si l�on impose 
a fR d��etre 
a valeurs r�eelles� il faut modi
er la
condition ���	� en rempla�cant l�int�egrale sur R par une int�egrale sur
R� �

Le but de l�analyse temps�fr�equence est d��ecrire un signal donn�e
comme combinaison lin�eaire d�atomes temps�fr�equence choisis de ma�
ni
ere �optimale�� suivant un crit
ere qui d�epend de l�utilisation de ce
signal�

Une fa�con d�atteindre ce but est de disposer d�une biblioth
eque de
bases orthonorm�ees d�atomes temps�fr�equence� Cette biblioth
eque doit
�etre assez vaste pour s�adapter 
a la grande vari�et�e de signaux possibles�
mais pas trop� car on veut �egalement disposer d�un algorithme rapide
pour s�electionner la base qui repr�esente au mieux un signal�
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Les bases de paquets d�ondelettes constituent une telle biblioth
e�
que� 
a ceci pr
es que ce ne sont pas toutes des bases d�atomes temps�
fr�equence� Coifman� Meyer et Wickerhauser ��� ont en e�et montr�e que
la biblioth
eque contient de mauvaises �pages� �ou paquets d�ondelettes�
dans certains de ses �livres� �ou bases�� Cependant� tout n�est pas
perdu en pratique� En e�et� la biblioth
eque est g�en�er�ee 
a l�aide de

ltres conjugu�es en quadrature� et l�on explique dans ��� comment les
choisir de fa�con 
a r�eduire les artefacts� Malheureusement� ce choix
correspond 
a des 
ltres plus longs� d�o
u un temps de calcul augment�e�

Une autre solution est de n�utiliser� dans la biblioth
eque� que les
�bons livres�� Comme le choix est plus restreint� on gagne en temps
de calcul� mais on perd en pertinence de la repr�esentation� Pour ap�
pliquer cette solution� il convient de disposer� pour des 
ltres donn�es�
d�un �guide� indiquant les qualit�es de localisation des di��erents paquets
d�ondelettes de la biblioth
eque�

Dans le pr�esent travail� nous nous proposons de fournir de tels
guides� pour une large classe de 
ltres conjugu�es en quadrature� Ces
guides pr�esentent une lacune� le crit
ere de localisation fr�equentielle
utilis�e est plus faible que ���	�� et ne peut conduire qu�
a une estimation
inf�erieure sur la �variance�

Z
R

�� � ���
� j �fR���j� d� �

�� Enonc�e des r�esultats�

Dans tout ce qui suit� nous appellerons �couple de 
ltres con�
jugu�es en quadrature� la donn�ee de deux fonctions 
a valeurs complexes
�m��m�� ayant les propri�et�es suivantes

m� et m� sont de classe C�� 	��p�eriodiques�	���

et v�eri
ent m����� � m���� � � � R � � � �� 	 �

Pour tout � r�eel� la matrice
�

m����
m������

m����
m������

�
�	�	�

est unitaire�

m���� � � et m���� �� � pour tout � �
h
��
	
�
�

	

i
��	���
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En notant M���� � jm����j� � � �� 	� il r�esulte de �	���� �	�	� et
�	���� queM� est une fonction paire� 	��p�eriodique� Lipschitzienne� avec
M���� � M��� � �� et M����

� �M��� � ��� � ��

La fonction somme S��� � M���� � M��� � �� est donc paire�
��p�eriodique� Lipschitzienne� 
a valeurs dans ���

p
	�� avec S��� � ��

S���	� �
p
	�

Les propri�et�es �	��� et �	��� entra��nent �voir ���� que le produitQ�
p��m����	

p� converge pour presque tout � r�eel� et qu�il existe une
constante 	 
 � telle que

�	���
��� �Y
p��

m����	
p�
��� � 	 � pour tout � dans ���� �� �

Ce produit est la transform�ee de Fourier ����� de la �fonction d��echelle�
��t��

Les paquets d�ondelettes sont des fonctions wn� n � �� d�e
nies par
leur transform�ee de Fourier

�wn��� � m�����	� � � �m�j ���	
j� �����	j� �

pour n �
Pj

q�� �q 	
q�� �

On a bien s�ur w� � �� et pour 	j�� � n � 	j � wn est combinaison
lin�eaire de fonctions du type 
�	j��t � k�� k � Z� o
u 
 � w� est
l�ondelette associ�ee au couple de 
ltres conjugu�es en quadrature�

Il r�esulte de �	�	� que les fonctions wn sont normalis�ees dans L��R�
et deux 
a deux orthogonales� La biblioth
eque de bases orthonorm�ees
de L��R� associ�ee 
a ces fonctions est index�ee par les partitions de R�

en intervalles dyadiques� c�est�
a�dire du type �n�	p � �n����	p�� n � N �
p � Z �

La base ayant pour indice une telle partition �I����A � est la col�
lection de fonctions

�
	�p���wn��	

�p�t� k�
�
��A � k�Z

� avec I� �

�
n�
	p�

�
n� � �

	p�

�
�

Si l�on remplace �m��m�� par les 
ltres �parfaits�

�
�
� ������ � ���	���Z et �

�
� ����� � 
���	���Z �
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�X �etant la fonction caract�eristique de X� on trouve

�wn��� � �J���J���� �

pour n �
P

q�� �q 	
q��� J � ��G�n� � G�n� � ��� G�n� � P

q�� �q 	
q���

�q � j�q�� � �qj� On appelle �code de Gray� la correspondance

��q�� ��q� �

Cette formule sugg
ere que wn est un atome temps�fr�equence associ�e
au rectangle R d��equations �� � t � � � � G�n� � � � ��G�n� � ���

Dans le cas des 
ltres parfaits� la condition ����� ne peut �etre sat�
isfaite par aucun des wn � A l�oppos�e� si l�on travaille avec des 
ltres
�m��m�� qui sont des polyn�omes trigonom�etriques� alors wn�t� est 
a
support inclus dans un compact ind�ependant de n� et ����� est v�eri
�ee�
Nous ne savons pas si ����� est encore vraie pour des 
ltres conjugu�es en
quadrature plus g�en�eraux� sous les seules hypoth
eses �	���� �	�	�� �	����

Pour �etudier la condition ���	�� on part de l�in�egalit�e suivante �on
rappelle que wn est normalis�ee au sens L� ��

�	���

Z ��

��

j �wn���j d� � � �	 � �n�
��� �

avec

�	��� �n �
�

	�
inf
����

Z ��

�

j� � ��j� j �wn���j� d� �

D�apr
es �	���� une minoration sur k �wnkL��R� donne une minoration
sur la localisation de �wn au sens de ���	�� En revanche� une majoration
de k �wnkL��R� ne donne aucun renseignement sur �n � Cependant� dans
tout ce qui va suivre� on �etudiera uniquement k �wnkL��R� � qui est plus
facile 
a manipuler que �n �cette d�emarche est la m�eme que dans �����

Etant donn�e un couple �m��m�� de 
ltres conjugu�es en quadrature�
il est prouv�e dans ��� qu�il existe une constante � 
 � telle que pour
tout j � �� on ait

�	���
�

	j

�j��X
n��

k �wnkL� � 	� �j �
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En d�autres termes� toutes les fonctions wn ne sont pas des atomes
temps�fr�equence�

Dans l�hypoth
ese o
u jm�j vaut � sur ����� � ����� on trouve dans
��� l�estimation suivante�

�	��� k �wnkL� � C n��� �

Si l�on recherche une croissance plus lente de k �wnkL� � il est naturel de
choisir m� proche du 
ltre �parfait� �

�
� Plus pr�ecis�ement �voir ����� si

jm�j vaut � sur l�intervalle ����	� � � ��	� �� avec � � � � ���� alors

�	� � k �wnkL� � C���n	�
� et �C � 	� � � � �� lorsque � � � �

Remarquons que la minoration �	��� n�interdit pas l�existence d�une
suite �np�p�� strictement croissante telle que k �wnpkL� reste born�ee� Les
r�esultats que nous allons �enoncer puis d�emontrer sont des encadrements
de k �wnkL� en fonction du d�eveloppement dyadique de n� Les formules
obtenues d�ependront d�hypoth
eses sur �m��m��� Nous appellerons
�Hp�p�� les hypoth
eses donnant les majorations� et �hp�p�� celles qui
donneront les minorations�

L�hypoth
ese �H�� assure que k �w����kL��R� est 
nie� Elle est imm�e�
diatement v�eri
�ee lorsque M� � � sur ����� � ����� Elle est vraie aussi
pour les 
ltres d�Ingrid Daubechies mN

� � N � 	 �voir �����

Hypoth�ese �H��� On peut �ecrire

m���� �
�� � ei�

	

�N
B��� �

et si l�on pose

bj �
�

j log 	
sup
��R

jX
k��

log jB�	k��j �

on a l�in�egalit�e

b � inf
j��

bj � N � � �



��� E� S�er�e

Si l�hypoth
ese �H�� est vraie �voir ����� alors pour � 
 � assez petit�
il existe une constante K� 
 � telle que pour tout � r�eel�

�	���� j �����j � K�

�� � j�j���� �

Nous d�emontrerons le r�esultat suivant au Section IV�

Th�eor�eme �H��� Supposons l�hypoth�ese �H�� v�eri��ee� Avec les nota�

tions

C � k ��kL��R� � R � sup
������	

X
k�Z

j �
�� � 	k��j �

N��n� �
X
q��

�q � n �
X
q��

�q 	
q�� �

on a l�in�egalit�e

k �wnkL��R� � C RN��n� �

L�hypoth
ese �h�� permettra d�obtenir une estimation inverse �on
rappelle que M� � jm�j� S��� � M���� �M��� � ����

Hypoth�ese �h��� Il existe � 
 � tel que pour tout � � ���� � ��	�� on
ait S��� � �� De plus� M���� � ��

p
	 sur ����	 � ��	� �

Cette estimation est la suivante�

Th�eor�eme �h��� Si l�hypoth�ese �h�� est v�eri��ee� en posant

r �
�� �

	
�

on a l�in�egalit�e

k �wnkL��R� � 	� rN��n� �

N� �etant d�e�ni comme dans le Th�eor�eme �H�� �

Les deux r�esultats qui pr�ec
edent peuvent s�appliquer aux 
ltres de
longueur 
nie�
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Corollaire �� Si m� est un �ltre d�Ingrid Daubechies mN
� avec N � 	 �

il existe R 
 r 
 � et C 
 � tels que pour tout n � � � on ait

	� rN��n� � k �wnkL��R� � C RN��n� �

N� �etant d�e�ni comme dans le Th�eor�eme �H�� �

Remarque� Pour N grand� le Th�eor
eme �h�� donne une valeur de r
tr
es proche de �� En revanche� la valeur de R donn�ee par le Th�eor
eme
�H�� n�est jamais inf�erieure 
a

p
	� comme le montre le calcul suivant�

R �
X
k�Z

��� �
�� � 	k��
���

� M��
�

	
�
X
l�Z

��� ����
	
� 	l��

����M��
�

	
�
X
k�Z

��� ����
	
� 	l� � ��

���
�
p
	
X
l�Z

��� ����
	
� 	l��

���
�
p
	
���X
l�Z

���
�

	
� 	l��

��� � p
	 �

Le Corollaire � donne donc une estimation peu pr�ecise� Cependant�
cette estimation est su�sante lorsqu�il s�agit de savoir si une sous�suite
k �wnpkL� est born�ee ou non�

Les hypoth
eses �Hp� et �hp� pour p � 	 concernent des 
ltres tels
que M� � � sur ����� � �����

Hypoth�ese �Hp�� Pour � � �p � ���	�	p � ���� M� vaut � surh
� �

	
� � �

�

	
� �

i
�

et il existe � � � tel que

M���� � �
�	p � ���

�

�
� � �

	
� �

�
sur

h�
	
� � �

�

	
� �

i
�

Hypoth�ese �hp�� M� vaut � sur ����� � ����� et il existe � 
 � tel que

S��� � � pour � �
h�
	

�
�� �

	p

�
�
�

	

i
�

De plus� M���� � ��
p
	 sur ����	 � ��	� �
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Ces hypoth
eses donnent deux estimations inverses l�une de l�autre�

Th�eor�eme �Hp�� Si l�hypoth�ese �Hp� est v�eri��ee� il existe deux con�

stantes Cp 
 	� et R � R��� p� 
 � telles que pour tout n � �� on

ait

k �wnkL��R� � CpR
Np�n��� �

Ici� Np�n� est le nombre de fois qu�appara	
t la suite

� � � ��� �z 	
�p��� fois �

�

dans le d�eveloppement dyadique ��� � � � �j � � � � de n �
P

q�� �q 	
q��� De

plus� on peut prendre

Cp � 	� � ��p �
p
	� �� et R��� p� � � �

	p���

�� �
�

Th�eor�eme �hp�� Si l�hypoth�ese �hp� est v�eri��ee� en posant

r �
�� �

	
�

on a l�in�egalit�e

k �wnkL��R� � 	� rNp�n� �

Np �etant le m	eme que dans le Th�eor�eme �Hp� �

Remarquons que pour tout p � 	� �Hp� implique �Hp���� �hp�
implique �hp���� et si �hp� est vraie� alors �Hp��� est fausse�

En
n� si un couple de 
ltres conjugu�es en quadrature est tel que
M� � � sur ����� � ���� et que M� soit d�ecroissante sur �� � ��	� � alors
il existe p � 	 tel que �hp� et �Hp��� soient simultan�ement satisfaites
par ce couple� �Hp� pouvant �etre ou non v�eri
�ee�

Tout ceci se voit imm�ediatement 
a partir des �enonc�es des hy�
poth
eses� et on a le r�esultat suivant�

Corollaire �� Supposons que M� � � sur ����� � ���� avec M� d�ecroi�

ssante sur �� � ��	� � Soit p le plus petit entier tel que

M�

��
	



�� �

	p
��

� � �
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Il existe R 
 r 
 � et C 
 � tels que pour tout n � � � on ait

	� rNp�n� � k �wnkL��R� � C RNp���n� �

Np �etant d�e�ni comme dans le Th�eor�eme �Hp��

En pratique� les algorithmes de paquets d�ondelettes sont utilis�es
avec des 
ltres 
a r�eponse impulsionnelle 
nie� Pour de tels 
ltres� on n�a
pas M� � � sur ����� � ����� et seul le Corollaire � s�applique� Cepen�
dant� pour des 
ltres assez longs� on peut avoir M� tr
es proche de � sur
����� � ����� ce qui rend peu pr�ecis l�encadrement du Corollaire � �voir
la remarque plus haut�� Dans ce cas� le Corollaire 	 pourrait donner
des indications sur le comportement de k �wnkL��R� � Nous n��etudierons
pas cette question plus avant�

Par ailleurs� il existe un algorithme de d�ecomposition adaptative
en fonctions cosinus locales� imagin�e par R�R� Coifman� et appel�e al�
gorithme de repliement multiple �voir ����� Les bases g�en�er�ees par
cet algorithme sont les transform�ees de Fourier des bases de paquets
d�ondelettes� et les 
ltres �m��m�� associ�es v�eri
ent les hypoth
eses du
Corollaire 	�

Signalons en
n que les estimations �	��� et �	� �� obtenues par
une m�ethode directe dans ���� peuvent facilement �etre d�eduites des
Th�eor
emes �hp� et �Hp� �

�� D�emonstration des Th�eor�emes �hp� �

On rappelle les notations M� � jm�j � S � M� �M� �

Soit n �
P

q�� �q 	
q�� � On pose W �

n � � � et pour j � ��

����� W j
n��� � M�����	� � � �M�j ���	

j� �

Posons �egalement nj �
Pj

q�� �q 	
q�� � Si j � log��n� � alors nj � n � et

d�apr
es �	����

���	� W j
n��� �

j �wn���j
	

sur ��	j�� 	j�� �

Donc� par le th�eor
eme de convergence domin�ee de Lebesgue�

����� k �wn���kL��R� � lim
j���

kW j
n���kL����j���j�� �



��� E� S�er�e

De plus� on dispose de la propri�et�e de monotonie suivante�

Lemme �� Soit �m��m�� un couple de �ltres conjugu�es en quadrature�

et soit ���� � � � � �j� une suite dans f�� �gj� On a

	j
��m�j ���m�j��

�	�� � � �m���	
j��
��
L�������

� 	j��
��m�j��

��� � � �m���	
j����

��
L�������

�

Pour n �x�e� la suite kW j
n���kL����j���j�� est donc croissante� et

����� k �wn���kL��R� � sup
j��

kW j
n���kL����j���j�� �

D�emonstration� On pose F ��� � 	j��
��m�j��

��� � � �m���	
j����

�� � F
est continue� 	��p�eriodique� paire et 
a valeurs positives ou nulles� On
calcule

	

Z ��

�

��m�j ���
��F �	�� d� � 	

Z ��

�

M����F �	�� d�

�

Z ��

�

S
��
	

�
F ��� d� �

en rappelant que S�x� � M��x� �M��x � ��� Comme on a toujours
� � S�x� � p

	� le Lemme � est d�emontr�e�

Nous allons d�emontrer les Th�eor
emes �hp� en minorant les normes
kW j

n���kL����j���j�� 
a l�aide d�une r�ecurrence sur j� pour n 
x�e� Il est
clair que kW �

n���kL������� � 	� �

Supposons dans un premier temps que l�hypoth
ese �h�� est satis�
faite�

Si �j � � � alors N��nj� � N��nj��� � et par le Lemme ��

kW j��
n ���kL����j�����j���� � kW j

n���kL����j���j�� �

Si �j � � � alors N��nj� � N��nj��� � � � De plus� le quotient de
kW j��

n ���kL����j�����j���� par kW j
n���kL����j���j�� est �egal au quotient

de 	
R �
��

M�j�����M��	�� f���� d� par
R �
��

M���� f�	�� d� � avec la no�

tation f��� � W j��
n ��� �
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f est continue� 	��p�eriodique� paire et 
a valeurs positives ou nulles�
et on trouve

	

Z �

��

M�j�����M��	�� f���� d�

�
�

	

Z �

��

f���

�
S
��
�

�
M�

� �
	

�
� S

��
�
�
�

	

�
M�

� �
	
� �

��
d�

� �

	

Z �

��

f���



M�

��
	

�
� �M�

� �
	
� �

��
d� �

Or� d�apr
es l�hypoth
ese �h��� on a M����	� � ��
p
	 � M����	 � ��

pour tout j�j � �� D�autre part� quels que soient x � y et a � b� on
a l�in�egalit�e xa � yb � �x � y��a � b��	� Si l�on prend x � �� y � ��
a � M����	�� b � M����	 � ��� on en d�eduit

	

Z �

��

M�j�����M��	�� f���� d� � � � �

�

Z �

��

f���S
��
	

�
d�

�
� � �

	

Z �

��

M���� f�	�� d� �

Si l�on pose r � �� � ���	� on vient de d�emontrer par r�ecurrence sur j
que

����� kW j
n���kL����j���j�� � 	� rN��nj��� �

En prenant j 
 log� n� on d�eduit le Th�eor
eme �h�� de ����� et ������

Plus g�en�eralement� pour montrer le Th�eor
eme �hp�� il su�t de
prouver que le quotient de l�int�egrale

A � 	

Z �

��

f�	p����M����M��	��

p��Y
q��

M��	
q���� d�

par l�int�egrale

B �

Z �

��

f�	p��M����

p��Y
q��

M��	
q�� d�

est sup�erieur ou �egal 
a r � �� � ���	� pour toute fonction f continue�
	��p�eriodique� paire et 
a valeurs positives ou nulles� et tout � � f�� �g �



��� E� S�er�e

Pour cela� on commence par v�eri
er� par r�ecurrence sur j� que le
produit M���� � � �M��	

j���� f�	j�� vaut M��	
j���� f�	j�� pour � dans

������ � 	j���� ���� � 	j���� � 	�Z et vaut � partout ailleurs�
On en d�eduit que

M����

p��Y
q��

M��	
q�� f�	p�� � M��	

p���� f�	p��

sur h
�
�
�� �

� � 	p��

�
� �
�
� �

�

� � 	p��

�i
� 	�Z �

et vaut � partout ailleurs� Donc

A � �

Z �������
��p������

�������
��p������

M����M��	
p�� f�	p���� d�

� 	

Z �������
��p����

�

S

�
	

�
M��	

p���� f�	p�� d� �

On d�ecoupe maintenant l�intervalle I � ��� ���� ���� � 	p����� en trois
parties

I� �
h
�� �

�
� �

�

� � 	p��

�i
�

I� �
h
�
�
� �

�

� � 	p��

�
� �
�
� �

�

	p

�i

I
 �
h
�
�
� �

�

	p

�
� �
�
� �

�

� � 	p��

�i
�

Sur I� 	 I�� on a S���	� � �� et I
 est le sym�etrique de I� par rapport

a ��� � ��	p�� Donc

Z
I�

S

�
	

�
M��	

p���� f�	p�� d� � �

Z
I�

M��	
p���� f�	p�� d� �

et Z
I��I�

S

�
	

�
M��	

p���� f�	p�� d�

�

Z
I�

f�	p��
�
S

�
	

�
M��	

p����
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� S


	�


� �

�

	p
�� �

	

�
M��	

p��� � ��
�
d�

�
Z
I�



�M��	

p���� � �M��	
p��� � ��

�
f�	p�� d�

� � � �

	

Z
I�

S�	p���� f�	p�� d�

�
� � �

	

Z
I��I�

M��	
p���� f�	p�� d� �

Finalement� on trouve l�in�egalit�e cherch�ee�

A � � � �

	

Z �������
��p����

�

	M��	
p���� f�	p�� d� � r B �

On en d�eduit� par r�ecurrence sur j� que

����� kW j
n���kL����j���j�� � 	� rNp�nj��� �

En prenant j 
 log� n� on d�eduit le Th�eor
eme �hp� de ����� et ������

�� D�emonstration des Th�eor�emes �Hp��

On rappelle les notations

M� � jm�j � S � M� �M� � W j
n��� � M�����	� � � �M�j ���	

j� �

D�apr
es ������ il su�t� pour obtenir une majoration de k �wn���kL��R� �
de majorer kW j

n���kL����j���j�� ind�ependamment de j �

Si l�hypoth
ese �H�� est satisfaite� en posant

s���� �
X
k�Z

j �
�� � 	k��j �

il r�esulte de la formule �	���� que R � sup������	 s
���� � �
 � On note

����� sm��� �
�m��X
k��

Wm
� �� � 	k�� �
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D�apr
es �	��� et la formule de convergence domin�ee de Lebesgue� sm

converge simplement vers s� lorsque m tend vers l�in
ni� De plus� on
a

sm����� � sm���S�	�m���� � sm��� �

Par cons�equent�

���	� sm��� � s���� � R �

Par ailleurs� pour m � j 
 log� n� on a l�identit�e

����� Wm
n��j ��� � W j

n���W
m�j
� ���	j� �

On en tire

kWm
n��jkL����m���m�� �

Z �m�

��m�

W j
n���W

m�j
� ���	j� d�

�

Z �j�

��j�

W j
n��� s

m�j�	�j�� d������

� R kW j
n���kL����j���j�� �

Donc� pour n � 	j� � � � �� 	jN � j� � � � � � jN � on a

�����
kWm

n kL����m���m�� � RN kW j�
� ���kL����j����j���

� k �����kL��R�R
N � C RN �

En faisant tendre m vers l�in
ni� on obtient le Th�eor
eme �H�� comme
cons�equence de ����� et ������

Supposons maintenant l�hypoth
ese �H�� v�eri
�ee�

Soit f une fonction mesurable� positive� paire� 	��p�eriodique� Pour
avoir l�in�egalit�e stricte

����� 	

Z �

��

M���� f�	�� d� 


Z �

��

f��� d� �

il faut que f ait une int�egrale non nulle sur �	��� � ������

Donc� s�il existe g � elle aussi positive� paire et 	��p�eriodique� telle
que f��� � M����� g�	��� l�in�egalit�e ����� n�est possible que pour �

� � ��
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Par cons�equent� si l�on pose h��� � M�j ��� � � �M���	
j���� � on a

�����

Z �

��

	mM���� � � �M��	
m��h�	m���� d� �

Z �

��

M����h�	�� d� �

Si l�on admet l�existence d�une constante R��� 
 � tel que pour
tout j � �� en posant

!j��� �
�j����X
k��

W j��
�j��

�� � 	k�� �

on ait

����� sup
������	

!j��� � R��� �

alors� par des calculs analogues 
a ������ ����� et ������ on peut majorer
kWm

n kL����m���m�� par C RN��n���� avec

C � 	

Z �

��

M���� d� � 	� � C �
	�

�
�	 �

p
	� � C� �

puis on peut passer 
a la limite m�
 en utilisant ������

Pour d�emontrer le Th�eor
eme �H	�� il reste donc 
a prouver que
R��� existe�

Dans ce but� �etudions la fonction

Fj��� � W j��
�j���	

j���� � M����M��	�� � � �M��	
j�� �

Cette fonction est paire� 	��p�eriodique� positive� et le support de sa
restriction 
a ��� �� est inclus dans l�intervalle ���� � 	�����

On appelle d� l�homoth�etie de rapport n�egatif qui transforme l�in�
tervalle ��� �� en l�intervalle ���� � ����� et d� l�homoth�etie de rapport
positif qui transforme ��� �� en ���� � 	�����

Soit � la fonction p�eriodique de p�eriode � telle que pour tout x dans
l�intervalle ��� �� on ait ��x� � M����� � x���� � D�apr
es l�hypoth
ese
�H��� � est continue sur R � s�annule sur ��� ��� est sym�etrique par rap�
port 
a 	� et v�eri
e l�in�egalit�e

��� � � � ��x� � minf�� ����� x�g � pour tout x � ��� �� �
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On pose fj�x� � ��x� � � ����jx� pour x dans ��� ��� Par r�ecurrence
sur j � on d�eduit ais�ement les �egalit�es suivantes de l�hypoth
ese �H���

������ F�j � d� � F��j��� � d� � F��j��� � d� � F��j��� � d� � fj �

E�r� d�esignant la partie r�eelle d�un r�eel r � on note� pour h 
 � et
x � ��� h��j��� �

�j�h�x� �

E��j���h���X
k��

fj

�
x�

hk

�j��

�
�

D�apr
es ������� on a

������

���
��

sup
����	

!�j � 	 sup
������j	

�j���� � 	 sup
���
��j 	

�j���

sup
����	

!�j�� � 	 sup
���
��j	

�j��� � 	 sup
������j��	

�j��

Pour trouver R���� il faut donc �etudier fj � Dans ce but� on d�ecompose
x en base �� x �

P
q�� �q��

q� � � �q � �� Le support de fj est inclus
dans l�ensemble de Cantor des x de la forme

P
q�� ��q��

q� �q � f�� �g�
Nous allons majorer fj�x� pour x de cette forme� par un calcul

similaire 
a ��� p� ��	��

Avec la notation �� � �� on consid
ere la suite � � q� � q� � � � �
des indices tels que �q �� �q�� �

Pour j 
x�e� on appelle I l�indice maximal tel que qI � j� et on
pose l� � q� � q�� � � � � lI � �j � ��� qI � Prenons maintenant un entier
i entre � et I�

Si �qi � � � alors �q � � pour tout qi � q � qi�� � par cons�equent
�qix � ��� � � ��li � mod ��� �

Si �qi � � � alors �q � � pour tout qi � q � qi��� par cons�equent
�qix � ��� � � ��li � mod ��� �

Dans les deux cas� on trouve ���qix� � ����li � d�o
u

����	� fj�x� � ����I ���l������lI� � ����I �q���j��� �

Il en r�esulte l�existence d�une constante ���� 
 � telle que pour tout
h 
 �� on ait

������ sup
�	x	hk��j��

�j�h�x� � � �
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En e�et� tout intervalle de type �a��j�� � �a�����j��� contient au
plus un point du type x� hk��j��� d�o
u

�j�h�x� �
�j����X
a��

sup
�a��j�� � �a�����j��	

fj

� � �

jX
q���

�q��j��

�j���q��X
I��

CI��
j�q�

����I

� � �

jX
q��

�q�j�� �� �� � ���j�q

� � � ��

jX
q��

�� � ��

�

�q

� � � ��

�� �
�

Maintenant� en combinant ������ aux formules ������� on trouve R���
v�eri
ant ������ ce qui d�emontre le Th�eor
eme �H	��

Pour d�emontrer les Th�eor
emes �Hp�� p � �� on proc
ede de fa�con
similaire�

Sous l�hypoth
ese �Hp�� l�in�egalit�e stricte ����� n�est possible que si
f a une int�egrale non nulle sur �� � 	�p� � � 	�p��

Donc� si f��� � M�j ���M�j��
�	�� � � �M���	

j���� g�	j�� avec g pos�
itive� 	��p�eriodique et paire� f ne peut v�eri
er ����� que si la suite
�� � � � �j est constitu�ee d�un premier bloc qui peut �etre ou bien



� � � � ��� �z 	

�p��� fois �

�
�
�

ou bien 

� � � ��� �z 	
k fois �

�
�
�

avec � � k � p� �� suivi d�un certain nombre de blocs de la forme



� � � � ��� �z 	

�p��� fois �

�
�
�
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Par cons�equent� si l�on trouve un majorant R��� p� aux sommes de
la forme

!p
j ��� �

�jp����X
k��

W jp��
n�j�p��� � 	k�� �

o
u � � ��� �� et

n�j� p� �

j��X
q��

	qp�� � 	p��� �

alors kWm
n kL����m���m�� se laisse majorer par Cp�R��� p��

Np�n���� avec

Cp � 	� � ��p �
p
	� �� � 	

Z �

��

M���� d� �

Etudions donc F p
j ��� � W jp��

n�j�p��	
jp���� � pour j � � �

Le support de sa restriction 
a ��� �� est inclus dans l�intervalle

I �
h�
	
� �� � 	��j���p��p �

�

	
� �p

i
� I� 	 I� �

avec
I� �

h�
	
� �� � 	��j���p��p �

�

	
� �p

i
et

I� �
h�
	
� �p �

�

	
� �p

i
�

Soit D l�homoth�etie de rapport positif qui envoie l�intervalle ��� ��
sur l�intervalle I� � Pour x � ��� �� � on pose fpj �x� � F p

j � D�x� � Etant

donn�es h 
 � et x � ��� h�	�j���p� � on note

�pj�h�x� �

E��p�j����h���X
k��

fpj

�
x�

hk

	p�j���

�
�

L�intervalle I� peut contenir au plus un r�eel du type 	��jp������	k�� �
pour � 
x�e et k variable� Par cons�equent� on a l�in�egalit�e

������ sup
������	

!p
j ��� � � � 	 sup

x����h�p����j���p	

�pj�h�p��x�

avec h�p� � ���p � 	 �	p � �� 
 � �
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D�apr
es l�hypoth
ese �Hp� � on a la formule

������ fpj �x� � ��x� ��	px� � � ���	jpx�

pour tout x � ��� �� � � �etant une fonction positive� continue� paire et
de p�eriode 	p � s�annulant sur ��� 	p � �� � et v�eri
ant� pour tout x dans
��� �� � l�in�egalit�e

������ ��x� � min
�
�� � �	p � �� ��� x�

�
�

On voit donc que la fonction fpj a son support inclus dans l�ensemble
de Cantor des x de la forme

P
q���	

p � ���q�	
qp � avec �q � f�� �g � et

on trouve une g�en�eralisation de ����	��

������ fpj �x� �
�
�	p � �� �

�I
	p�q��j��� �

Puis on obtient� pour h 
 � �

�pj�h � � � �	p � �� �

jX
q��

�� � �	p � ���

	p

�q
������

� � �
	p�

�� �
�

En conclusion� d�apr
es ������ et ������� on peut prendre

R��� p� � � �
	p���

�� �
�

et le Th�eor
eme �Hp� est d�emontr�e�
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