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Introduction.

Nous nous proposons, dans ce travail, d’étudier certaines propriétés
géométriques telles que diverses symétries et diverses concavités ra-

diales, directionnelles etc ..., pour des équations complétement non
linéaires, par exemple, du type
(%) F(z,u,Vu,Au)=0 dans Q,
*
ulan =0, u>0 dans .

Nous nous attacherons en premier lieu a mettre en évidence des hypo-
theéses aussi simples que possibles, applicables a des situations concretes
pour des solutions classiques. Dans 1’étude de certains problemes de
controle optimal, les données ne sont pas suffisamment réguliéres pour
permettre 'obtention de solutions classiques. Aussi notre deuxiéme
souci sera d’adapter notre méthode a des problémes ou interviennent
des données discontinues. Notre exemple modéle sera le suivant: étudier
les points critiques de la solution de

{ —Au = f(x) dans Q ,

ulaq a préciser,
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ou f(z) € {a,B} presque pour tout z € Q. Ce type de question a
données discontinues ne semble pas avoir été abordé. Notre méthode,
comme beaucoup d’autres méthodes, nécessite 1'utilisation du principe
du maximum [1], [2], combinée & une idée qui nous semble nouvelle dans
ce cadre: l'utilisation de générateurs infinitésimaux, de leurs itérés et
de leurs commutateurs avec les opérateurs différentiels intervenant dans
I’équation (*).

Le sujet a connu des développements importants depuis les travaux
de [3] et [4] utilisant une méthode efficace: la méthode des plans mo-
biles [24] doublée du principe du maximum; rappelons que dans [3]
et [4] on trouve des résultats de symétries [4], de symétries radiales
[3], [4], et de localisation des points critiques [4]. Pour des équations
moins générales que (*), '’étude de la concavité -ou quasiconcavité- a
également connu un développement important depuis le “principe du
maximum de concavité” de N. Korevaar [5], [6], appliqué aux surfaces
capillaires de R™*!. Par une approche différente, Caffarelli et Spruck
[7] ont également abordé diverses questions de convexité dont un résul-
tat classique de [8] concernant la premiére fonction propre de A.
Kenmington [9] et Kawhol [10] ont obtenu divers résultats sur le sujet en
utilisant le principe de N. Korevaar. D’autres méthodes intéressantes
ont été introduites par divers auteurs. Citons a titre d’exemples les
résultats de [11], [12], [13], [14]. Un point commun & la plupart de ces
méthodes est l'utilisation de solutions classiques. Enfin signalons que
la liste de travaux cités ci-dessus ne prétend pas étre exhaustive, et que
nous renvoyons a [10] pour une liste plus compléte.

I. Notations et position du probléme.

On se donne un ouvert 2 borné (non nécessaire) régulier dont les
propriétés géométriques seront précisées plus loin, et une fonction
F:QxRxR"xR > (z,rts) — F(z,r,t,5) € R de classe C' ou
C?, selon le besoin, par rapport a tous ses arguments ¢ = (z3,...,2%y,),
r, t = (t1,%2,...,tn) et s. On suppose que les dérivées de F' vérifient
les hypothéses suivantes:

OF OF
i > — | < K.
(L) F-2w>0,  Flz,nt0)20, lat <K

Dans toute la suite, pour ne pas alourdir le texte, nous ne consi-
dérerons que l'opérateur A ou son itéré A2: il est possible d’utiliser
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des opérateurs du type
0 0
— aij(z) =—
Z 6:1:,' ! a.l‘ J

en s’entourant de quelques précautions.

Nous dirons que 2 est fortement étoilé par rapport & z si et seule-
ment si  est étoilé par rapport a zo et (£ — Zo) - ¥ > 0 pour tout
z € 0F), ¥ étant la normale en z a 912, orientée extérieurement.

1) Objet de ce travail: Etant donnée une solution classique u des
équations

1.2
(1.2) ulaa =0, u>0 dans§.

{ F(z,u,Vu,Au)=0,

posées dans un ouvert §2 possédant certaines symétries ou autres pro-
priétés géométriques, il s’agit d’étudier l'incidence de cette géométrie
sur celle de u: propriété d’étre étoilé, symétrique par rapport & un hy-
perplan, radialement concave, concave dans une direction etc ... Bien
entendu nous nous fixons pour but de dégager des hypothéses aussi
simples que possible sur F. Pour mener cette étude nous aurons besoin
de la notion suivante:

2) Générateur infinitésimal d’une propriété géométrique: On se
donne une famille d’opérateurs S(¢) : R® — R"™ continus tels que

(P)

S5(0) = I = identité,
S(tH)QCQ, pourtoutt#0,

ol t appartient a une partie adéquate I de R.

Nous dirons que ) posséde la propriété géométrique (P). On se
donne une fonction dérivable sur et pour tout z € {2 on pose

. u(S(t)r) —u(z)
(1.3) Gu = }E.I(l) " ;

il est clair que G est un opérateur linéaire ne dépendant que de S.
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Définition. On appelle générateur infinitésimal de la propriété (P) de
Q (ou plus simplement de §)) Uopérateur G défini par (1.3).

Si S(A) = (sij(X)) est une famille de matrices telles que S(0) = I
et S(A) R C Q, alors

T
G =Tz j—f(()).v

Ty = (24,...,2,) et TV:( 9 . 9 )

o0z," Oz,
Donnons quelques exemples de générateurs:
i) dérivation radiale: 2 est étoilé, G =z -V =) .z; 9/0z;,

ii) dérivation perpendiculairement a un hyperplan (7) qui est orthog-
onal & un vecteur de base e;,: G = z;, 0/0z;, ,

iii) dérivation dans une direction d: (2 est convexe,

9

G=d-V=Zd,-a$_,

iv) la dérivation angulaire: pour n = 2, §2 étant un secteur circulaire,

0 3]

Deux questions naturelles motivant notre travail se posent:

1) que doit vérifier F pour que la solution u de (1.2) vérifie

w(S(t)z) —u(z) >0, pour tout = € 2, pour tout t € I'?

2) peut-on répondre a la méme question pour avoir
u(S%(t)z)—2u(S(t)x)+u(z) > 0, pour tout = € Q, pour tout t € I?
Ceci fait apparaitre I'idée d’itérer les opérateurs definis précédemment

i.e. d’utiliser les itérés de générateurs et de donner leur signification.
Cette idée est nouvelle.
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3) Quelques itérés de générateurs et propriétés géométriques: Pour
la convexité radiale, G? = (z - V)?; pour la convexité perpendiculaire-
. 2 .y
ment & un hyperplan (), G* = (z,, 8/0z;,)"; le générateur de la con-
vexité dans une direction d est

6?
2 -(d-V)? = o —
G*'=(d-V) E,-j d'd’a,-a,-’ etc ...

4) Commutateurs d’opérateurs: Précisons ici que les commutateurs
de ces générateurs et des opérateurs différentiels intervenant dans (1.2)
jouent un role crucial: de la facilité de leur calcul et de leur simplicité
dépend la finalité de la réponse. Dans le cas de l'opérateur A on a

Az -V)—z-V(A) =24,
(1.4) (z-V)2A - Az V)2 =4A -4 A(z - V),
A(d-V)? —(d-V)2A=0.

C’est grace a ces relations que 'on pourra montrer que les fonctions
auxiliaires v = z - Vu, w; = (z - V)?u et wy = (d - V)%u satisfont des
équations, exploitables, pour lesquelles a lieu le principe du maximum.
On rencontre, dans la littérature, d’autres fonctions auxiliaires associées
a la géométrie de (2, comme par exemple dans [2] avec v = |Vul|? et
dans [6] avec a la place de w, la fonction C définie sur §2 x Q par

Ce,y) = w(EFY) - 5 u(z) - 3 uw)-
Il nous semble que ces deux types de fonctions associées a la géométrie
de Q ne soient pas adaptées aux équations du type (*):
1) par excmple, partant de
{ —Au = f(z,u), dans 2,

u |3Q=0 )

’équation satisfaite par v = [Vv|? est
O?u \? du Bf
- Y=-2 —_— 2
A([Vul?) H;(axiazj) - 9 (3 u) V| +Z B (@)

La présence, dans cette équation, du terme

Ou af
3.1:, 31, (,u)
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ne permet pas de 'exploiter par application du principe du maximum.

ii) La méthode utilisée dans [6], [9], [10], utilisant C(z, y) ne permet
pas de traiter des équations du type (*) du fait que C(z,y) est une
fonction de 2 x n variables définie sur Q x Q C (R")? (¢f. preuve dans
[10]). L’idée que nous présentons ici a 'avantage d’étre systématique
pour établir des équations convenables pour ’application du principe
du maximum.

II. Résultats pour équations complétement non linéaires a
données réguliéres.

A. Localisation des points critiques.

Nous nous proposons de mettre en ceuvre cette idée générale dans
un cadre simple: considérons par exemple x-V sur Q un ouvert régulier
tel que © = Q; \ Q; ou ) et 2, sont fortement étoilés par rapport
a un méme point, par exemple, 0. On dira que Q est “un 2-connexe
fortement étoilé”. Dans (2,

on suppose que les équations

F(z,u,Vu,Au)=0, u >0, dans
(2.1)

u|F1=cla U|I‘z:C—2, cl>6220-

possedent une solution © € CY(Q)NC?(Q), et que F satisfait l'inégalité

oF oF oF
2.9 e 9 s < v .
(2.2) T 2 ER s ey t<0, pour tout (z,r,t,s)
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Pour pouvoir appliquer le principe du maximum nous supposons
que 'on a

oF
(2.2.1) -m < — < M(9),

ou m est une constante positive et M(r) une constante positive conve-

nable, cf. [1].

REMARQUE 2.1. L’opérateur z - V associé & 2 étoilé intervient na-
turellement dans les identités de type Pohozaev [16].

Nous avons alors le résultat suivant:

Théoréme 2.1. On suppose F de classe C? vérifiant (1.1) et (2.2);
et on suppose que (2.1) posséde une solution u € C'(Q) N C?(Q) satis-
faisant: il existe, dans Q, deuz voisinages V(I'1) et V(T'y) tels que

¢ = sup{u(:r:) : zeV(Th)},

(2.3) .
e =inf{u(z): z € V(T3)}.

Alors ¢; = sup{u(z): z € Q}, c; = inf{u(z): = € Q} et les ensembles
de niveau E(t) = {x € Q: u(zx) > t} sont “des 2-connezes fortement
étoilés”, de plus u ne posséde pas de point critiqgue dans 2.

DEMONSTRATION. L’utilisation de la premiére relation (1.4) est essen-
tielle. La fonction v(z) = z - Vu(z) vérifie au sens des distributions
I’équation suivante

oF OF dv OF
(2.4) —EEAU——‘O‘;'E;—EU
oF OF oF
ou
OF OF OF OF
iy (z,u,Vu,Au), = o (z,u, Vu,Au),
OF odv

OF Ov
EE= az(z,u,Vu,Au)a—Zi

OF oF
T = zi:a:,-a—xi(:r,u,Vu,Au).
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D’apres (1.1) u vérifie une équation du type

{—Au=g, g>0, dans 2,

ulr, =¢i, 1=12.

L’hypothese (2.3) et le principe du maximum de Hopf entrainent
que I'on a v|I’ = z- Vu|r < 0. Comme ’équation (2.4) obéit au principe
du maximum classique grice aux hypotheses (2.2) et (1.1), il s’ensuit
que I'on a v(z) = z- Vu(z) < 0 dans Q; ce qui prouve que u ne posséde
pas de point critique dans Q et que pour tout ¢, ¢, < t < ¢; 'ensemble

{z € Q: u(z) >t} est un 2-connexe.

REMARQUE 2.2. Nous montrerons plus loin (¢f. Propositions 3.2 et
3.3) que ’hypothese (2.3) est nécessaire i.e. que le résultat ne peut étre

vrai pour toutes constantes ¢; et c; telles que ¢y < ¢; .

Application: équation du 4éme ordre et systeme. Supposons

qu’il existe une fonction u réguliere solution de I’équation

A%y = f(z,Au,u) dans Q = Q,\ Q; ,
ulr, =0, Au|r, =0,
uh‘z =-1, Aulp,=1,

ou f(z,t,r) est une fonction réguliére, négative.
Posons

v=z-Vu, —-Au=w, s=2w+z -Vw.

Un calcul élémentaire montre que ces fonctions vérifient les deux syste-

mes suivants

—Au =w,

ulp, =0, ulp,=-1,
(51) | |

—Aw = f(z,—w,u),

wlrl =0, wlra =-1,

_ of _,of L of _9f
(52) {—A‘g_4f+x.0;t_23tw+6r T
—-Av =3,
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ou
m-%:?r;—g{:(z,—w,u), %t—fzg(x,—w,u),
of _ of
3—; = —é? (x,-—w,u).
Le principe du maximum de Hopf appliqué a (.S ) entraine que l’on
) u < Ou >0
Onalr, ~ 7 Omiry ”

ou @/0n; représente la dérivée dans la direction 7;, normale extérieure a
I';. Comme £2; et §25 sont fortement étoilés par rapport a 0, la fonction
v(z) = z - Vu posséde une trace négative sur I'y UT';. De méme la
fonction z - Vw posséde une trace négative sur I'; UT';. Ainsi la trace
de s = 2w + z - Vw est négative puisque w est négatif par le principe
du maximum classique.

Pour conclure positivement nous faisons les hypothéses suivantes
sur la fonction f:

1St +e Lt 202 @t <o,

of
(—9; (:B,—t,?‘) Z 0,
pour tout (z,t,r). Nous sommes alors dans les conditions d’application
du résultat de [19] concernant le principe du maximum des systémes
1.e. que l'on a
s <0, v<0, dans Q.

Ainsi u ne posséde pas de points critiques dans Q = Q, \ Q; .

B. Concavité radiale, concavité perpendiculairement & un
hyperplan, concavité, symétrie radiale partielle.

Dans cette section nous travaillons sous les hypotheses (1.1) et
(2.2.1).

1) Concavité radiale: considérons le générateur (z - V)? associé 2
la propriété d’étre étoilé de . On pose v = (z - V)%u; pour simplifier
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la présentation, on particularise ’équation (*) par

(2.4.1) { —Au= f(z,u), uv>0 dansQ,

uloe =0,
t.e. on prend F(z,r,t,s) = s+ f(z,r).

REMARQUE 2.2.1. Lorsque  est une boule de centre 0, pour toute
fonction radiale u définie sur 2, on a

du

(z-V)u=(r dir)zu =r dii-(r E—;)

Si on suppose que u € C*(f), la fonction v = (z - V)?u vérifie
I’équation suivante, établie a 1’aide de (1.4):
—Av = A(z,u) (z - Vu)? + B(z,u) (z - Vu) 4+ C(z,u),

ou

62
Ale,) = 35(z7),

o f
Oz0Or

2
B(:c,r):%(:c,r)+z- (z,r)+5%(z,r),

of e Of
C(z,r)=5z -5;(1,7') + 'z —a—gz-(x,r) x4+ 4 f(z,7).
On suppose que f vérifie les hypothéses suivantes:

A(z,r) <0, C(z,r) <0,

(2.4.2) N
B*(z,r) <4 A(z,r) - C(z,r), pour tout (z,7).
Théoréme 2.1.1. On suppose que u solution de (2.4.1) est C*, que
f vérifie (2.4.2) et Q fortement étoilé par rapport ¢ 0. Alors la fonc-
tion concavité radiale v = (z - V)?u ne peut atteindre son mazimum d
Pintérieur de Q.

La preuve de ce résultat est semblable a celle du Théoréme 2.1.
Signalons que, a notre connaissance, cette notion de concavité partielle
ne semble pas avoir été abordée auparavant.
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2) Concavité: On se donne 2 convexe. Ici la situation est plus
complexe: on travaille avec une famille de générateurs de concavité i.e.
on considere

52

2 _ O ——
(a x V) _Zja,aJ 92,03,

pour toute direction a de dérivation. On suppose que 1’équation

(2.5) { F(z,u,Vu,Au) =0 dans (2,

u[ag =0, u>0,
posséde une solution u.

Définition 2.1. Pour toute direction o on pose
w(o,u) =we =w = (a x V)?u.

Nous appellerons w(a,u) fonction de concavité (ou convezité suivant le
cas).

Nous allons chercher, a partir de (2.5), ’équation satisfaite par la
famille de fonctions w,. Vu le commutateur correspondant (cf. (1.4))
les résultats sont, en définitive, simples.

On pose G(z) = F(z,u(z),Vu(r),Au(z)). Nous utiliserons la

notation classique suivante

oG(x) d
5o, — ds, [F(:c,u(z),Vu(:r),Au(x))]

ce qui donne
(a x V)2 G(z) = (a x D)? F(z,u(z), Vu(z), Au(z))
ol

axD=Za,~d—i;.

Pour simplifier, nous écrirons

(e x V)?G = (a x D)*F .



614 R. TAHRAOUI

Proposition 2.1.

(axD)F=a-%+aa—f(axVu)

OF oF
+§ V(a xVu)+E-A(a XVU)

OF oF oF oF 90
DIl R S DY o

La preuve est élémentaire.

Proposition 2.2. L’équation dérivée de (1), vérifiée par w(a,u) = w
est

= (@, a,b,c) - Hess Fizuvunw - (a,a,b,c)

ou Hess F(; 4 vu au) €5t la matrice Hessienne de F(x,r,t,s) évaluée au

point (z,u(z), Vu(z), Au(z)) et

a=a-Vu, b=V(a-Vu), c=A(a-Vu).

DEMONSTRATION. (a x D)2F = (a x D)(a x D)F. On applique la
proposition précédente aux différents termes de (o x D)F.

Théoréme 2.2. On suppose que u solution de (2.5) appartient & C*(Q)
et Hess H(; ,1,5) €3t négative. Alors pour toute direction a la fonction
w(a,u) ne peut atteindre son mazimum d Uintérieur de Q.

La preuve de ce résultat découle d’une version du principe du max-
imum classique donnée dans [1].

REMARQUES 2.3. 1) On peut remplacer 'opérateur A par tout opé-
rateur 4 = Y a;; 8%/9z; Oz; elliptique uniformément, a coefficients
constants.
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2) Si u est concave au voisinage du bord 0% alors le théoréme
précédent dit que u est concave sur (2.

REMARQUE 2.4. En réalité nous avons
(a,a,b, c)t - Hess Fiz,u,vu,Au) (a,a,b,¢) = Q(z,u)(a,a),

ot Q(z,u)(-,-) est une forme quadratique dépendant de z et u. La
condition optimale de validité du théoréme est donc

Q(z,u)(a,a) L0, pour tout « € R";

elle dépend a priori de la solution u. La condition du Théoréme 2.2
retenue ci-dessus est suffisante.

Comparaison avec les résultats existants. Prenons ’exemple sui-
vant

Fla,r,t,s) = s+ f(z,1)
{ —Au = f(z,u) dans (2, f(z,r) <0,

2.6
( ) ’u|aQ=0, u<0.

L’équation dérivée de (2.6) est

of ., 0f o2 f
——Aw—E‘-w— L a+2a 3 Or (a - Vu)
o2 f )
+-5r—2(chu)
= Q(z,u)(a,a).
Posons pour tout 7,7 € {1,2,...,n}

02f a2f au 62f au au
. = ) + 2 AT 32 8z: Oz
q,_,(a,‘,u) azt al‘](x’ u)+ BI, ar(z‘yu) 6$J + 0,,.2 (.’L’,U) 3:1:, amJ

Si la solution u de (2.6) vérifie la condition

(2.7) { la forme quadratique @ = (¢i;(z,u)) est positive,

non identiquement nulle,
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le théoreme précédent est valide i.e. la fonction de convexité w(a,u) =
(a - V)%u ne peut atteindre son minimum & l'intérieur de Q.

Si on pose

R = ||[Vu|[ge(q) = sup ||Vu(z)]],
€N

une condition suffisante assurant (2.7) est
2.8) pour tout (z,r,t) € @ x R™ x B(0, R),
' la forme quadratique @ = (¢;;(z,r,1));; est positive

avec

.2 ot f o |
q,'j(:E,T‘,t) = 81‘.’ al_j (‘7"97') +2 a.’E,‘ ar(x7r) tj + EE(:’I, T‘)ti tJ' .

Le premier résultat de ce type est di & N. Korevaar ([5], [6]) qui a
introduit un principe de concavité en définissant sur 2 x €2 la fonction
de concavité suivante

Cle,y) = u(25L) - S u(z) - 3 u(v)

Cette idée a ensuite été utilisée par divers auteurs, ¢f. [10], [9] par
exemple.

Cette fonction ne peut atteindre un maximum positif dans £ x Q2
si —f(z,r) est strictement croissante par rapport a r et si

(2.9)

— st (27)

———— est convexe en (z,r).
f(z,7) ’

Notre résultat ne nécessite pas la stricte croissance par rapport a
r. Ce qui autorise, par exemple, des équations de la forme f(z,Vu) =
—Au, exclues dans [9]. La comparaison de (2.8) et (2.9) semble difficile.
Cependant il convient de remarquer que si —f(z,r) est concave alors
(2.8) et (2.9) sont vérifiées simultanément. Enfin la méthode utilisée ne
semble pas s’adapter aux équations complétement non linéaires, cf. la
preuve dans [10, p. 116].

REMARQUE 2.5. Pour les équations du type (2.6) le résultat le plus
général semble appartenir a [9]; la preuve de ce résultat a été améliorée
par [10]; et c’est & cette derniere que 'on se réfere.
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REMARQUE 2.6. Lorsque f(z,r) n’est pas strictement monotone par
rapport a r, dans [9] A. U. Kennington s’y raméne en faisant le change-
ment de fonction puissance v = u®, @ > 0. En opérant de la sorte la
méthode de Korevaar-Kennington-Kawohl perd de I'information dans le
cas des solutions réguliéres comme le montrent les exemples qui suivent.

EXEMPLE 1. = Boule unité de R2.
—Au = —-16k(:lc2 +y2) +1,

1
ulasq =0, 0<k<§.

La solution u(z,y) = —k (1 — (z24¥y?)) + (1 — (2 + y?))/2 est concave.
La méthode citée ci-dessus que nous désignerons par commodité par
méthode K donne que \/u est concave.

EXEMPLE 2. Q = Ellipse de grand axe porté par 'axe Oz et dexcen-

tricité 1/2.
u 1 0%u
(= +>=)=1,
0r? 4 0y?
ulaQ =0.

La méthode R entraine que (u)* est concave avec a = 1/2, puissance

optimale -pour la méthode- alors que la solution u(z,y) = (1 — z? —

4y?)/2 est concave.

Par contre si {2 n’est pas régulier, par exemple si {) présente un
point anguleux, le résultat obtenu dans [9] est optimal:

—Au=1,
ulaq =0.

La solution u n’est pas C? au voisinage de 0, elle n’est pas concave
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et (u)* est concave, ol @ = 1/2 est une puissance optimale. Ainsi la
méthode K perd de I'information dans le cas régulier quand f n’est pas
strictement monotone par rapport a u.

REMARQUE 2.7. De la méme fagon on peut étudier la concavité dans
une direction d. Nous ne le ferons pas afin d’éviter de se répéter.

3. Groupe de symétrie: une remarque sur la symétrie radiale
partielle:

On se donne un ouvert 2 de R™ possédant un groupe de symétrie:
pour tout = € Q, y=R-z€Q,

pour toute transformation orthogonale R appartenant a un groupe G
(fini ou pas).

Soit une fonction F(z,r,t,s) de @ x R x R" x R dans R telle que

(2.10) {pour tous z € Q, (r,t,s) e R"™*? ReG,

F(R-z,r,R-t,s) = F(z,rt,s).

Soit u une solution de I’équation
F(z,u,Vu,Au) =10,

(2.11) Ou

u|ag =0 (Dirichlet) ou B loa =0 (Neumann).

Théoréme 2.3. Supposons que u est solution unique de (2.11); alors
u vérifie u(R-z) = u(z), pour tous z € Q, R € G, 1.e. u posséde le
méme groupe de symétrie que 2.

DEMONSTRATION. On montre aisément que
V(u(R-z)) =' RVu(R-z), pour tout z € Q2

olt 'R est la transposée de R = (R)™!. Cette relation entraine que la
condition de Neumann est invariante par R,

Afu(R-z)] = (Au)(R-z), pour tout z € 2.
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Comme 'équation (2.11) s’écrit aussi
F(R-z,u(R-z), Vu(R-z), (Au)(R-z)) =0,
puisque R = (2, on obtient
F(R-z,u(R-z), R-V(u(R-z)), Alu(R-z)]) =0,
soit en utilisant I’hypothese (2.10)
F(z, u(R-a), V(u(R-)), Aju(R-z))) = 0,

i.e. v(x) = u(R-z) est aussi une solution de (2.11); I'unicité entraine

que
u(R-z) = u(z), pour tous z € 2, ReG.

II1. Probléeme semi-linéaire & donnée peu réguliére.
A. f dépend de u.

Considérons le probléme

(3.0) { — Au = f(z,u) dans Q=0;\Q;,

up, =c1=0, ulr,=c2, ¢e2>0,

o1 Q et Q, sont deux ouverts bornés réguliers connexes tels que Qy C
Qi et T'; = 90 N ON;

On suppose que f(z,t) est de Carathéodory, positive, bornée:

(3.1) 0< f(z, ) < M,
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presque pour tout z € §2, pour tout ¢t € R. Il est connu [26] qu'il existe
a, 0 < a < 1 tel que la solution u de (3.0) soit dans C1+*(12).
On suppose que cette solution u vérifie

(32) 2(e,0) + 3 21 [f(z,0)] S @

au sens de H~1(f), ot @ € L?(Q?), est négative, non nulle;

(3.2.1) sup {u(z): z€Q} =cy.

REMARQUE 3.1. Lorsque f est indépendant de ¢ (3.2) se réduit a
2f(z)+ > = 9 <4 dans HY(Q).
; Oz; —

Un exemple intéressant d’une telle fonction sera donné plus tard.

Théoréme 3.1. On suppose que §) est un 2-conneze fortement étoilé
par rapport & un point, 0 € Qa, par ezemple. Alors 31 u et f satisfont
(3.1) d (3.2.1), les ensembles de niveau de u sont 2-connezes. De fagon

plus précise on a

(3.3) inf {||Vu(z)||: z€9Q} >0.

REMARQUE 3.2. Par le principe du maximum de Hopf (¢f. [1]) on a
(331) a'Vulr <0, r=r,url,,
en utilisant (3.2.1).

DEMONSTRATION. Nous allons précéder par régularisation. On se
donne f,(z,t) une suite de fonctions régulieres telles que

0< fa(z,t) SM+1,  fa(z,t) = f(z,1),
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presque pour tout z € €2, pour tout ¢ € R, et on considere les deux
problémes suivants:

) { ~Atip = fa(z,u),

Unll"l = Cl, Unll‘; = C2 ;

d
5 —Av, =2 fo(z,u) + Zw oz Un(zs )],

Valr =z Vu,|r, ou I'=Turl,.
La fonction u, étant réguliére, par un calcul élémentaire de A(z - Vu,),
en utilisant (1.4) on voit a partir de (3.4) que la fonction z - Vu, est

également solution de (3.5). L’unicité du probléme de Dirichlet (3.5)
entraine que

(3.6) vp =T Vuy, .

Il s’agit maintenant de passer a la limite dans (3.4), (3.5) et (3.6). Il
est aisé de voir que, a une sous-suite pres, le probleme (3.4) tend vers
le probleme

(3.9)

u|r1 =a, Ulr‘, =C2,

{ — Au = f(z,u),

grace a 'unicité du probleme de Dirichlet. D’autre part la distribution
d
hn =2 fo(z,u) + Z z; -c-l?: [fa(z,u)]

appartient & un borné de H~!(2). Par conséquent le probleme (3.5)
posseéde une unique solution v, bornée dans H'(f2) si on montre que
va|r est borné dans L*°(T'); ce que nous ferons plus loin. Par conséquent
a une sous-suite prés v, = z-Vu, tend dans H*(Q2) fort vers v = z-Vu
solution de

d
—Av=2f(z,u z; — [f(z,u)],
o) 0= 2 fle)+ e g Ul

v|lr =z - Vulr <0.
Considérons alors la solution w du probléme suivant:

{-—Aw=a dans Q,

3.11
( ) wlr =v|r <0;
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elle satisfait, grace au principe du maximum fort [22],
(3.12) w<0 dans Q2.

Enfin, grice a (3.2) on peut appliquer le principe de comparaison [22]
dans H}(Q) i.e. on a

(3.13) v—w<0
au sens de H{ (), [22]; (3.12) et (3.13) entrainent que
(3.14) z-Vu(z) <0  dans Q.

Ainsi la preuve du théoréme sera achevée si on montre que la trace de v,
sur I est bornée par exemple dans L°°(T"). Pour cela nous aurons besoin
d’un résultat d’estimations établi dans [26, Théoreme 14.1, p. 337]:
puisque Q est régulier, il satisfait la condition de la spheére extérieure
en tout point de 9%; soit 7y > 0 le rayon de cette sphére; la condition
(14.9) de [26] est trivialement satisfaite dans le cas de I’équation (3.4).
Ainsi nous obtenons 'estimation escomptée

IVu,(z)] < C, pour tout z € T',

ou C est une constante ne dépendant que de 7o, M et c; .

B. f est indépendant de u.

Ici nous avons besoin d’un résultat préliminaire de trace.
1. Un résultat de trace. Considérons ’espace fonctionnel

E={g€ L3(Q): z-Vg(z) € L2(Q)} ,

ouz-Vg =) .x; 0g/0z; s’entend au sens des distributions. Muni de sa
structure naturclle F est un espace de Hilbert. Nous avons le résultat
suivant.
Lemme 3.1. Supposons que 2 soit un ouvert borné régulier de R",

fortement étoilé. Alors pour tout g de E, on peut définir une trace sur

le bord T = 0, au sens de H™/2(T).
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La preuve de ce résultat nécessite deux étapes.

1ERE ETAPE: UN RESULTAT DE DENSITE. Ici (2 n’est pas nécessairement
borné.

Lemme 3.2. D(Q) est dense dans E.

Pour la démonstration de ce résultat de densité nous utiliserons le
résultat suivant dia a Friedrichs [28].

Lemme 3.3. Soit p € D(R™), p >
L?(R™) a support compact, et b € C?
v. Alors on a, pour toutk=1,...,m,

0 v
ba’r—k(v*pn)—<b-ax—k)*pn

0 tel que fmm pdz = 1; soit v €
dans un voisinage du support de

tend vers 0 dans L*(R™) fort quand n — +oco, avec

1
w*pn(z>=/mm w(z =~ 9) oly)dy
pour tout w dans L*(R™).

DEMONSTRATION DU LEMME 3.2. Soit g appartenant & E; le Lemme
3.3 entraine que

z-V(g*pn)—(z-Vg)*pn—0
dans L?() fort; or par définition de E
(2-Vg)*pn — z-Vyg
dans L?(f) fort; par conséquent
z-V(g*pn) > z-Vg

dans L*(Q) fort. Ainsi la suite g, = g * p, appartient a D(Q) et tend
vers g dans E pour la topologie de ce dernier.

REMARQUE 3.3. Quand € n’est pas R" le produit de convolution peut
étre défini comme dans [27].
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2EME ETAPE: DEMONSTRATION DU LEMME 3.1. Pour tout ¢ € {1,2,
...,n}, posons

pi(z) = z; f(z).

Il est clair que par définition p = (p1,...,pn) € (L*(Q))". De plus par
définition de E, divp € L%(Q).

Par conséquent, d’apres [27], pour tout R > 0, p-v = f(z)-(Z-#(z))
posséde sur 92 N B(0, R), une trace dans H~!/(T), olt # représente la
normale unitaire & 952, orientée extérieurement. De plus on a

17 Pli-1r2ry < € (e Fllzagay + lldiv (= Hllzay)

Avant de conclure il nous faut construire un relévement de p'- 7. Pour
cela considérons le probléme aux limites suivant:

—Aw =0,

wlon = o(z),
ou a(z) = 7 - V(z). Comme Q est régulier, étoilé et borné, a(z) est
C=(002) N L=(0N) telle que

a; > a(r)>ag >0 sur 9€2.

Des résultats classiques de régularité des problemes elliptiques [26], [28]
on déduit que w € C*°(2). Posons alors

f(z)
w(a)

Il est clair que h € E et que d’aprés ce qui précéde on peut définir
h-(Z-7)sur T =00 1.e.

h(z) =

(&9 hlon = #-9) (L)]

w

= (M) o(z)|on = P~ lon € H™/*(T)

w(z)

avec p = z (f/w), et d’apres [27]

I(Z9) hll =12y < € (

L2(Q) + ”div (z f{;)’ L"’(Q)) )

&
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Comme par le principe du maximum on a
inf{w(z): T eﬁ} >a9>0,
il s’ensuit, moyennant quelques estimations élémentaires, que

I(Z-7) hll =12y < C (ll= fllz2cay + 1z - Vfllz2a))

i€
I(Z-7) kllgr-1r2ry < C fllE -

Considérons alors I’application linéaire suivante définie sur D(Q) pour
o : D) — HYX(T)
f—iof = (L) @olom

Il est clair que pour tout f € D(Q) on a 4of = floa (au sens de la
restriction) et que jo et continue. Le Lemme 3.2 et le Théoreme de
Hahn-Banach entrainent que 4, se prolonge de fagon unique a E en
une application linéaire continue telle que (cf. [20])

IFoflla-12qcy S Clflle,  pourtout f € E.

On écrira, pour simplifier les notations,

Yof = floa -

2. Un résultat de connexité adapté aux problemes de controéle.

Considérons trois ouverts §2; , (z = 1,2, 3), possédant les propriétés
suivantes: ils sont fortement étoilés par rapport a 0, réguliers tels que
0y D N3, Q3 D Q. On pose
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D=Qg\§1, ngg\ﬁl
Iy =09, :=1,2,3.

On se donne une fonction f appartenant a L*°(Q) telle que

fi(zx), stz € D presque partout,
(3.15)  f(x)= _ —

f2(z), siz € 2\ D presque partout,
(3.16) T =) 96 50 dans D'(D)

. 1 ’ 1 a‘T' - B ’
(3.17) T, = Z T; 2] >0 dans D'(Q\ D)
- Jz; — ’
(3.18) T, € L*(D), T, € L*Q\D).
(3.19) filap < folap
au sens suivant des traces
(f2"fl’(P)H-‘/?(aD)le/?(aD) >0, pour tout ¢ € D(ﬁ)-

Proposition 3.1. On suppose les hypothéses (3.15) 4 (3.19). Alors la
distribution T =3, z; (0f /0z;) (z) appartient & H™ () et vérifie

~ _Of ,
T ;Zl T; Bz, > 0 dans D' ()
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DEMONSTRATION. Rappelons que d’apres le Lemme 3.1 les traces de
f1 et fa sur @D et &(Q \ D) respectivement sont bien définies.

On peut donc, aprés régularisation, faire des intégrations par par-
ties et passer a la limite. Posons

pi=z; f, pour tout ¢ = 1,2,...,n;
on a
zfi sur D,
= eens =zf= —
P =(p Pn) f {xfz sur 2\ D.
Nous avons au sens des distributions
n
of
3.20 divp=n T;— .
(3.20) ivp=nf+ Zl 3,

Soit p une suite réguliere telle que 'on ait [27]
P — P dans (L*(D))" fort,
divpry — divp dans L*(D).

Pour tout ¢ > 0 appartenant a D(2), nous avons

/DPk Vo dz = —(pr - v1,9) g-112(0g) x HY 2(Ts)
(3.21)

+/ divpy ¢ dzx.
D
On passe a la limite dans (3.21) en utilisant le résultat de continuité
[27] suivant:
Pk - vilr, = p-wlr, = fiz-21)Ir,
dans H~1/2(T'3), i.e. que 'on obtient

/DP Vo dr = —(fi(z- Vl),W)l{—l/z(m)xm/?(ra)

(3.22)
+/ divp ¢ dz.
D

De méme nous obtenons

"/ _p-Veodr=—(foz - v2),0) i, ,("s) x H1I2(T)
oD

(3.23)
+/ divp pdz.
Q\D
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Ainsi pour tout ¢ > 0, dans D({2) on a

(div p, @) pr(ayxp(@) = —(P, Vo) pr () xD(Q)

=—/p-V(pd:l:—/ p Vo dz
D Q\D

= ((fa—f1) (z - V), @) H-172(Tg) x H1/2(T'5)

+/ divp <pd:l:+/ divp ¢ dz
D Q\D

ou v, = —1v; = —v, v étant la normale unitaire & D orientée exté-
rieurement. Or par (3.18) nous avons

divp=nfi +T) € L*(D)  dans D'(D),
divp =nfy+ T € L*(Q\ D)  dans D'(Q\ D),

d’ot
(divp, p)pr(a)xD(Q) =/ (fa—fi)(z-v)p d0+/ nf o dz
(3.24) oD @
+/T1<,9dz+/ Top dz;
D Q\D
mais on a

/ (fo=fi)(z-v)pdo >0
aD

par (3.19) et puisque D est fortement 2-étoilé. Ainsi (3.17) et (3.24)
entrainent que 'on a

(3.25) (divp, ) pr(ayxp(a) = n/s; feodz,

pour tout ¢ > 0, ¢ € D(2); la conclusion vient de (3.25) et (3.20).

REMARQUE 3.3.1. Si dans (3.16), (3.17) et (3.19) les inégalités sont
inversées la proposition précédente donne

n a ,
T:_szib;f—iso dans D'(Q).
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Théoréme 3.2. Soit @ = Q, \ ) un 2-conneze fortement étoilé par
rapport d 0, régulier. Soit f une fonction positive, dans L*°(RQ), définie

par (3.15) et telle que —f, et —f, vérifient (3.16), (3.17) et (3.19). On
suppose de plus que Uon a

2 fi +Zx,~% <0 dens HY(D),

2f2+2:1:;g—f’7$0 dans H71(Q\ D).

Alors 31 la solution u de

—Au=f dans =\, ,
‘ltl[‘z =2, ’Ltlr‘l =a,

satisfait

(3.26) co = inf{u(z): z € Q}, a1 =sup{u(z): z€Q},

les ensembles de niveauz de u sont des 2-connezes fortement étoilés.
De fagon plus précise on a l'estimation

inf {||Vu(z)| : z€Q}>0.

DEMONSTRATION. Il suffit de voir que ’on peut appliquer le Théoréme
3.1. En effet (3.1) et (3.2) sont satisfaits s.e. on a

0< f(x) < M = supess f,

puisque f € L®(Q2), et on a

Of -1
2f+Zm,azi§O dans H~7(Q)

par application de la Proposition 3.1.
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3. Exemples.
EXEMPLE 1: intervenant en controle de domaines [18].

Etant données deux constantes a; et az telles que 0 < a; < aq,
on pose

filz)=aq , sur D,
fo(z) =g, sur Q\ D,
a, siz€ D,

f(z):{ ay, sizeQ\D.

La Proposition 3.1 montre que 1’on a

of
Lia— = - U do>0
<Zi:T Oz; ('9>D’(Q)><D(Q) (a2 =) I“;,pr ver="

pour tout ¢ > 0, dans D(2) puisque

(fa=fi)lrs = a2 —a; > 0.

Si dans (3.26) on inverse le role de ¢y et ¢p t.e. sic; = infu et ¢; =supu
alors on aura

2f+$-gf>0 dans H™'(Q)

r =

et le Théoréme 3.2 est applicable i.e. que 'on a z - Vu(z) > 0, pour
tout = € 2. Donc u n’a pas de points critiques dans Q.

EXEMPLE 2: Q est défini comme précédemment.

Cet exemple montre réellement la généralité du Théoréme 3.2.
Dans ce cas f dépend de z et de u & travers les ensembles de niveau de u.
On se donne deux fonctions fi(z,t), f2(z,t) positives, de Caratheodory
sur Q x Rt telles que 'on ait

(3.27) M > fi(z,t) > fo(z,t) >0,

presque pour tout z € Q, pour tout ¢ € R*. On suppose que 8f, /0t
et 0f,/0t sont de Caratheodory, la dérivation étant prise au sens des
distributions.
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On définit la fonction f par

t t Q,t>t
(3.28) f(z,t) = {fl(-'tv ) pourtousz € 2, t> 1p,

fa(z,t), pourtousz € 2, t < 1, .

Nous allons montrer d’abord que I’équation

(3.29) { — Au = f(z,u) dans Q=0Q,\Q;,

u|p=0, u>0,

posséde une solution. La difficulté est liée & la discontinuité de f en ¢
pour donner un sens au terme f(z,u(z)).

Proposition 3.1.1. L’équation (3.29) posséde une solution u.

DEMONSTRATION. On procéde par régularisation. Soit f, réguliére
telle que

M > fu(,8) > (£2) % pale,t),  pour tous ., t,
fa(z,t) — f(z,1), presque pour tout z, pour tout t # t; ,

ou p, est un noyau régularisant; et soit u, une solution de

(3.30) { ~ Aup = fu(z,us)  dans Q,

uplr =0, un >0;
elle vérifie les estimations suivantes:
[ualltry@) €€, lunllLe(@) <C.
A une sous-suite pres nous avons les convergences suivantes:
Up — U dans H}(Q) faible,
Up — U dans L?(2) fort, pour tout p < 400,
un(t) — u(z) dans Q presque partout,

fa(z,un(z)) — g(z) dans LP((2) faible, pour tout p < 400,
(f2) * pn(z,un) — fa(z,u) dans LP(2) fort, pour tout p < 400,

car
fa * pa(z, -) > foz, +), presque pour tout z,
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uniformément sur tout compact de R. La fonction u vérifie ainsi

{—AwwuL0<ﬁmwwsﬂﬂSM,

3.31 —
(3:31) up=0, u>0, veC»™Q), 0<a<l.

on voit aisément que E = {z € Q: u(z) = to} est de mesure nulle. Il
suffit donc de montrer que

9(z) = f(z,u(z)), presque pour tout z € 2.

Pour cela on pose
Fo={z€Q: un(z)=1to},

F=|JF., Q=Q\(FUE).

Cet ensemble F' est de mesure nulle car il est facile de voir que
|[Fn|=0, pour tout n € N.

Par le théoreme d’Egorof on a: pour tout ¢ > 0 donné, il eziste un
mesurable G C 2 tel que |\ G| L €, un — u uniformément sur G; ce
qui entraine que fpo(z,un(z)) — f(z,u(z)), pour tout z € G.

Pour tout ¢ € D(Q2) tel que ||p||z2(0) =1ona
/ Vu, -V dr = / fa(z,un(z)) @ dz
Q Q
= [ fnlz,un(@) ¢ da
9}
= [ et oot [ faleun(z) o de
G oG

soit par passage a la limite quand n tend vers I'infini

/(;Vu-Vgo d:c=/Gf(:z,u(m))godx+/ﬁ\cg(:r)c,ad:c,

AVu-Vgo dz—/ﬁf(m,u(z))apd:r

—- [ fewedit [ geds.
o\G 9\G
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L’inégalité de Cauchy-Schwartz, appliquée au second membre, donne

/Qvu-wdx-/ﬁf(x,u)(pdx <oM .,
/Qvu-v(,adx-/ﬁxnf(x,u(z))wx <oME,
pour tout € > 0. Donc
(3.31.1) /,, Vu- Ve dz = L x5 £(z,u(c)) ¢ da

pour tout ¢ € D(Q) tel que |lp|lL2(a) = 1, ce qui signifie que I'on a
(3.31.1) pour tout ¢ € D(2) par homogénéité. Ainsi u vérifie

—Au = Xg f(z,u(z)) dans 2,

Xg f(z,u(z)) = g(z), presque pour tout ¢ € §2,

ou encore
flz,u(z)) = g(x), presque pour tout z € §2,
car |Q] = |Q|. Fin de la preuve de la Proposition 3.1.1.

Pour traiter I'Exemple 2 nous avons besoin des hypothéses sui-
vantes:

L'ouvert D = {z € Q: u(z) > %o} est un 2-connexe fortement
étoilé par rapport, par exemple, a 0. Les fonctions suivantes sont de
Caratheodory et satisfont

(3.32) 0<-Y i glie,0) Salt+a),

pour tout § = 1,2, ou a est une constante positive et b une fonction de
L%(Q). La fonction suivante est de Caratheodory et vérifie

(3.33) 0> %f’i(z,t) € L®(QxRY), j=12.
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On pose

g,(z) = fj(‘r’u(m))v ] = 1,2,

9(z) = f(z,u(z)), presque pour tout z,
9fi
W(:c,t) , presque pour tout z ,pour tout ¢t < g ,
k(z,t) =
(z,t) of,

W(m,t) presque pour tout =, pour tout t > g .

Il est clair que les hypothéses (3.32) et (3.33) entrainent que g; et
z - Vg;(r) appartiennent & L?(Q) pour j = 1,2. Le Lemme 3.1 permet
alors de définir les traces g;|sp, j = 1,2. Ce qui rend licite I’hypotheése

(3.34) (fa(z,v) = fi(z,w))|,p < O
au sens de H~1/2(8D).

En procédant comme dans la Proposition 3.1 on obtient: sip = z-g¢

. Og
(divp, @)prayxp) = (n f + in Pz ) D ()X D(Q)

=/nnfcp+/nk(x,uw

of
-I~/Dzi:a:,- éx—t(z,u)go

+/Q . Em;%(z,u)(p

\D

+{(fa—f1)(z-v), ) H-112(aDyx H1/2(8D) »

soit
9g
(Saig oo = [ Hewe+ [ Ta)pde
: Z; Q Q
(3.35) +{(f2—f1)-(z-v), ©) H-1/2(aDyx H 12 (2 D)
avec
9fy :
Zz,%(z,u), siz€eD,
T(z)={ '

Zzgg—ﬁ(:c,u), sizeQ\D.
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En procédant par régularisation et en utilisant 1'unicité du probléme

de Dirichlet on montre que la fonction v = z - Vu vérifie au sens des
distributions

dyg
—Av=2f(z,u i—(z),
50 o)+ o 5(o)
v|ae < 0.

Compte tenu de I’hypothése (3.34), '’équation (3.36) entraine que l'on
a

(—Av — k(z,u)v, ) < / T(,o+2/ flz,u)p dz,
Q Q
pour tout ¢ € D(2), p >0, .e.
—Av — k(z,u)v < T +2 f(z,u).

Considérons alors la solution w de

(3.37) { — Aw — k(z,u)w = T+ 2 f(z,u),

wlag = v|aq -
Si on suppose que 'on a
2f(z,u)+T(z)<0, presque pour tout ¢ € Q, £ 0,
le principe du maximum ([22], [26]) donne
v(r) Sw(r)<0.
Et la conclusion s’impose comme dans I’Exemple 1.

REMARQUE 3.4. Un exemple de fonction positive satisfaisant I'inégalité
3]
2f(z)+:c-6—£(x) <0.

Supposons {; et 2, convexes tels que 0 € £, 0 C Q,. Soit 9(z)
concave sur {2, réguliere, positive telle que

9(0) = sup{g(z) : z € Q:}.
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Dans ce cas on a
3]
z-é—i—(m)SO, pour tout = € Q, .

Posons

f(z) = 25.‘72:_) , pour tout z € €, \ﬁl .

Un calcul élémentaire montre que
of

2f(z)+zx- g(z) <0, pour tout € Q,\Q; .

4. Nécessité de ’hypothése (3.26).

Le résultat du Théoréme 3.2 n’a pas lieu quelles que soient les
constantes ¢; et ¢y, 0 < ¢3 < ¢;: en réalité ces constantes sont liées au
second membre f. C’est le but de ce qui suit. Pour cela on consideére
deux ouverts connexes (2, et Q; bornés réguliers tels que 2, D Q;. On
pose

Q=Qg\-§1, F,:BQ,

]—‘1 I“2

/

_—,/

Soit g une fonction positive appartenant a L ({2):
(3.38) 0<g(z)<M#0, avec g# M.

(¢f. Remarque 3.4).
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Considérons le probléme de Dirichlet suivant:

(3.39)

—Arc=g dans
relr, =0, rcr, =c¢, constante > 0.

Ona

Proposition 3.2. Il ezxiste cg = co(g) > 0 tel que pour tout ¢, 0 <
c < ¢q la fonction v, posséde un point critique au moins d lintérieur
de Q i.e. que r. posséde des ensembles de niveau qui ne sont pas des
2-connezes.

REMARQUE 3.5. Il est connu que si M = 0 et ; convexe (z = 1,2),
alors pour tout ¢ > 0 la fonction r. n’a pas de points critiques dans 2.

De plus les lignes de niveau de r. sont des courbes réguliéres con-
vexes (cf. [14]).

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION. On considére le probléme

(3.40) { —Aw=g dans Q,

wll‘, =W|l‘, =0,

et on choisit 0 < ¢ < |[w|leo = sup {w(z): = € Q). Il existe 5 € N tel
que w(rg) = ||w||so; Par le principe du maximum classique on a

Irclloo 2 re(z0) > w(z0) = [[wlleo 2 ¢ = sup{re(z): z €Th};
par conséquent il existe z, € 2 tel que
re) = lrelo > ¢ ot ca(9) = [l
Proposition 3.3. Pour Q défini ci-dessus, il existe un réel ¢, =

c1(M) > 0 tel que pour tout g satisfaisant (3.38) et tout ¢ > ¢; la
solution r. = r. , de (3.39) vérifie les estimations suivantes:

sup{r.(z): z € Q} =c,

re(z) < c, pour tout x € ).
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DEMONSTRATION. Considérons les solutions wo,w; et s. respective-
ment des problemes

(3.41) { —Awy =0 dans Q,
) wOIFz =01 wOIF1 =1,

(3.42) { —Aw; =1 dans Q,
. UJIII‘;=0, w]IF1=07

(3.43) { —Asc=M dans 2,
’ Selr, =0,  s¢lr, =c.

11 est clair que l'on a
Se = Mwl + CcCwyg

et
IVse(z)|| = |M Vwi(z) + ¢ Vwo ()| -
Posons _
L(c) =inf{||Vs(z)| : = € Q},
et

E={c>0: L(c)=0}.

D’aprés la Proposition 3.2, E contient I'intervalle [0, ||so|/co] O o est
la solution de (3.43) correspondant a ¢ = 0, 1.e. E # &. On définit
alors ¢;(M) par

aa(M)=sup{c>0: c€ E},
&1(M) 2 flsgllon > 0.
Par définition de ¢;(M) tout ¢ > ¢;(M) on a
(3.44) L(c) = inf{||Vs(z)|: z€Q} >0.

D’autre part (¢ > ¢;(M)) par le principe du maximum la solution r,
de (3.39) vérifie

re(z) < se(z), pour tout z € Q,

donc
re(z) < sc(z) < sup{sc(z): z € Q},
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pour tout z € 2, i.e. d’apres (3.44),
re(z) < sup{sc(z): z € R} = c = sup{rc(z): z € Q},
pour tout z € (1.

QUESTIONS. Que se passe-t-il pour s, solution de (3.43) quand ¢ =
¢1(M) ? Par exemple est-il exact que 'on a

IVsc(z)|| >0, pour tout z € Q
et que ||Vs.(z)|| ne s’annule que sur I'; ?
REMARQUE 3.6. Les Propositions 3.2 et 3.3 montrent que les Théore-
mes 3.1 et 3.2 ne pcuvent avoir lieu pour tout ¢; et ¢z tels que ¢z < cy;
ce qui justifie 'hypothese (3.26).
5. Cas d’un ouvert fortement étoilé.

La difficulté, dans ce cas, est due au fait que ’hypothése

2f(:z:)+x-g£§0 dans 2,

f(z)=20 dans 2.

(3.44.1)

n’est jamais vérifiée au voisinage de 0 quand f est positive: on s’en
convainc facilement en considérant une fonction positive concave at-
teignant son maximum en ¢ = 0. La premiére inégalité (3.44.1) est
satisfaite si f est négative au voisinage de 0. Mais dans ce cas la solu-
tion u correspondante n’est pas nécessairement positive.

i) Un principe du mazimum.

On se donne une fonction f : & — R de signe non constant dans
Q. Et on se pose la question suivante: a quelles conditions sur f la
solution u du probléme

3.4

{—Au:f dans §,
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soit positive. Pour cela on introduit les notations suivantes:
o(z,r)=inf{f(y): y € B(z,1)},
pour tous z € 2, r > 0 tel que B(z,r) C Q,
B(z,r,R) = inf{f(y) : y € B(z,R)\ B(z,r)},
pour tout R > r tel que B(x,R) C @ Cc RN+,
E={z€ﬂ:f(z)<0}, F={zEQ:f(:c)20}.

Théoréme 3.3. On suppose qu’il eziste x € Q, 7y > 0 et R > rq tels
que l'on ait '

(3.46) B(x,r0) D E
et
(( R\N+1 (N-1) .
(-T—D) B N=1 , StN>1,
o(z.70) (N+1)(=) " -2
(347) 1————+%= <4 0
ﬂ(m,"'o,R) (5)2 1 siN=1
"7 142 log (;}3)
\ 0

Alors la solution u de (3.45) est strictement positive dans .

La preuve de ce résultat nécessite deux résultats préliminaires.

On se donne un ouvert 6 tel que § C ; et on considére le probléme

—Av=g dans §, g € L*(6) par exemple,
'U‘ag=0, véH&(G)

On pose

g(z) dans @, #(z) = { v(z) dans 6,

g(:c):{ 0 dans Q\ 9, 0 dans 2\ 6,

il est clair que ¥ € H)(Q) (cf. [22] par exemple).
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Lemme 3.1 (de prolongement). Si on suppose que

v
On lae

alors ¥ vérifie dans H™1(Q) Uinégalité suivante

—AT<§.

DEMONSTRATION. C’est une simple application de la formule de Green:
il est clair que At € H™'(Q); et pour toute fonction ¢ dans D(Q),
p=>0,0ona

( —Av <P>H IxHl = AY) ‘P)’D’xD -—( A%U)‘D'xv

/ A(pvdx—/ch Vvdx—/ £ odo
a0 O

/Vgp Vovdr = — /Av(pda:+/ —-—<pda
a6 On

car
i(z) = V() dans 6,
o) = 0 dans Q\ 9,
(Avvhfunw—/g¢dx+/. == ¢ do
=/g<pda:+/ a—goda
Q a6 On
S/évﬁ
Q

Et on conclut par densité de D(Q2) dans H} ().

Soit 7o et R tels que 0 < r9 < R, et g : B(0, R) — R définie par

() = a<0 sur B(0,r),
glz)= B>0 sur B(0,R)\ B(0,79),

ou « et § sont deux constantes.
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On consideére la solution v de

_Av=g dans B(O,R),
(3.48) v=yg  dans B(0,R)
vlsp =0.

Lemme 3.2 (de fonction radiale positive). Si a, 8,79 et R vérifie la
relation

( E N+1 (N-1) .
. (7‘0) (N+1)(;I-§)N-l—2’ ne
1=3=91 /Ry 1
(;—) ———TZ— N 3‘l.N=1,
\ 0 1+2log(r—0)

alors (3.48) posséde une solution radiale positive.

DEMONSTRATION. La solution de (3.48) se calcule explicitement puis-
qu’elle vérifie

1 dy ydv
(3.49) { TN E(r E) =g(r) dans B(0, R),

v(R)=0, '(0)=0, N2>1,

v(r>=/rnai,v(/0"s”g(s)ds) o,

v'(r) = —r—%\,— —/(;r sNg(s)ds.

Par définition de g, on a v'(r) > 0, pour tout r € [0,70]; s.e. si on
impose la condition v(0) > 0, on aura v(r) > 0 sur [0,7o]. De plus

— 7 N+1
BN (%) __P o,
N+1 T N +1

pour tout 7 € [rg, R], joint a la condition aux limites v(R) = 0, entraine
que 'on a v(r) > 0, pour tout r € [ro, R].

(3.50) v'"(r) =

Ainsi la seule condition a imposer pour que (3.48) ait une solution
v(r) positive est v(0) > 0, qui, pour N # 1, se traduit par

BR? a—f 2_(ﬂ—a)rév+l( 1 1 )>0

O =5 smsn ™ N1 PN-1 " RN-1
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qui est une condition équivalente &

e By -y
lﬂs(ro) (N+1)(R)N—1_2

To

Dans le cas N = 1, le condition ci-dessus devient

2 _ 2
4 2 To
ou encore R\2 1
s
A "7 142 log —
To

DEMONSTRATION DU THEOREME 3.3. Soit v la solution radiale du
probléme

—Av=g dans B(0, R),
v|apeo,r) =0,

ou ’on a supposé que le centre r est a l'origine, quitte a effectuer une
translation, et ot

) = a(0, 7o) sur B(0,ro),
T 8O0, R)  sur B(O,R)\ B(0,1o).

Par le Lemme 3.2 la fonction v(r) est positive. De plus g est posi-
tive au voisinage du bord de B(0, R), donc par le principe du maximum

de Hopf on a
ov

an
On prolonge v par 0 a tout Q: soit ¢ ce prolongement. D’apres le
Lemme 3.1 ¢ vérifie

(3.51) { —AvsY,

8B(0,R)

Blag =0,

ou § est le prolongement de g par 0 a tout §2. Puisque f — § > 0, dans
€, le principe du maximum faible (cf. [26]) entraine que I'on a

u(z) > 9(z) >0 dans § ,
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i.e. u(z) > 0 dans B(0, R).

Il reste 2 montrer que u(z) > 0 dans Q. On considere alors
Péquation (3.45) restreinte a Q2 \ B(0, R—¢) ol ¢ > 0 assez petit vérifie
R—cec> To

—Au=f2>0 dans Q \ B(0,R—¢),
ulan =0, u|sB(0,R—e) = v|aB(0,R—e) > 0;

donc le principe du maximum classique (¢f. [26]) entraine que

u(z) >0  dans Q\ B(0,R—¢).

REMARQUE 3.7. Ce théoréme posséde un certain “caractere local”: en
effet ce principe du maximum a encore lieu si

E=|JE:, i€lICN,
i
et 'il existe ry > 0 et R; > r} satisfaisant (3.46) et (3.47) pour tout
1€ I
ii) Localisation des points critiques.

Etant donnés deux ouverts (0 et D convexes tels que 0 € D et
D C Q, on considére une fonction F(z) de 2 dans R* satisfaisant les
hypotheses suivantes:

v, presque pour tout € D, une const. >0,
f(z), pour tout z € Q\ D, f(z)>0, pour tout z,

F(z) = {

ou f est une fonction définie sur §2 qui vérifie les hypothéses suivantes
(pour simplifier la présentation on choisit f réguliére)

(3.51) flan <.

Pour tout z € Q, tout y € D, on pose

g(x,y)=—(2 fz+y)xqple+y)+e %(m—f—y} Xo\p @ +y))
(3.52) +27xp(z+y),
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CY(y,T‘) = mf{g(z,y) T E B(—y,f‘)} ’
E(y) = {z: g(z,y) <0},
ﬂ(y,'r,R) = mf{g(m,y) T TE B(_U’R) \ B(—y,T)} 3

oitr > 0et R > 0 sont tels que D C B(0,r) C B(0,R). Enfin on
suppose que la solution u de

—Au=F sur
(3.53)

ulr =0,
possede la propriété suivante:

il existe yp € D point de maximum local pour u tel que
0
(3.54) 2f(x+yo)+z~a—£(x+yo)30,
pour tout z tel que z + yo € Q\D.

11 est clair que
E(yo) =D —yo et a(yo,r) = —27.
Nous avons le résultat suivant:

Théoréme 3.4. On suppose que les hypothéses (3.51), (3.54) ont lieu
et qu’il eziste ro et R tels que a(yo,70), B(Yo,70, R) et E(yo) vérifient
les inégalités (3.47) et (3.46) respectivement. Alors yo est le seul point
critique de u dans Q0. De plus les ensembles de niveau de u sont stricte-
ment étoilés par rapport d yo.

DEMONSTRATION. On se rameéne au Théoréme 3.2. Pour tout 7 > 0
suffisamment petit, il existe t, > 0 tel que 'ouvert {zx € Q: u(z) > ¢, }
posséde une composante connexe {1, convexe, contenant yo et incluse
dans B(yo,7), la boule de centre yo et de rayon r. Ceci est toujours
possible car yy est un point de maximum local de u.

L’ouvert 2\ Q, est donc un 2-connexe fortement étoilé par rapport
aypetona

{—Au:F(z) dans Q\ Q, ,

u]ag =0, ’u]agr =t.>0.
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La fonction v(z) = z - Vu(z+yo) pour tout z € Q — yo = Q vérifie
(= Bv(z) =27xp(z+y0) + 2 f(z+y0) X 5(2+20)

0
$T 42 I (o) xg (e +0),

U"laﬁ =0, v|a§r=tr>0, mE(Q\ﬁr)—yo,

ott 0, = Q, — yo, T est un élément de H “‘(fl) obtenu par application
de la Proposition 3.1 et défini par

(b = [ (Fwo+ ) =)@ »)pdo <0,

pour tout ¢ >0, p € H(}(Q) Par conséquent v satisfait I'inégalité

—~Av(z) <29 x (= +y0) + 2 f(z +v0) X, (2 + ¥0)

o\D

0
+z- 6—£($ + yo)XQ\ﬁ(m +y0) = —9(2,%0),

dans H “l(ﬁ), et les conditions aux limites
vlaﬁ<0, "|aﬂ,<0’

grace au principe du maximum de Hopf.
Si on considére w solution dans (2 \ ;) — yo de

(—Aw=2yxp(z+y0) +2 f(z+y0) X, +(z+ %)

Q\D

0
-{—m—a—i(a‘-i-yo)x ($+yo)=—g($yy0),

oD

| wlag =vlag <0, wlza, =vls, <0,

on peut montrer, par une adaptation de la preuve du Théoréme 3.3,
que l'on a w(z) < 0 dans (Q \ @) — yo; ce qui entraine que v(z) <0
dans (2 \ Q,) — yo, pour tout r > 0, par application du principe du
maximum classique [26]; 1.e. |Vu(z)| > 0 pour tout z € Q, z # yo.
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ii1) localisation des points de mazimum global.

On suppose {2 convexe borné régulier et on considére ’ensemble £
des fonctions positives, défini par

S:{f:R+-—>R+: OSan(t)Sb},
ou a et b sont deux constantes. Pour tout f dans £ considérons la

solution u = uy de I'équation

(3.55) { —Au=f dans Q,

ulp=0.

Nous avons le résultat suivant
Proposition 3.4. Il eziste dans Q un voisinage V de 02 ne dépendant
que de §2, a et b tel que pour tout f appartenant d £, la solution u = uy

de (3.55) ne posséde pas de points de mazimum global dans V. De plus
le voisinage V est une “couronne conveze”, donnée explicitement par:

V={z€Q: uz) <sup{ua(z): z € Q}}.

DEMONSTRATION. Par le principe du maximum on a
(3.54.1) uqa(z) < u(z) = up(z) < up(z), pour tout z € Q.
Comme les ensembles de niveaux {z € @ : wuy(z) > t} de up sont
convexes (cf. [14]) il s’ensuit que V = {z € @ : up(z) < ||ug||r~} est
une “couronne convexe” ne dépendant que de a et b. On se propose alors
de montrer que pour tout f dans &€, uy n’a pas de point de maximum
global dans V.

D’apres Stampacchia [25] il existe K = K(, 3) tel que l'on ait
(3.55.1) [Vus||peo(y < K, pour tout f € £.

Soit yo quelconque appartenant 4 V; on a

(3.56) ub(Yo) < lltalloo = ||uallze ;
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soit ro > 0 satisfaisant

(3.57)

lalloo = us(w0)
To

et tel que la boule B(yo, 7o) soit incluse dans V.

Nous pouvons affirmer que B(yo,ro) ne contient aucun point de

maximum global de uy. En effet supposons qu'il existe T € B(yo,70)
tel que

uf(T) = w(T) = ||lul|peo(a) -

Nous avons, grace a (3.55)

K> u(T) — u(yo) > u(T) — u(yo)

[T — yol To

qui donne, compte tenu de (3.54.1) et (3.57)

(3.5

8)

K> w(T) — u(yo) S llaalloo — ub(yo) S K
To To

7

ceci constitue une contradiction.

REMARQUE 3.8. Il serait intéressant de savoir si '’hypothése (3.5.4) est
nécessaire.
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