REVISTA MATEMATICA IBEROAMERICANA
VoL. 11, N.° 3, 1995

Variétés riemanniennes
isométriques a ’'infini
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1. Introduction.

Dans cet article, nous nous intéresserons a certaines propriétés
des variétés riemanniennes non compactes qui ne dépendent que de
leur géométrie a I'infini; pour cela, nous utiliserons un procédé de
discrétisation qui associe un graphe (pondéré) a une variété. Nous
reprenons ainsi les idées et les méthodes de (3], [17], [20], [21], [22], [31],
[34] (voir aussi [1]), en leur incorporant des développements plus récents
[11], [28], [29], qui font bien apparaitre le role joué dans ces questions
par les inégalités de Poincaré.

Soit (M,d, ;) un espace métrique mesuré; notons V(x,r) le vo-
lume de la boule dans M de centre z et de rayon r, autrement dit
jp({y € M: d(y,z) <r}). Nous supposerons toujours V(z,r) < oo
pour r < +00.

Nous dirons que (M, d, p) vérifie une condition de doublement du
volume a rayon fixé si pour tout r > 0, il existe C, tel que

(DV )ioc V(z,2r) < C. V(z,r), pour tout = € M,

Notons que (DV)j,. est une condition locale en r mais uniforme en
z € M.

Soient (Mi,d;, pi), ¢ = 1,2, deux espaces métriques mesurés non
compacts vérifiant (DV)joc. Posons

Vily,r) = pi ({z € M;: di(y,z) <r}) .
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Nous dirons qu'ils sont isométriques a l'infini s’il existe une application

® de M, dans M, telle que

i) il existe € > 0 tel que [®(M;)], = M, ou [A], désigne le
voisinage d’ordre ¢ de A.

ii) ilexitea > 1,5 > Otels que a™ di(z,y)—b < dao(®(2), ®(y)) <
ad(z,y) + b, pour tout z,y € M, .

ii1) il existe C' > 0 tel que C7' Vi(z, 1) < Vo(®(z),1) < C Vi(z,1),
pour tout z € M .

L’existence d’une application vérifiant i) et ii) définit une relation
d’'équivalence entre espaces métriques; cette notion a été considérée par
Kanai [20]. L’existence d’une application vérifiant 1), ii) et iii) définit
une rclation d’équivalence entre espaces métriques mesurés vérifiant
I'hypothése (DV)joc; cette relation apparait dans [20].

Dans ce qui suit, nous considérerons essentiellement deux types
d’espaces métriques mesurés: des variétés riemanniennes, munies de la
distance et de la mesure riemannienne, et des graphes dénombrables, lo-
calement finis, connexes, munis de leur distance naturelle, et pondérés,
c’est-a-dire munis de la mesure associée a une fonction positive fixée.
Sur les graphes, nous ferons I'hypothése que les sommets ont un nom-
bre de voisins borné. Sur les variétés, nous ferons des hypotheses trés
faibles de géomeétrie locale.

Soit M une variété riemannienne connexe et compléte, munie de
sa mesure riemannienne que nous noterons tantot p tantot dr. Pour
x € M et r > 0, B(z,r) désignera la boule riemannienne de centre z et
de rayon r, et V(z,r) son volume. Pour % une fonction sur M, ¥,(z)
désignera sa moyenne sur B(z,r), c’est-a-dire

) = y)dy.
4@ = gy [ )

Nous dirons que M vérifie I'inégalité de Poincaré sur les boules & rayon
fixé, en abrégé vérifie (P)oc, si pour tout ¢ > 1 et pour tout r > 0 il
existe C, ; tels que, pour toute fonction 3 € C§°(M) et tout z € M,

(Pioc / [b(y) — e(z)|” dy) "_ C”( /' IV@’)(y)l”dy)l/”

B(z,r) B(z,2r)

Dans le second membre de (P),. on peut toujours, sous I’hypothese
(DV )ioc, remplacer B(z,2r) par B(z,(1 + a)r), pourvu que a > 0: les
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familles d’inégalités obtenues pour différents o > 0 sont deux & deux
équivalentes, sous I’hypothése (DV)joc. Si besoin est, on notera (P, )ioc
la version a o fixé de l'inégalité ci-dessus.

Notons que les variétés a courbure de Ricci minorée vérifient des
propriétés plus fortes que (Ploc et (DV)ioc (voir (P) et (DV)g au
Paragraphe 8 ci-dessous); les conditions que nous venons de considérer
n’imposent, elles, aucune contrainte vraiment locale sur M. Nous
n’'imposerons pas non plus sup, ¢y V(z,r) < +oo, pour r fixé, con-
trairement a ce qui a licu dans les variétés a courbure de Ricci minorée.

Nous commencerons par montrer que certaines inégalités de type
Poincaré ou Sobolev se transmettent entre graphes pondérés isométri-
ques a l'infini. Puis nous discrétiserons les variétés vérifiant (P)jo. et
(DV)ioc, c’est-a-dire qu’a une telle variété nous associerons un graphe
pondéré qui lui soit isométrique a 'infini, et nous vérifierons.que cette
opération préserve a nouveau certaines inégalités analytiques. Nous ob-
tiendrons ainsi la stabilité par isométrie a 'infini de plusieurs propriétés
des variétés vérifiant (P)joc et (DV)joc. Ceci généralise les résultats
de [20], [21], [22] car nous ne faisons pas d’hypothése sur le rayon
d’injectivité de M (en particulier, pour r > 0 fixé, V(z,r) n’est pas sup-
posé uniformément minoré, sauf lorsque nous considérons des inégalités
de Sobolev qui 'imposent), ainsi que ceux de [28], [29], car la notion
d’isométrie a I'infini est plus générale que celle de quasi-isométrie.

En couplant les considérations précédentes et les méthodes de
[29], nous montrerons que les variétés a courbure de Ricci minorée qui
sont isométriques & I'infini soit a une variété a courbure de Ricci positive
ou nulle, soit & un groupe de Lie a croissance polynémiale du volume,
ne possédent pas de fonctions harmoniques positives non triviales. Ceci
généralise dans deux directions le résultat de [20] qui traite le cas des
variétés isométriques a 'infini 4 R™ et de dimension inférieure ou égale
an.

Les résultats de cet article valent dans un cadre plus général que
celui des variétés riemanniennes: il suffit de considérer comme dans
[29] des variétés munies d’un opérateur du second ordre localement
sous-elliptique et de la distance qu’il induit; on peut ainsi traiter, par
exemple, des opérateurs sous-elliptiques sur les groupes de Lie a crois-
sance polynémiale du volume (voir Paragraphe 9).
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2. Croissance du volume.

Ce paragraphe généralise [20, Paragraphe 3]. Commencons par un
lemme technique dont la preuve est évidente et qui nous sera utile dans
toute la suite.

Lemme 2.1. 5i Uespace métrique mesuré (M,d, p) vérifie (DV )4,
alors, pour tous ri,r tels que 0 <7y < ry, il existe C,, ,, tel que pour
tout z € M,

V(.’L‘,T‘z) S C,-l,rz V(.’L‘,T]) .

En particulier, pour tout r < R, pour tous z,y € M tels que d(z,y) <
R, on a
V(z,r) < Cr2rV(y,1).

Soient (M, dy, p1) et (Ma, da, j12) deux espaces métriques mesurés
vérifiant (DV)joc, et ® une isométrie & I'infini de M; dans M,. Soit
e > 0 tel que [®(M;)]. = Mz; & z € M,, associons un élément = de M,
tel que dz(z, ®(z)) < ¢, et notons-le 77(z2); ®~! définit une isométrie
a 'infini de M, dans M,.

Proposition 2.2. Soient (M;,dy,pu1) et (Ma,da, p2) deuz espaces
métriques mesurés vérifiant (DV)joc, et ® une isoméirie a Uinfini de

M, dans M,. Alors, il eziste C > 0 tel que

C~'Vi(z,C™'r) < Vy(®(x),7) < C Vi(z,Cr),
pour tous * € My, r>1.
PREUVE. Soit R > 1 tel que aR — b = R' > 0 (nous reprenons,
pour les propriétés de ®, les notations de l'introduction). Soit r > R,
z € My, et (z;)%, une partie maximale R-séparée de B(z,r). On a

B(z,r) C UL, B(z;,R), et donc Vy(z,r) < Ele Vi(zi, R). De plus,

d’apres le Lemme 2.1,
.Vl(l‘,', R) < CI,R ‘fl (Ilf,‘, 1) S CI,R o .V2(¢(7"1)a 1)

(la constante C' provient de la propriété iii) de l'isométrie a l'infini).
Comme les boules B(z;, R/2) sont deux a deux disjointes, il en est de
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méme des boules B(®(z;), R'/2). Mais, a nouveau d’aprés le Lemme
2.1, Va(®(2:), 1) < Cy p Va(®(z:), R'/2), doi

k
Vi(z,7) <) C1.rC Cyp Va(®(2:), R [2).

=1

Enfin, comme &(z;) € B(®(z),ar +b), B(®(z;),R'/2) C B(®(z),ar +
b+ R'/2), d’ot

Vi(e,r) < C' Va(®(c),ar + b+ R'/2).
On en déduit facilement 'inégalité de gauche, en passant der > Rar >
1 par l'intermédiaire de la condition (DV)jo.. Le méme raisonnement
appliqué & M,, M, et ®~! montre que

Vo(®(z),r) < C V(@710 ®(2),Cr), T €M .

L’inégalité de droite s’en déduit en utilisant le fait que d; (@~ 0®(z), z)
est borné.

Nous dirons que (M, d, u) vérific la propriété de doublement du
volume a 'infini si pour tout ro > 0, il existe C,, tel que

(DV)oo  V(z,2r) < Cy, V(z,7), pour tous T € M, r>rg.
On déduit de ce qui précede

Proposition 2.3 Soient (M,,dy, pu1) et (My,dy, p2) deuz espaces mé-
triques mesurés vérifiant (DV ). et isométriques d¢ Uinfini. Alors, si

(My,dy, p1) vérifie (DV)oo, il en est de méme de (Mz,da, p2) .

3. Analyse sur les graphes pondérés.

Soit X un graphe localement uniformément fini: le nombre de
voisins de chacun de ses sommets est borné par N. Soit d la distance
naturellement associée au graphe X: d(z,y) est le plus petit nombre
de pas nécessaire pour relier z a y; nous noterons r ~ y si x et y sont
voisins dans X, c’est-a-dire si d(z,y) =1, z ~ y si z et y sont voisins
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ou égaux. Soit m une fonction strictement positive fixée sur X. Nous

supposerons
' m(z
Cm =sup (2)

;’;}; m(y)

< +00.

Nous dirons que (X, m) est un graphe pondéré. Si I'on pose
V(z,n)= Z m(y),
B(z,n)
on a

m(z) < V(z,n) <m(z)C" N™, pour tous z € X, n € N*.

Autrement dit, si on considére m comme une mesure discréte sur X,
P’espace métrique mesuré (X, d,m) vérifie (DV)oc. La constante qui
intervient dans (DV)joc est controlée par N et Cpy, .

Posons, pour E C X,

1z = (AP mi) .
E

Nous noterons || - ||,,x, ou || - ||, s'il n’y a pas d’ambiguité, la norme
£P par rapport a la mesure m sur X. Nous désignerons par

6@) = (S 1w - £)e) "
y~z

la longueur du gradient discret en z de la fonction f.
Dans la suite on notera simplement X le graphe pondéré (X, m)
et I’espace métrique mesuré correspondant.

A. Inégalités de Sobolev sur les graphes pondérés.

Soit

11611y
Il fllq

Nous dirons que X vérifie I'inégalité de Sobolev (S, 4) si Sp ¢(X) > 0;
dans ce cas, on a

(Sp.q) Spallfllg L 118 fllp pour tout f € co(X).

Spa = Spa(X) = inf { : f€co(X), f;éo}.
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Ceci ne peut avoir lieu que si ¢ > p. En appliquant (S, ) aux fonc-
tions de Dirac, on voit que le cas ¢ > p ne peut se présenter que si
inf,ex m(z) > 0. On notera que

Sy p(X) < NCp .

Les inclusions entre espaces ¢ montrent facilement que S,/ o(X) >
Spq(X), sip' <petq > g, mais on a aussi:

Proposition 3.1. Sur un graphe pondéré, linégalité (S, ) entraine

(Spr,g) avec 1/p' —1/q' = 1/p — 1/q pour p' > p, et (Sp o) avec
1/p' —=1/¢' =1—p/q pour 1 < p' < p. Dans le premier cas, on a

Sprg’ 2€5pq s

et dans le second,

! ¢p
SP',II' 2c Sp,q )

ot c, ¢' ne dépendent que de p,p',q, de la constante C,,, et de la borne
N sur le nombre de voisins dans X .

REMARQUE. Les implications précédentes ne peuvent étre améliorées
comme le montrent les cas de Z" (ou S, ¢(Z") > 0 si et seulement si
1/p—1/q 2 1/n) et des graphes construits dans [12] qui vérifient (53 4)

mais pas (S g/24¢)-

PREUVE. La proposition est classique dans le cas non pondéré. Nous
en donnons la preuve dans le cas général pour la commodité du lecteur.
La premiére assertion s’obtient en appliquant (S, ) a f /4, avec f > 0.
Plus précisément,

187l = (X (S 1) - /@) mi))
<42 (w00 - s

. (max{f(y),f(m)})z(q'/q_l))p/l’m(x))l/p
gq: (; ( Z |f(y) — f(z)IZ)P/Zg(z)p(q'/q—l) m(m))l/P,

y~z

IN
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ou g(z) = max{f(y): y =~ z}. L'inégalité de Holder donne alors

“5(fq'/‘l)”p < %’(Z: (E |f(y) - f(l‘)lz)”’“m(x))llp,

y~z

(X m@)

4

Maintenant

S o@)mz) <Y (Z )" ) m(z)
<Cn Y (X ) m@))

z y~z

S(N+1)Cm Y (1) m(y).
y
On obtient donc
/ I
187 /)llp < S (N + 1) R/ Y3 15577

Comme

Spa 15" = Sp g I£7/llg < 116CFT 1),
pour tout f € ¢o(X), f >0,0n a

!
Spalflle < 5 (N + 10090807 5
autrement dit, en utilisant le fait que é |f| < 8,
!
Spq < %(N + )/l el

Pour obtenir la seconde assertion, on applique (S, 4) & la fonction
caractéristique d’un sous-ensemble fini 2 de X:

Sp,q ”19“(1 < ”619“11 .
Mais [|1a ||, = m()!/9, et

a() = (3 Na(w) - 1a(@))

y~z
{:0, si z € () 0Q)U(Q°\aN°),
<VN, sizedQuone,
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ou, pour A C X, on note A 'ensemble des points de A qui ont un
voisin dans A°. Donc

61al, = (3 (S 15w) - £@)R) ' mi@) "

z y~z

< N'Y2m(aQ u oQc)!/P

Par ailleurs m(992°) = 3}, caq: m(z) < Cm 3 ca0e M(Yz), OU Yz est un
point de 812 voisin de z; chaque y, ne pouvant intervenir plus de N fois
dans la sommation, cela donne m(902¢) < C,,, N m(9R). Finalement,

m(Q)”/"S;,’,q < NP2(1 4 C, N)m(09),

soit, par la formule de coaire discrete ([8, preuve du Théoreéme 5|, ou

33D, .,
1Fllafo S50 < Cpug NP2 (1+ C V) 6 1

pour tout f € co(X), soit
Sta/p 2 Cp—,; N (1+Cn N)™ Sp.q
Ici, C, 4 est la constante amenée par la formule de coaire. On applique

alors la premiére assertion pour conclure.

Corollaire 3.2. Soit p, 1 < p < +4o0o0. Sur un graphe pondéré,
Dinégalité (Sp,) entraine (Sy ), pour tout p'; 1 < p’ < 400, et, si
r<p,

cSprpr S Spp < CS;'/,’;’ ’

ot ¢,C ne dépendent que de p, p', de la constante C,,, et de N.

Le cas p = 1, p' = 2, dans le cas non pondéré, figure dans [22,
Proposition 4.2].

B. Marches aléatoires.

Considérons sur X le noyau markovien
m!/?(y)
1/2 ’
pag) =4 2™ )

I~z

siy~z,

0, sinon,
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et P opérateur associé:

Pf(z) =) p(z,y) f(y).

Le noyau p est réversible par rapport 4 la mesure

n(z) = m'/(z) () m'/2(2))

zZ~T
c’est-a-dire que

m'2(z)m'2(y), siy~e,

m(z) p(z,y) = 7(y) p(y,z) = {

0, sinomn,

ou encore que P est auto-adjoint sur £2(r). Notons que 7(z) est de
l'ordre de m(z). Il en résulte que ’expression

((I=P)f, Hlem = Y 1f(y) - f@) p(z,y) 7(z)

est uniformément comparable a

S (S 1) - f@)F)m(z) = 161l -

z y~z

REMARQUE. D’autres choix de p conduisent bien slir au méme résultat:
il suffit de considérer une quantité g(z,y) égaleaOsiz £ y,etsiz ~ y,
a une expression symétrique et positive de m(z) et m(y), de 'ordre
de m(z) si 'on fait formellement z = y (par exemple m(z) + m(y),
sup{m(z), m(y)} ou comme ci-dessus m!/2(z) m'/%(y)). On pose alors

_ _4(=,y)
W(w)—;zq(x,z), p(m,y)—';‘(';)—-
Définissons les noyaux itérés pg, £k =0,1,2,..., en posant

pr(,y) =Y pea(e,2)p(z,4),  Po(z,y) = 6:(y),
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et

G(z,y) =) pi(z,y).

Rappelons que la chaine de Markov associée & p est transiente si et
seulement si G(z,z) < 400 pour un (et donc pour tous) z € X. Nous
dirons alors que X est transient et sinon que X est récurrent. Nous
utiliserons le critere suivant (voir [32], [1]):

Théoréme 3.3. Le graphe pondéré X est transient si et seulement s1
il existe zg € X et C = C(zg) tels que

flzo) £ C6fll2, pour tout f € co(X).
De plus, 31 X est transient, cette inégalité vaut pour tout zo € X .

Nous dirons que X vérifie I'inégalité de Nash de dimension v > 0
s

16512 || £1137

N, = N,(X) = inf{ TG
2

. f € co(X), f;é0}>0.

Dans ce cas, on a

(V) NI <UsFI2 IAE7Y,  pour tout f € co(X).

Notons que, comme pour I'inégalité (S, 4) avec p < ¢, (N,) implique
infx m > 0.

Les inégalités de Nash et de Sobolev sont liées a la décroissance
des noyaux itérés py comme I'indique le théoréme suivant (voir [33], [6],

[13).
Théoreme 3.4. Pour v > 0, linégalité (N,) équivaut d
il eziste C > 0 tel que pi(z,z) < Cm(z) k™%, pour tout z € X .

De plus, siv > 2 et ¢ = 2v/(v—2), ces propriétés sont aussi équivalentes

d(Sz,)-
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4. Graphes pondérés isométriques a ’infini.

La proposition suivante est 'adaptation de [22, Proposition 2.1] au
cas des graphes pondérés. Nous n’en répéterons pas la preuve.

Proposition 4.1. Soient (X,,m;) et (X2, my) deuz graphes pondérés
1sométriques d linfini. Alors, si (X;,m;) vérifie l'inégalité (S, ) ou
Uinégalité (N,), il en est de méme de (X,,m3).

Nous dirons qu'un graphe pondéré (X, m) vérifie 'inégalité de
Poincaré a ’échelle (P) s'il existe une constante C' > 1 et, pour tout
o > 1, une constante C, telles que, pour tout z € X, n € N* et toute
fonction f,

1/o . o

@) (15w~ ) m) < Con (3 @I mw)”,
y€DB(z,n) y€B(z,Cn)
o) = 2 [Wm).

y€B(z,n)

On distinguera la version L? dans cette famille d’inégalités en la notant
(P,). L’inégalité (P) est satisfaite, par exemple, pour tous les graphes
de Cayley des groupes finiment engendrés a croissance polynémiale du
volume (la preuve est identique a celle donnée dans [35] pour les groupes
de Lie). Elle est aussi satisfaite sur les espaces homogénes de ces groupes

(voir [25], [30]).

Proposition 4.2. Soient (X;,m;) et (X2, m2) deuz graphes pondérés
isométriques a Uinfini. Alors, si (X1, my) vérifie l'inégalité de Poincaré
a U'échelle, il en est de méme de (X3,m2).

PREUVE. Pour alléger les notations, nous n’écrirons la preuve que pour
o = 1. Soit ® : X; — X, une isométrie a l'infini, et £ € N* tel que
[®(X1)]x = X2. Si f est unc fonction a support fini sur X, considérons
sa moyenne f; sur les boules de rayon k. Comme X, vérifie (P), on a,
pour tout z € X;, et pour tout n € N*,

Yo (ko @)(y) = (fx 0 B)ul)|mu(y)

B(z,n
(4.1) yE€B(z,n)

<Cn ) §(fro®)(y)m(y).

y€B(z,C'n)
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Commencons par traiter le second membre de cette inégalité. On a

(42) D fro®y)my) <G Y Eul(z)ma(),

y€B(z,Cn) z€B(%(z),C}n)

puisque pour Cj assez grand, B(®(z),Cin) contient ®(B(zx,C'n)) et
que my(®(y)) = ma(y)-

Ecrivons,
AP = 3 1fe(2) = fu()P
- 1 1 2
=S lvom X fOm® -y D fe)ma()
y~z (2, )tEB(z,k) (¥, )sEB(y,k)
1
= 2; (V(z, 5) te;(;k) |£(t) — f(2)]> ma(t)
b X 1) = f(2)P ma(s))
(v, )aGB(y.k)
< T 1) - S mat)
(z’ )tEB(z,k)
b Y 1)~ )P mals).
(2, )aEB(z,k+])

Dans la derniére inégalité, C; désigne une borne sur le nombre de
voisins dans X»; pour le deuxiéme terme, on utilise le fait que B(y, k) C
B(z,k + 1) et que V(z,k) < C3V(y,k) (voir le Lemme 2.1). Comme
my(t) = V(z,k), pour tout z € X,, et pour tout t € B(z,k + 1), on

obtient
Bf(P<Ca > 1F) - F()I.

t€B(z,k+1)

De plus,

lf(t)—f(Z)PS(k+1)Z|f(t.')-f(ti+1)12S(k+1) > ),

yEB(z,k+1)

out=ty,...,t,...,t; = z est un chemin minimisant de ¢ 2 z. On en
déduit
6f(z)E < Cik+)CE Y ISP,
yE€EB(z,k+1)
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soit
s <o( Y 18P) <0 3 ).
yEB(z,k+1) yEB(z,k+1)
Finalement,
(4.3) Yo bf(2)ma(z) SCr D Ef(y)ma(y).

z€B(%(z),C}n) yEB(%(z),C3n)

En mettant bout & bout (4.1),(4.2) et (4.3), on obtient

S 1(fe 0 ®)(y) - (i 0 (@) ma(y)

B(z,
(4‘4) yEB(z,n)

<Csn Z 6f(y) ma(y).
yEB(%(z),Chn)
Supposons maintenant que nous ayons démontré

Y 1f(2) = (fr 0 B)a(z)| ma(2)

zEB(®(z),n)

(4.5) < Y (o ®)w) — (fr 0 B)a(a) ma(y)

y€B(z,C;yn)

+Co > Ef(2)ma(2).

z€B(®(z),C3n)

Alors, (4.4) et (4.5) donnent ensemble

Y. @-(fro®)(@)ma(z) S Cign Y 8f(z)ma(2).

2€B(&(z),n) 2€B(#(z),C4n)

On en déduit que X, possede la propriété (P), car

Y ) - fa@)maz) < 2inf Y f(2) — el ma(s).

zEB(®(z),n) 2€B(¥(z),n)

Il nous reste donc a montrer (4.5). Ecrivons pour cela

Y 1f(2) = (fr o ®)a(x)|ma(z) S THII,

z€B(%(z),n)
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I= > |f(z) = feo @0 @7 (2)| my(2)

z€B(%(z),n)

et
M= Y |fo®0od7(2) = (fi o ®)n(z)|ma(z).

z€B(®(z),n)
On a, d’une part

I<Chn ), [fio®0®7'(2) = (fi 0 B)n(z)|ma(27(2))
2€EB(®(z).n)

<SCn Y, ko ®(y) = (fro®)alz)|mi(y).

yEB(z,Cin)

En effet, pour C§ assez grand, ®~'(B(®(z),n)) C B(z,Cin), puisque
®~! est une quasi-isométrie et que dy(z,® 0 @7 !(z)) < k.
D’autre part, si on pose ® 0 #~1(z) = 7, alors dy(2,2) < k et

= 3 1f(2) = (@) mal2)

z€B(®(z),n)

< Y (vem X E - fOIma®) mz).

z€B(®(z),n) (2,k) teB(z,k)

En découpant comme nous ’avons fait précédemment |f(z)— f(t)] suiv-
ant un chemin minimisant, on voit que

1<ce Y (8 wrwr) me.

z€B(®(z),n) y€B(z,2k)

On en déduit facilement

I<Cis Y,  §f(z)ma(z),

2€B(®(z),Cgn)

ce qui acheéve de démontrer (4.5) et la Proposition 4.2.

REMARQUE. Pour chaque ¢ > 1, on peut transférer d'un graphe
pondéré a un autre la version L” de l'inégalité de Poincaré a 1’échelle
que nous avons notée (P,). On peut aussi considérer des inégalités
analogues, mais ol la dépendance en n n’est pas linéaire; si 'on part
d’une dépendance en K(n), K croissante, on obtient une dépendance
en CK(Cn) dans 'inégalité transférée.
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5. Analyse a l’infini sur les variétés.

Ce paragraphe rappelle quelques résultats maintenant classiques et
généralise [11]. Soit M une variété riemannienne connexe et compléte
munic de sa mesure canonique. Notons V1 le gradient de la fonction

1 et .
e = ([ W@pdz)”

pour E C M. Nous écrirons || - ||,,m = || - ||, 8'il n’y a pas d’ambiguité.
Soit pi(z,y) > 0 le noyau de la chaleur associé & 'opérateur de
Laplace-Beltrami A sur M. Considérons la fonction de Green

oo
Gla) = [ mlau)it.
0
Nous dirons que M est transiente si G(z,y) < 400 en dehors de la
diagonale et que M est récurrente sinon. Rappelons 'une des car-

actérisations classiques (voir [1], par exemple) de la transience.

Théoréme 5.1. Une variété M est transiente s: et seulement si il
eziste un ouvert non vide U et une constante C = C(U) tels que

/U W(z)dz < C||[Viplls,  pour tout € C(M).

De plus, si M est transiente, l'inégalité ci-dessus est satisfaite pour tout
ouvert relativement compacte de M.

Soient 1 < p < g < +oco. Nous dirons que la variété M vérifie
I'inégalité de Sobolev (5, ;) si

YV
Spq = Spg(M) = inf {”——'J-”—" PP ECE(M), $#0) >0,
1%1lq
Dans ce cas, on a
(Sp.q) Spq llPllg < IV, pour tout ¢ € Cg°(M).

De méme, nous dirons que M vérifie I'inégalité de Nash de dimension
v notée (N,) si

V]l ]2

N, = N,(M) = inf { GG

. e CP(M), ¢¢o}>o.
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Rappelons que l'inégalité (N, ) est équivalente a
il existe C tel que py(z,z) < Ct™*/?  pour tout t > 0.

De plus, si v > 2, ces propriétés sont équivalentes a (S2,4) avec ¢ =
2v /(v — 2); voir [37] ou ces équivalences sont discutées en détail.

Le but de ce paragraphe est de localiser a 'infini ce type d’équiva-
lences sur les variétés vérifiant (DV)ioc et (P)ioc. Supposons donc que
M est une variété riemannienne connexe complete vérifiant (P)oc et
(DV )ioc. Notons p la distance riemannienne sur M. Fixons € > 0 ainsi
qu’une partie X e-séparée (pour tous z,y € X, p(z,y) > €) maximale
de M. Nous utiliserons sans cesse le fait que les boules B(z,¢), z € X,
recouvrent M et que les boules B(z,e/2), ¢ € X, sont deux a deux
disjointes. De plus, il découle facilement de I’hypothése (DV ), que,
pour chaque ¢ € N* fixé, tout point z € M appartient & un nombre
uniformément borné de boules B(z,), z € X.

Munissons X d’une structure de graphe en décidant que deux
points distincts =,y de X sont voisins si p(z,y) < 2¢; nous noterons
alors ¢ ~ y. Il est facile de voir que, M étant connexe, X l'est aussi:
on peut relier deux points arbitraires = et y de X par un chemin, c’est-
a-dire qu’il existe une suite z9 = z,...,2i,Zit1,...,Tn = y telle que
ZT; ~ Tiyy, pour tout ¢ = 0,...,n — 1. 1l est clair que X est uni-
formément localement fini. Nous noterons N une borne sur le nombre
de voisins de tout sommet de X.

Fixons {6;}:ex une partition de I'unité C* sur M telle que 6, >
1/N sur B(z,e/2), 8, = 0 sur B(z,3¢/2)°, et vérifiant ||V, || < C,
pour tout z € X. La construction d’une telle partition de l'unité est
détaillée dans [21, p. 235].

Finalement, considérons l'opérateur S de C§°(M) dans lui-méme
défini par

S¢ = Z d)e(m) 91:,

reX

ou, suivant la notation de 'introduction

1
_ {1y .
V(Iw E) v/};(z,e) ¢(y) W

Lemme 5.2. Supposons que M wvérifie (DV)ioe et (Poc. Alors S
opére sur L?, 1 < p < 4o00. Autrement dit,

15%ll, < Cill#ll,,  pour tout o € Co°(M).

Pe(z) =
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De plus,
(5.1) ¥ = S¥ll, < C2[[Vell, . pour tout ¢ € Cg°(M).

Enfin, S est régularisant, c’est-d-dire opére de L' dans L™, si et seule-
ment s

inf V(z,e) > 0.

zeX

PREUVE. Secule la preuve de (5.1) mérite d’étre donnée. Ecrivons

4

=Sl = [ o= 3 vl

z€X

=/’ Z(zﬁ(y)—we(m))az(y)l” dy

z€X

NI [ (S -se)

z€X B(z,e T~z

3509 O BN O RIACTL

2€X T~z

LAY (w ﬂ(z,e) [$(y) — be(=)P dy

+ Y el2) = b V(z,6))

r~z

Maintenant, d’aprés (P)ioc,

/ = ge(2) < Cpe / 3
B(z,¢) B(z,2¢)

Pour le second terme, nous utiliserons le résultat suivant qui découle
de I'inégalité de Jensen et de I'inégalité de Poincaré (P)oc, appliquée
deux fois.

Lemme 5.3. Soit M une variété vérifiant (DV ). et (P)ioc. FEtant
donnés € >0 etl < p < oo, il existe C = C(e,p) tel que, pour tous
z,y € M tels que p(z,y) < 2¢, on ait

[be(2) — $e(v)P V(z,6) < C /B IV (E)P de.
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Ceci termine la preuve de (5.1).

REMARQUE. Pour obtenir (5.1) nous n’avons utilisé les propriétés
(DV )ioc €t (Poc que pour un nombre fini de valeurs du paramétre
r. Plus précisément, ¢ > 0 étant fixé, nous avons utilisé (DV ), et
(Phoc pour r = €/2,¢,2¢,...,8¢. Dans toute la suite, nous dirons
qu’une constante C ne dépend que de (DV)joc et (P)oc a ’échelle € si
cette constante ne dépend que de (DV),c et (P)oc avec r € {g/1, ic:
i=1,...,16}. Par exemple, la constante C; dans (5.1) ne dépend que
de (DV)ioc et (P)ioc a I'échelle €.

Nous définissons maintenant la version a l'infini de S, (M) en
posant

S5, = Sgo(M) = in { S P ECT), ¥ # o}.
Nous dirons que M vérifie (5;%,) si 575 (M) > 0. Posons aussi
oo _ o) < inf { IV 191 o
Nu =Nu (A4)=lnf{W Y E CO (M), 1/)7,60}
dlb]

Nous dirons que M vérifie (Ng°) si NJ°(M) > 0.
Comme S opere sur LY, S, ; (respectivement (N,)) entraine Sp<,
(respectivement (NJ°)) et I'inégalité (5.1) implique

Proposition 5.4. Sur une variété M vérifiant (DV)ioc et (Poc,
Uinégalité (Sp p) équivaut d (S75,). De plus, il eziste ¢, C ne dépendant
que de (DV)ioc €t (Pioc @ Véchelle € tels que

cSpp(M) < Spp(M) < C Sy (M).

P

REMARQUES: 1) On peut introduire la version locale de S, ((M) en
posant

V¢l
¥ — S¥llq

On peut introduire de méme une inégalité de Nash locale. Il est clair
que Sp 4(M) > 0 si et seulement si Sp5(M) > 0 et S},“(M) > 0.

9 g

Siee(M) = inf {

7

L b €CR(M), $#0}.
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L’inégalité (5.1) signifie que 'on a toujours S",‘,’;(JVI) > 0. Notons aussi
que S, ,(M) < C ou C ne dépend que des constantes apparaissant dans
(Dv)loc et (P)loc-

2) Les inégalités (S, q), (S},‘?; et (Sp5,) ne peuvent avoir lieu que
si p < q. Ces inégalités ne peuvent avoir lieu avec p < ¢ que si
infzep V(z,r) est strictement positif pour tout r > 0. Il suffit pour
le voir d’appliquer I'une d’entre elles a la fonction (r — d(z, -))+. En
faisant tendre r vers 0, on montre que, sur une variété riemannienne de
dimension topologique n, (Sp ) ou sa version locale ne peuvent avoir
lieu que si 1/p—1/¢ < 1/n. Rappelons aussi que les variétés de dimen-
sion n a courbure de Ricci minorée vérifient S;?;(M ) > 0 pour un ou
tout couple (p,g) telsquep <net 0 < 1/p—1/gq < 1/n si et seulement
si infp V(z,1) > 0, voir [36]. Ces commentaires valent aussi pour les
différentes versions (globale, locale, a I'infini) de 'inégalité de Nash si
Pon remplace 1/p — 1/q par 1/v.

3) D’aprés la remarque précédente et le Lemme 5.2, la validité de
I'une des inégalités avec p < q implique que I'opérateur S est régulari-
sant. Il en va de méme pour (N,) et (NS°).

Terminons ce paragraphe par la localisation a 'infini annoncée.
p

Théoréme 5.5. Soit v > 0. Si M vérifie (DV )ioc €t (Pioc, les deuz

conditions suivantes sont équivalentes:
1) Il eziste ty > 0 et Cy tels que sup, py,(z,2) < Co et NJ°(M) > 0.

2) Il eziste rg > 0 tel que inf, V(z,rg) > 0, et sup, pi(z,z) =
O(t""/z) quand t — +o00.

De plus, siv > 2 et q = 2v /(v —2), ces conditions sont aussi équivalen-
tes a:

3) Il existe tg > 0 et Cy tels que sup, py,(z,2) < Co et S35 (M) > 0.

PREUVE. Notons P, = e~ !4 le semi-groupe de la chaleur sur M dont
le noyau est p;. Pour montrer que 1) implique 2), il suffit de montrer
que 1) implique

(5.2) [|Pudblls™™” < IVPo¥ll2 %13, pour tout % € Cg°(M)

puis d'utiliser 'argument de Nash (voir [26], [6], [37]). Mais, si on
applique (V;°) a P;,¢, on obtient

ISPy blls*"" < VP2 | Po®ll’”,  pour tout 3 € C2(M).
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Comme le Lemme 5.2 donne
(I = $)Peotpll2 < [V Pl
et que sup, py,(z, ) < Cp implique
(I = S)Prll2 < |||l

on obtient facilement (5.2). La preuve de 2) implique 1) s’obtient &
partir des arguments développés en détail dans [6] ou [37] en y ajoutant
des manipulations similaires a celles présentées ci-dessus. En ce qui
concerne 3), voir [11].

REMARQUE. Seule la version L2 (Py)i. de l'inégalité (Ploc a été
utilisée dans la preuve du Théoreme 5.5.

Corollaire 5.6. Soit v > 0. St M est ¢ courbure de Ricci minorée
(ou, plus généralement, st M vérifie les conditions (DV')y et (Py)g intro-
duites ci-dessous au Paragraphe 8), les deuz conditions suivantes sont
équivalentes:

1) M vérifie (NJ°).
2) Pour tout to > 0 il eziste Cy tel que sup, pi(z,z) < Cot™"/?
pour tout t > 1y .

De plus, siv > 2 et ¢ =2v /(v —2), ces conditions sont aussi équivelen-

tes a:

3) M vérifie (S37,) -

PREUVE. Sous les hypotheéses de ce corollaire, pour tout to > 0 il existe
co > 0, et Cy tels que

co V(z, \/1?)"] <pi(z,z) L Cy V(z, \/f_.)_1 , pourtout t, 0<t<ty.

(voir Paragraphe 8) ce qui permet de conclure facilement.

REMARQUE. D’un point de vue plus géométrique, on notera que pour
g > 1, I'inégalité S, , équivaut, via la formule de coaire, & I'inégalité
isopérimétrique |A|'/9 < C|0A|, o A décrit les sous-ensembles com-
pacts de M a bord régulier; ST7, équivaut a la méme inégalité, mais ou
A décrit les sous-ensembles compacts de M a bord régulier contenant
une boule de rayon ¢. Voir [8].
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6. Discrétisation d’une variété riemannienne.

Nous reprenons les notations du paragraphe précédent. Autrement
dit, M est une variété riemannienne connexe complete vérifiant (P)oc
et (DV)oc et X est une partic e-séparée maximale de M, pour un
€ > 0 fixé. Rappelons que nous avons muni X d'une structure de graphe
connexe tel que le nombre de voisins d’un point z € X est uniformément
majoré (par NV): deux points sont voisins dans X si p(z,y) < 2¢.

D’apres [20, p.397], il existe a > 1 et b > 0 tels que pour tous
T,y € X,

1
;p(x,y) <d(z,y) <ap(z,y)+b,

ou p est la distance riemannienne sur M et d est la distance naturelle-
ment associée au graphe X. Comme par construction le e-voisinage X
est égal & M, l'inclusion de X dans M réalise une isométrie a 'infini
de (X,d,m), ou m(z) = V(z,¢) (on identifie la fonction et la mesure),
dans (M, p, ). Remarquons que, d’aprés le Lemme 2.1, il existe une
constante que nous noterons C,,, contrdlée par la constante de (DV)joc
sur M, a I’échelle ¢, telle que

~—

3

sup (= <Cm
z,y m(y)

z~y
(X,d, m) est donc un graphe pondéré au sens du Paragraphe 3. Dans
la suite, on notera simplement M pour (M, p, 1) et X pour (X,d, m).
Le but de ce paragraphe est de montrer qu’un bon nombre de
propriétés se transmettent entre une variété et son discrétisé. On
généralisera ainsi des considérations issues de [1], [3], [11], [20], [21],
(2], [31), [34] )
Soit 3 une fonction sur M; nous lui associons une fonction 1 sur
X par

1

)=o) =y [

Y(&) dE, zeX.

L’inégalité de Jensen et les propriétés des boules B(z,¢), z € X, four-
nissent

Lemme 6.1. Il eziste C,C' tels que pour tout = € X, tout entier n,
tout 1 <p < 400 et toute fonction 1 € Cg°(M), on ait

1411p,B(z,n) < C |[¥llp,B(z,c7n) -



VARIETES RIEMANNIENNES ISOMETRIQUES A L’INFINI 709

En particulier,

19115, x < Cllllp.pm -

Inversement, soit f une fonction sur X; nous lui associons une
fonction f sur M par

fwy=) fle)b:(v), veM,

z€X

ou 6, est la partition de 'unité déja utilisée au Paragraphe 5.

Lemme 6.2. Il eziste C, C' tels que pour tout z € M, tout r > 0, tout
1 < p < 400 et toute fonction f € co(X), on ait

W lp.B(z,ry < Clfllp,B(z,1C'77)

ot Z est un point de X tel que p(z,%2) < e. En particulier,

1Fllp, 21 < Cllfllp.x -

De plus, 31 f >0, pour tout z € X et tout entier n, on a

I fllp,B(z,n) < C |l fllp,B(z,crn)

et donc

I£llp,x < ClIfllp,ar -

Rappelons que nous avons défini au Paragraphe 5 'opérateur S =
Yrex ¥(z)8:. Avec les notations ci-dessus, on a Sy = (). Les
lemmes 6.1 et 6.2 ont donc pour corollaire

Lemme 6.3. Il eziste C, C' tels que pour tout z € M, r > 0 et toute
fonction 3 € C§°(M),

159 llp,5:,r) < C Ibllp, B0z, 1017)

ot z € X est tel que p(z,2) <e. De plus, st ¢ > 0, pour tout z € X et
tout entier n, on a

”¢~”p,B(z,n) <C ”51/)“»,3(1,0'") .
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De méme, si f € co(X) et f >0,

[ fllp,Bz,n) < CNSfllp,B(z,C'n) -

Les constantes qui interviennent dans les trois lemmes ci-dessus et
que nous avons uniformément notées C, ne dépendent que de (DV),,
3 I’échelle €. Les constantes notées C’' ne dépendent elles que de €.

Les gradients discret et riemannien peuvent aussi étre comparés.

Lemme 6.4. Pour chaque p > 1, il eziste des constantes C, C' telles
que pour tout x € X, tout entier n et toute fonction ¢ € C§°(M), on
ait '

Il&z“p.B(z,n) <C ”V'p”p.B(I,C’n) .

En particulier,

168115, x < CUIVllppr -

De méme, pour tout z € M, z € X tel que p(z,2) < ¢, tout r > 0 et
toute fonction f € Co(X),

IV fllp,B(zr) < ClI6Sp, Bz, [t
et donc

19 llp.0r < C 1165 1lp,x -

PREUVE. Les deux premiéres assertions découlent du Lemme 5.3. Pour
les deux derniéres, notons que, comme Zye x V8, =0,0n a

Vi => (f(y)- f(z)) V8,,  pourtout z € X,
yeX

et donc, pour tout = € X et tout z € B(z,¢),

IVf(2)] < C1 sup{|f(y) - f(=)| : d(y,z) <2}
<C, Z 6f(z).

d(z,r)<2
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Il en résulte que

VA Pdf < v” Pd
[ vRores [ wiera

z€B(z,[C'r])

<o Y Y P m@),

z€B(z,[C'r]) d(z,z)<2

ce qui prouve l'inégalité annoncée. Les constantes C, C' du Lemme 6.4
ne dépendent que de ¢ et de (DV )ioc et de (P)ioc, & I'échelle ¢ (en fait,
pour les deux derniéres inégalités, (P)joc n’intervient pas).

De ces lemmes techniques, on peut tirer immédiatement quelques
résultats.

Proposition 6.5. Soit 1 <p < q < +oo. 51 X est un discrétisé de M,
Vinégalité (Sp7,) sur M équivaut d (S ¢) sur X. On a plus précisément

¢ Spq(X) < 550(M) < C 5, 4(X),
ot ¢,C ne dépendent que de (DV )ioc €t de (P)ioc sur M d Uéchelle ¢.
Le méme résultat vaut pour N°(M) et N,(X) avec v > 0.

Corollaire 6.6. Si X est un discrétisé de M, (S, ,) sur M équivaut
@ (Spp) sur X. Le rapport de S, ,(M) et de S, ,(X) est compris entre
des bornes ne dépendant que des constantes de (DV )joc et de (P)ioc Sur
M a Uéchelle €.

Avec le Corollaire 3.2, on en déduit

Corollaire 6.7. Sur M, les inégalités (S, ,) sont deuzx d deuz équiva-
lentes pour 1 < p < co. §ip' <p,

Cy Spr pr (M) < Sp (M) < Cy (Sp’,p'(M))I/p )
ot Cy et C2 ne dépendent que de p et p', et des constantes de (DV)joc
et (Pioc @ léchelle €.
CAS PARTICULIER: Prenons p = 2, p' = 1. D’aprés la formule de
co-aire, S1 1(M) = h(M), avec
|692]

h(M) = inf =
(M) = in Ql
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ou Q parcourt les sous-ensembles compacts & bord régulier de M (h(M)
est la constante de Cheeger). Comme (S; 2(M))? = Ay, ol

(=af,f)

A1 = 1 )
recgmy ||fI13

on obtient une forme plus faible mais plus générale de l'inégalité de

Cheeger-Buser:
Cah2 SAI Sc‘ihs

ou C3 et C4 ne dépend que des constantes de (DV)joc €t (P)ioc; voir

[5]-
Plus généralement, les propositions 3.1 et 6.5 donnent le

Corollaire 6.8. Sur M, Uinégalité (S;,) entraine (S ) avec 1/p' —

1/¢' > 1/p—1/q pourp' > p, et (S ,) avec 1/p' -—l/q > 1—p/q pour
1 <p' < p; dans le premier cas, on a

SZ (M) 2 ¢S (M),

et dans le second,

oq (M) 2 e(Sp5 (M),
ot ¢ ne dépend que de p, p', q, ¢', et de (DV)ioc et de (P)ioc @ léchelle

E.
On trouvera dans [12, Proposition 2], une esquisse de la deuxiéme
partie de cet énoncé.

REMARQUE. Les implications précédentes ne peuvent étre améliorées.
Dans le cas p’ > p, il suffit pour le voir de prendre M = R", o1 (5;7,) a
lieu si et seulement si 1/p—1/q > 1/n. On construit d’autre part dans
[1‘7] pour tout € > 0, et pour ¢ arbitrairement proche de 1, une variété
a géométrie bornée qui vérifie (S537) mais pas (575, 5..) -

Concernant la transience, le Lemme 6.4 et les théoremes 3.3 et 5.1
fournissent

Proposition 6.9. Soit M une variété vérifiant (DV )joc et (P)ioc. Soit
X un discrétisé de M. Alors, M est transiente s ef seulement s1 X est
transient.
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Nous passons maintenant aux inégalités de Poincaré. Nous dirons
qu’une variété riemannienne M vérifie I'inégalité de Poincaré (P) s'il
existe C' et si pour tout ry et tout o > 1, il existe C, ,, tels que pour
tout z € M, tout r > ry et tout 3 € C§°(M), on ait

(P ([ ) =@ ) < Carr ([ 1l )"

B(z,r) B(z,Cr)

Les variétés riemanniennes a courbure de Ricci positive ou nulle véri-
fient (P)oo (voir [5]). Il en est de méme des groupes de Lie a croissance
polynémiale du volume (voir [35]).

Proposition 6.10. Soit M une variété satisfaisant (P)oc €t (DV)joc-
Elle vérifie (P)oo 31 et seulement si son discrétisé X vérifie (P).

PREUVE. Nous n’écrirons la preuve que pour ¢ = 1. Les autres cas
se traitent de la méme facon Supposons que X vérifie (P). Soit ¢ €
CP(M),ze M,r>eceta€R;ona

/B(,,,) (y) - aldy < / S () - allpee(y)dy

B(z,7) z€XNB(z,r+¢)

< > [ INCOROIE

z€EXNB(z,r+¢)

+ Y mE)EE) -l

z€XNB(z,r+¢)
Le premier terme est dominé, d’apres (P)joc, par
o > [ v,
2€XNB(z,r+¢) Y B(z:C1¢)

donc, puisque r > ¢, par

C, / V(y)| dy.
B(z.Cyr)

Soit g € X tel que p(z,z9) < e, et n € N* tel que n = ret X N
Bu(z,r +¢€) C Bx(zo,n) C Bpy(x,C"r); si on choisit & = 3,(z0), le
second terme est dominé, d’apres (P), par

Cin Y |8%(y)l.

yE€EB(z0,Cin)
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Le Lemme 6.4 permet de majorer cette derniere quantité par
cor [ Vwldy.
B(z,Cr)

En observant que

/ () — r(z)| dy < 2 inf kb(y) — ol dy,
B(z,r) «€R Jp(z 1)
on obtient
/ () — b (2)|dy < Cs 7 / V()| dy,
B(z,r) B(z,Cyr)

pour 7 > €. Jointe & la condition (P)iec, cette propriété donne (P)q.
Supposons maintenant que M vérifie (P)q. Soit f une fonction a
support fini sur X, r € X, n € N*, et « € R. Ecrivons

> w-admw<e( Y [ vw-fels

yeB(z,n) YEB(z.m) p(y,e/2)
> [ @)
YEB(z,m) B(y,e/2)
D’une part, on a

I=Z/B

y€B(z,n) (y,e/2)

f)-alds < [ 1i(z) - aldz.

(Il
On choisit alors a = (f)n(), et on applique (P)eo. Il en découle
ISCln/ IV(z)|dz.
B(z,C{n)

Le Lemme 6.4 montre alors que

/ IR CTEED SO

y€B(z,Cin)

Attention, dans ce calcul on a utilisé la convention que les boules B(z, )
se rapportent 4 X quand elles apparaissent sous des sommes et a M
quand elles apparaissent sous des intégrales.
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D’autre part, comme 6,(z) = 0 dés que d(z,t) > 3¢/2,on a

- AZ dz = _ 0 z dz
L. u=feld= [ =Y s

= 9: z)|d=
L o l%(f(y) £(£) 8:(2)]
< Y15 @) - FOlm)

< Cyéf(y)m(y).

Il en résulte que

-/ —feldz<C S sfy)ymly).

y€B(z,n) Y B ‘/” y€B(z,n)

Ceci termine la démonstration puisque

S W) - fa(@)my) 2 ik Y If() - alm(y).

y€B(z,n) yEB(z n)

REMARQUE. L’énoncé précédent vaut en fait séparément pour chacune
des versions L des inégalités de Poincaré a l'infini sur M que nous
noterons (P,)e: pour chaque o > 1, sous I'hypothése que M vérifie
(DV)ioc €t (Ps)ioc, 'inégalité (P,)oo sur M équivaut a (P,) sur X.
L’énoncé s’étend aussi a d’autres types de dépendance en r > 1 et
n € N*.

7. Variétés et graphes isométriques a Pinfini.

En mettant bout a bout le passage d’une variété a un discrétisé et
le transfert entre graphes pondérés isométriques a I'infini, on peut ainsi
résumer l’ensemble des paragraphes précédents:

Théoréme 7.1. Soit My, M, deuz variétés vérifiant (DV )ioc et (P)ioc
et 1sométriques a l’infini.

1) Soit 1 <p < q < +oo etv > 0. Les conditions S35, (M;) > 0,
1 = 1,2 sont équivalentes. Il en va de méme des condztzons S',, p(M;) >
0,2=1,2, comme de N,(M;)>0,z:=1,2.
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2) My et M, sont simultanément récurrentes ou transientes.

3) Pour chaque o > 1, M, vérifie la condition (P,)s st et seule-
ment st My vérifie (Pp)oo -

4) Soient pi(z,y), ¢ = 1,2, les noyauz de la chaleur sur My, M,.
Supposons que pour chaque r > 0 et ¢t = 1,2 on ait infp, V(z,r) > 0,
et que pour ¢ = 1,2 il eziste t; > 0 et C; tels que supM‘,p;-'_(:c,:z) < C;.
Alors,

suppl(z,z) = O(t™"/?), quand t — 400,
M,

31 et seulement 31

supp?(z,z) = O(t'"/2), quand t — +o00.
M

Théoréeme 7.2. Soit M une variété vérifiant (DV)ioc et (P)ioc €t soit
(X, m) un graphe pondéré isométrique a U'infini & M (par ezemple son
discrétisé).

1) Soit 1 < p < ¢ < +oo et v > 0. Les conditions Sp5 (M) > 0
et Spq(X) > 0 sont équivalentes. Il en va de méme des conditions

Spp(M)>0etS, (X)>0 comme de N,(M)>0 et N,(X)>0.
2) M et X sont simultanément récurrents ou transients.

3) Pour chaque o > 1, M vérifie la condition (P,)o 31 €t seulement

31 X wérifie (P,).

4) Supposons que inf x m > 0 et qu’il eziste tg > 0 et Cy tels que
Sup s pﬁ’(:r,:r) < Cy. Alors, les noyauz itérés py, k= 1,2,..., sur X
satisfont
suppi (z,) = O(K™"*)

81 et seulement si le noyau de la chaleur pM sur M satisfait

suppf(z,z) = O(t™/?),  quand t  +oo.

Rappelons pour mémoire le cas typique d’application du Théoréme
7.2 ou M est une variété sur laquelle agit sans point fixe un groupe
d’isométries T', finiment engendré, et tel que le quotient M /T soit com-
pact. Le graphe de Cayley de T' est alors isométrique a I'infini & M. En
particulier, le Théoreme 7.2 contient et généralise les résultats suivants:
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1. Le revétement universel N d’une variété compacte N est tran-
sient si et seulement si le groupe fondamental 71 (V) est transient (voir

[31, [32]).

2. Le bas du spectre de N est strictement positif si et seulement si
m1(N) est non-moyennable (voir [3], [31]).

REMARQUE. Dans [4], Brooks étudie par discrétisation certaines pro-
priétés de ’ensemble des revétements compacts d’une variété compacte.
Par exemple, si N est une variété compacte dont le m; a la propriété
T de Kazhdan, alors la premiére valeur propre non nulle de tous les
revétements compacts de N est uniformément minorée. Pour le voir,
Brooks utilise le fait que la premiére valeur propre non nulle (pour le
laplacien discret) de tous les quotients finis d’un groupe finiment en-
gendré ayant la propriété de Kazhdan est uniformément minorée. Le
Théoréme 7.2, 1, ci-dessus permet de retrouver ces résultats de Brooks
par transport des inégalités de Poincaré. L’idée de base est, comme
dans [4], la discrétisation mais notre approche est un peu différente.

8. Inégalités de Harnack et propriété de Liouville.

Soit M une variété riemannienne. Nous dirons que M a la pro-
priété de Liouville (respectivement de Liouville forte) si elle n’admet
pas d’autres fonctions harmoniques bornées (respectivement positives)
que les constantes.

Nous dirons que M vérifie I'inégalité de Harnack elliptique s’il e-
xiste une constante C' > 0 telle que pour tout z € M, et tout r > 0,
toute solution u positive de Au = 0 dans B(z,r) satisfait

sup u<C inf u.
B(z,r/2) B(z,r/?2)

Nous dirons que M vérifie I'inégalité de Harnack parabolique s’il
existe une constante C' > 0 telle que pour tout =+ € M, et tout r > 0,
toute solution u positive de (8, +A)u = 0 dans Q(z,r) =]0,r?[x B(z,r)
satisfait

sup u<C inf u,
Q-(z,7) Q4(z,r)

\

ou

Q-(z,r) =)(r/4)*,(r/2)*[xB(z,r/2)
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et
Q+(z,7) =|(3r/4)%,r?[xB(z,r/2).

Nous dirons enfin que M vérifie I'inégalité de Harnack parabolique
locale si, pour tout rg > 0, il existe C(rq) > 0 tel que pour tout z € M,
et tout r, 0 < r < ry, toute solution u positive de (9; + A)u = 0 dans
Q(z,r) satisfait

sup u < C(rg) inf wu.
Q_(z,r) Q4(z,m)

Bien entendu, I'inégalité de Harnack parabolique entraine I'inéga-
lité de Harnack elliptique, qui entraine a son tour la propriété de Li-
ouville forte. Clairement, les inégalités de Harnack sont beaucoup plus
précises que les propriétés de Liouville. A. Grigor’yan remarque dans
[16, p. 340] que la Proposition 6 de [9] montre qu’une variété peut
vérifier la version elliptique de I'inégalité de Harnack sans vérifier sa
version parabolique. Dans le cadre des variétés a courbure de Ricci posi-
tive ou nulle, des versions précises de I’ inégalité de Harnack parabolique
sont fournies par P. Li et S-T. Yau dans [23].

T. Lyons a construit dans [24] (voir aussi [2]) deux variétés quasi-
isométriques, a courbure de Ricci minorée, dont 'une a la propriété de
Liouville forte et ’autre n’a pas la propriété de Liouville. Nous allons
voir que, au contraire, I'inégalité de Harnack parabolique est stable par
isométrie a 'infini.

Nous utiliserons pour cela le résultat principal de [29], qui donne
une caractérisation de l'inégalité de Harnack parabolique en termes
géométriques. Pour formuler ce résultat, nous devons introduire des
formes de I'inégalité de Poincaré a 1'échelle et de la propriété de dou-
blement du volume plus fortes que celles que nous avons considérées
jusqu’a présent. Nous dirons que M vérifie (DV) s’il existe C tel que

(DV) V(z,2r) < CV(z,r), pour tousz € M, r > 0.

Pour chaque o > 1, nous dirons que M vérifie (P,) s'il existe C, tel
que pour tout € M, r > 0, et toute fonction ¢ € C§°(M) on ait

) ([ wor-s@ra)” <cor( [ 1vewra)

B(z,r) B(z,2r)

1/o

Nous aurons aussi besoin d’une version plus locale de ces conditions.
Nous dirons que M vérifie (DV'), si, pour tout ro > 0, il existe C(rg)
tel que

(DV)o V(z,2r)<C(ro)V(z,7), pourtoutze€ M,0<r<rg.
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Pour chaque o > 1, nous dirons que M vérifie (P,)o si, pour tout
ro > 0, il existe Cp(rg) tel que pour tout x € M, tout 0 < r < rg, et
toute fonction ¢ € C§°(M) on ait

o ([ 1w - @) < catrr( [ 1vewra)”

B(z,r) B(z,2r)

Nous dirons que M vérifie (P), si elle vérifie (P,), pour tout o > 1.
Avec ces notations, le résultat principal de [29] s’énonce:

Théoréme 8.1. Une variété riemannienne vérifie linégalité de Har-
nack parabolique si et seulement si elle vérifie l'inégalité de Poincaré
a Uéchelle (P;) et la propriété de doublement du volume (DV'). Elle
vérifie Uinégalité de Harnack parabolique locale s3 et seulement si (P)o
et (DV)o sont satisfastes.

L’inégalité de Harnack parabolique est un outil puissant qui a de
nombreuses applications. Quelques-unes sont rappelées dans [29]. Elle
permet, par exemple, d’obtenir des bornes gaussiennes, inférieure et
supérieure, pour le noyau de la chaleur. En particulier, I'inégalité de
Harnack locale permet de montrer que pour tout #4 il existe ¢y, Cy tels
que

co V(z, V)™ <pi(z,2) < Co V(z, V), zeM, 0<t<t.
A Taide du Théoréme 7.1, on obtient donc

Proposition 8.2. Sotent M, et M, deuz variétés riemanniennes iso-
métriques d linfini vérifiant (P2)o et (DV)o. Alors, pour tout v > 0,
on a

S{EPP}(LI') =0(t™"/?), quand t — oo,
1

st et seulement si

SﬁPP?(IJ) = O(t_"/z), quand t — oco.
2

De méme, s: M vérifie (P2)o et (DV)y et est isométrique da Uinfini au
graphe pondéré X, alors

sx{ppfw(:c,x) = O(t"’/z), quand t — oo,
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sz et seulement s1

suppy (z,2) = O(k~"/%), quand k — oo .
%

Comme la propriété de doublement du volume (Proposition 2.3) et
la propriété (Py)eo (théorémes 7.1 et 7.2 ou, plus précisément, propo-
sitions 4.2 et 6.10 et les remarques qui les suivent) sont conservées par
isométrie a I'infini, le Théoréme 8.1 fournit:

Théoréme 8.3. 1) Soient M; et M, deuz variétés riemanniennes
isométriques 4 linfini vérifiant (DV)o et (Py)o. Alors, si My vérifie
l'inégalité de Harnack parabolique, il en est de méme de M,.

2) St M est une variété vérifiant (DV)y et (P)o et isométrique
d linfint @& un graphe pondéré (X, m), alors M vérifie 'inégalité de
Harnack parabolique si et seulement st X vérifie (DV) et (P2).

Corollaire 8.4. Soit M une variété riemannienne é courbure de Ricci
. ’ . 7 . 1 (N N . \ N4 /
minorée. Supposons que M est isoméirique 4 linfini soit ¢ une variété
a courbure de Ricct positive ou nulle, soit ¢ un groupe de Lie d crois-
sance polynomaiale du volume, soit encore @ un groupe finiment engendré
d@ croissance polynimiale du volume. Alors M vérifie l'inégalité de Har-
nack parabolique; en particulier, M a la propriété de Liouville forte.

Cet énoncé généralise le Théoréme 5.1 de [21], qui traite le cas ou
M est isométrique a U'infini & R®, avec n > dim M, et les résultats de
(16], [27], [28], [29], qui donnent certains cas des énoncés ci-dessus si
I’on remplace isométrique a l'infini par quasi-isométrique.

REMARQUE: On peut vouloir essayer de décrire d’une fagon ou d’une
autre, a isométrie a I'infini prés, les classes de variétés et de graphes
vérifiant (DV) et (P). Nous nous contenterons des observations suiv-
antes:

1. En utilisant les résultats de [30], on montre facilement qu’une
variété M (ou un graphe) connexe qui vérifie (DV), (P) et V(z,r) >
cr!*t¢ r > 1 ne peut posséder qu'une seule composante connexe 3
I'infini (z.e. M \ B(zq,r) est connexe pour tout r assez grand).

2. Tous les graphes de dimension 1 (i.e. tels que C™! < V(z,r)/r
< C) satisfont (DV') et (P). On en construit facilement une infinité
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deux & deux non isométriques a linfini. Il suffit par exemple de con-
sidérer la famille de graphes (X, )nen+, ot X, est constitué de n copies
de Z qui se croisent en un point. Cet exemple montre que la Remar-
que 1 ne s’applique pas en dimension un. Il existe aussi une infinité de
graphes de dimension un ne possédant qu'une composante connexe a
I'infini et deux 4 deux non isométriques a I'infini. Il suffit de considérer
deux copies de N et d’identifier par exemple les points a', i € N, ot a
est un entier donné. Les graphes associés a des entiers distincts ne sont
pas isométriques a 'infini.

9. Opérateurs isométriques a ’infini.

La technique de discrétisation que nous avons décrite jusqu’ici pour
les variétés riemanniennes peut en fait étre mise en ceuvre des que 'on
sait donner un sens a (DV)joc et (PL)oec.

Considérons une variété connexe M munie d’un opérateur du se-
cond ordre £, a coefficients réels et sans terme constant. Supposons qu’il
existe une mesure positive et C™ p sur M telle que £ soit auto-adjoint
sur L2(M, u). Supposons enfin que £ est localement sous-elliptique.
On peut alors définir la longueur du gradient associé a £ en posant

VY = |Vep|* = 5 (L% +29L ).

N =

Une métrique p cst canoniquement associée a £; on a en fait
p(z,y) =sup{p(z) —¥P(y) : ¥ € C°(M), |[Vf| <1}.

Nous disposons donc des notions nécessaires pour écrire les diverses
inégalités de Poincaré a I’échelle et les diverses conditions de double-
ment du volume. Nous les noterons comme précédemment.

EXEMPLE. Sur R?, considérons l'opérateur de Grushin £ = —(82 +
229?). C’est un des opérateurs sous-elliptiques les plus simples (voir
par exemple [19]). On peut montrer que £ satisfait (DV') et (P). Ceci
résulte de ce que £ peut étre obtenu par passage au quotient & partir
du sous-laplacien sur le groupe de Heisenberg. De plus, pour z = (z,y),
V(z,7) = |z| 1?2473, ce qui montre que (DV) n’implique pas, en général,
que V(z,1) soit majoré ou minoré. Pour tout ceci, voir [25].
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Soient maintenant deux opérateurs £, £, sur M comme ci-dessus,
K1, 2 les mesures et p;, p2 les distances associées. Nous dirons que
Ly et Lo sont isométriques a l'infini si (M, py,p1) et (M, pa, p2) sont
isométriques a !'infini au sens du Paragraphe 1.

Proposition 9.1. Supposons que Ly, L, vérifient (DV )joc €t (Poc €t
qu’ils sont isoméiriques d Uinfini.

1) Les opérateurs Ly et L, vérifient simultanément chacune des
propriétés (Sp,), (N;°) ou (S, ) pour un ou pour tout 1 < p < +oo0.

2) Soient p} et p? les noyauz de la chaleur respectivement associés
d Ly et Ly, et soit v > 0. Supposons que infp Vi(z,7) > 0, pour tout
r >0 etz =12 Supposons de plus qu’il ezxiste t; > 0 et C; tels que
sup s pfl.(x,z) < Ci pour i =1,2. Alors

S}‘llppi(w,y) =0(t™?),  quendt — +o0,

31 et seulement si

suppi(s,y) = O(t™),  quand t — +oo.

En particulier, cette équivalence vaut quand Ly, L, vérifient (DV)g et
(P)o (ou méme (Py)g).

EXEMPLE. Soit G un groupe de Lie muni d’une mesure de Haar inva-
riante a droite. Considérons les opérateurs £ sur G de la forme

k
Ly ==Y Xy,
=1

ou les X; sont des champs de vecteurs invariants & gauche qui engen-
drent algébriquement l'algebre de Lie de G. Les propriétés (DV'), et
(P)o sont alors vérifiées, voir [37], [35]. La premiére assertion de la
Proposition 9.1 montre que G est non-moyennable si et seulement si
pour un ou pour tout p, 1 < p < 400, et un ou tout £ comme ci-dessus,
la propriété (S, ,) est satisfaite. Ici on peut prendre comme définition
de la non-moyennabilité le fait que le spectre de Lo = — Y " Z2 sur
L%*(G) (mesure de Haar invariante & droite) ne contient pas zéro, ou
(Z:)T* est une famille fixée de champs de vecteurs invariants a gauche
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qui forme une base de ’algébre de Lie de G. On peut aussi partir de la
propriété de Folner et la discrétiser.

Théoréme 9.2. Supposons que Ly, La vérifient (DV)g et (P)g et qu’ils
sont isoméiriques d¢ linfini. Alors Ly et Lo vérifient simultanément
(DV), (Py) ou l'inégalité de Harnack parabolique.

Pour terminer, décrivons quelques situations ot ’on peut appli-
quer la Proposition 9.1 et le Théoréme 9.2. Sur R”, nous dirons qu’un
opérateur £ comme ci-dessus est uniformément sous-elliptique s’il existe
C, tel que

(9.1) Ve < CL|VY, pour tout ¢ € Cg°(R™),
et s’il existe 0 < @ <1 et C; tels que

(9.2) 1A%/ 2%ll2 < Co (1€ *ll2 + I ]l2),  pour tout ¥ € C°(R™),

on V¢ = (3 |6,-¢[2)1/2 et A = —3 " 9?7 est le laplacien usuel. La
premiere inégalité n’est qu’une facon de dire que les coefficients de £
sont bornés.

Il résulte des travaux de Fefferman, Phong, et Sanchez-Calle [14],
[15], que, si £ est uniformément sous-elliptique, il vérifie (DV),, et que
la distance pg = p satisfait

sup p(z,y) < C et sup |t—y|<C
|z—yl<1 p(z,y)<1

ou [z| est la norme euclidienne de z € R". On en déduit facilement
que A et £ sont isométriques a l'infini. De plus, Jerison et Sanchez-
Calle montrent dans [19] que L satisfait (P)o. On peut donc appli-
quer le Théoréme 9.2 qui montre que £ vérifie I'inégalité de Harnack
parabolique. On peut en déduire que £ a la propriété de Liouville forte
et obtenir des estimations précises du noyau de la chaleur associé a L.
On retrouve ainsi certains des résultats de [23].

Maintenant, on peut facilement généraliser ces considérations en
remplacant R" et sa structure euclidienne par une variété riemanni-
enne M. La définition d’'un opérateur sous-elliptique (par rapport a la
structure riemannienne fixée sur M) s’obtient en copiant celle donnée
ci-dessus dans le cas de R™: si V et A sont le gradient et le laplacien
riemanniens sur M, un opérateur £ comme ci-dessus est uniformément
sous-elliptique (par rapport a A) s’il vérifie (9.1) et (9.2) pour toute
fonction ¢ € C§°(M).
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Dans ce cadre, il nous faut supposer que la structure locale de M
est uniformément comparable 4 celle de R® en un sens suffisamment fort
pour pouvoir transplanter les résultats de Fefferman, Phong, Sanchez-
Calle et Jerison. C’est certainement le cas si on prend pour M un
groupe de Lie muni d’une métrique riemannienne invariante a gauche
(Popérateur £ n’est lui pas nécessairement invariant a gauche). On peut
dans ce cas appliquer la Proposition 9.1 et le Théoréme 9.2. En parti-
culier, les opérateurs uniformément sous-elliptiques sur les groupes de
Lie a croissance polyndmiale du volume vérifient 'inégalité de Harnack
parabolique et ont la propriété de Liouville forte (voir aussi [27]). On
peut étudier de méme les opérateurs uniformément elliptiques sur les
revétements de variétés compactes.
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