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Transformée en paquets
d’ondelettes des signaux
stationnaires: comportement
asymptotique des

densités spectrales

Loic Hervé

Résumé. On considere la transformée en paquets d’ondelettes
associée a un filtre polynomial QMF. Soit X = {X,,},ez un signal
aléatoire stationnaire a densité spectrale f continue. On démontre que
les 2" signaux, générés a partir de X apres n itérations de la trans-
formée, “convergent” vers des bruits blancs quand n— +oo. Si f est
holderienne, la vitesse de convergence est exponentielle.

Abstract. We consider quadrature mirror filters, and the asso-
ciated wavelet packet transform. Let X = {X,, },ez be a stationary
signal which has a continuous spectral density, f. We prove that the 2"
signals, obtained from X by n iterations of the transform, “converge”
to white noises when n — +oo. If f is holderian, the convergence rate
is exponential.
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1. Enoncé des résultats.

On désigne par (E, ||-||oo) 'espace des fonctions continues 1-périodi-
ques muni de la norme uniforme, et pour n €]0, 1], on note (E", || - ||,)
le sous-espace des fonctions uniformément n-holderiennes, avec

1 lln = lflloc + i (f)

o ) - [(@)]

ly — x|"

mn(f)zsup{ ,w%y}-
; N 70 2irk) A ; A1
Soit Ho(A) = > 1o hpe un polynome trigonométrique tel que
Ho(O) =1et
A2 A 12
WG] G+ )

5 =1, pour tout A € [0,1].

On suppose que les h% sont des nombres réels, et on définit h,l6 =
(—1)**R%, , pour k=—-N—1,...,—1, et

—1 R —
. . 1
Hl()\) _ 2 : h}1€e2z7rk>\ _ e—2z7r)\ HO()\ + 5) .

k=—N-1

Notons que Hy(0) = Ho(1) = H1(1/2) =1, H1(0) = H1(1) = Hy(1/2)
=0, et que H; vérifie également la relation (1). Un tel couple (Hy, Hy)
est appelé QMF (quadrature mirror filters) [3], [8]. La méthode d’analy-
se spectrale des signaux aléatoires, développée dans [2], consiste a itérer,
a partir d’un processus aléatoire initial X = (X,,)nez, les deux opérati-
ons de filtrage T et T définies par

(TjX)n=V2 ) W Xonk, j=0,1, nel,
kez

ol par convention h) =0si k ¢ [0,N], et hy =0sik ¢ [-N —1,—1].
Cet algorithme, qui en d’autres termes effectue la transformée en
paquets d’ondelettes de X [1], fournit une famille arborescente de sig-
naux stationnaires: apres n itérations, on dispose des 2™ processus
Ty, - T, X, ol les w; décrivent {0, 1}.
On note 2 = {0,1}N*, Ug = |H0|2, Uy = |H1|2, et Po, P1 les
opérateurs de transition définis sur £ par

(2) ij()\)=Uj(§)f(§)+uj(§+§)f(§+5),
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ou A €[0,1],  =0,1. On démontre dans [2] le résultat suivant

Théoréme 1.1.

i) Si X = (Xu)nez est un processus stationnaire du second or-
dre, les processus ToX et T1 X sont également stationnaires. St X a
une densité spectrale f, alors Pof et Pif sont les densités spectrales
respectivement de Ty X et T X, et plus généralement chaque processus
T,, T, X admet une densité spectrale égale a P, ---P,, f.

ii) Soit Qo le nombre de zéros de Hy. On suppose que, pour tout
p € {l,...,Qo}, pour tout k € {1,...,2P — 2}, il existe £ € {0,...,p},
tel que

k2t 1
3 H — 0.
3) o(2p_1+2) y
Si f € E, alors, pour presque tout w = (w1,ws,...,wp,...) € Q (au

sens de la probabilité produit équiprobable sur ), la suite de processus
(T, -+ Tw, X)n>1 “converge” vers un bruit blanc, c’est-a-dire (P,,, - - -
P,, f)n>1 converge vers une constante c(f,w) quand n— +oo.

Le point i) résulte d’un calcul élémentaire, et l’assertion ii) du
Théoréeme de Ionescu-Tulcea et Marinescu [6] et de la Loi des grands
nombres. Signalons que la condition (3) est exactement ’hypothese sur
les cycles périodiques invariants donnée dans [2]. Dans ce travail, sous
une hypotheése du méme type mais un peu plus forte que (3), nous nous
proposons, d’une part de généraliser la propriété de convergence du ii)
a tout w € ), et d’autre part de prouver que la vitesse de convergence
est exponentielle quand f est holderienne.

Théoreme 1.2. Soit (Q le nombre de zéros de HyH,. On suppose
que, pour tout p € {1,...,Q}, pour tout k € {1,...,2P — 2}, il existe
L e€0,...,p}, tel que

k2¢ k2¢
4 Hy| — | H | ——— 0.
X (571)m(35)
Soit X un processus stationnaire du second ordre admettant une den-
sité spectrale f continue, et soit w = (w1,...,wn,...) € Q quelconque.

Alors la mesure spectrale P, ---P,, f du processus T, ---T,, X con-
verge uniformément vers une constante c¢(f,w) quand n — 400, ¢’est-
a-dire,

(5) lim ||P,, - P, f—c(f,w)]e=0.

n — +oo



656 L. HERVE

Théoreme 1.3. On conserve les hypotheéses et notations du théoréeme
précédent. Si f € E", alors il existe deux constantes D > 0 et p € [0,1]

(indépendantes de f) telles que U'on ait, pour tout w = (w1,...,wn,...)
€q,
(6) [P, -+ Py f = c(f,w)ly < Dp™ || f] -

REMARQUES. a) La propriété (6) montre que la suite d’opérateurs
(Py, + Py, )n>1 converge en norme dans £ avec une vitesse exponen-
tielle. L’étude du comportement asymptotique des spectres discrets
dans ’arbre de filtrage, que nous n’abordons pas ici, a été traitée dans
[2]. Par ailleurs une étude plus précise des itérées de Ty a été faite dans
[5] dans le cadre des filtres polynomiaux non nécessairement QMF.

b) L’hypothese (3) est une condition nécessaire et suffisante pour
que Hy engendre une analyse multirésolution, et elle assure que la suite
{Pyf, n > 1} converge uniformément vers f(0) pour tout f € E, voir
[2]. Pour w € €2, on note p,, la mesure de probabilité sur le tore définie
par

[tan=ctrw),  sek.

Siw = (0,0,...), le résultat ci-dessus montre que p, = dp (masse de
Dirac en 0). Plus généralement, si w est de la forme w = (wq,...,w,,0,

0,...), 0 a iy = Yo ey, (5/2) gy, (5/27) 61/ (2 -

Cependant ce type de propriété ne s’étend pas a tous les éléments
de Q. Plus précisément, soient v la mesure produit équiprobable sur
2, D 'ensemble des points dyadiques de [0, 1], et soit enfin A le sous-
ensemble de €2 formé des w tels que p,, soit de la forme

Hw = Z a’a(w) 5@ 3
a€D

ot les aq(w) sont des réels positifs tels que Y paq(w) = 1. Alors
v(A) = 0. En effet, on établit aisément par récurrence que

1 B 1
/Of(/\)d/\=2 ) > /OPwn---Pwlf()\)d)\,

1,...,(/.1"6{0,1}

pour tout f € E et pour tout n > 1. D’ou, grace au théoreme de
convergence dominée sur (£2,v),

[ sman= [ cnoano).
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Donc, pour tout borélien B, on a m(B) = [, ftw(B) dv(w), ol m est la
mesure de Lebesgue sur [0,1]. Pour B = D, on obtient 0 = m(D) >
v(A). Donc v(A) = 0.

Signalons également que, siw = (1,1,...), alors y, est une mesure
continue: p,({x}) = 0 pour tout z € [0,1[. En effet supposons que
po({z}) > 0. On sait que p,, est invariante sous Paction de P; et A,
ou A est la transformation définie par A\ = 2XA  (modulol), voir [7].
On en déduit aisément que x est nécessairement un point fixe pour une

certaine puissance AP de A, et que uy(AFz) = 1 pour k = 1,...,p,
ce qui contredit 'hypothese (4). Donc p,({z}) = 0. De méme, si
w = (0,1,0,1,...), ou plus généralement si w est cyclique, on peut

montrer que u, est une mesure continue.
¢) Pour tout n > 1, lapplication A,, définie par

f — (Pwn o 'PW1f)w1,...,wnE{0,1}

est injective de E dans E2". Tl suffit de le vérifier pour n = 1. 6,, pour
A fixé, on a *[Pyf(2N), Pif(20)] = A) '[f(A), F(A+ 1/2)], ot A(N)
est une matrice carrée d’ordre 2 qui s’exprime aisément a l’aide de
ug(A) et ui(A), et dont le déterminant est D(A) = (ug(N))% — (u1(N))2.
L’injectivité de A; résulte du fait que D a un nombre fini de zéros.
Par conséquent si deux processus X et Y admettent des densités
spectrales fx et fy distinctes, alors A,, fx # A, fy pour tout n > 1, et
en ce sens, la transformeée en ondelettes des signaux stationnaires fournit
un procédé d’analyse spectrale. Cependant, la propriété d’injectivité de
A, peut se “dégrader” quand n — +o0. Plus précisément, considérons
'exemple du filtre de Haar, Ho()\) = (1 + €%7™)/2. Un calcul simple
montre que, pour f(A) =sin27\, ona Pof = f/2 et P1f = —f/2, de
sorte que ¢ (f,w) = 0 pour tout w € . En d’autres termes, application
f = c(f,-) associée au filtre de Haar n’est pas injective. Nous ne
sommes pas parvenus a étudier, pour Hy quelconque, l'injectivité de

f'_>c(f7')'

La suite de ce papier est consacrée a la démonstration des théore-
mes 1.2 et 1.3 qui repose, d’une part sur la positivité des opérateurs
Py, Py et la notion de points périodiques [2], [4] (étude dans E), et
d’autre part sur le Théoreme de lonescu-Tulcea et Marinescu et des
arguments de compacité (étude dans E™).
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2. Démonstration du Théoréme 1.2.

Dans ce paragraphe, nous nous proposons de démontrer le Théore-
me 1.2. Pour simplifier, on notera, pour tout n € N* et tout w =
(Wi, ee s Why...) €8,

HZf()‘):PwnPaqf(/\)v fEEv)‘E[Ovl]'

Rappelons que u1(A) = ug(A + 1/2). Les opérateurs Py et P; définis
par (2) sont bornés, positifs sur E, et vérifient Pyl = P;1 =1, o 1 est
la fonction identiquement égale a 1. De méme chaque opérateur II est
positif, borné sur FE, et vérifie

21 =1, | flloo < || flloos pour tout f € E.

On définit, pour k € N*, T = vect {e=2m(k+DA o2im(k+1)A1 - No-
tons que wug et w; appartiennent a Ty. Pour de simples raisons de
degré, il est clair que, si f est un polyndéme trigonométrique, alors les
fonctions II¥ f appartiennent a 7y pour nm assez grand. De méme, on
montre facilement que Fp, P1, et donc 11¥, operent sur Ty

Soient Sy et S1 les applications définies par

Aty

iA
S 5

Ae0,1],5=0,1.

Pour A € [0,1], w € Q, et n € N*, on note T\ I’ensemble des points
o 01 A tels que o; € {So, S1} et uy, (01A) -+ uy, (0 - - 01 A) > 0.
Compte-tenu des identités u;(A/2) +u;(A/2+1/2) =1, I'ensemble T}
n’est jamais vide. On notera [a] la partie entiere d’un réel a, et 6 le

shift défini sur €2 par
0w =0(w1,...,Wny.-.) = (W2, ,Wnyo-.).

La démonstration du Théoreme 1.2 utilise les deux lemmes techniques
suivants:

Lemme 2.1. Soit h une fonction de E a valeurs positives ou nulles,
et soient w € Q, A € [0,1], m, € N*, et enfin y = 71p--- T\ € TZT;“’.
Si I h(y) > 0, alors on a IT7,, h(X) > 0.
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Lemme 2.2. On note r = [logy(2N +1)]+142Q. Soit h une fonction
de Ty a valeurs positives ou nulles, mais non identiquement nulle. 11
existe 0 > 0 telle que

P, P, PP, - P, h(A)>0d, pourtousAe[0,1], n>1,
Wi, g € {071}

PREUVE DU LEMME 2.1. On montre aisément par récurrence que

1 h(\) = Z U, (01A) - U, (O - T1A) BT - - 01 ) .
0'1,...,0'me{50,51}

Comme y € TZ:“’, onaA=u,, (1A) - Uy,  (72---71A) > 0. Le
Lemme 2.1 se déduit alors de 'inégalité

1L, 1 oh(N)
> A Z Uy (Te41Y) -+ U, (O0qm - - 00319) (Ot gm - - - Te41Y)
Ot41y100+m€{S0,51}
= A 1L h(y) .

Avant de donner la preuve du Lemme 2.2, commencons par faire
quelques rappels sur la notion de points périodiques [2], [4], et le lien
avec la condition (4). Pour p € N*, on dit que A € [0,1] est un
point p-périodique s’il existe p éléments o1,...,0, de {So, S1} tels que
op---01A = A, et si p est le plus petit entier pour lequel on a une
telle relation (de maniere équivalente, si APA = X et A¥X # X pour
k=1,....,p—1, ou Az = 2z mod 1). La famille {01, ...,0,} vérifiant
la relation ci-dessus est unique, et 'on note

Cx={og o A: k=1,...,p}.

Il est clair que les points périodiques d’ordre inférieur ou égal a un
entier m, m € N*, sont de la forme k/(2P — 1), ou p € {1,...,m} et
k € {0,1,...,2P — 1}. La condition (4) est équivalente & la suivante:
pour tout A €]0, 1[, p-périodique, 2 < p < @, il existe y € Cy, tel que

(7) Ho(y)Hi(y) #0.
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Pour A € [0,1], onnote Ax={oy---01A: n>1, o1,...,0,€{S0,51}}
Nous aurons besoin des propriétés suivantes démontrées dans [4]:

Soit A € [0,1]. Si X est périodique, alors un (et uniquement un) des
points SoA et S1A est périodique. Si A n’est pas périodique, les points
de Ay sont distincts deux a deux et ne sont pas périodiques.

PREUVE DU LEMME 2.2. On note Z l'ensemble des zéros de uguy, et
|E| le cardinal d’un ensemble quelconque E. Rappelons que |Z| = Q.
Les opérateurs P; étant positifs et tels que P;1 = 1, il suffit de prouver
qu’il existe 0 > 0 tel que l'on ait, pour tous A € [0, 1], wy,...,w, € {0,1}

(8) PP, -+ Py h()) >§.

a) Soit 7 = [logy(2N + 1)] + 1. Si A est non périodique et tel que
AyNZ = @, alors 11¥ h(A) > 0, pour tous m > ri, w € Q. En effet,
sinon on aurait h(o,,---01A) = 0 pour chaque oy,,...,01 € {So, 51},
ce qui est impossible car h admet au plus 2N + 1 racines.

b) Soit 7 = 71 + Q. Si A est non périodique, alors II¥ h(\) >
0, pour tous m > 1, w € Q. Pour prouver b), considérons les ensem-
bles
A? :{O'k'-'O'l)\: 1<k < Q, o; € {S(),Sl}},

FS = {O'Q---O'l)\: 0; € {50,51}}.

On note p = |A§\2 N Z|. Soit w' € Q quelconque. On a 0 < p < Q, et
|F§2—T5:>\| <297142Q-24...42@Q=P = 2@ _29-P_ Pour prouver cette
inégalité, on peut par exemple représenter ’ensemble A? sous la forme
d’un arbre dyadique de racine A (admettant pour fils A\/2 et A\/2 4+ 1/2
... etc ...), et remarquer que le nombre |F)f’2 - Tg:)‘| est d’autant plus
grand que les éléments de Z sont proches de A dans l'arbre. Il en
résulte que |T6'>\| > 29-P > () — p. Les points de Ay étant distincts
deux a deux, on en déduit qu’il existe y € Té’:)\ tel que A, NZ = @.
Rappelons que y est nécessairement non périodique. Soient maintenant
m > 1 et w € 2 quelconques: il existe y,, € T, 5?;“’ non périodique tel
que A, NZ=@. Du a), il vient que I1¥ h(y,,) > 0 pour tout m > 71,
d’oti, d’apres le Lemme 2.1, TI , o h(A) > 0, ce qui prouve b).

¢) Soit 7 = 1o + Q. Si A est périodique, A # 0, alors II¥ h(A) >
0, pour tous m > r, w € . Démontrons tout d’abord que, pour tout
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w' € Q, il existe un élément y de Té’:)\ non périodique: dans le cas
contraire, en vertu des propriétés sur les points périodiques rappelées
ci-dessus, 1’ensemble T » serait en fait réduit a un seul élément qui en
outre appartiendrait & C,A, d’olt ug(t) u1(t) = 0 pour tout t € Cy, ce qui
contredit I'hypothese (7).

Soit m € N*. 1l existe donc y € T, g:;“’ non périodique, de sorte
qu’on a, pour tout m > rq, II¥ h(y) > 0 et donc d’apres le Lemme 2.1,
I oh(A) > 0. Le point ¢) est prouvé.

On a en particulier démontré que, pour tout wi,...,w,,wry1 €
{0,1} et tout X # 0, P, ., P, - - P, h(A) > 0. Remarquons que, si
Wyl = Wy = -+ =wy = 0 et w; = 1, alors I1¥, A (0) = ue(0) - - - u(0)

u1(1/2)h(1/2) = h(1/2), ce dernier terme pouvant étre nul. Pour A = 0,
il est donc nécessaire d’avoir w,41 = 1.

d) (casA =0). Ona PP, ---P, h(0) >0, pour tous wy, ...,w, €
{0,1}. En effet, comme u;(0) = 0, on obtient

PP, ---P, h(0)
1 1 1 1

= Y w5, (025) thu, (Trgr - 025 ) (0r gy -0

2 2 2 2
0'2,...,0'T+1E{So,51}
1

=P, "'Pw1h(§)
ce dernier terme étant positif d’apres ce qui précede.

Notons que 7 est bien indépendant de la fonction h. Nous pou-
vons maintenant prouver (8). Soient wy,...,w, € {0,1}. Il existe une
constante d(,, . »,) > 0 ne dépendant que de (wi,...,w,) telle que
Pler te 'Po.uh’ > 6((/.11;...70.11")' On en déduit (8) avec 0 = min{é(wlr"vwr) :
w; € {0, 1}}

DEMONSTRATION DU THEOREME 1.2. Soit w € Q.

1" cas: il existe k € N* tel que w, = 0 pour tout n > k. Alors
¥ = Py~ "%, On déduit de I'étude des itérées de Py faite dans [2]
que, pour tout f € E, la suite {II*f : n > 1} converge uniformément
vers la constante II% f(0).

2¢™me cqg: il existe une suite strictement croissante {@(n)}n>1
d’entiers positifs tels que wg,) = 1. Commengons par supposer que

e f € Tn : on peut choisir les ¢(n) tels que p(n+1) —p(n) > r+1,
ol 7 est 'entier défini dans le Lemme 2.2. Soit ¢)(n) = ¢(n) —r — 1.
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La famille {Hi(n) f: n > 1} est bornée dans 'espace Ty qui est de
dimension finie. On peut donc en extraire une sous-suite {H‘;’(n) f:n>

1} convergeant uniformément vers une fonction g de 7y .
Nous allons démontrer que g est identiquement égale a

= inf [g(N)].
c Aér[}),ll[tq( )]

A cet effet procédons par 1’absurde et supposons qu’il existe A € [0, 1]

tel que g(A) > ¢. On a 1121y = Ball,) ol
R, = Pw-r(n-i-l) T Pwr(n)+r+2 PwT(n)+r+1PwT(n)+r o 'Pwr(n)-o-l :

Rappelons que par construction w;(,)4,-41 = 1. Le Lemme 2.2 appliqué
avec h = g — ¢ assure |'existence d’une constante o > 0 telle que 'on
ait R,(g —c¢) > 6, ou encore R,g > ¢+ §, pour tout n > 1. Or
on a H:(n+1)f - Rng = Rn(H?—}(n)f - g)v d’ou ||H:(n+1)f - Rng“oo S
||H‘;’(n)f — g||loo- La suite {R,,g : n > 1} converge donc uniformément,
vers g. Il en résulte que lim,, _ ;o (infrcp 1) Rng(A)) = ¢, ce qui est
impossible d’apres 'inégalité ci-dessus. Donc g = ¢. On conclut que
{II¥f : n > 1} converge uniformément vers ¢ en remarquant que, pour
tout m > 7(n),

ML f = elloo = 1By -+ Py oy Wy [ = Olloo < MF ) f = clloo -

Passons au cas général
e f € E: il existe une suite {f}r>1 de polyndmes trigonométri-
ques convergeant dans E vers f. Soit € > 0. On a

1L, f =1L fllee < [IT0G f — TIY frlloo + 1Ty fr — 1T, fr oo
+ I e = T flloo
<2|[fi = flloo + 111G fre — 1L filoo -

On fixe k assez grand pour que ||fx — flleo < €/3. On sait que, pour
¢ assez grand, IIY fi, € T (car Py et P; contractent les degrés). On
déduit de ce qui précede que la suite {II¥fi : n > 1} converge dans
E, et finalement que {II¥f : n > 1} est une suite de Cauchy dans E.
Cette derniere suite converge donc vers une fonction h € E, et on a en
particulier lim,, _, 4 Pl(Pw¢(n)_1 =Py, f) = Pth = h (car wg(,) = 1).
On conclut en utilisant le fait que, sous ’hypothese (7) (qui assure que
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u; n’a pas de cycle périodique invariant), les fonctions Pj-invariantes
sont constantes, voir [2].

3. Démonstration du Théoréme 1.3.

Nous conservons les notations et hypotheses précédentes (voir dé-
but du Paragraphe 2), et nous nous proposons de démontrer le Théore-
me 1.3, c’est-a-dire I'inégalité (6) pour tout f € E". Pour simplifier les
notations, on suppose que n = 1 (la démonstration est identique pour
n €]0,1] quelconque). Remarquons tout d’abord que Py, P, et donc
chaque I1%, sont des opérateurs bornés sur E'. Plus précisément, on
démontre facilement 1’existence de constantes C, R > 0 telles que 'on
ait, pour 7 = 0,1 et tout f € B!,

(9) mi(P;f) <27 'mi(f) + C| flloo »

(10) 1P £l < 27 flls + Bl flloo -

On en déduit que, pour tout w € €2,

1 3
5 flle < 3 1l + 5 Bl flloo
et plus généralement, pour tout n € N*,

(11) MG Flle < 27l + 2 R (| flloo -

D’autre part, pour tout f € E, les suites {PJ'f : n > 1} et {P"f :
n > 1} convergent dans E. En vertu du Théoreme de Ionescu-Tulcea
et Marinescu [6], [9], la valeur propre 1 est 'unique valeur spectrale de

module 1 pour Py et P;, et on obtient les décompositions suivantes sur
El:

Pour i = 0,1, il existe une mesure de probabilité v;, P;-invariante
sur le tore, et un opérateur QQ; borné sur E', de rayon spectral stricte-
ment inférieur a 1, tels que

(12) Pif:/fdyi+Qi(f)v pour tout f € E*,
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avec, en outre, Q;v; = 0 et v;v; = vj pouri,j € {0,1} (on a noté v;

Uopérateur défini sur E* par v;(f) = [ fdv;). On en déduit que, pour

tout f € E1,

HZ(f) = Vu, (f) + VwZlef +oeeet anan—l o 'lef
+an"'Qw1f-

La démonstration du Théoreme 1.3 utilise les trois lemmes suivants:

(13)

Lemme 3.1. Il existe une constante D > 0 telle que pour tous f €
EY, n e N*, wy,...,w, € {0,1},

1Qu, - Quy fllh < DI fll1 -

Lemme 3.2. On a pour tout f € E' et tout w=(w1,wp, ..., wp, ...) €Q
a,) llmn_)+oo Han T .QOJ1f||OO =0.
b) limn_)+oo Han t 'lef“]- = 0 N

Lemme 3.3. Pour tout réel p > 0, il existe M € N* tel que pour tous
ferE, n>M, wy,...,w, €{0,1},

1Qu, - Qu, fllL < Bl fll1 -

Commencons par admettre ces lemmes, et donnons la

DEMONSTRATION DU THEOREME 1.3. Soient 3 tel que 0 < 3 < 1, et
M Tlentier du Lemme 3.3 correspondant a 3. Soient w € 2, et k € N*
qu’on écrit sous la forme k =q¢M +r,outge Net r € {0,...,M — 1}.
Alors

1Quy -+ Quy fllr < D B || f[l2
=D (BYM™)* || £l -
On pose p = B/M et Tif = Q., -+ Qu, f. Utilisant (13) et le fait que,

pour g € B et j = 0,1, [v5(9)lls = [;(9)] < llglloe < llgll, on montre
aisément que

n+p
I f =15 fll < T f il + Y 1Tl
k=n
n4+p

<20'(> o) IIf

k=n
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On conclut grace au critere de Cauchy, et au Théoreme 1.2 qui permet
d’identifier la limite a une constante.

PREUVE DU LEMME 3.1. La démonstration de ce lemme est donnée
dans [2]. Nous la reprenons ici car elle met en jeu une inégalité impor-
tante dont nous aurons besoin dans la suite. Grace a (9), (12), et enfin
aux relations entre (); et v;, on obtient les majorations suivantes:

1Qu,, *+* Quy fllt = [[Quy Pooy ++* P Iy
= “anPwn,l Pwlf“oo +m1(Pwn Pwlf)
<2 flloo + 27 m1(Po, - Py f) + C [ flloo

et finalement

1Qu, *Qu fl1 <2+ C+C27 -+ C27 D) ||l

. 27 (),

PREUVE DU LEMME 3.2. a) On obtient grace a (13)

n+1

an+1H$11f - ZywiQwi,1 e 'lef-

=1

Rappelons que {II¥ f},>1 converge uniformément vers une constante
¢(f,w). On a en outre

Va0 ) = (s @)oo = W gn [T f = e(f; )] lloo
< ||Hc1;,}f - C(fvw)“OO ’

d’ot1, d’apres le Théoreme 1.2, limy, , 4o ||V, (I f) —c(f, w)||oo = 0.
On en déduit que {Y i | Vi, Qui_, -+ Qu, f : n > 1} converge dans E
vers ¢(f,w) quand n — +o0o. On utilise & nouveau (13) pour en déduire
le a) du lemme.

b) On pose a, = ml(an T 'lef) et b, = Han e lefHoo
En vertu du a), il reste a prouver que lim, 1o a, = 0. Or, on a
ar =m1(P,, Qu, | Qu, [), ot d’apres (9), ar, < 27tag_1 + Cby_1,
et pour tout p > 1,

antp < 27 Pay + C (byyp-1 +2 tbpipo+ -+ 27,

L’assertion b) résulte donc du point a) et du fait que la suite {an}n>1
est bornée (c¢f. Lemme 3.1).
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PREUVE DU LEMME 3.3. On note S; la sphere unité de EL. Par ailleurs
on définit sur 2 la distance d(w,w’) = >, 5, 27%|wy, — w}|. Rappelons
que (2, d) est compact. -

Nous procédons par 'absurde en supposant qu’il existe un réel
£ > 0 pour lequel on a la propriété suivante: pour tout n € N*, il existe

p(n) > n, wf™, LWl € {01}, fym) € S1, tels que

) - " " > 7.
||Qw$(<n)> Qv fymll > B

On pose w* (™ = (wllp(n) i((z)), 0,0,...) € Q. En vertu du Théore-
me d’Ascoli et de la compamte de €2, il existe une suite d’entiers posi-
tifs {¢(n)}n>1 strictement croissante (extraite de {1)(n)},>1) telle que
{w?™},,>1 converge vers w € €, et telle que {fy(n)}n>1 converge dans

E vers f € E1, avec ||f]|1 < 1. Posant

=Q om Qo)
1

é(n)

on obtient

B < ||Anfomllt < 1 An(fom) — L+ 11Anfl1 -

Nous allons démontrer que ces deux derniers termes ont une limite nulle
quand n — 400, ce qui constituera bien une contradiction:
De (14), il vient que

1An (foe) — Ot < E | fpmy — Flloo + 272 my(fom) — f)

avec E' = 2(C' +1). En outre, on a my(fem) — f) < 2, d’ou

I (|4~ Dl =0.
La convergence de {w?(™}, 5 vers w = (wy,...,w,,...) entraine qu'il
existe une suite {k(n)},>1 d’entiers positifs, avec lim,, _, ;o k(n) =
+00, telle que w¢(") = wy, pour tout 1 < k < k(n). Si k(n) > ¢(n),

alors A Q%(n) Qu,- Si k(n) < ¢(n), alors
=Q o) Qo) (ka(n> o Quy)
“o(n) “h(n)+

d'ot [[Anfll1 £ D [|Quy,, " Quy fll1 d’apres le Lemme 3.1. On déduit
du Lemme 3.2.b) que lim, - 1o [|[Anf||1 = 0, ce qui achéve la démons-
tration du Lemme 3.3.
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