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Transform�ee en paquets

d�ondelettes des signaux

stationnaires� comportement

asymptotique des

densit�es spectrales

Lo��c Herv�e

R�esum�e� On consid�ere la transform�ee en paquets d�ondelettes
associ�ee �a un �ltre polynomial QMF� Soit X � fXngn�Z un signal
al�eatoire stationnaire �a densit�e spectrale f continue� On d�emontre que
les �n signaux	 g�en�er�es �a partir de X apr�es n it�erations de la trans

form�ee	 �convergent� vers des bruits blancs quand n�
�� Si f est
h�olderienne	 la vitesse de convergence est exponentielle�

Abstract� We consider quadrature mirror �lters	 and the asso

ciated wavelet packet transform� Let X � fXngn�Z be a stationary
signal which has a continuous spectral density	 f � We prove that the �n

signals	 obtained from X by n iterations of the transform	 �converge�
to white noises when n�
�� If f is holderian	 the convergence rate
is exponential�

���
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�� Enonc�e des r�esultats�

On d�esigne par �E� k�k�� l�espace des fonctions continues �
p�eriodi

ques muni de la norme uniforme	 et pour � ���� ��	 on note �E�� k � k��
le sous
espace des fonctions uniform�ement �
h�olderiennes	 avec

kfk� � kfk� 
m��f� �

o�u

m��f� � sup

� jf�y�� f�x�j
jy � xj� � x �� y

�
�

Soit H���� �
PN

k�� h
�
ke

�i�k� un polyn�ome trigonom�etrique tel que
H���� � � et

���
���H��

�

�
�
���� 
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�
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�
���� � � � pour tout � � ��� �� �

On suppose que les h�k sont des nombres r�eels	 et on d�e�nit h�k �
����k��h����k pour k � �N � �� � � � ���	 et

H���� �
��X

k��N��

h�ke
�i�k� � e��i��H���


�

�
� �

Notons que H���� � H���� � H������ � �	 H���� � H���� � H������
� �	 et que H� v�eri�e �egalement la relation ���� Un tel couple �H�� H��
est appel�e QMF �quadrature mirror �lters� ���	 ���� La m�ethode d�analy

se spectrale des signaux al�eatoires	 d�evelopp�ee dans ���	 consiste �a it�erer	
�a partir d�un processus al�eatoire initial X � �Xn�n�Z	 les deux op�erati

ons de �ltrage T� et T� d�e�nies par

�TjX�n �
p
�
X
k�Z

hjkX�n�k� j � �� �� n � Z �

o�u par convention h�k � � si k �� ��� N �	 et h�k � � si k �� ��N � ������
Cet algorithme	 qui en d�autres termes e�ectue la transform�ee en

paquets d�ondelettes de X ���	 fournit une famille arborescente de sig

naux stationnaires� apr�es n it�erations	 on dispose des �n processus
T�n � � �T��X	 o�u les �i d�ecrivent f�� �g�

On note � � f�� �gN� 	 u� � jH�j�	 u� � jH�j�	 et P�	 P� les
op�erateurs de transition d�e�nis sur E par

��� Pjf��� � uj�
�
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Transform�ee en paquets d
ondelettes ���

o�u � � ��� ��	 j � �� �� On d�emontre dans ��� le r�esultat suivant

Th�eor�eme ����

i� Si X � �Xn�n�Z est un processus stationnaire du second or�

dre� les processus T�X et T�X sont �egalement stationnaires� Si X a

une densit�e spectrale f � alors P�f et P�f sont les densit�es spectrales

respectivement de T�X et T�X� et plus g�en�eralement chaque processus

T�n � � �T��X admet une densit�e spectrale �egale �a P�n � � �P��f �
ii� Soit Q� le nombre de z�eros de H�� On suppose que� pour tout

p � f�� � � � � Q�g� pour tout k � f�� � � � � �p � �g� il existe � � f�� � � � � pg�
tel que

��� H�

�
k ��

�p � �



�

�

�
�� � �

Si f � E� alors� pour presque tout � � ���� ��� � � � � �n� � � � � � � �au
sens de la probabilit�e produit �equiprobable sur ��� la suite de processus

�T�n � � �T��X�n�� �converge� vers un bruit blanc� c	est��a�dire �P�n � � �
P��f�n�� converge vers une constante c�f� �� quand n�
��

Le point i� r�esulte d�un calcul �el�ementaire	 et l�assertion ii� du
Th�eor�eme de Ionescu
Tulcea et Marinescu ��� et de la Loi des grands
nombres� Signalons que la condition ��� est exactement l�hypoth�ese sur
les cycles p�eriodiques invariants donn�ee dans ���� Dans ce travail	 sous
une hypoth�ese du m�eme type mais un peu plus forte que ���	 nous nous
proposons	 d�une part de g�en�eraliser la propri�et�e de convergence du ii�
�a tout � � �	 et d�autre part de prouver que la vitesse de convergence
est exponentielle quand f est h�olderienne�

Th�eor�eme ���� Soit Q le nombre de z�eros de H�H�� On suppose

que� pour tout p � f�� � � � � Qg� pour tout k � f�� � � � � �p � �g� il existe

� � f�� � � � � pg� tel que

��� H�

�
k ��

�p � �

�
H�

�
k ��

�p � �

�
�� � �

Soit X un processus stationnaire du second ordre admettant une den�

sit�e spectrale f continue� et soit � � ���� � � � � �n� � � � � � � quelconque�

Alors la mesure spectrale P�n � � �P��f du processus T�n � � �T��X con�

verge uniform�ement vers une constante c�f� �� quand n�
�� c	est�

�a�dire�

��� lim
n���

kP�n � � �P��f � c�f� ��k� � � �
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Th�eor�eme ��	� On conserve les hypoth�eses et notations du th�eor�eme

pr�ec�edent� Si f � E�� alors il existe deux constantes D 	 � et 
 � ��� ��
�ind�ependantes de f� telles que l	on ait� pour tout � � ���� � � � � �n� � � � �
� ��

��� kP�n � � �P��f � c�f� ��k� � D
nkfk� �

Remarques� a� La propri�et�e ��� montre que la suite d�op�erateurs
�P�n � � �P���n�� converge en norme dans E� avec une vitesse exponen

tielle� L��etude du comportement asymptotique des spectres discrets
dans l�arbre de �ltrage	 que nous n�abordons pas ici	 a �et�e trait�ee dans
���� Par ailleurs une �etude plus pr�ecise des it�er�ees de T� a �et�e faite dans
��� dans le cadre des �ltres polynomiaux non n�ecessairement QMF�

b� L�hypoth�ese ��� est une condition n�ecessaire et su�sante pour
que H� engendre une analyse multir�esolution	 et elle assure que la suite
fPn

� f� n 	 �g converge uniform�ement vers f��� pour tout f � E	 voir
���� Pour � � �	 on note �� la mesure de probabilit�e sur le tore d�e�nie
par Z

f d�� � c�f� �� � f � E �

Si � � ��� �� � � � �	 le r�esultat ci
dessus montre que �� � �� �masse de
Dirac en ��� Plus g�en�eralement	 si � est de la forme � � ���� � � � � �r� ��

�� � � � �	 on a �� �
P�r��

k�� u�r �k��� � � �u���k��r� ��k���r�� �
Cependant ce type de propri�et�e ne s��etend pas �a tous les �el�ements

de �� Plus pr�ecis�ement	 soient 
 la mesure produit �equiprobable sur
�	 D l�ensemble des points dyadiques de ��� ��	 et soit en�n A le sous

ensemble de � form�e des � tels que �w soit de la forme

�� �
X
a�D

�a��� �a �

o�u les �a��� sont des r�eels positifs tels que
P

a�D �a��� � �� Alors

�A� � �� En e�et	 on �etablit ais�ement par r�ecurrence que

Z �

�

f��� d� � ��n
X

���			��n�f���g

Z �

�

P�n � � �P��f��� d� �

pour tout f � E et pour tout n 	 �� D�o�u	 gr�ace au th�eor�eme de
convergence domin�ee sur ��� 
�	

Z �

�

f��� d� �

Z
�

c�f� �� d
��� �



Transform�ee en paquets d
ondelettes ���

Donc	 pour tout bor�elien B	 on a m�B� �
R
�
���B� d
���	 o�u m est la

mesure de Lebesgue sur ��� ��� Pour B � D	 on obtient � � m�D� 	

�A�� Donc 
�A� � ��

Signalons �egalement que	 si � � ��� �� � � � �	 alors �� est une mesure
continue� ���fxg� � � pour tout x � ��� ��� En e�et supposons que
���fxg� 	 �� On sait que �� est invariante sous l�action de P� et �	
o�u � est la transformation d�e�nie par �� � �� �modulo��	 voir � ��
On en d�eduit ais�ement que x est n�ecessairement un point �xe pour une
certaine puissance �p de �	 et que u���

kx� � � pour k � �� � � � � p	
ce qui contredit l�hypoth�ese ���� Donc ���fxg� � �� De m�eme	 si
� � ��� �� �� �� � � ��	 ou plus g�en�eralement si � est cyclique	 on peut
montrer que �� est une mesure continue�

c� Pour tout n 	 �	 l�application An d�e�nie par

f 
�� �P�n � � �P��f����			��n�f���g

est injective de E dans E�n � Il su�t de le v�eri�er pour n � �� �r	 pour
� �x�e	 on a t�P�f����� P�f����� � A��� t�f���� f�� 
 �����	 o�u A���
est une matrice carr�ee d�ordre � qui s�exprime ais�ement �a l�aide de
u���� et u����	 et dont le d�eterminant est D��� � �u�����

� � �u�����
��

L�injectivit�e de A� r�esulte du fait que D a un nombre �ni de z�eros�
Par cons�equent si deux processus X et Y admettent des densit�es

spectrales fX et fY distinctes	 alors AnfX �� AnfY pour tout n 	 �	 et
en ce sens	 la transform�ee en ondelettes des signaux stationnaires fournit
un proc�ed�e d�analyse spectrale� Cependant	 la propri�et�e d�injectivit�e de
An peut se �d�egrader� quand n�
�� Plus pr�ecis�ement	 consid�erons
l�exemple du �ltre de Haar	 H���� � �� 
 e�i������ Un calcul simple
montre que	 pour f��� � sin ���	 on a P�f � f�� et P�f � �f��	 de
sorte que c �f� �� � � pour tout � � �� En d�autres termes	 l�application
f 
� c �f� �� associ�ee au �ltre de Haar n�est pas injective� Nous ne
sommes pas parvenus �a �etudier	 pour H� quelconque	 l�injectivit�e de
f 
� c �f� ���

La suite de ce papier est consacr�ee �a la d�emonstration des th�eor�e

mes ��� et ��� qui repose	 d�une part sur la positivit�e des op�erateurs
P�� P� et la notion de points p�eriodiques ���	 ��� ��etude dans E�	 et
d�autre part sur le Th�eor�eme de Ionescu
Tulcea et Marinescu et des
arguments de compacit�e ��etude dans E���
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�� D�emonstration du Th�eor�eme ����

Dans ce paragraphe	 nous nous proposons de d�emontrer le Th�eor�e

me ���� Pour simpli�er	 on notera	 pour tout n � N

� et tout � �
���� � � � � �n� � � � � � �	

!�
nf��� � P�n � � �P��f���� f � E� � � ��� �� �

Rappelons que u���� � u��� 
 ����� Les op�erateurs P� et P� d�e�nis
par ��� sont born�es	 positifs sur E	 et v�eri�ent P�� � P�� � �	 o�u � est
la fonction identiquement �egale �a �� De m�eme chaque op�erateur !�

n est
positif	 born�e sur E	 et v�eri�e

!�
n� � �� k!�

nfk� � kfk�� pour tout f � E �

On d�e�nit	 pour k � N
� 	 Tk � vect fe��i��k����� � � � � e�i��k����g� No


tons que u� et u� appartiennent �a TN � Pour de simples raisons de
degr�e	 il est clair que	 si f est un polyn�ome trigonom�etrique	 alors les
fonctions !�

nf appartiennent �a TN pour n assez grand� De m�eme	 on
montre facilement que P�� P�	 et donc !�

n	 op�erent sur TN �
Soient S� et S� les applications d�e�nies par

Sj� �
�
 j

�
� � � ��� �� � j � �� � �

Pour � � ��� ��	 � � �	 et n � N
� 	 on note T�

n�� l�ensemble des points
�n � � ���� tels que �i � fS�� S�g et u�n����� � � �u����n � � ����� 	 ��
Compte
tenu des identit�es uj�����
uj����
���� � �	 l�ensemble T�

n��

n�est jamais vide� On notera �a� la partie enti�ere d�un r�eel a	 et � le
shift d�e�ni sur � par

�� � ����� � � � � �n� � � � � � ���� � � � � �n� � � � � �

La d�emonstration du Th�eor�eme ��� utilise les deux lemmes techniques
suivants�

Lemme ���� Soit h une fonction de E �a valeurs positives ou nulles�

et soient � � �� � � ��� ��� m� � � N
� � et en
n y � �� � � � ��� � T 
m�

��� �

Si !�
mh�y� 	 �� alors on a !�

��mh��� 	 ��



Transform�ee en paquets d
ondelettes ���

Lemme ���� On note r � �log���N
���
�
�Q� Soit h une fonction

de TN �a valeurs positives ou nulles� mais non identiquement nulle� Il

existe � 	 � telle que

P�n � � �P��P�P�r � � �P��h��� 	 � � pour tous � � ��� �� � n 	 � �

�i� �i � f�� �g �

Preuve du Lemme ���� On montre ais�ement par r�ecurrence que

!�
mh��� �

X
���			��m�fS��S�g

u�m����� � � �u����m � � �����h��m � � ����� �

Comme y � T 
m�
��� 	 on a A � u�m��

����� � � �u�m��
��� � � � ���� 	 �� Le

Lemme ��� se d�eduit alors de l�in�egalit�e

!�
m��h���

	 A
X

�����			 ����m�fS��S�g

u�m�����y� � � �u������m � � �����y�h����m � � �����y�

� A !�
mh�y� �

Avant de donner la preuve du Lemme ���	 commen"cons par faire
quelques rappels sur la notion de points p�eriodiques ���	 ���	 et le lien
avec la condition ���� Pour p � N

� 	 on dit que � � ��� �� est un
point p 
p�eriodique s�il existe p �el�ements ��� � � � � �p de fS�� S�g tels que
�p � � ���� � �	 et si p est le plus petit entier pour lequel on a une
telle relation �de mani�ere �equivalente	 si �p� � � et �k� �� � pour
k � �� � � � � p� �	 o�u �x � �x mod ��� La famille f��� � � � � �pg v�eri�ant
la relation ci
dessus est unique	 et l�on note

C� � f�k � � ���� � k � �� � � � � pg �

Il est clair que les points p�eriodiques d�ordre inf�erieur ou �egal �a un
entier m	 m � N

� 	 sont de la forme k���p � ��	 o�u p � f�� � � � �mg et
k � f�� �� � � � � �p � �g� La condition ��� est �equivalente �a la suivante�
pour tout � ���� ��	 p 
p�eriodique	 � � p � Q	 il existe y � C�	 tel que

� � H��y�H��y� �� � �
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Pour � � ��� ��	 on noteA��f�n � � ���� � n 	 �� ��� � � � � �n�fS�� S�gg�
Nous aurons besoin des propri�et�es suivantes d�emontr�ees dans ����

Soit � � ��� ��� Si � est p�eriodique� alors un �et uniquement un� des
points S�� et S�� est p�eriodique� Si � n	est pas p�eriodique� les points

de A� sont distincts deux �a deux et ne sont pas p�eriodiques�

Preuve du Lemme ���� On note Z l�ensemble des z�eros de u�u�	 et
jEj le cardinal d�un ensemble quelconque E� Rappelons que jZj � Q�
Les op�erateurs Pi �etant positifs et tels que Pi� � �	 il su�t de prouver
qu�il existe � 	 � tel que l�on ait	 pour tous � � ��� ��	 ��� � � � � �r � f�� �g

��� P�P�r � � �P��h��� 	 � �

a� Soit r� � �log���N 
 ��� 
 �� Si � est non p�eriodique et tel que
A� � Z � �	 alors !�

mh��� 	 �� pour tous m 	 r�� � � �� En e�et	
sinon on aurait h��m � � ����� � � pour chaque �m� � � � � �� � fS�� S�g	
ce qui est impossible car h admet au plus �N 
 � racines�

b� Soit r� � r� 
 Q� Si � est non p�eriodique	 alors !�
mh��� 	

�� pour tous m 	 r�� � � �� Pour prouver b�	 consid�erons les ensem

bles

AQ
� � f�k � � ���� � � � k � Q� �i � fS�� S�gg �

FQ
� � f�Q � � ���� � �i � fS�� S�gg �

On note p � jAQ
� � Zj� Soit �� � � quelconque� On a � � p � Q	 et

jFQ
� �T��

Q��j � �Q��
�Q��
� � �
�Q�p � �Q��Q�p� Pour prouver cette

in�egalit�e	 on peut par exemple repr�esenter l�ensemble AQ
� sous la forme

d�un arbre dyadique de racine � �admettant pour �ls ��� et ��� 
 ���

� � � etc � � ��	 et remarquer que le nombre jFQ
� � T��

Q��j est d�autant plus
grand que les �el�ements de Z sont proches de � dans l�arbre� Il en
r�esulte que jT��

Q��j 	 �Q�p 	 Q � p� Les points de A� �etant distincts

deux �a deux	 on en d�eduit qu�il existe y � T��

Q�� tel que Ay � Z � ��

Rappelons que y est n�ecessairement non p�eriodique� Soient maintenant
m 	 � et � � � quelconques� il existe ym � T 
m�

Q�� non p�eriodique tel
que Aym �Z � �� Du a�	 il vient que !�

mh�ym� 	 � pour tout m 	 r�	
d�o�u	 d�apr�es le Lemme ���	 !�

m�Qh��� 	 �	 ce qui prouve b��

c� Soit r � r� 
 Q� Si � est p�eriodique	 � �� �	 alors !�
mh��� 	

�� pour tous m 	 r� � � �� D�emontrons tout d�abord que	 pour tout
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�� � �	 il existe un �el�ement y de T��

Q�� non p�eriodique� dans le cas
contraire	 en vertu des propri�et�es sur les points p�eriodiques rappel�ees
ci
dessus	 l�ensemble T��

Q�� serait en fait r�eduit �a un seul �el�ement qui en
outre appartiendrait �a C�	 d�o�u u��t�u��t� � � pour tout t � C�	 ce qui
contredit l�hypoth�ese � ��

Soit m � N
� � Il existe donc y � T 
m�

Q�� non p�eriodique	 de sorte
qu�on a	 pour tout m 	 r�	 !

�
mh�y� 	 � et donc d�apr�es le Lemme ���	

!�
m�Qh��� 	 �� Le point c� est prouv�e�

On a en particulier d�emontr�e que	 pour tout ��� � � � � �r� �r�� �
f�� �g et tout � �� �	 P�r��P�r � � �P��h��� 	 �� Remarquons que	 si
�r�� � �r � � � � � �� � � et �� � �	 alors !�

r��h��� � u���� � � �u����
u������h����� � h�����	 ce dernier terme pouvant �etre nul� Pour � � �	
il est donc n�ecessaire d�avoir �r�� � ��

d� �cas � � ��� On a P�P�r � � �P��h��� 	 �� pour tous ��� � � � � �r �
f�� �g� En e�et	 comme u���� � �	 on obtient

P�P�r � � �P��h���
�

X
���			��r���fS��S�g

u��
�

�
�u�r ���

�

�
� � � �u����r�� � � ���

�

�
�h��r�� � � ��� �

�
�

� P�r � � �P��h�
�

�
�

ce dernier terme �etant positif d�apr�es ce qui pr�ec�ede�
Notons que r est bien ind�ependant de la fonction h� Nous pou


vons maintenant prouver ���� Soient ��� � � � � �r � f�� �g� Il existe une
constante �����			��r� 	 � ne d�ependant que de ���� � � � � �r� telle que
P�P�r � � �P��h 	 �����			��r�� On en d�eduit ��� avec � � minf�����			��r� �
�i � f�� �gg�

D�emonstration du Th�eor�eme ���� Soit � � ��

�er cas� il existe k � N
� tel que �n � � pour tout n 	 k� Alors

!�
n � Pn�k

� !�
k � On d�eduit de l��etude des it�er�ees de P� faite dans ���

que	 pour tout f � E	 la suite f!�
nf � n 	 �g converge uniform�ement

vers la constante !�
k f����

�ieme cas� il existe une suite strictement croissante f��n�gn��
d�entiers positifs tels que �
�n� � �� Commen"cons par supposer que

� f � TN � on peut choisir les ��n� tels que ��n
�����n� 	 r
�	
o�u r est l�entier d�e�ni dans le Lemme ���� Soit ��n� � ��n� � r � ��
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La famille f!�
��n�f � n 	 �g est born�ee dans l�espace TN qui est de

dimension �nie� On peut donc en extraire une sous
suite f!�
��n�f � n 	

�g convergeant uniform�ement vers une fonction g de TN �
Nous allons d�emontrer que g est identiquement �egale �a

c � inf
��	���


�g���� �

A cet e�et proc�edons par l�absurde et supposons qu�il existe � � ��� ��
tel que g��� 	 c� On a !�

��n��� � Rn!
�
��n� o�u

Rn � P���n��� � � �P���n��r��P���n��r��P���n��r � � �P���n��� �

Rappelons que par construction ���n��r�� � �� Le Lemme ��� appliqu�e
avec h � g � c assure l�existence d�une constante � 	 � telle que l�on
ait Rn�g � c� 	 �	 ou encore Rng 	 c 
 �	 pour tout n 	 �� Or
on a !�

��n���f � Rng � Rn�!
�
��n�f � g�	 d�o�u k!�

��n���f � Rngk� �
k!�

��n�f � gk�� La suite fRng � n 	 �g converge donc uniform�ement

vers g� Il en r�esulte que limn����inf��	���
Rng���� � c	 ce qui est
impossible d�apr�es l�in�egalit�e ci
dessus� Donc g � c� On conclut que
f!�

nf � n 	 �g converge uniform�ement vers c en remarquant que	 pour
tout m 	 ��n�	

k!�
mf � ck� � kP�m � � �P���n����!�

��n�f � c�k� � k!�
��n�f � ck� �

Passons au cas g�en�eral
� f � E � il existe une suite ffkgk�� de polyn�omes trigonom�etri


ques convergeant dans E vers f � Soit � 	 �� On a

k!�
q f �!�

p fk� � k!�
q f � !�

q fkk� 
 k!�
q fk � !�

p fkk�

 k!�

p fk � !�
p fk�

� � kfk � fk� 
 k!�
q fk �!�

p fkk� �

On �xe k assez grand pour que kfk � fk� � ���� On sait que	 pour
� assez grand	 !�

� fk � TN �car P� et P� contractent les degr�es�� On
d�eduit de ce qui pr�ec�ede que la suite f!�

nfk � n 	 �g converge dans
E	 et �nalement que f!�

nf � n 	 �g est une suite de Cauchy dans E�
Cette derni�ere suite converge donc vers une fonction h � E	 et on a en
particulier limn��� P��P���n���

� � �P��f� � P�h � h �car �
�n� � ���
On conclut en utilisant le fait que	 sous l�hypoth�ese � � �qui assure que
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u� n�a pas de cycle p�eriodique invariant�	 les fonctions P�
invariantes
sont constantes	 voir ����

	� D�emonstration du Th�eor�eme ��	�

Nous conservons les notations et hypoth�eses pr�ec�edentes �voir d�e

but du Paragraphe ��	 et nous nous proposons de d�emontrer le Th�eor�e

me ���	 c�est
�a
dire l�in�egalit�e ��� pour tout f � E�� Pour simpli�er les
notations	 on suppose que � � � �la d�emonstration est identique pour
� � ��� �� quelconque�� Remarquons tout d�abord que P�� P�	 et donc
chaque !�

n 	 sont des op�erateurs born�es sur E�� Plus pr�ecis�ement	 on
d�emontre facilement l�existence de constantes C�R 	 � telles que l�on
ait	 pour j � �� � et tout f � E�	

�#� m��Pjf� � ���m��f� 
 Ckfk� �

���� kPjfk� � ���kfk� 
 Rkfk� �

On en d�eduit que	 pour tout � � �	

k!�
� fk� �

�

�
kfk� 
 �

�
R kfk� �

et plus g�en�eralement	 pour tout n � N� 	

���� k!�
nfk� � ��nkfk� 
 �R kfk� �

D�autre part	 pour tout f � E	 les suites fPn
� f � n 	 �g et fPn

� f �
n 	 �g convergent dans E� En vertu du Th�eor�eme de Ionescu
Tulcea
et Marinescu ���	 �#�	 la valeur propre � est l�unique valeur spectrale de
module � pour P� et P�	 et on obtient les d�ecompositions suivantes sur
E� �

Pour i � �� �� il existe une mesure de probabilit�e 
i� Pi�invariante
sur le tore� et un op�erateur Qi born�e sur E�� de rayon spectral stricte�

ment inf�erieur �a �� tels que

���� Pif �

Z
fd
i 
Qi�f� � pour tout f � E� �
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avec� en outre� Qi
j � � et 
i
j � 
j pour i� j � f�� �g �on a not�e 
i
l	op�erateur d�e
ni sur E� par 
i�f� �

R
fd
i�� On en d�eduit que� pour

tout f � E��

����
!�
n�f� � 
���f� 
 
��Q��f 
 � � �
 
�nQ�n��

� � �Q��f


Q�n � � �Q��f �

La d�emonstration du Th�eor�eme ��� utilise les trois lemmes suivants�

Lemme 	��� Il existe une constante D 	 � telle que pour tous f �
E�� n � N� � ��� � � � � �n � f�� �g�

kQ�n � � �Q��fk� � D kfk� �

Lemme 	��� On a pour tout f � E� et tout ������ ��� � � � � �n� � � � ���
a� limn��� kQ�n � � �Q��fk� � � �

b� limn��� kQ�n � � �Q��fk� � � �

Lemme 	�	� Pour tout r�eel � 	 �� il existe M � N� tel que pour tous

f � E�� n 	M � ��� � � � � �n � f�� �g�
kQ�n � � �Q��fk� � � kfk� �

Commen"cons par admettre ces lemmes	 et donnons la

D�emonstration du Th�eor�eme ���� Soient � tel que � � � � �	 et
M l�entier du Lemme ��� correspondant �a �� Soient � � �	 et k � N�
qu�on �ecrit sous la forme k � qM 
 r	 o�u q � N et r � f�� � � � �M � �g�
Alors

kQ�k � � �Q��fk� � D�q kfk�
� D� ����M �k kfk� �

On pose 
 � ���M et Tkf � Q�k � � �Q��f � Utilisant ���� et le fait que	
pour g � E� et j � �� �	 k
j�g�k� � j
j�g�j � kgk� � kgk�	 on montre
ais�ement que

k!�
n�pf �!�

nfk� � kTnfk� 

n�pX
k�n

kTkfk�

� �D�
� n�pX
k�n


k
�
kfk� �
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On conclut gr�ace au crit�ere de Cauchy	 et au Th�eor�eme ��� qui permet
d�identi�er la limite �a une constante�

Preuve du Lemme ���� La d�emonstration de ce lemme est donn�ee
dans ���� Nous la reprenons ici car elle met en jeu une in�egalit�e impor

tante dont nous aurons besoin dans la suite� Gr�ace �a �#�	 ����	 et en�n
aux relations entre Qi et 
j 	 on obtient les majorations suivantes�

kQ�n � � �Q��fk� � kQ�nP�n��
� � �P��fk�

� kQ�nP�n��
� � �P��fk� 
m��P�n � � �P��f�

� � kfk� 
 ���m��P�n��
� � �P��f� 
 C kfk� �

et �nalement

����
kQ�n � � �Q��fk� � �� 
 C 
 C ��� 
 � � �
 C ���n���� kfk�


 ��nm��f� �

Preuve du Lemme ���� a� On obtient gr�ace �a ����


�n��!
�
nf �

n��X
i��


�iQ�i��
� � �Q��f �

Rappelons que f!�
nfgn�� converge uniform�ement vers une constante

c�f� ��� On a en outre

k
�n���!�
nf�� c�f� ��k� � k
�n�� �!�

nf � c�f� ��� k�
� k!�

nf � c�f� ��k� �

d�o�u	 d�apr�es le Th�eor�eme ���	 limn��� k
�n���!�
nf��c�f� ��k� � ��

On en d�eduit que fPn
i�� 
�iQ�i��

� � �Q��f � n 	 �g converge dans E
vers c�f� �� quand n�
�� On utilise �a nouveau ���� pour en d�eduire
le a� du lemme�

b� On pose an � m��Q�n � � �Q��f� et bn � kQ�n � � �Q��fk��
En vertu du a�	 il reste �a prouver que limn��� an � �� Or	 on a
ak � m��P�kQ�k��

� � �Q��f�	 d�o�u d�apr�es �#�	 ak � ���ak�� 
Cbk��	
et pour tout p 	 �	

an�p � ��pan 
 C �bn�p�� 
 ���bn�p�� 
 � � �
 ��p��bn� �

L�assertion b� r�esulte donc du point a� et du fait que la suite fangn��
est born�ee �cf� Lemme �����
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Preuve du Lemme ���� On note S� la sph�ere unit�e de E�� Par ailleurs
on d�e�nit sur � la distance d��� ��� �

P
k�� �

�kj�k � ��kj� Rappelons
que ��� d� est compact�

Nous proc�edons par l�absurde en supposant qu�il existe un r�eel
� 	 � pour lequel on a la propri�et�e suivante� pour tout n � N� 	 il existe
��n� 	 n� �

��n�
� � � � � � �

��n�
��n� � f�� �g	 f��n� � S�	 tels que

kQ
�
��n�

��n�

� � �Q
�
��n�
�

f��n�k� 	 � �

On pose ���n� � ��
��n�
� � � � � � �

��n�
��n�� �� �� � � � � � �� En vertu du Th�eor�e


me d�Ascoli et de la compacit�e de �	 il existe une suite d�entiers posi

tifs f��n�gn�� strictement croissante �extraite de f��n�gn��� telle que
f�
�n�gn�� converge vers � � �	 et telle que ff
�n�gn�� converge dans
E vers f � E�	 avec kfk� � �� Posant

An � Q
�
��n�

��n�

� � �Q
�
��n�
�

�

on obtient

� � kAnf
�n�k� � kAn�f
�n� � f�k� 
 kAnfk� �

Nous allons d�emontrer que ces deux derniers termes ont une limite nulle
quand n�
�	 ce qui constituera bien une contradiction�

De ����	 il vient que

kAn�f
�n� � f�k� � E kf
�n� � fk� 
 ��
�n�m��f
�n� � f� �

avec E � ��C 
 ��� En outre	 on a m��f
�n� � f� � �	 d�o�u

lim
n���

kAn�f
�n� � f�k� � � �

La convergence de f�
�n�gn�� vers � � ���� � � � � �n� � � � � entra�$ne qu�il
existe une suite fk�n�gn�� d�entiers positifs	 avec limn��� k�n� �


�	 telle que w

�n�
k � �k pour tout � � k � k�n�� Si k�n� 	 ��n�	

alors An � Q���n� � � �Q�� � Si k�n� � ��n�	 alors

An � Q
�
��n�

��n�

� � �Q
�
��n�

k�n���

�Q�k�n� � � �Q��� �

d�o�u kAnfk� � D kQ�k�n� � � �Q��fk� d�apr�es le Lemme ���� On d�eduit
du Lemme ����b� que limn��� kAnfk� � �	 ce qui ach�eve la d�emons

tration du Lemme ����
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